Petr Hasil

P¥ednagka z MB152

JERSy \WRSARYK g,
N 2y S EST ',
: :f’ i?’: < Py
= G B4
g5 g ~ % g
“ N %, e QNS

> S
¥ Rerum WE




@ Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych
@ Zikladni pojmy, limita, spojitost

Parcidlni derivace a diferencidl

Kmenova funkce

Parcialni derivace sloZzenych funkci

Lokalni extrémy

Absolutni extrémy



Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Definice 1

Necht M C R", kde n € N, M # (). Zobrazeni f: M — R se nazyva

(redlnd) funkce n (redlnych) proménnych a mnozina M je jeji definiéni

obor. )
Priklad 1
° y)=vx2+y?2 f:RZ5R
° ( ) In(1—-x2—y?), M= {[x,y] e R?: x°>+y? <1}, f: M =R
o f(x,y,z) =x-arctgX, M={[x,y,z] eR®:z#0}, f: M >R
@ f(xi,...,Xxn) =x1- 22---X,'77, f:R" >R
Poznamka

OR"=Rx---xR={x=[xq,...,xa;x; €R,i=1,...,n}

n

0 x, B xex, B xex, 2 x e x, konverguje k x po soufadnicich

v
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Definice 2
Necht M C R", f: M — R, pak se mno¥ina

Gr(f) =[x, ..., xny] €ER™ [x1, ..., x0] € Myy = f(x1,....xn)}

nazyva graf funkce f.

Definice 3

Necht M CR" f: M — R, c € R, pak se mnoZina
fe={[x1,....xn] € M; f(x1...,xp) = c}

nazyva vrstevnice funkce f (na drovni c).
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Definice 4

Necht M C R?,f: M — R, pak
e Yez funkce f (soufadnou) rovinou py, = {[x,y,z] € R3;z =0} je
mnoZina
foo = {[x.,2] € R f(x,y) = 0},

e Yez funkce f (soutadnou) rovinou py, = {[x,y,z] € R3;y = 0} je
mnoZina

fpxz = {[X7.y7z] E R3’ f(X70) = Z}?

e ¥ez funkce f (soutadnou) rovinou py, = {[x, y, z] € R3;x = 0} je
mnozina

fpyz = {[Xayvz] €R3;f(0?y) :Z}'

(© Petr Hasil (MUNI) MB152
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Zakladni pojmy, limita, spojitost

Diferencidlni po&et funkci vice promé&nnych

Pozndmka
o Necht f: R? — R, pak f, = fy (Yez rovniou py, je shodny
s vrstevnici na trovni 0).
@ Samozfejmé Ize stejnym zplsobem definovat ¥ez libovolnou rovinou.
@ Pro funkce vice neZ dvou promé&nnych Ize podobné zavést definici fezu
(sou¥adnymi) nadrovinami apod. )
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Priklad 2
Nadrtnéte graf funkce

flx,y) = Vx> +y2

Nejprve si nalrtneme Yezy soutadnymi rovinami a vrstevnice. Dostavame
foe = ¥y=0=z=Vx2=|x|af,, = x=0=z=/y?=y|,
tedy Fezy jsou
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Vrstevnice jsou mnoziny f. = {[x,y] € R?; f(x,y) = c} tedy pokldddme
z=c = c=+/x24+y2 = x> +y>’=c% tj.proc<0jef.=10apro
¢ > 0 se jedna o kruZnice se stfedem v polatku a polomérem c,

y
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Zakladni pojmy, limita, spojitost

Celkem jsme zjistili, e grafem funkce f(x,y) = 1/x% + y? je rota&ni kuZel
postaveny na 3pice v pocatku.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Definice 5

Necht f: R” — R a x* € (R*)" je hromadny bod defini¢niho oboru f.
Rekneme, ¥e funkce f ma v bod& x* € (R*)™ limitu L € R, jestlize ke
kazdému e > 0 existuje 0 > 0 tak, Ze pro kazdé x € O(x*,0) ~ {x*} plati
If(x) — L] <e.

Tj. pro x* = [x{, ..., x;] mdme limy_,+ f(x) =L &

Ve > 035 >0Vx = [x1,...,Xxp] # x":
Ixi— x| <o (i=1,...,n) = f(x)e(L—¢e,L+¢).

v

Definice 6
Nevlastni limitu definujeme jako

lim f(x) = oco[—o0] <

xX—rx*

VA€ R 3 >0Vx € O(x*,0) N {x*}: f(x) > A[f(x) <Al

v
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Priklad 3
o Im (xX*+y¥)=1+48=9
[xﬁy]—>[1,2]( )
X2 2 X2 2 141
S e ] O aee)

2 2 _
[ey]—[0,0] V3P+y2+1-1  [x,y]=[0,0] X Hyirl-l

VX34 y2+1+1=2

[X,y]—>[0 0]
lim Sl =
® oo P
Poznamka
Znac&eni se ruzni
lim  f(x,y)= lim f(x,y) = lim f(x,y).
[x,y]—[x0,0] bey) = (x.y)=(>0.y0) bey) ;3;8 )
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Priklad 4

; = __kx*  _ im k
[x y% o0 ¥+ = ly =l = limy 2(1+k2) = Jim e

limita neexistuje, protoZe zdvisi na smérnici ptimky, po niz se blizime

k bodu [0,0].

2 2
lim 225 = |y = kx| = lim 2585 = lim %5 =0,
[x,y]—[0,0] xity? ly | x—0 X HKEXE T g XAk
ale pro paraboly mame

: 2 k<t k
o o vz = Iy = | = lim s = 1%

a limita proto neexistuje.

Petr Hasil (MUNI) MB152
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Dvojna a dvojnadsobna limita

Necht f : R> — R je funkce dvou prom&nnych. Pak limita ve smyslu
Definice 5 se nazyvd dvojnad. Limitni proces také miZeme aplikovat
postupné&. Limity

Ly = lim (lim f(x,y)) a L= lim (lim f(x,y))

Y—Yo " X—Xo X—=X0 " Y—Y0

se nazyvaji dvojndsobné (pop¥. postupné). Potom pro Ly, Ly a
L= 1imp 15,0 £ (X ) plati:

(i) existuji-li limity Ly, a Lyx takové, Ze L,, = L, pak limita L nemus/
existovat;
existuje-li limita L (i nevlastni), pak L, a Ly« nemusi existovat;
existuje-li L a nékterd z limit L,, nebo L., pak se ob& rovnaji

existuji-li limity Ly, Lyx a L, pak Ly, = Ly = L;

existuji-li limity L, a L, takové, Ze L, # L, pak limita L
neexistuje.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Vypocet limity L pomoci postupnych limit L,,, L,x je vyhodné zejména
tehdy, je-li pfedem znama existence L. Na druhou stranu &ast (v) udava

dal3i nutnou podminku pro existenci limity L (pro neexistenci limity L staci
ukdzat Ly, # Lyx).

Poznamka

Pro funkce vice proménnych nemame k dispozici |I'Hospitalovo pravidlo.

Petr Hasil (MUNI) MB152 15/76



Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Véta 1 (Transformace do polarnich soufadnic)

Limita lim  f(x,y) je rovna L, jestliZe existuje funkce g: Ry — Ry
[x,y]—[x0,y0]
Jedné proménné s vlastnosti lim,_,o+ g(r) = 0 tak, Ze existuje ro > 0

takové, Ze pro kazdé r € (0, ry) plati

|f(x0 + rcosp, yo + rsing) — L| < g(r) Vo € [0, 2m).

Priklad 5

x3+y3 (rcosp)d + (rsing)?
m _— = | m -
[xy]—=[0,0] X2 + y2  r—0 (rcosp)? + (rsin)?

3(rac3 in3
r>(cos ¢+S|n2 ©) — lim r(cos390+5i"3 ©)=0

= lim
(p) r—0

r—0 r2(cos? ¢ + sin

ohrani&ena funkce

© Petr Hasil (MUNI) MB152 16 /76



Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Poznamka

Podobn& miZeme p¥i vypoltu limity funkce t¥i proménnych v bodé&
[x0, Y0, 20] vyuZit transformaci do sférickych soufadnic, tj.

x =xp+ pcospsint, y=yy+ psinpsind, z=2zy+ pcost,

kde
@ p >0 je vzdalenost bodi [xo, Yo, 20] a [x, y, z] (tzv. sféricky polomér),
@ ¢ €[0,27) je dhel, ktery svird primét privodite (spojnice bodl) do
podstavné roviny xy s kladnym smérem osy x (tzv. azimutdini ihel),
e 1 € [0, 7] je thel, ktery svird privodi¢ s kladnym smérem osy z (tzv.
sféricky tihel).
Pokud je hodnota limity zavisld na hodnoté dhlu ¢ nebo ¥, tak limita
funkce neexistuje. Opa&né tvrzeni Ize opét naformulovat jako vétu.

© Petr Hasil (MUNI) MB152 17 /76



Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Véta 2

Je-li L € R a existuje-li neziporna funkce g takovd, Ze lim,_,o+ g(p) =0 a

|f(x0 + pcossind, yg + psinpsind, zy + cos V) — L| < g(p)

pro kaZzdé p z n&jakého pravého ryziho okoli bodu 0 a kaZdé ¢ € [0, 27),
¥ € [0, 7], pak plati

lim f(x,y)=L.

[x,y,2]=[x0,%0,20]
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Definice 7
Necht f: R" — R, M C R", x* € M. Potom lim,_, .~ f(x) = L, jestlize
xeM
Ve >030 >0, Vx € (O(x*,0) ~{x*})NnM: f(x) e O(Le).

Priklad 6

Z teorie funci jedné promé&nné zndme jednostranné limity

XI|_>r'r)\(0 f(x) = Xllg:+ f(x).
XE[xp,00) 0

@© Petr Hasil (MUNI) MB152  19/76



Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Definice 8
Necht f: R" — R, x* € R".
o Rekneme, e funkce f je spojitd v bodé& x*, jestlize

lim f(x) = f(x¥).

Jim_f(x) = f(x7)

o Necht M C R” je oteviend mnoZina. Rekneme, Ze funkce f je spojitd
na M, je-li spojitd v kazdém bodé mnoziny M.

@ Necht M C R" neni otevfend, pak fekneme, Ze funkce f je spojitd v

bod& x*, jestlize limy_, .~ f(x) = f(x*).
xeM )

Poznamka

Vzhledem k rovnosti limy_, .+ f(x) = limy_x+ f(x) pro vniténi body x*
xeM
mnoZiny M, tedy mizZeme definovat, Ze funkce f je spojitd na M C R”",

jestlize pro kazdé x* € M plati limy_,+ f(x) = f(x*).
M

S
v

MB152 20/76
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Pro funkce vice promé&nnych plati analogie v&tSiny zakladnich vét
o limitach (spojitosti) jako u funkce jedné prom&nné, které Ize odvodit
(dokdzat) p¥imo z definic.

Véta 3

Necht limy_x f(x) = Ly, limy_x= g(x) = Lo, L1, Ly € R, potom
o limy_,+(f(x) £ g(x)) = L1 £ Lo,
o limy_,+(f(x) - g(x)) = L1 - Lo,

o lime e L = &1 pokud L5 # 0.

~

Véta 4

limy_x+ f(x) = 0 a existuje O(x*,d) \ {x*}, v némZ je funkce g
ohrani&end, pak limy_,,+(f(x) - g(x)) = 0.

(© Petr Hasil (MUNI) MB152
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Véta 5 (Véta o tech limitach)

Necht pro funkce f, g, h: R" — R plati h(x) < f(x) < g(x) v n&akém
ryzim okoli bodu x* € R" a soucasné

xll)n;* h(X) - xll>n;1<* g(x) =L

Potom také
lim f(x)=L.

X—x*

© Petr Hasil (MUNI) MB152 22/76



Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Véta 6 (O limit& sloZzeného zobrazeni I)

Necht pro funkci g : R" — R plati limy_,+ g(x) = L a necht funkce
f:R — R je spojitda v bodé L. Potom

lim f(g(x)) = f(L).

X—x*

Véta 7 (O limit& sloZzeného zobrazeni II)

Necht funkce g : R™ — R je definovdna v n&jakém ryzim okoli bodu x*,
pFi¢emZ limy_x+ g(x) = L a g(x) # L pro x z n&jakého ryziho okoli bodu
x*. Jestlize funkce f : R — R je definovdna v néjakém ryzim okoli bodu L
a plati'limy_,; f(x) = M, potom

lim f(g(x)) =M.

X—x*

© Petr Hasil (MUNI) MB152 23 /76



Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Véta 8 (Weierstrass)
Necht M C R" je kompaktni (tj. uzavFend a ohrani¢end) mnoZina a
f: M — R je spojitd na M. Pak
a) f je na M ohranitend, tedy f(M) ={y e R:y = f(x),x € M} je
ohrani¢end mnoZina v R, tj. 3K > 0: |f(x)] < K Vx € M.

b) Je-li
my = sup f(x), my = inf f(x),
xeM xeM
pak existuji xi,xo € M takové, Ze f(x1) = my, f(x2) = my,
tj. f nabyvd na M své nejvétsi a nejmensi hodnoty.

MB152 24 /76
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Definice 9

Necht M C R” je oteviena mnoZina (v libovolné metrice). Rekneme, e
tato mnoZzina je souvisld, pokud pro vSechna x,y € M existuje kone¢nd
posloupnost bodil x = xg, X1, ..., Xp—1,Xn = ¥, X; € M, takova, Ze lomena
¢ara s vrcholy v bodech x, ..., x, je celd v M.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Véta 9 (Bolzano)

Necht M C R" je otevFend, souvisld mnoZina a f: M — R je spojitd
na M,

a) jsou-li x1,xa € M takové, Ze f(x1) - f(x2) < 0, pak existuje
ceM:f(c)=0,

b) jsou-li x1,xo € M libovolné a f(x1) < f(x2), pak pro libovolné
d € (f(x1), f(x2)) existuje c € M : f(c) =d.

© Petr Hasil (MUNI) MB152
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Definice 10
Necht f: R" — R, x* = [x{,...,x}]. Jestlize existuje limita

* * *
i f(xg, ..., x* 1, Xi, 1+17"‘7Xn)_f(X17"'?Xn)
X=X X'—ka
* * * *
i f(xg,...,x" 1, x" +h, XIH,...,xn)—f(xl,...,xn)
h—0 h

Fekneme, Ze funkce f ma v bod& x* parcidlni derivaci podle i-té proménné
X; s hodnotou této limity.
Tuto derivaci znadime

of o Of(x{,....x; . . . .
Bi(x:l,...,xn): (18)() = f):,'(Xl""7Xn) = f;(i(X]_?“'?Xn)'

Petr Hasil (MUNI) MB152 28 /76



Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Poznamka

Derivace vy$sich ¥add zavadime tak, Ze uvaZujeme o parcidlni derivaci %
1

jako o funkci, kterou derivujeme. Samoz¥ejmé& tato funkce a; mus{

1

existovat.

U funkce dvou proménnych f(x, y) pak mluvime nap¥. o parcidlnich
derivacich druhého ¥adu podle x

0 of 0°f
A a. — a0 — Ux)x = f;(Xa
Ix Ox  Ox? (%)
nebo o smi¥enych derivacich 5~ = £, = (), a 68}/—28'; = fy = (f,)x.

© Petr Hasil (MUNI) MB152 29 /76



Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencial

Poznamka

f:R* >R

G O y) = limp o FEERGIEN) = £ (x, y) = £(x, )
f(X»y+h)_f(X7y)
0 h

g_;(xa.y) = limp_, = fy(x7y) = f;(X,y)

P¥iklad 7

fx,y) =¢€" ‘}/2 -sin(xy)
W = y?(eXsinxy + eXcosxy - y) = y?eX(sin xy + y cos xy)
%ﬁ,’}/) = eX(2y - sinxy + y? - cosxy - x) = e y(2sin xy + xy cos xy)

(© Petr Hasil (MUNI) MB152
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencial

Priklad 8

Vypoctéte parcidlni derivace druhého ¥adu funkce

Z = arctg Z.
X

F— -y " 2xy "o_ )/2 — x?
X2 4y? T a2 T a2

' X n o —2xy y* —x?

YTy W Ty T (2 y2)2

MB152
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Pozndmka (Geometricky vyznam parcidlni derivace)

Parcidlni derivace % je smérnice k¥ivky, ktera vznikne ¥ezem grafu funkce
rovinou y = y*. V n-rozmérném prostoru, feZzeme" nadrovinou.

Pozndmka

Pro funkce jedné promé&nné plyne z existence derivace ¥ada péknych
vlastnosti, nap¥. spojitost, diferencovatelnost (Ize sestrojit te¢nu). Pro
funkce vice proménnych z existence parcidlnich derivaci témé¥ nic p&kného
neplyne, zejména z existence parcialni derivace neplyne spojitost.
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Priklad 9

1 =0vy=0
FiR2 SR, flx,y) =4 Y
0 jinak

(Vytrhneme osovy k¥iz a posuneme ho o jedna nad rovinu xy.)

%(0,0) 0, ay(O 0) =0, ale funkce f nenf spojitd v bodg [0, 0].

Parcialni derivace popisuji vlastnosti pouze ve smérech os x a y.

© Petr Hasil (MUNI) MB152
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Definice 11

UvaZujme funkci f: R” — R, bod x* = [x{,..., x;] a jednotkovy vektor
v=(v,...,vy) €R".

Rekneme, Ze funkce f mé v bod& x* smé&rovou derivaci ve sméru
vektoru v, jestliZe existuje limita

FOXG 4 vih, .o, x5+ vph) — F(xF, ..., xE)

lim n
h—0 h
L f(x* + vh) — f(x*) COf o s
= Jim h = gy ) =)
Poznamka

Parcialni derivace je specidlnim p¥ipadem smérové derivace s vektory
€1 = (170)7 € = (Oa 1)'

S = Fxle) o) =l o)

v
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Poznamka

Z existence smérovych derivaci f'(x*, v) v bod& x* ve sméru libovolného
vektoru v € R" neplyne spojitost v bodé& x*. Stéle se k bodu x* blizime j
po p¥imkach, coz nemusi stadit. Nap¥. pro funkci

4.2

xty
f(X,y) — X8+y4 [Xay] 7é [070]
0 [x,y] =1[0,0]
Ize p¥imym vypottem ukazat, Ze f/([0,0],v) = 0 Vv € R?, ale limita

lim  f(x,y) neexistuje, tedy f neni spojitd v bod& [0, 0].
[x.y]—[0,0]

en

(© Petr Hasil (MUNI) MB152
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Véta 10 (Schwarzova véta)

Necht funkce f: R? — R md v bodé& [xo, yo| spojité smisené parcidini
derivace f.y, f,x. Pak plati

fry (X0, Y0) = fx(x0, ¥0).

Dalsim pouZitim Schwarzovi v&ty (tedy indukci) Ize vidét, Ze za p¥islusnych
podminek plati napt.

&yzxyzx(Xy Y, Z) - fxxxyyzz(X7 Y, Z) = fzzyyxxx(xa Y, Z)'

(Nezélezi na potadi, jen na pottu.)
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Pokusme se ziskat dostate¢nou podminku pro spojitost.

Pozndmka

Diferencial pro f: R — R je €len A- h ze vztahu

f(xo+h) — f(x0) = A- h+7(h), kde A € R,limy_o X7 = 0. Pro
diferencovatelné funkce mdme A = f'(xo).

Podminku diferencovatelnosti Ize psat jako (existenci A € R spliiujiciho)

lim f(XO -+ h) - f(Xo) — Ah

=0.
h—0 h
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Definice 12

Rekneme, e funkce f: R?2 — R, definovand na n&jakém okoli bodu
[0, o], je diferencovatelnd v bod& [xo, yo], jestlize existuji A, B € R
takovd, Ze plati

im f(xo + h1,y0 + h2) — f(x0, y0) — (Ah1 + Bhy) 0

[h17h2]—>[0,0] /h% + h%

co? je ekvivalentni existenci funkce 7: R? — R takové, e

f(xo + h1,y0 + h2) — f(x0, ¥0) = (Ahy + Bhz) + 7(h1, h2),

pricemzZ
hi, h
TR UL )
[h1,h2]—[0,0] /h%—l—hg
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Poznamka (Geometricky vyznam diferencovatelnosti — te¢nd rovina)

Rovnice roviny prochézejici bodem [xo, yo, f(x0, yo)] je
z = f(x0,¥0) + A(x — %) + B(y — y0)-

Oznatme [x,y] :==[xo + h1,yo + ho] = hi=x—x0,h2 =y — yo.
Pak misto f(Xo + h1,y0 + h2) — f(Xo,yo) = Ahy 4+ Bhy + T(hl, h2) piseme

f(Xay) - f(X()ayO) = A(X - XO) + B(y _)/0) +T(X — X0,y _y0)7
tedy
f(Xay) = f(X()?yO) +A(X _XO) + B(y _YO) +T(X — X0,y _y0)7

coZ je rovnice roviny prochdzejici bodem [xo, yo, f (X0, yo)] plus ,chyba® 7
(7 je rozdil mezi pFiriistkem na te&né roving& a pfirtistkem funkce).
Jedn3d se o linedrni aproximaci te¢nou rovinou.
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Definice 13

Je-li funkce f: R? — R diferencovatelnd v bod& [xo, yo], vyraz Ahy + Bh,
se nazyva diferencial funkce f v bod& [xg, yo] a zna&i se df (xo, yo)(h1, h2),
tedy df(xo0, ¥0): R? — R a je linedrni.

Véta 11

Je-li funkce f: R?2 — R v bodé& [xo, yo| diferencovatelnd, pak je v tomto
bodé spojita.

Véta 12

Je-li f diferencovatelnd v bodé& [xo, vo|, pak v tomto bod& existuji obé&

107 Ao c Of(x0.y0) _ Of(x0.%0) _
parcidlni derivace a plati =322 = A a —5, = B.

Véta 13 (Postalujici podminka diferencovatelnosti)

M3&-li funkce f: R? — R v bodé& [xo, yo| spojité parcidini derivace fy, f,,
pak je funkce f v bod& [xo, yo| diferencovatelnd.

v
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Poznamka

Rovina z = Ax + By + C spliiujici

f(x,y)—Ax—By —C
[x,y1—[x0,¥0] \/(X —x0)? + (¥ — y0)?

je te€nou rovinou grafu funkce f v bod& [xo, yo, f(x0, ¥0)]-

Rovina dana rovnici

z = f(x0,¥0) + f(x0, ¥0)(x — x0) + f,(x0, Y0) (¥ — ¥0)

v pFipad& diferencovatelnosti funkce f v bodg [xp, yo] tento poZadavek
spliiuje, jednd se tedy o tecnou rovinu grafu funkce f v bodé

[XO).yOu f(X07)/0)]-
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Véta 14

Necht f je diferencovatelnd v [xo, yo] a u = (u1, u2) € R? je libovolny
Jednotkovy vektor. Pak md funkce f v [xo, yo] smérovou derivaci ve sméru
vektoru u a plati ' ([xo, yo], u) = f(x0, ¥0) - u1 + f,(x0, Y0) - U2.

Poznamka

Vektor prvnich derivaci nazyvdme gradient. Je to vektor kolmy na
vrstevnice, sméfujici k vétsim funkénim hodnotam. Nap¥. pro funkci
f="f(x,y,z)jegradf = Vf = (£, f,,f,). Smérova derivace funkce f ve
smé&ru jednotkového vektoru v = (vq, va, v3) je tedy

f,([X’yaZ]v V) = <Vf7 V> = fivi + ﬂ/VZ + frv3.
V p¥ipadg, Ze vektor jednotkovy neni, nejprve ho normujeme vV =

potom
. fivi + ﬂ/VZ + fzv3

/2 2 2
vi + vy +v3
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Pfiklad 10

Pomoci diferencialu vypo&téte priblizng& /2,982 + 4,052.

f(x*+ h) = f(x*)+df(x*)(h)

f(x,y) = Vx?>+y?, [x0,v0] =[3,4], h = —0,02, h, = 0,05
X 3 y 4

fxziaf;(?’v‘]':*a f:77f3a4:7
/X2+y2 ( ) 5 y /X2+y2 }’( ) 5
3 4 0,14
df (xo, yo)(h1, h2) = 5 (—0,02) + 5 (0,05) = 5
0,14 0,28
V2,982 + 4,052 ~ /9416 + —— =5+ io =5,028
(© Petr Hasil (MUNI) MB152

43/76



Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Priklad 11

Ur&ete rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f(x,y) = x3 + y3 v bod¥&
[1,1,2].

of of
z—zy= a(xov)/o)(x —x0) + @(Xo,)/o)(y —Y0)

(97‘_ 2 B B
5_3)( —\pro [va]_[]'?]-”_?’
g_; — 32 — [pro [xy] = [LL1]] = 3

tedy z—2=3(x—-1)+3(y—-1)=z=3x+3y — 4
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Kmenova funkce

P¥ipomenime si koncept primitivni funkce pro funkce f: R — R, coZ je
funkce F takova, 7e F' = f.

UvaZujme funkce P, @: R? — R. Existuje funkce H = H(x, y) takova, Ze

H, =P, H, = Q,

neboli dH = P dx + Q dy?
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Kmenova funkce

Véta 15

Necht P, Q: R?> — R maji spojité parcidini derivace Py, Qx a plati
P, = Q«.
Pak existuje funkce H: R? — R takovd, Ze Hy = P, H, = Q, tj.

dH(x,y) = P(x,y) dx + Q(x,y) dy.

Definice 14

Funkce H z véty 15 se nazyva kmenova funkce funkci P a Q.
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Kmenova funkce

Priklad 12

Rozhodnéte, zda ke dvojici funkci
Plx,y)=x"=y*  Q(x,y)=5-2xy
existuje kmenova funkce. Pokud existuje, tak ji urlete.

Kmenova funkce H existuje, nebot P, = —2y = Q..
ProtoZze H, = P, mame

3
Hey) = [ Plcoy) dx= [0 = 52) de= 5 =292+ €.
Nyni vyuZijeme znalosti H, = Q k urceni C(y), tj.
Hy = =2xy+C)(y) = Q =5-2xy = C/(y)=5 = C(y) =5y+c, ccR.

Tedy H(x,y):’%i—xy2+5y+c, ceR.

Samozrejmg Ize nejd¥ive vyuZit Q a poté P, tj. H(x,y) = [ Q(x,y) dy,
kde potom C = C(x). [ |
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Diferencidlni po&et funkci vice promé&nnych

Kmenova funkce

Exaktni diferencidlni rovnice

UvaZzujme diferencidlni rovnici

r_ a(x,y)

b(x,y)
P¥epsanim na

dy a(x,y)

dx = blcy) 0¥ dx—blxy)dy =0, dH(xy)=0

vidime, Ze pokud plati a,(x, y) = —by(x, y), pak rovnici vyfesime
nalezenim p¥islusné kmenové funkce H. Jeji Yegeni je pak dano implicitng
vztahem H(x,y) = c a fikdme, Ze jde o exaktni diferencidlni rovnici.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Kmenova funkce

Kmenova funkce t¥ a vice proménnych

Kmenovou funkci zavadime analogicky i pro funkce vice neZ dvou
promé&nnych. UvaZzujme napf. P, Q, R: R3 — R a hledejme funkci
H = H(x, y, z) spliujici

dH=Pdx+Qdy+Rdz, t. Hx=P,H, =Q, H,=R.

ProtoZe ny = Pya ny = Qx, Hzx = R, Hyz = P, Hyz = Q;, sz =Ry,
ovéfime podminky ve tvaru

Py:Qxapz:RX7Qz:Ry

a postupujeme analogicky jako u funkci dvou promé&nnych, pouze ve tfech

krocich misto dvou. Prvni krok nap¥.

H(x,y,z) = /R(X,y,z) dz, kde potom C = C(x,y).
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZzenych funkci

P¥ipomefime situaci pro f,g: R — R.

Véta 16

Necht funkce f m3 derivaci v bodé& xo a funkce g ma derivaci v bodé&
yo = f(x0). Pak sloZend funkce

F(x) =g(f(x) = (g°f)(x)

ma derivaci v bodé& xg a plati, Ze

F'(x0) = g'(f(x0)) - f'(x0) = &'(y0) - f'(x0)-
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZzenych funkci

Véta 17

Necht u, v: R?2 — R maji parcidlni derivace prvniho Fidu v [xg, yo] a
) I p p 3]

f: R? = R je diferencovatelnd v bodé& [ug, vo] = [u(x0, o), v(x0, Y0)]. Pak

ma funkce F(x,y) = f(u(x,y), v(x,y)) parcidlni derivace prvniho Fadu
v bodé& [xo, yo] a plati

oF of ou of ov
a(xo,)/o) = *(Uo, ) - a(XOJ/O) + E(UO, ) - g(X07y0)7
oF 81‘ ou of ov
afy(XO,)/o) (U07 IE 8y(X0’y0) —+ E(Uo, Vo) - afy(xoa}/O)- )
Poznamka
Pro z = z(u,v),u = u(x,y),v = v(x, y) Ize zkrdcen& psat napf.
Zy = 2y - Uy + 2, - Vy, Nebo gx gi +a§ %.
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Diferencidlni po&et funkci vice promé&nnych

Parcidlni derivace sloZenych funkci

Priklad 13

Urcete parcidlni derivace z, a z, funkce

z=-¢e""sinv, kde u=xy, v=x-—y.

Zy = Zy - Ux + 2y - Vx

=e“-sinv-y+e’-cosv-1=eY[ysin(x —y)+ cos(x — y)]

Zy =2zy Uy +2y- vy,

=e"-sinv-x+e’ cosv-(—1)=eY[xsin(x — y) — cos(x — y)]
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZzenych funkci

Priklad 14

Zavedenim novych proménnych u = x + y, v = x — y najdéte vSechny
diferencovatelné funkce f(x,y), spliiujici vztah

f(x,y) +f,(x,y) = 0.

Hleddme funkci f(x,y) = z = z(u(x, y), v(x, y)), kde

fX(X7}/):ZX:Zu'Ux+Zv'VX:Zu+ZV7

fL(x,y)=zy=2z,-u,+2,-v,=2,— 2,

spltiuji 0 = z« + z, = 2z, tedy z, = 0 a z je funkci prom&nné v (nezavisi

na u). Miizeme tedy psit z = g(v). Reenim je

f(x,y) =glx—y),

kde g je libovolna diferencovatelna funkce.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZenych funkci

Poznamka

P¥ipomeiime, Ze pro funkce jedné promé&nné mame

[F'(g(x)) - &'(x)]" = f"(g(x)) - 8”(x) + F'(g(x)) - " (x).
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZzenych funkci

Véta 18

Necht u,v: R?> — R maji druhé parcialni derivace v bod& [xg, yo] a

f: R? — R md spojité druhé parcidini derivace v bodé&

[uo, vo] = [u(x0, ¥0), v(x0, Y0)]-

Pak z = F(x,y) = f(u(x,y), v(x,y)) ma druhé parcidlni derivace v bod&
[x0, yo] a plati

2 2
Zyx = ZyylUy + 2z, Uy Vx + ZyyVy + Zylxx + Zy Vxx,
Zyy = ZyuUxUy + ZyyUxVy + ZyyUy Vx + 2y Vi Vy + Zylxy + 2y Vay = Zyx,

2 2
zyy = zyyUy, + 2zuyUy vy + Zyy vy + Zylyy + ZyVyy.

Poznamka

Ve vzorcich je z = z(up, vo), u = u(xo, ¥0) a v = v(xo, yo), totéZz pro
parcidlni derivace.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Definice 15

Necht f: R" — R, xo € R".
@ Funkce f ma v bodé xg lokdini maximum pravé tehdy, kdyZ existuje
okoli O(xg) takové, Ze f(x) < f(xp) pro vdechna x € O(xp).
@ Funkce f md v bodé& xg lokdini minimum pravé tehdy, kdyZ existuje
okoli O(xp) takové, Ze f(x) > f(xp) pro viechna x € O(xp).
@ Funkce f md v bodé xq¢ lokdIni extrém, jestlize ma v tomto bodé
lokdIni maximum nebo minimum.

@ Jsou-li nerovnosti ostré, mluvime o ostrych lokdlnich extrémech.
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Diferencidlni pocet funkei vice prom&nnych LokalIni extrémy

Priklad 15

o f(x,y)=/x*+y?
ma v [0, 0] lokalni minimum, ale nemd tam parcidlni derivace
x> +y* Ix,y] #[0,0]
1 [x;¥] = [0,0]
ma v [0, 0] lokaIni maximum, ale neni tam spojita
‘~
)

)
R
o

X 7
; N
] N 7
QJ"M. 7
; OO0

R0 g ;/ %

o f(x,y)=

b
ot
Ll

= R\
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Definice 16

Necht f: R" = R a xg € R". Bod xq je staciondrnim bodem funkce f,
jestlize existuji parcidlni derivace v xg a plati

of .
8_X,-(XO)=0 pro i=1,...,n

Véta 19 (Fermatova v&ta, nutnd podminka existence lokalniho extrému)
Necht f: R" — R a xp € R". Jestlize md funkce f v bod& xqy lokdlni
extrém a existuji v xp vsechny jeji parcialni derivace prvniho Fadu, pak je xo
staciondrni bod.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Poznamka

Extrém miZe nastat pouze ve staciondrnim bodé&, nebo v bodé, kde
neexistuje aspoil jedna parcialni derivace. Ve staciondrnim bodé extrém
byt ale nemusi.

1

f(x,y) = x? — y?2 ma v [0, 0] typicky sedlovy bod

© Petr Hasil (MUNI) MB152

62/76



Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Véta 20

Necht f: R? — R md v bodé& [xo, o] a v jeho okoli spojité parcidlni
derivace druhého Fadu a [xo, yo| je staciondrni bod.

o Jestlize

D(X07_y0) = f;(X(XOLyO) : f;’Y(XOLVO) - fx2y(XOa.y0) > 07

pak ma funkce f v bodé& [xo, yo| lokdIni extrém, a to minimum, kdyZ
fix(X0, Y0) > 0, nebo maximum, je-li fix(x0, yo) < 0.

o Jestlize D(xo,y0) < 0, pak f nemd v [xo, yo| lokalni extrém.
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Priklad 16
Ur&ete lokélni extrémy funkce f(x,y) = x3 + y3 — 3xy. J

© Urcime staciondrni body.
f(x,y) =3x2 -3y =3(x>-y)=0&y=
f,(x, y)—3y —3x = 3(y? —X)—O<:>X_y
Odtud x* —x =0 x(x3-1)=0=x =0(—y =0),
X2:1(—>y:1),X3’4E(C$P1 [00] P2: ].

@ Spotitame druhé derivace.
fox =6x, f, =6y, f,=-3.

© Vyhodnotime pomoci D(x, y).
D(x,y) = 6x -6y — (—3)? = 36xy — 9, takZe
D(0,0) = -9 <0 = [0,0] neni extrém,
D(1,1) =27 >0 = [1,1] je extrém a vzhledem k f(1,1) =6 >0
jde o minimum.

|
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Samozifejmé& miize nastat p¥ipad D(x,y) =0...

P¥iklad 17
Urete extrémy funkce f(x,y) = x* + y* — x? — 2xy — y2. J

Q f= x—2x—2y—0 f, = y3—2x -2y =0 =
XB—y3=0 & x3—y & x =y, pak

b3 —2x—2x=0 = x(x*-1)=x(x-1)(x+1)=0 =
=[0,0,Q =[1,1],R =[-1,-1].
Q fx=12x>-2, £, =12y2-2 f, =-2.
© D(x,y) = (12x% — 2)(12y? — 2) — (—2), tedy
R:D(=1,-1) =96 > 0, fi(—1,—1) =10 > 0 = ostré lok. min.,
Q:D(1,1) =96 > 0, fix(1,1) = 10 > 0 = ostré lok. min.,
P: D(0,0) =0 = nelze pouzit v&tu 20.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Rozhodneme p¥imo podle chovani funkce v okoli bodu [0, 0].
@ Hodnota v bodé& P je f(0,0) = 0.

o Jestlize y = —x, pak
fix,y) =x"+x* —x®+2x* = x> =2x* > 0 pro x #0.
o Jestlize y = 0, pak

f(x,y) =x*—x>=x3(x>-1) <0 pro x € (-1,0)U(0,1).

V kazdém okoli O([xo, yo]) tedy existuji body [x1, y1], [x2, y2] takové, Ze
f(x1,y1) < £(0,0) < f(x2, y2).

V bodé P tedy neni extrém. |
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Definice 17

Necht A € Mat,x,(R) je symetrickd, h = (hy,..., h,) € R" je vektor a
uvaZujme kvadratickou formu

P(h) = (Ah, h) Zauhh
ij=1

Pak P(h) je
@ pozitivné (negativné) semidefinitni, je-li
P(h) >0 (P(h) <0) VheR"
@ pozitivn& (negativné) definitni, je-li
P(h) > 0 (P(h) < 0) VheR"~ {0},
@ indefinitni, jestlize

Jh k € R": P(h) > 0 A P(k) < 0.
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Diferencidlni po&et funkci vice promé&nnych

Lokalni extrémy

Véta 21

Necht f: R" — R je funkce se spojitymi parcidlnimi derivacemi druhého
Fddu v bod& x* = [x1,...,x,] € R" a n&akém jeho okoli. Necht je navic
x* staciondrnim bodem (tj. parcidlni derivace prvniho Fadu jsou v ném
rovny nule). Pak

Q v x* je ostré lokdIni minimum (maximum), jestliZe P(h) = (Ah, h) je
pozitivné (negativné) definitni, kde

o%f 2f
aixf(x*) T 8X18X,,( *)
A= . . . _ O%f * n — f(x*)-
- : . . - ax,-axj(x ) i j=1 - (X )'
2f 2f L
axanaxl( ) %g(x*)

@ v x* neni extrém, jestlize P(h) = (Ah, hy je indefinitni;

@ jestliZe v x* je extrém, pak P(h) je pozitivn& (negativn&) semidefinitni.

Matice A se nazyva Hessova matice (a zna&i se V>f).
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Véta 22 (Sylvesterovo kritérium, p¥ipomenuti)
UvaZujme kvadratickou formu P(h)= (Ah, h) danou symetrickou matici A.
e P je pozitivné (negativné) definitni pravé tehdy, kdyZ? jsou vsechna
vlastni &isla matice A kladna (zaporna).
e P je pozitivné (negativné) semidefinitni pravé tehdy, kdyZ jsou

vsechna vlastni &isla matice A nezapornd (nekladna).

@ P je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyZ jsou vsechny vedouci hlavni
minory matice A kladné.

@ P je negativné definitni pravé tehdy, kdyZ vedouci hlavni minory
matice A sttidaji znaménka pocinaje zapornym.

Pro A= (a"f)Z/’:l jsou vedouci hlavni minory determinanty

11 412

a
, ..., det A.
a ax

‘allla

Casto se misto o definitnosti formy P mluvi o definitnosti matice A.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Absolutni extrémy

Definice 18

Necht f: R" — R a M C D(f) Rekneme, Ze funkce f ma v bodé& xo
absolutni minimum (maximum) v M), jestlize

f(xo) < f(x) (f(x0)>"f(x)) Vxe M.

Jestlize plati ostré nerovnosti, mluvime o ostrych absolutnich extrémech
pro Vx € M, x # xp. Také se pouZiva nizev globalni extrémy.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Absolutni extrémy

Véta 23

Necht f: R" — R je spojitd na kompaktni podmnoZin& M svého
defini¢niho oboru. Pak f nabyva svého absolutniho minima i maxima na M
bud' v bodech lokalnich extrémii v M nebo na hranici M.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Absolutni extrémy

Priklad 18

Najdéte absolutni extrémy funkce f(x,y) = xy — x> —y?> + x+y na
mnozing M = {[x,y] € R? : x >0,y >0,y <4 —x}.

LokaIni extrémy
fi=y—2x+1=0, f,=x-2y+1=0
= y=2x-1=x-22x-1)41=0 = x=1= y=1 = [1,1]
D(x,y) = (-2)(-2) =1 =3>0, fo=-2<0
= V bod& A =[1, 1] je lokdIni maximum s hodnotou f(1,1) = 1.
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Absolutni extrémy

Hranice

Q x=0,yc[0,4 = f(x,y)=F(0,y) = —y>+y = u(y), hleddme
tedy extrémy funkce jedné promenne u(y),y €10,4].
u(y ):—2y+1—0 = y=3,u"(y)=-2<0 = lok. max.
s hodnotou u(3) = 1 a krajni body u(0) = 0, u(4) = —12.
M3me tedy body B = [0, 3], C = [0,0], D = [0, 4].

Q@ y=0,x€[0,4 = f(x,y)=f(x,0) = —x% + x = v(x),
V(x)=-2x+1=0 = x=3,u"(x) = -2<0 = lok. max.
s hodnotou v(3) = 7 a krajni body v(0) = 0, v(4) = —12. Mdme
tedy body E = [3,0],F = C =[0,0], G = [4,0].

Q y=4-x,xc[0,4 = f(x,y) = f(x,4—x) = —3x>+12x—12 = (x),
P(x)=—-6x—-12=0 = x=2,¢"(x) = -6 <0 = lok. max.
s hodnotou ¢(2) = 0 a krajni body ¢(0) = —12, ¢(4) = —12. Mdme
tedy body H = [2,2],/ = D = [0,4],J = G = [4,0].
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Absolutni extrémy

Porovnani hodnot v jednotlivych bodech

< Absolutni minimum f(x,y) = —12 v bodech [0, 4], [4, 0].
< Absolutni maximum f(x,y) =1 v bodé& [1,1].
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