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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Definice 1

Necht’ M ⊆ Rn, kde n ∈ N, M 6= ∅. Zobrazeńı f : M → R se nazývá
(reálná) funkce n (reálných) proměnných a množina M je jej́ı definičńı
obor.

Př́ıklad 1

f (x , y) =
√
x2 + y2, f : R2 → R

f (x , y) = ln(1−x2−y2), M = {[x , y ] ∈ R2 : x2+y2 < 1}, f : M → R
f (x , y , z) = x · arctg y

z , M = {[x , y , z ] ∈ R3 : z 6= 0}, f : M → R
f (x1, . . . , xn) = x1 · x2

2 · · · xnn , f : Rn → R

Poznámka

Rn = R× · · · × R︸ ︷︷ ︸
n

= {x = [x1, . . . , xn]; xi ∈ R, i = 1, . . . , n}

xn
ρ1−→ x ⇔ xn

ρ2−→ x ⇔ xn
ρ∞−−→ x ⇔ xn konverguje k x po soǔradnićıch
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Definice 2

Necht’ M ⊆ Rn, f : M → R, pak se množina

Gr(f ) =
{

[x1, . . . , xn, y ] ∈ Rn+1; [x1, . . . , xn] ∈ M, y = f (x1, . . . , xn)
}

nazývá graf funkce f .

Definice 3

Necht’ M ⊆ Rn, f : M → R, c ∈ R, pak se množina

fc = {[x1, . . . , xn] ∈ M; f (x1 . . . , xn) = c}

nazývá vrstevnice funkce f (na úrovni c).
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Definice 4

Necht’ M ⊆ R2, f : M → R, pak

řez funkce f (soǔradnou) rovinou ρxy = {[x , y , z ] ∈ R3; z = 0} je
množina

fρxy =
{

[x , y , z ] ∈ R3; f (x , y) = 0
}
,

řez funkce f (soǔradnou) rovinou ρxz = {[x , y , z ] ∈ R3; y = 0} je
množina

fρxz =
{

[x , y , z ] ∈ R3; f (x , 0) = z
}
,

řez funkce f (soǔradnou) rovinou ρyz = {[x , y , z ] ∈ R3; x = 0} je
množina

fρyz =
{

[x , y , z ] ∈ R3; f (0, y) = z
}
.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Poznámka

Necht’ f : R2 → R, pak fρxy = f0 (̌rez rovniou ρxy je shodný
s vrstevnićı na úrovni 0).

Samožrejmě lze stejným způsobem definovat řez libovolnou rovinou.

Pro funkce v́ıce než dvou proměnných lze podobně zavést definici řezu
(soǔradnými) nadrovinami apod.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Př́ıklad 2

Načrtněte graf funkce
f (x , y) =

√
x2 + y2.

Nejprve si načrtneme řezy soǔradnými rovinami a vrstevnice. Dostáváme
fρxz ⇒ y = 0 ⇒ z =

√
x2 = |x | a fρyz ⇒ x = 0⇒ z =

√
y2 = |y |,

tedy řezy jsou

x

z

y

z
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Vrstevnice jsou množiny fc = {[x , y ] ∈ R2; f (x , y) = c} tedy pokládáme
z = c ⇒ c =

√
x2 + y2 ⇒ x2 + y2 = c2, tj. pro c < 0 je fc = ∅ a pro

c ≥ 0 se jedná o kružnice se sťredem v počátku a poloměrem c ,

x

y
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Celkem jsme zjistili, že grafem funkce f (x , y) =
√
x2 + y2 je rotačńı kužel

postavený na špičce v počátku.

�
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Definice 5

Necht’ f : Rn → R a x∗ ∈ (R∗)n je hromadný bod definičńıho oboru f .
Řekneme, že funkce f má v bodě x∗ ∈ (R∗)n limitu L ∈ R, jestliže ke
každému ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro každé x ∈ O(x∗, δ) r {x∗} plat́ı
|f (x)− L| < ε.

Tj. pro x∗ = [x∗1 , . . . , x
∗
n ] máme limx→x∗ f (x) = L ⇔

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x = [x1, . . . , xn] 6= x∗ :

|xi − x∗i | < δ (i = 1, . . . , n) ⇒ f (x) ∈ (L− ε, L + ε).

Definice 6

Nevlastńı limitu definujeme jako

lim
x→x∗

f (x) =∞[−∞] ⇔

∀A ∈ R ∃δ > 0 ∀x ∈ O(x∗, δ) r {x∗} : f (x) > A [f (x) < A].
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Př́ıklad 3

lim
[x ,y ]→[1,2]

(x2 + y3) = 1 + 8 = 9

lim
[x ,y ]→[0,0]

x2+y2√
x2+y2+1−1

= lim
[x ,y ]→[0,0]

(x2+y2)
(√

x2+y2+1+1
)

x2+y2+1−1

= lim
[x ,y ]→[0,0]

√
x2 + y2 + 1 + 1 = 2

lim
[x ,y ]→[0,0]

1
x2+y2 =∞

Poznámka

Značeńı se r̊uzńı

lim
[x ,y ]→[x0,y0]

f (x , y) = lim
(x ,y)→(x0,y0)

f (x , y) = lim
x→x0
y→y0

f (x , y).
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Př́ıklad 4

lim
[x ,y ]→[0,0]

xy
x2+y2 = |y = kx | = lim

x→0

kx2

x2(1+k2)
= lim

x→0

k
1+k2

limita neexistuje, protože záviśı na směrnici p̌ŕımky, po ńıž se bĺıž́ıme
k bodu [0, 0].

lim
[x ,y ]→[0,0]

x2y
x4+y2 = |y = kx | = lim

x→0

x2·kx
x4+k2x2 = lim

x→0

kx
x2+k2 = 0,

ale pro paraboly máme

lim
[x ,y ]→[0,0]

x2y
x4+y2 = |y = kx2| = lim

x→0

kx4

x4+k2x4 = k
1+k

a limita proto neexistuje.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Dvojná a dvojnásobna limita

Necht’ f : R2 → R je funkce dvou proměnných. Pak limita ve smyslu
Definice 5 se nazývá dvojná. Limitńı proces také můžeme aplikovat
postupně. Limity

Lxy = lim
y→y0

(
lim
x→x0

f (x , y)
)

a Lyx = lim
x→x0

(
lim
y→y0

f (x , y)
)

se nazývaj́ı dvojnásobné (pop̌r. postupné). Potom pro Lxy , Lyx a
L := lim[x ,y ]→[x0,y0] f (x , y) plat́ı:

(i) existuj́ı-li limity Lxy a Lyx takové, že Lxy = Lyx , pak limita L nemuśı
existovat;

(ii) existuje-li limita L (i nevlastńı), pak Lxy a Lyx nemuśı existovat;

(iii) existuje-li L a některá z limit Lxy nebo Lyx , pak se obě rovnaj́ı;

(iv) existuj́ı-li limity Lxy , Lyx a L, pak Lxy = Lyx = L;

(v) existuj́ı-li limity Lxy a Lyx takové, že Lxy 6= Lyx , pak limita L
neexistuje.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Výpočet limity L pomoćı postupných limit Lxy , Lyx je výhodné zejména
tehdy, je-li p̌redem známa existence L. Na druhou stranu část (v) udává
daľśı nutnou podḿınku pro existenci limity L (pro neexistenci limity L stač́ı
ukázat Lxy 6= Lyx).

Poznámka

Pro funkce v́ıce proměnných nemáme k dispozici l’Hospitalovo pravidlo.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Věta 1 (Transformace do polárńıch soǔradnic)

Limita lim
[x ,y ]→[x0,y0]

f (x , y) je rovna L, jestliže existuje funkce g : R+
0 → R+

0

jedné proměnné s vlastnost́ı limr→0+ g(r) = 0 tak, že existuje r0 > 0
takové, že pro každé r ∈ (0, r0) plat́ı

|f (x0 + r cosϕ, y0 + r sinϕ)− L| < g(r) ∀ϕ ∈ [0, 2π).

Př́ıklad 5

lim
[x ,y ]→[0,0]

x3 + y3

x2 + y2
= lim

r→0

(r cosϕ)3 + (r sinϕ)3

(r cosϕ)2 + (r sinϕ)2

= lim
r→0

r3(cos3 ϕ+ sin3 ϕ)

r2(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)
= lim

r→0
r (cos3 ϕ+ sin3 ϕ)︸ ︷︷ ︸

ohraničená funkce

= 0
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Poznámka

Podobně můžeme p̌ri výpočtu limity funkce ťŕı proměnných v bodě
[x0, y0, z0] využ́ıt transformaci do sférických soǔradnic, tj.

x = x0 + ρ cosϕ sinϑ, y = y0 + ρ sinϕ sinϑ, z = z0 + ρ cosϑ,

kde

ρ ≥ 0 je vzdálenost bodů [x0, y0, z0] a [x , y , z ] (tzv. sférický poloměr),

ϕ ∈ [0, 2π) je úhel, který sv́ırá pr̊umět pr̊uvodiče (spojnice bodů) do
podstavné roviny xy s kladným směrem osy x (tzv. azimutálńı úhel),

ϑ ∈ [0, π] je úhel, který sv́ırá pr̊uvodič s kladným směrem osy z (tzv.
sférický úhel).

Pokud je hodnota limity závislá na hodnotě úhlu ϕ nebo ϑ, tak limita
funkce neexistuje. Opačné tvrzeńı lze opět naformulovat jako větu.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Věta 2

Je-li L ∈ R a existuje-li nezáporná funkce g taková, že limρ→0+ g(ρ) = 0 a

|f (x0 + ρ cosϕ sinϑ, y0 + ρ sinϕ sinϑ, z0 + cosϑ)− L| ≤ g(ρ)

pro každé ρ z nějakého pravého ryźıho okoĺı bodu 0 a každé ϕ ∈ [0, 2π),
ϑ ∈ [0, π], pak plat́ı

lim
[x ,y ,z]→[x0,y0,z0]

f (x , y) = L.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Definice 7

Necht’ f : Rn → R,M ⊆ Rn, x∗ ∈ M. Potom limx→x∗
x∈M

f (x) = L, jestliže

∀ε > 0 ∃δ > 0, ∀x ∈ (O(x∗, δ) r {x∗}) ∩M : f (x) ∈ O(L, ε).

Př́ıklad 6

Z teorie funćı jedné proměnné známe jednostranné limity

lim
x→x0

x∈[x0,∞)

f (x) = lim
x→x+

0

f (x).

© Petr Hasil (MUNI) Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných MB152 19 / 76



Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Definice 8

Necht’ f : Rn → R, x∗ ∈ Rn.

Řekneme, že funkce f je spojitá v bodě x∗, jestliže

lim
x→x∗

f (x) = f (x∗).

Necht’ M ⊆ Rn je otev̌rená množina. Řekneme, že funkce f je spojitá
na M, je-li spojitá v každém bodě množiny M.

Necht’ M ⊆ Rn neńı otev̌rená, pak řekneme, že funkce f je spojitá v
bodě x∗, jestliže limx→x∗

x∈M
f (x) = f (x∗).

Poznámka

Vzhledem k rovnosti limx→x∗
x∈M

f (x) = limx→x∗ f (x) pro vniťrńı body x∗

množiny M, tedy můžeme definovat, že funkce f je spojitá na M ⊆ Rn,
jestliže pro každé x∗ ∈ M plat́ı limx→x∗

x∈M
f (x) = f (x∗).
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Pro funkce v́ıce proměnných plat́ı analogie věťsiny základńıch vět
o limitách (spojitosti) jako u funkce jedné proměnné, které lze odvodit
(dokázat) p̌ŕımo z definic.

Věta 3

Necht’ limx→x∗ f (x) = L1, limx→x∗ g(x) = L2, L1, L2 ∈ R, potom

limx→x∗(f (x)± g(x)) = L1 ± L2,

limx→x∗(f (x) · g(x)) = L1 · L2,

limx→x∗
f (x)
g(x) = L1

L2
, pokud L2 6= 0.

Věta 4

limx→x∗ f (x) = 0 a existuje O(x∗, δ) r {x∗}, v němž je funkce g
ohraničená, pak limx→x∗(f (x) · g(x)) = 0.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Věta 5 (Věta o ťrech limitách)

Necht’ pro funkce f , g , h : Rn → R plat́ı h(x) ≤ f (x) ≤ g(x) v nějakém
ryźım okoĺı bodu x∗ ∈ Rn a současně

lim
x→x∗

h(x) = lim
x→x∗

g(x) = L.

Potom také
lim

x→x∗
f (x) = L.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Věta 6 (O limitě složeného zobrazeńı I)

Necht’ pro funkci g : Rn → R plat́ı limx→x∗ g(x) = L a necht’ funkce
f : R→ R je spojitá v bodě L. Potom

lim
x→x∗

f (g(x)) = f (L).

Věta 7 (O limitě složeného zobrazeńı II)

Necht’ funkce g : Rn → R je definována v nějakém ryźım okoĺı bodu x∗,
p̌ričemž limx→x∗ g(x) = L a g(x) 6= L pro x z nějakého ryźıho okoĺı bodu
x∗. Jestliže funkce f : R→ R je definována v nějakém ryźım okoĺı bodu L
a plat́ı limx→L f (x) = M, potom

lim
x→x∗

f (g(x)) = M.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Věta 8 (Weierstrass)

Necht’ M ⊆ Rn je kompaktńı (tj. uzav̌rená a ohraničená) množina a
f : M → R je spojitá na M. Pak

a) f je na M ohraničená, tedy f (M) = {y ∈ R : y = f (x), x ∈ M} je
ohraničená množina v R, tj. ∃K > 0 : |f (x)| < K ∀x ∈ M.

b) Je-li
m1 = sup

x∈M
f (x), m2 = inf

x∈M
f (x),

pak existuj́ı x1, x2 ∈ M takové, že f (x1) = m1, f (x2) = m2,
tj. f nabývá na M své nejvěťśı a nejmenš́ı hodnoty.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Definice 9

Necht’ M ⊆ Rn je otev̌rená množina (v libovolné metrice). Řekneme, že
tato množina je souvislá, pokud pro všechna x , y ∈ M existuje konečná
posloupnost bodů x = x0, x1, . . . , xn−1, xn = y , xi ∈ M, taková, že lomená
čára s vrcholy v bodech x0, . . . , xn je celá v M.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Věta 9 (Bolzano)

Necht’ M ⊆ Rn je otev̌rená, souvislá množina a f : M → R je spojitá
na M,

a) jsou-li x1, x2 ∈ M takové, že f (x1) · f (x2) ≤ 0, pak existuje
c ∈ M : f (c) = 0,

b) jsou-li x1, x2 ∈ M libovolné a f (x1) < f (x2), pak pro libovolné
d ∈ (f (x1), f (x2)) existuje c ∈ M : f (c) = d.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Definice 10

Necht’ f : Rn → R, x∗ = [x∗1 , . . . , x
∗
n ]. Jestliže existuje limita

lim
xi→x∗i

f (x∗1 , . . . , x
∗
i−1, xi , x

∗
i+1, . . . , x

∗
n )− f (x∗1 , . . . , x

∗
n )

xi − x∗i

= lim
h→0

f (x∗1 , . . . , x
∗
i−1, x

∗
i + h, x∗i+1, . . . , x

∗
n )− f (x∗1 , . . . , x

∗
n )

h

řekneme, že funkce f má v bodě x∗ parciálńı derivaci podle i-té proměnné
xi s hodnotou této limity.
Tuto derivaci znač́ıme

∂f

∂xi
(x∗1 , . . . , x

∗
n ) =

∂f (x∗1 , . . . , x
∗
n )

∂xi
= f ′xi (x

∗
1 , . . . , x

∗
n ) = fxi (x

∗
1 , . . . , x

∗
n ).
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Poznámka

Derivace vyš̌śıch řádů zavád́ıme tak, že uvažujeme o parciálńı derivaci ∂f
∂xi

jako o funkci, kterou derivujeme. Samožrejmě tato funkce ∂f
∂xi

muśı
existovat.

U funkce dvou proměnných f (x , y) pak mluv́ıme nap̌r. o parciálńıch
derivaćıch druhého řádu podle x

∂

∂x

∂f

∂x
=
∂2f

∂x2
= (fx)x = fxx ,

nebo o sḿı̌sených derivaćıch ∂2f
∂x∂y = fxy = (fx)y a ∂2f

∂y∂x = fyx = (fy )x .
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Poznámka

f : R2 → R
∂f
∂x (x , y) = limh→0

f (x+h,y)−f (x ,y)
h = fx(x , y) = f ′x(x , y)

∂f
∂y (x , y) = limh→0

f (x ,y+h)−f (x ,y)
h = fy (x , y) = f ′y (x , y)

Př́ıklad 7

f (x , y) = ex ·y2 · sin(xy)

∂f (x ,y)
∂x = y2(ex sin xy + ex cos xy · y) = y2 ex(sin xy + y cos xy)

∂f (x ,y)
∂y = ex(2y · sin xy + y2 · cos xy · x) = ex y(2 sin xy + xy cos xy)
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Př́ıklad 8

Vypočtěte parciálńı derivace druhého řádu funkce

z = arctg
y

x
.

f ′x =
−y

x2 + y2
, f ′′xx =

2xy

(x2 + y2)2
, f ′′xy =

y2 − x2

(x2 + y2)2
,

f ′y =
x

x2 + y2
, f ′′yy =

−2xy

(x2 + y2)2
, f ′′yx =

y2 − x2

(x2 + y2)2
.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Poznámka (Geometrický význam parciálńı derivace)

Parciálńı derivace ∂f
∂x je směrnice ǩrivky, která vznikne řezem grafu funkce

rovinou y = y∗. V n-rozměrném prostoru
”
řežeme“ nadrovinou.

Poznámka

Pro funkce jedné proměnné plyne z existence derivace řada pěkných
vlastnost́ı, nap̌r. spojitost, diferencovatelnost (lze sestrojit tečnu). Pro
funkce v́ıce proměnných z existence parciálńıch derivaćı témě̌r nic pěkného
neplyne, zejména z existence parciálńı derivace neplyne spojitost.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Př́ıklad 9

f : R2 → R, f (x , y) =

{
1 x = 0 ∨ y = 0

0 jinak

(Vytrhneme osový ǩŕıž a posuneme ho o jedna nad rovinu xy .)

∂f
∂x (0, 0) = 0, ∂f∂y (0, 0) = 0, ale funkce f neńı spojitá v bodě [0, 0].

Parciálńı derivace popisuj́ı vlastnosti pouze ve směrech os x a y .
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Definice 11

Uvažujme funkci f : Rn → R, bod x∗ = [x∗1 , . . . , x
∗
n ] a jednotkový vektor

v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn.
Řekneme, že funkce f má v bodě x∗ směrovou derivaci ve směru
vektoru v , jestliže existuje limita

lim
h→0

f (x∗1 + v1h, . . . , x
∗
n + vnh)− f (x∗1 , . . . , x

∗
n )

h

= lim
h→0

f (x∗ + vh)− f (x∗)

h
=:

∂f

∂v
(x∗) = f ′(x∗, v).

Poznámka

Parciálńı derivace je speciálńım p̌ŕıpadem směrové derivace s vektory
e1 = (1, 0), e2 = (0, 1),

∂f

∂x
(x , y) = f ′([x , y ], e1),

∂f

∂y
(x , y) = f ′([x , y ], e2).
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Poznámka

Z existence směrových derivaćı f ′(x∗, v) v bodě x∗ ve směru libovolného
vektoru v ∈ Rn neplyne spojitost v bodě x∗. Stále se k bodu x∗ bĺıž́ıme jen
po p̌ŕımkách, což nemuśı stačit. Nap̌r. pro funkci

f (x , y) =

{
x4y2

x8+y4 [x , y ] 6= [0, 0]

0 [x , y ] = [0, 0]

lze p̌ŕımým výpočtem ukázat, že f ′([0, 0], v) = 0 ∀v ∈ R2, ale limita
lim

[x ,y ]→[0,0]
f (x , y) neexistuje, tedy f neńı spojitá v bodě [0, 0].
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Věta 10 (Schwarzova věta)

Necht’ funkce f : R2 → R má v bodě [x0, y0] spojité sḿı̌sené parciálńı
derivace fxy , fyx . Pak plat́ı

fxy (x0, y0) = fyx(x0, y0).

Daľśım použit́ım Schwarzovi věty (tedy indukćı) lze vidět, že za p̌ŕıslušných
podḿınek plat́ı nap̌r.

fxyzxyzx(x , y , z) = fxxxyyzz(x , y , z) = fzzyyxxx(x , y , z).

(Nezálež́ı na pǒrad́ı, jen na počtu.)
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Pokusme se źıskat dostatečnou podḿınku pro spojitost.

Poznámka

Diferenciál pro f : R→ R je člen A · h ze vztahu
f (x0 + h)− f (x0) = A · h + τ(h), kde A ∈ R, limh→0

τ(h)
h = 0. Pro

diferencovatelné funkce máme A = f ′(x0).
Podḿınku diferencovatelnosti lze psát jako (existenci A ∈ R splňuj́ıćıho)

lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)− Ah

h
= 0.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Definice 12

Řekneme, že funkce f : R2 → R, definovaná na nějakém okoĺı bodu
[x0, y0], je diferencovatelná v bodě [x0, y0], jestliže existuj́ı A,B ∈ R
taková, že plat́ı

lim
[h1,h2]→[0,0]

f (x0 + h1, y0 + h2)− f (x0, y0)− (Ah1 + Bh2)√
h2

1 + h2
2

= 0,

což je ekvivalentńı existenci funkce τ : R2 → R takové, že

f (x0 + h1, y0 + h2)− f (x0, y0) = (Ah1 + Bh2) + τ(h1, h2),

p̌ričemž

lim
[h1,h2]→[0,0]

τ(h1, h2)√
h2

1 + h2
2

= 0.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Poznámka (Geometrický význam diferencovatelnosti – tečná rovina)

Rovnice roviny procházej́ıćı bodem [x0, y0, f (x0, y0)] je

z = f (x0, y0) + A(x − x0) + B(y − y0).

Označme [x , y ] := [x0 + h1, y0 + h2] ⇒ h1 = x − x0, h2 = y − y0.
Pak ḿısto f (x0 + h1, y0 + h2)− f (x0, y0) = Ah1 + Bh2 + τ(h1, h2) ṕı̌seme

f (x , y)− f (x0, y0) = A(x − x0) + B(y − y0) + τ(x − x0, y − y0),

tedy

f (x , y) = f (x0, y0) + A(x − x0) + B(y − y0) + τ(x − x0, y − y0),

což je rovnice roviny procházej́ıćı bodem [x0, y0, f (x0, y0)] plus
”
chyba“ τ

(τ je rozd́ıl mezi p̌ŕır̊ustkem na tečné rovině a p̌ŕır̊ustkem funkce).
Jedná se o lineárńı aproximaci tečnou rovinou.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Definice 13

Je-li funkce f : R2 → R diferencovatelná v bodě [x0, y0], výraz Ah1 + Bh2

se nazývá diferenciál funkce f v bodě [x0, y0] a znač́ı se df (x0, y0)(h1, h2),
tedy df (x0, y0) : R2 → R a je lineárńı.

Věta 11

Je-li funkce f : R2 → R v bodě [x0, y0] diferencovatelná, pak je v tomto
bodě spojitá.

Věta 12

Je-li f diferencovatelná v bodě [x0, y0], pak v tomto bodě existuj́ı obě

parciálńı derivace a plat́ı ∂f (x0,y0)
∂x = A a ∂f (x0,y0)

∂y = B.

Věta 13 (Postačuj́ıćı podḿınka diferencovatelnosti)

Má-li funkce f : R2 → R v bodě [x0, y0] spojité parciálńı derivace fx , fy ,
pak je funkce f v bodě [x0, y0] diferencovatelná.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Poznámka

Rovina z = Ax + By + C splňuj́ıćı

lim
[x ,y ]→[x0,y0]

f (x , y)− Ax − By − C√
(x − x0)2 + (y − y0)2

= 0

je tečnou rovinou grafu funkce f v bodě [x0, y0, f (x0, y0)].

Rovina daná rovnićı

z = f (x0, y0) + fx(x0, y0)(x − x0) + fy (x0, y0)(y − y0)

v p̌ŕıpadě diferencovatelnosti funkce f v bodě [x0, y0] tento požadavek
splňuje, jedná se tedy o tečnou rovinu grafu funkce f v bodě
[x0, y0, f (x0, y0)].
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Věta 14

Necht’ f je diferencovatelná v [x0, y0] a u = (u1, u2) ∈ R2 je libovolný
jednotkový vektor. Pak má funkce f v [x0, y0] směrovou derivaci ve směru
vektoru u a plat́ı f ′ ([x0, y0], u) = fx(x0, y0) · u1 + fy (x0, y0) · u2.

Poznámka

Vektor prvńıch derivaćı nazýváme gradient. Je to vektor kolmý na
vrstevnice, smě̌ruj́ıćı k věťśım funkčńım hodnotám. Nap̌r. pro funkci
f = f (x , y , z) je grad f = ∇f = (fx , fy , fz). Směrová derivace funkce f ve
směru jednotkového vektoru v = (v1, v2, v3) je tedy

f ′([x , y , z ], v) = 〈∇f , v〉 = fxv1 + fyv2 + fzv3.

V p̌ŕıpadě, že vektor jednotkový neńı, nejprve ho normujeme ṽ = v
‖v‖ ,

potom

f ′([x , y , z ], v) = 〈∇f , ṽ〉 =
fxv1 + fyv2 + fzv3√

v2
1 + v2

2 + v2
3

.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Př́ıklad 10

Pomoćı diferenciálu vypočtěte p̌ribližně
√

2,982 + 4,052.

f (x∗ + h) ≈ f (x∗) + df (x∗)(h)

f (x , y) =
√

x2 + y2, [x0, y0] = [3, 4], h1 = −0,02, h2 = 0,05

fx =
x√

x2 + y2
, fx(3, 4) =

3

5
, fy =

y√
x2 + y2

, fy (3, 4) =
4

5

df (x0, y0)(h1, h2) =
3

5
· (−0,02) +

4

5
· (0,05) =

0,14

5√
2,982 + 4,052 ≈

√
9 + 16 +

0,14

5
= 5 +

0,28

10
= 5,028

�
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Př́ıklad 11

Určete rovnici tečné roviny ke grafu funkce f (x , y) = x3 + y3 v bodě
[1, 1, 2].

z − z0 =
∂f

∂x
(x0, y0)(x − x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0)

∂f

∂x
= 3x2 = |pro [x , y ] = [1, 1]| = 3

∂f

∂y
= 3y2 = |pro [x , y ] = [1, 1]| = 3

tedy z − 2 = 3(x − 1) + 3(y − 1)⇒ z = 3x + 3y − 4 �
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Kmenová funkce

Připomeňme si koncept primitivńı funkce pro funkce f : R→ R, což je
funkce F taková, že F ′ = f .

Uvažujme funkce P,Q : R2 → R. Existuje funkce H = H(x , y) taková, že

Hx = P, Hy = Q,

neboli dH = P dx + Q dy?
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Kmenová funkce

Věta 15

Necht’ P,Q : R2 → R maj́ı spojité parciálńı derivace Py ,Qx a plat́ı

Py = Qx .

Pak existuje funkce H : R2 → R taková, že Hx = P,Hy = Q, tj.

dH(x , y) = P(x , y) dx + Q(x , y) dy .

Definice 14

Funkce H z věty 15 se nazývá kmenová funkce funkćı P a Q.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Kmenová funkce

Př́ıklad 12

Rozhodněte, zda ke dvojici funkćı

P(x , y) = x2 − y2, Q(x , y) = 5− 2xy

existuje kmenová funkce. Pokud existuje, tak ji určete.

Kmenová funkce H existuje, nebot’ Py = −2y = Qx .
Protože Hx = P, máme

H(x , y) =

∫
P(x , y) dx =

∫
(x2 − y2) dx =

x3

3
− xy2 + C (y).

Nyńı využijeme znalosti Hy = Q k určeńı C (y), tj.

Hy = −2xy+C ′y (y) = Q = 5−2xy ⇒ C ′y (y) = 5 ⇒ C (y) = 5y+c , c ∈ R.

Tedy H(x , y) = x3

3 − xy2 + 5y + c , c ∈ R.

Samožrejmě lze nejďŕıve využ́ıt Q a poté P, tj. H(x , y) =
∫
Q(x , y) dy ,

kde potom C = C (x). �
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Kmenová funkce

Exaktńı diferenciálńı rovnice

Uvažujme diferenciálńı rovnici

y ′ =
a(x , y)

b(x , y)
.

Přepsáńım na

dy

dx
=

a(x , y)

b(x , y)
, a(x , y) dx − b(x , y) dy = 0, dH(x , y) = 0

vid́ıme, že pokud plat́ı ay (x , y) = −bx(x , y), pak rovnici vy̌reš́ıme
nalezeńım p̌ŕıslušné kmenové funkce H. Jej́ı řešeńı je pak dáno implicitně
vztahem H(x , y) = c a ř́ıkáme, že jde o exaktńı diferenciálńı rovnici.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Kmenová funkce

Kmenová funkce ťŕı a v́ıce proměnných

Kmenovou funkci zavád́ıme analogicky i pro funkce v́ıce než dvou
proměnných. Uvažujme nap̌r. P,Q,R : R3 → R a hledejme funkci
H = H(x , y , z) splňuj́ıćı

dH = P dx + Q dy + R dz , tj. Hx = P,Hy = Q,Hz = R.

Protože Hxy = Py ,Hyx = Qx ,Hzx = Rx ,Hxz = Pz ,Hyz = Qz ,Hzy = Ry ,
ově̌ŕıme podḿınky ve tvaru

Py = Qx ,Pz = Rx ,Qz = Ry

a postupujeme analogicky jako u funkćı dvou proměnných, pouze ve ťrech
kroćıch ḿısto dvou. Prvńı krok nap̌r.

H(x , y , z) =

∫
R(x , y , z) dz , kde potom C = C (x , y).
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace složených funkćı

Připomeňme situaci pro f , g : R→ R.

Věta 16

Necht’ funkce f má derivaci v bodě x0 a funkce g má derivaci v bodě
y0 = f (x0). Pak složená funkce

F (x) = g
(
f (x)

)
= (g ◦ f )(x)

má derivaci v bodě x0 a plat́ı, že

F ′(x0) = g ′
(
f (x0)

)
· f ′(x0) = g ′(y0) · f ′(x0).
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace složených funkćı

Věta 17

Necht’ u, v : R2 → R maj́ı parciálńı derivace prvńıho řádu v [x0, y0] a
f : R2 → R je diferencovatelná v bodě [u0, v0] = [u(x0, y0), v(x0, y0)]. Pak
má funkce F (x , y) = f (u(x , y), v(x , y)) parciálńı derivace prvńıho řádu
v bodě [x0, y0] a plat́ı

∂F

∂x
(x0, y0) =

∂f

∂u
(u0, v0) · ∂u

∂x
(x0, y0) +

∂f

∂v
(u0, v0) · ∂v

∂x
(x0, y0),

∂F

∂y
(x0, y0) =

∂f

∂u
(u0, v0) · ∂u

∂y
(x0, y0) +

∂f

∂v
(u0, v0) · ∂v

∂y
(x0, y0).

Poznámka

Pro z = z(u, v), u = u(x , y), v = v(x , y) lze zkráceně psát nap̌r.
zx = zu · ux + zv · vx , nebo ∂z

∂x = ∂z
∂u ·

∂u
∂x + ∂z

∂v ·
∂v
∂x .
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace složených funkćı

Př́ıklad 13

Určete parciálńı derivace zx a zy funkce

z = eu · sin v , kde u = xy , v = x − y .

zx = zu · ux + zv · vx
= eu · sin v · y + eu · cos v · 1 = exy [y sin(x − y) + cos(x − y)]

zy = zu · uy + zv · vy
= eu · sin v · x + eu · cos v · (−1) = exy [x sin(x − y)− cos(x − y)]

�
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace složených funkćı

Př́ıklad 14

Zavedeńım nových proměnných u = x + y , v = x − y najděte všechny
diferencovatelné funkce f (x , y), splňuj́ıćı vztah

fx(x , y) + fy (x , y) = 0.

Hledáme funkci f (x , y) = z = z(u(x , y), v(x , y)), kde

fx(x , y) = zx = zu · ux + zv · vx = zu + zv ,

fy (x , y) = zy = zu · uy + zv · vy = zu − zv

splňuj́ı 0 = zx + zy = 2 zu, tedy zu = 0 a z je funkćı proměnné v (nezáviśı
na u). Můžeme tedy psát z = g(v). Řešeńım je

f (x , y) = g(x − y),

kde g je libovolná diferencovatelná funkce. �
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace složených funkćı

Poznámka

Připomeňme, že pro funkce jedné proměnné máme[
f ′(g(x)) · g ′(x)

]′
= f ′′(g(x)) · g ′2(x) + f ′(g(x)) · g ′′(x).
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace složených funkćı

Věta 18

Necht’ u, v : R2 → R maj́ı druhé parciálńı derivace v bodě [x0, y0] a
f : R2 → R má spojité druhé parciálńı derivace v bodě
[u0, v0] = [u(x0, y0), v(x0, y0)].

Pak z = F (x , y) = f (u(x , y), v(x , y)) má druhé parciálńı derivace v bodě
[x0, y0] a plat́ı

zxx = zuuu
2
x + 2zuvuxvx + zvvv

2
x + zuuxx + zvvxx ,

zxy = zuuuxuy + zuvuxvy + zvuuyvx + zvvvxvy + zuuxy + zvvxy = zyx ,

zyy = zuuu
2
y + 2zuvuyvy + zvvv

2
y + zuuyy + zvvyy .

Poznámka

Ve vzorćıch je z = z(u0, v0), u = u(x0, y0) a v = v(x0, y0), totéž pro
parciálńı derivace.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Definice 15

Necht’ f : Rn → R, x0 ∈ Rn.

Funkce f má v bodě x0 lokálńı maximum právě tehdy, když existuje
okoĺı O(x0) takové, že f (x) ≤ f (x0) pro všechna x ∈ O(x0).

Funkce f má v bodě x0 lokálńı minimum právě tehdy, když existuje
okoĺı O(x0) takové, že f (x) ≥ f (x0) pro všechna x ∈ O(x0).

Funkce f má v bodě x0 lokálńı extrém, jestliže má v tomto bodě
lokálńı maximum nebo minimum.

Jsou-li nerovnosti ostré, mluv́ıme o ostrých lokálńıch extrémech.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Př́ıklad 15

f (x , y) =
√
x2 + y2

má v [0, 0] lokálńı minimum, ale nemá tam parciálńı derivace

f (x , y) =

{
x2 + y2 [x , y ] 6= [0, 0]

1 [x , y ] = [0, 0]

má v [0, 0] lokálńı maximum, ale neńı tam spojitá
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Definice 16

Necht’ f : Rn → R a x0 ∈ Rn. Bod x0 je stacionárńım bodem funkce f ,
jestliže existuj́ı parciálńı derivace v x0 a plat́ı

∂f

∂xi
(x0) = 0 pro i = 1, . . . , n.

Věta 19 (Fermatova věta, nutná podḿınka existence lokálńıho extrému)

Necht’ f : Rn → R a x0 ∈ Rn. Jestliže má funkce f v bodě x0 lokálńı
extrém a existuj́ı v x0 všechny jej́ı parciálńı derivace prvńıho řádu, pak je x0

stacionárńı bod.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Poznámka

Extrém může nastat pouze ve stacionárńım bodě, nebo v bodě, kde
neexistuje aspoň jedna parciálńı derivace. Ve stacionárńım bodě extrém
být ale nemuśı.

f (x , y) = x2 − y2 má v [0, 0] typický sedlový bod
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Věta 20

Necht’ f : R2 → R má v bodě [x0, y0] a v jeho okoĺı spojité parciálńı
derivace druhého řádu a [x0, y0] je stacionárńı bod.

Jestliže

D(x0, y0) = fxx(x0, y0) · fyy (x0, y0)− f 2
xy (x0, y0) > 0,

pak má funkce f v bodě [x0, y0] lokálńı extrém, a to minimum, když
fxx(x0, y0) > 0, nebo maximum, je-li fxx(x0, y0) < 0.

Jestliže D(x0, y0) < 0, pak f nemá v [x0, y0] lokálńı extrém.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Př́ıklad 16

Určete lokálńı extrémy funkce f (x , y) = x3 + y3 − 3xy .

1 Urč́ıme stacionárńı body.
fx(x , y) = 3x2 − 3y = 3(x2 − y) = 0⇔ y = x2,
fy (x , y) = 3y2 − 3x = 3(y2 − x) = 0⇔ x = y2.
Odtud x4 − x = 0⇔ x(x3 − 1) = 0⇒ x1 = 0 (→ y = 0),
x2 = 1 (→ y = 1), x3,4 ∈ C ⇒ P1 = [0, 0],P2 = [1, 1].

2 Spoč́ıtáme druhé derivace.
fxx = 6x , fyy = 6y , fxy = −3.

3 Vyhodnot́ıme pomoćı D(x , y).
D(x , y) = 6x · 6y − (−3)2 = 36xy − 9, takže
D(0, 0) = −9 < 0 ⇒ [0, 0] neńı extrém,
D(1, 1) = 27 > 0 ⇒ [1, 1] je extrém a vzhledem k fxx(1, 1) = 6 > 0
jde o minimum.

�
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Samožrejmě může nastat p̌ŕıpad D(x , y) = 0 . . .

Př́ıklad 17

Určete extrémy funkce f (x , y) = x4 + y4 − x2 − 2xy − y2.

1 fx = 4x3 − 2x − 2y = 0, fy = 4y3 − 2x − 2y = 0 ⇒
x3 − y3 = 0 ⇔ x3 = y3 ⇔ x = y , pak

4x3 − 2x − 2x = 0 ⇒ x(x2 − 1) = x(x − 1)(x + 1) = 0 ⇒
P = [0, 0],Q = [1, 1],R = [−1,−1].

2 fxx = 12x2 − 2, fyy = 12y2 − 2, fxy = −2.

3 D(x , y) = (12x2 − 2)(12y2 − 2)− (−2)2, tedy
R : D(−1,−1) = 96 > 0, fxx(−1,−1) = 10 > 0 ⇒ ostré lok. min.,
Q : D(1, 1) = 96 > 0, fxx(1, 1) = 10 > 0⇒ ostré lok. min.,
P : D(0, 0) = 0 ⇒ nelze použ́ıt větu 20.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Rozhodneme p̌ŕımo podle chováńı funkce v okoĺı bodu [0, 0].

Hodnota v bodě P je f (0, 0) = 0.

Jestliže y = −x , pak

f (x , y) = x4 + x4 − x2 + 2x2 − x2 = 2x4 > 0 pro x 6= 0.

Jestliže y = 0, pak

f (x , y) = x4 − x2 = x2(x2 − 1) < 0 pro x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1).

V každém okoĺı O([x0, y0]) tedy existuj́ı body [x1, y1], [x2, y2] takové, že

f (x1, y1) < f (0, 0) < f (x2, y2).

V bodě P tedy neńı extrém. �
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

f (x , y) = x3 + y3 − 3xy f (x , y) = x4 + y4 − x2 − 2xy − y2
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Definice 17

Necht’ A ∈ Matn×n(R) je symetrická, h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn je vektor a
uvažujme kvadratickou formu

P(h) = 〈Ah, h〉 =
n∑

i ,j=1

aijhihj .

Pak P(h) je

pozitivně (negativně) semidefinitńı, je-li

P(h) ≥ 0 (P(h) ≤ 0) ∀h ∈ Rn,

pozitivně (negativně) definitńı, je-li

P(h) > 0 (P(h) < 0) ∀h ∈ Rn r {0},

indefinitńı, jestliže

∃h, k ∈ Rn : P(h) > 0 ∧ P(k) < 0.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Věta 21

Necht’ f : Rn → R je funkce se spojitými parciálńımi derivacemi druhého
řádu v bodě x∗ = [x1, . . . , xn] ∈ Rn a nějakém jeho okoĺı. Necht’ je nav́ıc
x∗ stacionárńım bodem (tj. parciálńı derivace prvńıho řádu jsou v něm
rovny nule). Pak

1 v x∗ je ostré lokálńı minimum (maximum), jestliže P(h) = 〈Ah, h〉 je
pozitivně (negativně) definitńı, kde

A =


∂2f
∂x2

1
(x∗) · · · ∂2f

∂x1∂xn
(x∗)

...
. . .

...
∂2f

∂xn∂x1
(x∗) · · · ∂2f

∂x2
n

(x∗)

 =
(

∂2f
∂xi∂xj

(x∗)
)n
i ,j=1

=: f ′′(x∗);

2 v x∗ neńı extrém, jestliže P(h) = 〈Ah, h〉 je indefinitńı;

3 jestliže v x∗ je extrém, pak P(h) je pozitivně (negativně) semidefinitńı.

Matice A se nazývá Hessova matice (a znač́ı se ∇2f ).
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Věta 22 (Sylvesterovo kritérium, p̌ripomenut́ı)

Uvažujme kvadratickou formu P(h)=〈Ah, h〉 danou symetrickou matićı A.

P je pozitivně (negativně) definitńı právě tehdy, když jsou všechna
vlastńı č́ısla matice A kladná (záporná).

P je pozitivně (negativně) semidefinitńı právě tehdy, když jsou
všechna vlastńı č́ısla matice A nezáporná (nekladná).

P je pozitivně definitńı právě tehdy, když jsou všechny vedoućı hlavńı
minory matice A kladné.

P je negativně definitńı právě tehdy, když vedoućı hlavńı minory
matice A sťŕıdaj́ı znaménka poč́ınaje záporným.

Pro A = (aij)
n
i ,j=1 jsou vedoućı hlavńı minory determinanty

∣∣a11

∣∣ , ∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ , . . . , detA.

Často se ḿısto o definitnosti formy P mluv́ı o definitnosti matice A.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Absolutńı extrémy

Definice 18

Necht’ f : Rn → R a M ⊆ D(f ) Řekneme, že funkce f má v bodě x0

absolutńı minimum (maximum) v M, jestliže

f (x0) ≤ f (x) (f (x0) ≥ f (x)) ∀x ∈ M.

Jestliže plat́ı ostré nerovnosti, mluv́ıme o ostrých absolutńıch extrémech
pro ∀x ∈ M, x 6= x0. Také se použ́ıvá název globálńı extrémy.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Absolutńı extrémy

Věta 23

Necht’ f : Rn → R je spojitá na kompaktńı podmnožině M svého
definičńıho oboru. Pak f nabývá svého absolutńıho minima i maxima na M
bud’ v bodech lokálńıch extrémů v M nebo na hranici M.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Absolutńı extrémy

Př́ıklad 18

Najděte absolutńı extrémy funkce f (x , y) = xy − x2 − y2 + x + y na
množině M = {[x , y ] ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, y ≤ 4− x}.

Lokálńı extrémy

fx = y − 2x + 1 = 0, fy = x − 2y + 1 = 0

⇒ y = 2x − 1 ⇒ x − 2(2x − 1) + 1 = 0 ⇒ x = 1 ⇒ y = 1 ⇒ [1, 1]

D(x , y) = (−2)(−2)− 12 = 3 > 0, fxx = −2 < 0

⇒ V bodě A = [1 , 1 ] je lokálńı maximum s hodnotou f (1, 1) = 1.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Absolutńı extrémy

Hranice

1 x = 0, y ∈ [0, 4] ⇒ f (x , y) = f (0, y) = −y2 + y = u(y), hledáme
tedy extrémy funkce jedné proměnné u(y), y ∈ [0, 4].
u′(y) = −2y + 1 = 0 ⇒ y = 1

2 , u
′′(y) = −2 < 0 ⇒ lok. max.

s hodnotou u( 1
2 ) = 1

4 a krajńı body u(0) = 0, u(4) = −12.
Máme tedy body B = [0, 1

2 ],C = [0, 0],D = [0, 4].

2 y = 0, x ∈ [0, 4] ⇒ f (x , y) = f (x , 0) = −x2 + x = v(x),
v ′(x) = −2x + 1 = 0 ⇒ x = 1

2 , u
′′(x) = −2 < 0 ⇒ lok. max.

s hodnotou v( 1
2 ) = 1

4 a krajńı body v(0) = 0, v(4) = −12. Máme
tedy body E = [ 1

2 , 0],F = C = [0, 0],G = [4, 0].

3 y = 4−x , x ∈ [0, 4]⇒ f (x , y) = f (x , 4−x) = −3x2+12x−12 = ϕ(x),
ϕ′(x) = −6x − 12 = 0 ⇒ x = 2, ϕ′′(x) = −6 < 0 ⇒ lok. max.
s hodnotou ϕ(2) = 0 a krajńı body ϕ(0) = −12, ϕ(4) = −12. Máme
tedy body H = [2, 2], I = D = [0, 4], J = G = [4, 0].
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Absolutńı extrémy

Porovnáńı hodnot v jednotlivých bodech

↪→ Absolutńı minimum f (x , y) = −12 v bodech [0, 4], [4, 0].
↪→ Absolutńı maximum f (x , y) = 1 v bodě [1, 1].

x

y

1 2 4

1

2

4

0

�
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