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Přednáška z MB152

© Petr Hasil (MUNI) Integrálńı počet MB152 1 / 117
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Integrálńı počet Primitivńı funkce a neurčitý integrál

Definice 1 (Primitivńı funkce)

Necht’ f (x) a F (x) jsou funkce definované na intervalu I . Funkce F (x) je
primitivńı k funkci f (x) na intervalu I , pokud

F ′(x) = f (x) pro všechna x ∈ I . (1)

Př́ıklad 1

(a) xn+1

n+1 je primitivńı k funkci xn na R pro n 6= −1.

(b) ln x je primitivńı k funkci 1
x na (0,∞). Funkce ln(−x) je primitivńı

k funkci 1
x na (−∞, 0). Dohromady zapsáno: Funkce ln |x | je

primitivńı k funkci 1
x na (−∞, 0) a na (0,∞).

(c) Funkce arctg x je primitivńı k funkci 1
1+x2 na R.

(d) Funkce arcsin x je primitivńı k funkci 1√
1−x2

na (−1, 1).

(e) Funkce C (konstantńı funkce) je primitivńı k funkci 0 na R.
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Integrálńı počet Primitivńı funkce a neurčitý integrál

Věta 1 (O existenci primitivńı funkce)

Je-li funkce f (x) spojitá na intervalu I , potom k ńı existuje na tomto
intervalu funkce primitivńı.

Věta 2

Jsou-li funkce F a G primitivńı funkce k funkci f na intervalu I , pak
existuje konstanta c ∈ R taková, že G = F + c .

Definice 2

Množina primitivńıch funkćı k funkci f se nazývá neurčitý integrál funkce f
a znač́ı se

∫
f (x) dx .
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Integrálńı počet Primitivńı funkce a neurčitý integrál

Př́ıklad 2

Uvažujme funkci

F (x) =

{
x2 sin 1

x , x 6= 0

0, x = 0
.

Pro x 6= 0 je F ′(x) = 2x sin 1
x + x2 cos 1

x
−1
x2 = 2x sin 1

x − cos 1
x ,

pro x = 0 je

F ′(0) = limx→0
F (x)−F (0)

x−0 = limx→0
x2 sin 1

x
x = limx→0 x sin 1

x = 0,

tedy F ′(x) =

{
2x sin 1

x − cos 1
x , x 6= 0

0, x = 0
.

Pro funkci f (x) := F ′(x) je tedy F (x) primitivńı funkćı na celém R.
Funkce f (x) p̌ritom neńı spojitá v x = 0, protože
limx→0 f (x) = limx→0 2x sin 1

x − cos 1
x = lim

x→0
2x sin 1

x︸ ︷︷ ︸
=0

− lim
x→0

cos 1
x︸ ︷︷ ︸

neexistuje

neexistuje.
Tedy spojitost neńı nutnou podḿınkou pro existenci primitivńı funkce.
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Integrálńı počet Primitivńı funkce a neurčitý integrál

Věta 3 (Základńı integrálńı vzorce)

Necht’ A,B, a, c , k , n ∈ R, a > 0, n 6= −1.

1
∫
k dx = kx + c ,

2
∫
xn dx = xn+1

n+1 + c ,

3
∫

1
x dx = ln |x |+ c ,

4
∫
ax dx = ax

ln a + c ,

5
∫

ex dx = ex +c ,

6
∫

sin x dx = − cos x + c ,

7
∫

cos x dx = sin x + c ,

8
∫

1
cos2 x

dx = tg x + c ,

9
∫

1
sin2 x

dx = − cotg x + c ,

10
∫

1√
A2−x2

dx = arcsin x
A + c ,

11
∫

1√
x2±B dx = ln |x +

√
x2 ± B|+ c ,

12
∫

1
A2+x2 dx = 1

A arctg x
A + c ,

13
∫

1
A2−x2 dx = 1

2A ln
∣∣∣A+x
A−x

∣∣∣+ c ,

kde x nálež́ı vždy do definičńıho oboru p̌ŕıslušné funkce.
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Integrálńı počet Primitivńı funkce a neurčitý integrál

Př́ıklad 3

Protože maj́ı funkce F (x) = arctg x a G (x) = − arccotg x stejnou derivaci
f (x) = 1

1+x2 , muśı se tyto funkce lǐsit o konstantu, tj.

arctg x = − arccotg x + C ∀x ∈ R.

Konstantu C můžeme určit nap̌r. z hodnot těchto funkćı v bodě x = 0,

arctg 0 = 0, arccotg 0 =
π

2
, ⇒ C =

π

2
,

neboli plat́ı

arctg x + arccotg x =
π

2
, ∀x ∈ R.

Také vid́ıme, že funkce arctg x a − arccotg x jsou obě primitivńımi
funkcemi k funkci 1

1+x2 . Z toho je patrné, že výsledky výpočt̊u mohou být
zcela správné, p̌restože se na prvńı pohled mohou lǐsit.
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Integrálńı počet Základńı integračńı metody

Věta 4∫
[f (x) + g(x)] dx =

∫
f (x) dx +

∫
g(x) dx ,∫

[c · f (x)] dx = c ·
∫
f (x) dx , c ∈ R.

Poznámka 1

Neexistuj́ı obecné vzorce pro integrál ze součinu dvou funkćı a jejich pod́ılu.
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Integrálńı počet Základńı integračńı metody

Věta 5 (Metoda per partes)

Necht’ funkce u, v maj́ı derivaci na intervalu I . Jestliže existuje primitivńı
funkce k funkci (uv ′), pak existuje i primitivńı funkce k funkci (u′v) a plat́ı∫

uv ′ dx = uv −
∫

u′v dx .

Důkaz.

(uv)′ = u′v + uv ′ na intervalu I . Je-li F primitivńı funkce k uv ′, tj.
F ′ = uv ′, pak pro funkci G = uv − F plat́ı

G ′ = (uv − F )′ = u′v + uv ′ − F ′ = u′v + uv ′ − uv ′ = u′v ,

tedy funkce G je primitivńı funkćı k funkci u′v , p̌ričemž F = uv − G je
vztah z věty.
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Integrálńı počet Základńı integračńı metody

Poznámka 2

Jako funkci u, tedy tu, kterou p̌ri použit́ı věty derivujeme, voĺıme zpravidla
funkci, která se p̌ri derivováńı

”
v́ıce zlepš́ı“.∫
P(x)f (x)dx ,

kde P(x) je polynom, řeš́ıme pomoćı metody per partes takto:

Je-li f (x) jedna z funkćı akx , sin(kx), cos(kx), pak voĺıme u = P(x).

Je-li f (x) jedna z funkćı logna(kx), arcsin(kx), arccos(kx), arctg(kx),
arccotg(kx), pak voĺıme u = f (x).

Metodu per partes lze použ́ıt opakovaně.
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Integrálńı počet Základńı integračńı metody

Př́ıklad 4

∫
x sin xdx =

 u = x u′ = 1
v ′ = sin x v = − cos x


= x · (− cos x)−

∫
1 · (− cos x)dx = −x cos x +

∫
cos xdx

= −x cos x + sin x + c.

Poznámka 3

Zkoušku provedeme zderivováńım výsledku.
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Integrálńı počet Základńı integračńı metody

Př́ıklad 5

∫
3x2 ln2 xdx =

u = ln2 x u′ = 2 ln x · 1
x

v ′ = 3x2 v = x3


= x3 ln2 x −

∫
2 · ln x · 1

x
· x3dx

= x3 · ln2 x − 2

∫
x2 ln xdx =

u = ln x u′ = 1
x

v ′ = x2 v = x3

3


= x3 · ln2 x − 2

[
ln x · x

3

3
−
∫

x3

3
· 1

x
dx

]
= x3 · ln2 x − 2

x3

3
ln x +

2

3

∫
x2dx

= x3 · ln2 x − 2

3
x3 ln x +

2

3
· x

3

3
+ c

= x3 · ln2 x − 2

3
x3 ln x +

2

9
x3 + c .
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Integrálńı počet Základńı integračńı metody

Př́ıklad 6

∫
x2 ex dx =

u = x2 u′ = 2x
v ′ = ex v = ex

 = x2 ex −2

∫
x ex dx

=

 u = x u′ = 1
v ′ = ex v = ex

 = x2 ex −2

(
x ex −

∫
ex dx

)
= x2 ex −2x ex +2 ex +c = ex(x2 − 2x + 2) + c
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Integrálńı počet Základńı integračńı metody

Př́ıklad 7

∫
ln x dx =

u = ln x u′ = 1
x

v ′ = 1 v = x

 = x ln x −
∫

1 dx

= x ln x − x + c
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Integrálńı počet Základńı integračńı metody

Poznámka 4

Metodu per partes je možné použ́ıt i na součin trigonometrické funkce s
funkćı exponenciálńı. V tomto p̌ŕıpadě se metoda provede dvakrát se
stejnou volbou u, v a hledaný integrál se vyjáďŕı p̌ŕımo z obdržené rovnosti.
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Integrálńı počet Základńı integračńı metody

Př́ıklad 8

∫
ex sin x dx =

u = sin x u′ = cos x
v ′ = ex v = ex

 = ex sin x −
∫

ex cos x dx

=

u = cos x u′ = − sin x
v ′ = ex v = ex

 = ex sin x − ex cos x +

∫
ex(− sin x) dx

= ex(sin x − cos x)−
∫

ex sin x dx

Tedy pro I :=
∫

ex sin x dx máme I = ex(sin x − cos x)− I . Odtud
2I = ex(sin x − cos x), tj.∫

ex sin x dx =
ex

2
(sin x − cos x) + c .

Volba u, v je zde libovolná, pouze se muśı zopakovat stejně.
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Integrálńı počet Základńı integračńı metody

Věta 6 (Substitučńı metoda)

Necht’ I , J ⊆ R jsou intervaly, ϕ : I → J, f : J → R a ϕ má na I derivaci.
Je-li funkce F primitivńı k funkci f na J (tj. F ′(x) = f (x) na J), pak
funkce F (ϕ(x)) je primitivńı na I k funkci f (ϕ(x)) · ϕ′(x).

Naopak má-li funkce ϕ na I derivaci r̊uznou od nuly a G je primitivńı
funkce na I k funkci f (ϕ(x)) · ϕ′(x) (tj. G ′(x) = f (ϕ(x)) · ϕ′(x)), pak
funkce G (ϕ−1(x)) je primitivńı k funkci f na intervalu J.

Plat́ı tedy vzorce:∫
f (ϕ(x))ϕ′(x) dx =

 t = ϕ(x)
dt = ϕ′(x) dx

 =

∫
f (t) dt,

∫
f (x) dx =

 x = ϕ(t)
dx = ϕ′(t) dt

 =

∫
f (ϕ(t))ϕ′(t) dt.
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Integrálńı počet Základńı integračńı metody

Důkaz.

Věta vyplývá ze vzorce pro derivaci složené funkce.

Nap̌r. v prvńı části je F primitivńı funkce k f , tj.

F ′(x) = f (x)⇒ [F (ϕ(x))]′ = F ′(ϕ(x))ϕ′(x) = f (ϕ(x))ϕ′(x).

Tedy ∫
[F
(
ϕ(x)

)
]′ dx︸ ︷︷ ︸

=F
(
ϕ(x)
) =

∫
f
(
ϕ(x)

)
· ϕ′(x) dx .

Důsledek ∫
f ′(x)

f (x)
dx = ln

∣∣f (x)
∣∣+ C
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Integrálńı počet Základńı integračńı metody

Př́ıklad 9

∫
x ex

2
dx =


x2 = t

2x dx = dt
x dx = 1

2 dt

=
∫

et 1
2 dt = 1

2

∫
et dt = 1

2 et +c = 1
2 ex

2
+c

Př́ıklad 10

∫
x

1+x4 dx =


x2 = t

2x dx = dt
x dx = 1

2 dt

 = 1
2

∫
dt

1+t2 = 1
2 arctg t + c = 1

2 arctg x2 + c
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Integrálńı počet Základńı integračńı metody

Př́ıklad 11

Určete primitivńı funkci k funkci
√
a2 − x2 pro x ∈ [−a, a].

∫ √
a2 − x2 dx =

 x = a sin t
dx = a cos t dt

 =

∫ √
a2 − a2 sin2 t a cos t dt

= a2

∫ √
1− sin2 t cos t dt = a2

∫
cos2 t dt = a2

∫
1 + cos 2t

2
dt

=
a2

2

∫
1 dt +

a2

2

∫
cos 2t dt =

a2

2
t +

a2

2

sin 2t

2
+ c

=
a2

2
(t + sin t cos t) + c =

a2

2
(t ± sin t

√
1− sin2 t) + c

=
a2

2

(
arcsin

x

a
+

x

a

√
1− x2

a2

)
+ c

© Petr Hasil (MUNI) Integrálńı počet MB152 22 / 117



Integrálńı počet Základńı integračńı metody

Poznámka 5

V́ıme, že plat́ı

arcsin(sin t) =

{
t, t ∈

[
−π

2 + 2kπ, π2 + 2kπ
]
, k ∈ Z,

−t, t ∈
[
π
2 + 2kπ, 3π

2 + 2kπ
]
, k ∈ Z.

Tedy pro x
a = sin t máme arcsin x

a = ±t, tj. t = ± arcsin x
a , p̌ričemž

znaménko se shoduje se znaménkem funkce kosinus. Celkově jsme proto
mohli ve výpočtu postupovat jako pro t ∈ [−π/2, π/2], protože minusy se
vždy sejdou dva a všechny konstanty lze shrnout na závěr do c .
(Ve skutečnosti je samožrejmě t ∈ R.)
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Integrálńı počet Základńı integračńı metody

Poznámka 6

Někdy nelze daný integrál spoč́ıtat (tj. vyjáďrit pomoćı elementárńıch
funkćı), nap̌r.∫

sin x

x
dx ,

∫
cos x

x
dx ,

∫
x

ln x
dx ,∫

sin(x2) dx ,

∫
cos(x2) dx ,

∫
ex

x
dx ,

∫
ex

2
dx .

Z věty o existenci primitivńı funkce (Věta 1) ale v́ıme, že k uvedeným
funkćım existuje primitivńı funkce, protože tyto funkce jsou spojité. Tyto
primitivńı funkce se pak nazývaj́ı vyš̌śı funkce (jsou nevyjáďritelné pomoćı
elementárńıch funkćı).

Pozn.: Pozor ale na∫
ln x

x
dx =

1

2
ln2 x + C (neńı to vyš̌śı funkce).
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Integrálńı počet Rozklad na parciálńı zlomky

Definice 3

Necht’ P,Q jsou polynomy takové, že Q je nenulový (tj. Q(x) 6≡ 0) a P,Q

nemaj́ı společné kǒreny, pak funkce R(x) = P(x)
Q(x) se nazývá racionálńı

lomená funkce. Je-li nav́ıc st P < st Q nazývá se ryze racionálně lomená
funkce.

Věta 7

Každou neryze lomenou funkci je možné (pomoćı děleńı polynomů)
vyjáďrit jako součet polynomu a ryze lomené racionálńı funkce.
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Integrálńı počet Rozklad na parciálńı zlomky

Věta 8

Necht’ P,Q jsou polynomy s reálnými koeficienty (P,Q ∈ R[x ]),
stP = n, stQ = m, α ∈ R je k-násobný kǒren polynomu Q, tj.
Q(x) = (x − α)kQ1(x), kde Q1(α) 6= 0. Pak existuj́ı č́ısla A1, . . . ,Ak ∈ R
taková, že

P(x)

Q(x)
=

A1

(x − α)k
+

A2

(x − α)k−1
+ · · ·+ Ak

(x − α)
+

P1(x)

Q1(x)
, (2)

kde P1 je jistý polynom stupně n − k . Zejména má-li Q pouze reálné
kǒreny α1, . . . , αm násobnosti k1, . . . , km, pak existuj́ı č́ısla
A1

1, . . . ,A
1
k1
, . . . ,Am

1 , . . . ,A
m
km
∈ R taková, že

P(x)

Q(x)
=

A1
1

(x − α1)k1
+ · · ·+

A1
k1

(x − α1)
+

A2
1

(x − α2)k2
+ · · ·+

A2
k2

(x − α2)

+ · · ·+ Am
1

(x − αm)km
+ · · ·+

Am
km

(x − αm)
. (3)
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Integrálńı počet Rozklad na parciálńı zlomky

Věta 9

Necht’ P,Q ∈ R[x ], stP < stQ a Q má dvojici komplexńıch kǒren̊u
β ± iγ, každý z nich násobnosti ` ≥ 1. Pak existuj́ı reálná č́ısla
B1,C1, . . . ,B`,C` taková, že plat́ı

P(x)

Q(x)
=

P(x)[
(x − β)2 + γ2

]`
Q1(x)

=
B1x + C1[

(x − β)2 + γ2
]` + · · ·+ B`x + C`[

(x − β)2 + γ2
] +

P1(x)

Q1(x)
,

kde Q1(x) má stupeň (stQ − 2`) a P1(x) je jistý polynom.
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Integrálńı počet Rozklad na parciálńı zlomky

Shrnut́ı – Rozklad racionálńı lomené funkce na součet parciálńıch zlomk̊u

stP < stQ, stQ = k1 + · · ·+ km + 2(`1 + · · ·+ `p)

P(x)
Q(x) = P(x)

(x−α1)k1 ···(x−αm)km ·
[

(x−β1)2+γ2
1

]`1 ···[(x−βp)2+γ2
p

]`p
=

A
[1]
1

(x − α1)k1
+ · · ·+

A
[1]
k1

(x − α1)
+ · · ·+

A
[m]
1

(x − αm)km
+ · · ·+

A
[m]
km

(x − αm)

+
B

[1]
1 x + C

[1]
1[

(x − β1)2 + γ2
1

]`1
+ · · ·+

B
[1]
`1
x + C

[1]
`1[

(x − β1)2 + γ2
1

] + · · ·

+
B

[p]
1 x + C

[p]
1[

(x − βp)2 + γ2
p

]`p + · · ·+
B

[p]
`p

x + C
[p]
`p[

(x − βp)2 + γ2
p

]
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Integrálńı počet Rozklad na parciálńı zlomky

Poznámka 7

Neznáme koeficienty u parciálńıch zlomk̊u hledáme bud’ p̌revodem nazpět
na společného jmenovatele a porovnáńım koeficient̊u u jednotlivých
mocnin (což vede na systém lineárńıch rovnic), nebo jednodušeji dosad́ıme
za proměnnou x hodnoty kǒren̊u polynomu Q(x).
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Integrálńı počet Rozklad na parciálńı zlomky

Př́ıklad 12

Rozložte funkci
x + 1

x5 + 3x3 + 2x

na parciálńı zlomky.

x+1
x5+3x3+2x = x+1

x(x4+3x2+2) = x+1
x(x2+2)(x2+1) = 1

2x −
x−1
x2+1 + x−2

2x2+4

© Petr Hasil (MUNI) Integrálńı počet MB152 31 / 117



Integrálńı počet Integrováńı racionálńıch lomených funkćı

Poznámka 8

Již v́ıme, že každou racionálńı lomenou funkci, která neńı ryze lomená, lze
pomoćı děleńı polynomů p̌revést na součet polynomu a ryze lomené
racionálńı funkce, kterou je možné rozložit na parciálńı zlomky.

Budeme se tedy zaj́ımat pouze o integrály z parciálńıch zlomk̊u

Zamě̌ŕıme se na 5 typů integrál̊u:

1
∫

A
x−αdx ,

2
∫

A
(x−α)n dx ,

3
∫

A
x2+px+q

dx ,

4
∫

Ax+B
x2+px+q

dx ,

5
∫

Ax+B
(x2+px+q)n

dx ,

kde A,B, α, p, q jsou reálná č́ısla, p2 − 4q < 0 a n ∈ Nr {1}.
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Integrálńı počet Integrováńı racionálńıch lomených funkćı

Typ 1 a 2 řeš́ıme substitućı t = x − α.∫
A

(x − α)n
dx =

x − α = t
dx = dt

 = A

∫
1

tn
dt

=

{
A ln |t|+ c = A ln|x − α|+ c (n = 1)

A t1−n

1−n + c = A
(1−n)tn−1 + c = A

(1−n)(x−α)n−1 + c (n 6= 1)
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Integrálńı počet Integrováńı racionálńıch lomených funkćı

Př́ıklad 13 (Typ 1)

∫
3

2x − 8
dx =


t = 2x − 8
dt = 2dx
dx = 1

2 dt

 =

∫
3

t
· 1

2
dt =

3

2

∫
1

t
dt

=
3

2
ln |t|+ c =

3

2
ln |2x − 8|+ c .
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Integrálńı počet Integrováńı racionálńıch lomených funkćı

Př́ıklad 14 (Typ 2)

∫
3

(2x − 8)3
dx =


t = 2x − 8
dt = 2dx
dx = 1

2 dt

 =

∫
3

t3

1

2
dt =

3

2

∫
1

t3
dt

=
3

2

∫
t−3dt =

3

2

t−2

−2
+ c

=
3

−4

1

t2
+ c =

−3

4(2x − 8)2
+ c .
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Integrálńı počet Integrováńı racionálńıch lomených funkćı

Typ 3 řeš́ıme doplněńım jmenovatele na čtverec a použit́ım vzorce pro∫
1

A2+x2 dx .

Př́ıklad 15 (Typ 3)

∫
3

2x2 − 4x + 10
dx =

3

2

∫
1

x2 − 2x + 5
dx =

3

2

∫
1

(x − 1)2 + 4
dx

=

t = x − 1
dx =dt

 =
3

2

∫
1

t2 + 22
dt

=
3

2
· 1

2
· arctg

t

2
+ c =

3

4
arctg

x − 1

2
+ c .
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Integrálńı počet Integrováńı racionálńıch lomených funkćı

Typ 4 řeš́ıme p̌revedeńım na součet integrálu typu
∫ f ′(x)

f (x) dx a integrálu

typu 3. (A 6= 0, jinak by šlo o typ 3.)

Př́ıklad 16 (Typ 4)

∫
3x − 6

x2 + 2x + 3
dx = 3

∫
x − 2

x2 + 2x + 3
dx = 3 · 1

2

∫
2x − 4

x2 + 2x + 3
dx

=
3

2

∫
2x + 2− 2− 4

x2 + 2x + 3
dx

=
3

2

∫
2x + 2

x2 + 2x + 3
+

−6

x2 + 2x + 3
dx

I1 =

∫
2x + 2

x2 + 2x + 3
dx = ln |x2 + 2x + 3|+ c1

© Petr Hasil (MUNI) Integrálńı počet MB152 38 / 117



Integrálńı počet Integrováńı racionálńıch lomených funkćı

I2 = −6

∫
1

x2 + 2x + 3
dx = −6

∫
1

(x + 1)2 + 2
dx =

t = x + 1
dt =dx


= −6

∫
1

t2 + 2
dt = −6

∫
1

t2 + (
√

2)2
dt =

−6√
2

arctg
t√
2

+ c2

= −3
√

2 arctg

√
2(x + 1)

2
+ c2

Celkem∫
3x − 6

x2 + 2x + 3
dx =

3

2

(
ln |x2 + 2x + 3| − 3

√
2 arctg

√
2(x + 1)

2

)
+ c
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Integrálńı počet Integrováńı racionálńıch lomených funkćı

Př́ıklad 17∫
dx

x3 + 1
=

1

3

∫
dx

x + 1
− 1

3

∫
x − 2

x2 − x + 1
dx

=
1

3
ln|x + 1| − 1

3 · 2

∫
2x − 1

x2 − x + 1
dx +

3

3 · 2

∫
1

x2 − x + 1
dx

=
1

3
ln|x + 1| − 1

6
ln |x2 − x + 1|+ 1

2

∫
1(

x − 1
2

)2
+ 3

4

dx

=

x − 1
2 = t

dx = dt

 =
1

3
ln|x + 1| − 1

6
ln(x2 − x + 1) +

1

2

∫
1

t2 + 3
4

dt

=
1

3
ln|x + 1| − 1

6
ln(x2 − x + 1) +

2

2
√

3
arctg

2t√
3

+ c

=
1

3
ln|x + 1| − 1

6
ln(x2 − x + 1) +

√
3

3
arctg

2x − 1√
3

+ c
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Integrálńı počet Integrováńı racionálńıch lomených funkćı

Typ 5 řeš́ıme podobnou úpravou jako typ 4, tedy rozděleńım na dvě části,
kde prvńı část lze vy̌rešit snadnou substitućı (čitatel je derivaćı trojčlene za
jmenovatele) a na druhou část použijeme rekurentńı vzorec (viz dále).∫

Ax + B

(x2 + px + q)n
dx =

A

2

∫
2x + p

(x2 + px + q)n
+

2B
A − p

(x2 + px + q)n
dx

=

 x2 + px + q = t
(2x + p) dx = dt

 =
A

2

∫
1

tn
dt +

A

2

∫
C[(

x + p
2

)2
+ q − p2

4

]n dx

=

x + p
2 = z

dx = dz

 =
A

2

∫
1

tn
dt +

A

2

∫
C

(z2 + D2)n
dz

=
A

2

∫
1

tn
dt +

AC

2D2n

∫
1[(

z
D

)2
+ 1
]n dz =

 z
D = s

dz = Dds


=

A

2

∫
1

tn
dt +

AC

2D2n−1

∫
1

(s2 + 1)n
ds =

A

2(1− n)tn−1
+ E

∫
1

(s2 + 1)n
ds
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Integrálńı počet Integrováńı racionálńıch lomených funkćı

Nyńı muśıme vy̌rešit posledńı integrál. Odvod’me rekurentńı vzorec.∫
ds

(1 + s2)n︸ ︷︷ ︸
=:In

=

∫
1 + s2 − s2

(1 + s2)n
ds =

∫
ds

(1 + s2)n−1︸ ︷︷ ︸
=:In−1

−
∫

s · s
(1 + s2)n

ds

= In−1 +
s

2(n − 1)(1 + s2)n−1
− 1

2(n − 1)
In−1

=
s

2(n − 1)(1 + s2)n−1
+

2n − 3

2n − 2
In−1

T́ımto způsobem lze postupně snižovat exponent ve jmenovateli integrálu
In až na 1, což vede na funkci arctg s.

© Petr Hasil (MUNI) Integrálńı počet MB152 42 / 117



Integrálńı počet Integrováńı racionálńıch lomených funkćı

Použili jsme následuj́ıćı mezivýpočet.∫
s · s

(1 + s2)n
ds =

 u = s u′ = 1
v ′ = s

(1+s2)n
v = (∗)


=

s

2(1− n)(1 + s2)n−1
− 1

2

∫
1

(1− n)(1 + s2)n−1
dt

= − s

2(n − 1)(1 + s2)n−1
+

1

2(n − 1)

∫
1

(1 + s2)n−1
dt︸ ︷︷ ︸

In−1

(∗) =

∫
s

(1 + s2)n
ds =

1

2

∫
2s

(1 + s2)n
ds =

1 + s2 = w
2sds = dw


=

1

2

∫
1

wn
dw =

1

2(1− n)wn−1
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Integrálńı počet Integrováńı racionálńıch lomených funkćı

Př́ıklad 18

∫
1

(1 + x2)2
dx =

∫
1 + x2 − x2

(1 + x2)2
dx =

∫
1

1 + x2
dx −

∫
x2

(1 + x2)2
dx

= arctg x −
∫

x · x
(1 + x2)2

dx =

 u = x u′ = 1
v ′ = 2x

2(1+x2)2 v = −1
2(1+x2)


= arctg x −

(
− x

2(1 + x2)
−
∫

−1

2(1 + x2)
dx

)
= arctg x +

x

2(1 + x2)
− 1

2
arctg x + c =

1

2
arctg x +

x

2(1 + x2)
+ c

Vzorcem:∫
1

(1 + x2)2
dx =

x

2(2− 1)(1 + x2)2−1
+

2 · 2− 3

2 · 2− 2

∫
1

(1 + x2)1
dx
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Integrálńı počet Integrováńı racionálńıch lomených funkćı

Poznámka 9

Mnoho daľśıch typ̊u integrál̊u vede p̌res vhodné substituce na integrály
z racionálńıch lomených funkćı.
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Integrálńı počet Riemannův integrál

Budeme uvažované ohraničené funkce na ohraničeném intervalu. Porušeńı
některé z těchto podḿınek vede na tzv. nevlastńı integrály.

Základńı motivaćı je zjistit plochu mezi f (x) a osou x (na intervalu [a, b]).

Př́ıklad 19

(a) f (x) = 2 pro x ∈ [−1, 1], P = 4 .

(b) f (x) = x pro x ∈ [2, 4], P = 1
2 42 − 1

2 22 = 8− 2 = 6 .

(c) f (x) = x pro x ∈ [a, b], 0 ≤ a ≤ b, P = 1
2 b

2 − 1
2 a

2 .

(d) f (x) =
√

1− x2 pro x ∈ [−1, 1], P = 1
2 π 12 =

π

2
.

(e) f (x) = −2x + 1 pro x ∈ [1, 2], P = 1
2 ·

3
2 · 3−

1
2 ·

1
2 · 1 = 2.

Ale protože je plocha pod osou x , klademe P = −2 .

(f) f (x) = x3 pro x ∈ [−1, 1], plocha je stejná nad i pod osou x , a proto

klademe P = 0 .
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Integrálńı počet Riemannův integrál

Tato
”
orientovaná plocha“ se nazývá určitý integrál (též Riemann̊uv

integrál) z funkce f (x) p̌res interval [a, b] a znač́ıme ji

P =

∫ b

a
f (x) dx =

orientovaná plocha mezi grafem
funkce f (x) a osou x

Př́ıklad 20

Tedy výpočty uvedené v Př́ıkladu 19 můžeme alternativně zapsat jako

(a)

∫ 1

−1
2 dx = 4, . . . (f)

∫ 1

−1
x3 dx = 0.

Skutečnou plochu mezi f (x) a osou x odhadneme pomoćı
”
vepsaných“ a

”
opsaných“ obdélńık̊u, č́ımž dostaneme dolńı odhad s(D, f ) pro skutečnou

plochu a horńı odhad S(D, f ) pro skutečnou plochu.
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Integrálńı počet Riemannův integrál

Definice 4 (Děleńı intervalu)

Necht’ a, b ∈ R, a < b. Děleńım intervalu [a, b] je konečná množina bodů
D ⊆ [a, b] s vlastnost́ı a, b ∈ D. Tedy

D = {x0, x1, . . . , xn}, kde x0 = a, xn = b.

Body x0, x1, . . . , xn se nazývaj́ı dělićı body a interval [xk−1, xk ] se nazývá
dělićı (pod)interval.

Délka nejvěťśıho dělićıho podintervalu je pak norma děleńı D, tj. je to č́ıslo

n(D) := max
k=1,...,n

{xk − xk−1}.

Množinu všech děleńı intervalu [a, b] označujeme jako D[a, b] či jenom
jako D.
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Integrálńı počet Riemannův integrál

Pro ohraničenou funkci f (x) na [a, b] a děleńı D intervalu [a, b] označme

mk := inf
{
f (x), x ∈ [xk−1, xk ]

}
,

Mk := sup
{
f (x), x ∈ [xk−1, xk ]

}
,

s(D, f ) :=
n∑

k=1

mk (xk − xk−1), dolńı součet funkce f (x) p̌ri děleńı D,

S(D, f ) :=
n∑

k=1

Mk (xk − xk−1), horńı součet funkce f (x) p̌ri děleńı D.
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Integrálńı počet Riemannův integrál

Tvrzeńı 1

Necht’ c ≤ f (x) ≤ d pro každé x ∈ [a, b]. Potom pro každá dvě děleńı
D1,D2 ∈ D[a, b] plat́ı

c (b − a) ≤ s(D1, f ) ≤ S(D2, f ) ≤ d (b − a),

tj. dolńı součet libovolného děleńı je nejvýše roven horńımu součtu
libovolného děleńı, p̌ričemž všechny dolńı součty jsou zdola ohraničeny
č́ıslem c (b − a) a všechny horńı součty jsou shora ohraničeny č́ıslem
d (b − a).

Při vzr̊ustaj́ıćım počtu dělićıch bodů xk v děleńı D1, D2 se bude dolńı
součet s(D1, f ) zvěťsovat a zároveň horńı součet S(D2, f ) zmenšovat.
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Integrálńı počet Riemannův integrál

Definice 5 (Dolńı a horńı integrál)

Č́ıslo ∫ b

a

f (x) dx := sup
{
s(D, f ), D ∈ D

}
nazýváme dolńım integrálem z funkce f (x) na intervalu [a, b].

Č́ıslo ∫ b

a
f (x) dx := inf

{
S(D, f ), D ∈ D

}
nazýváme horńım integrálem z funkce f (x) na intervalu [a, b].

Dolńı integrál je vždy menš́ı nebo roven horńımu a nav́ıc, pokud je
c ≤ f (x) ≤ d na intervalu [a, b], potom podle Tvrzeńı 1 je

c (b − a) ≤
∫ b

a

f (x) dx ≤
∫ b

a
f (x) dx ≤ d (b − a).
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Integrálńı počet Riemannův integrál

Definice 6 (Určitý (Riemannův) integrál)

Je-li ∫ b

a

f (x) dx =

∫ b

a
f (x) dx ,

potom ř́ıkáme, že funkce f (x) je integrovatelná (v Riemannově smyslu) na
[a, b] a toto společné č́ıslo znač́ıme

∫ b

a
f (x) dx :=

∫ b

a

f (x) dx =

∫ b

a
f (x) dx .

Množinu všech (riemannovsky) integrovatelných funkćı na intervalu [a, b]
znač́ıme jako R[a, b].
Je-li ∫ b

a

f (x) dx <

∫ b

a
f (x) dx ,

potom ř́ıkáme, že funkce f (x) neńı integrovatelná na [a, b].
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Integrálńı počet Riemannův integrál

Př́ıklad 21

Dirichletova funkce

χ(x) :=

{
0 pro x ∈ Q ∩ [a, b],

1 pro x ∈ I ∩ [a, b],

Potom mk = 0 a Mk = 1 pro všechna k a tedy je

s(D, χ) = 0, S(D, χ) = b − a, ∀D ∈ D∫ b

a

χ(x) dx = sup{s(D, χ)} = 0,

∫ b

a
χ(x) dx = inf{S(D, χ)} = b − a

∫ b

a

χ(x) dx <

∫ b

a
χ(x) dx a tedy χ 6∈ R[a, b] .
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Integrálńı počet Riemannův integrál

Nulová posloupnost děleńı Dk ∈ D je taková posloupnost děleńı, která

splňuje n(Dk)→ 0 pro k →∞, neboli norma děleńı jde k nule.

Věta 10

Necht’ je funkce f (x) ohraničená na intervalu [a, b]. Potom pro libovolnou
nulovou posloupnost děleńı Dk ∈ D plat́ı, že

s(Dk , f )→
∫ b

a

f (x) dx , S(Dk , f )→
∫ b

a
f (x) dx pro k →∞.

Je-li nav́ıc f (x) integrovatelná na [a, b], potom dolńı i horńı součty

konverguj́ı (ve smyslu existence vlastńı limity) k č́ıslu
∫ b
a f (x) dx .

Tedy pokud v́ıme, že je f (x) integrovatelná na [a, b], potom lze∫ b
a f (x) dx určit limitńım p̌rechodem pomoćı libovolné nulové posloupnosti

děleńı intervalu [a, b].
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Integrálńı počet Riemannův integrál

Věta 11

(i) Každá spojitá funkce na intervalu [a, b] je zde také integrovatelná.

(ii) Každá monotónńı ohraničená funkce na intervalu [a, b] je zde také
integrovatelná.

Předved’me si Větu 10 na f (x) = x pro x ∈ [0, 1].
Necht’ Dn = { 1

n ,
2
n , . . . ,

n−1
n }. Pak mi = xi−1 = i−1

n , Mi = i
n , i = 1, . . . , n,

tedy

s(Dn, x) =
n∑

i=1

i − 1

n

1

n
=

1

n2

n∑
i=1

(i − 1) =
n(n − 1)

2n2
,

S(Dn, x) =
n∑

i=1

i

n

1

n
=

1

n2

n∑
i=1

i =
n(n + 1)

2n2
.

Odtud

lim
n→∞

s(Dn, x) =
1

2
, lim

n→∞
S(Dn, x) =

1

2
.

Proto
∫ 1

0 x dx = 1
2 .
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Integrálńı počet Riemannův integrál

Poznámka 10

Riemann̊uv integrál (tj. orientovaná plocha) se žrejmě nezměńı, pokud je
integrovatelná funkce f (x) nespojitá či neńı definována v konečně mnoha
bodech (či obecněji na množině

”
ḿıry nula“). T́ımto dostáváme mj. určitý

integrál p̌res otev̌rený nebo polouzav̌rený interval a jejich sjednoceńı.

Př́ıklad 22

Pro nespojitou funkci sgn x plat́ı∫ 3

−2
sgn x dx = 3 + (−2) = 1.

Obdobně lze ukázat, že pro a < 0 < b je∫ b

a
sgn x dx = a + b.
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Integrálńı počet Vlastnosti Riemannova integrálu

Věta 12

Je-li funkce f (x) integrovatelná a ohraničená na intervalu [a, b], tj.
c ≤ f (x) ≤ d pro všechna x ∈ [a, b], potom

c (b − a) ≤
∫ b

a
f (x) dx ≤ d (b − a).

Důsledek

Je-li f ∈ R[a, b], potom plat́ı

f (x) ≥ 0 na [a, b] ⇒
∫ b
a f (x) dx ≥ 0,∣∣f (x)

∣∣ ≤ c na [a, b] ⇒
∣∣∣∣ ∫ b

a f (x) dx

∣∣∣∣ ≤ c (b − a).
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Integrálńı počet Vlastnosti Riemannova integrálu

Věta 13 (Pravidla pro určitý integrál)

Necht’ f , g ∈ R[a, b] (f (x) a g(x) jsou integrovatelné) a c ∈ R je
konstanta.

(i) Pravidlo konstantńıho násobku: c · f ∈ R[a, b] a plat́ı∫ b

a
c · f (x) dx = c

∫ b

a
f (x) dx .

(ii) Pravidlo součtu a rozd́ılu: f ± g ∈ R[a, b] a plat́ı∫ b

a

[
f (x)± g(x)

]
dx =

∫ b

a
f (x) dx ±

∫ b

a
g(x) dx .

(iii) Pravidlo monotonie: je-li f (x) ≤ g(x) na [a, b], potom∫ b

a
f (x) dx ≤

∫ b

a
g(x) dx .
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Integrálńı počet Vlastnosti Riemannova integrálu

(iv) Pravidlo absolutńı hodnoty: |f | ∈ R[a, b] a plat́ı∣∣∣∣ ∫ b

a
f (x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f (x)| dx .

(v) Pravidlo součinu: f · g ∈ R[a, b].

(vi) Pravidlo pod́ılu: je-li g(x) ≥ c na intervalu [a, b] pro nějaké c > 0,
potom je f

g ∈ R[a, b].

(vii) Pravidlo návaznosti: je-li a < c < b, potom je f ∈ R[a, c],
f ∈ R[c , b] a plat́ı∫ b

a
f (x) dx =

∫ c

a
f (x) dx +

∫ b

c
f (x) dx .

© Petr Hasil (MUNI) Integrálńı počet MB152 61 / 117



Integrálńı počet Vlastnosti Riemannova integrálu

V pravidle pod́ılu nestač́ı, aby g(x) > 0 na intervalu [a, b], tj. je nutné, aby
byla funkce ve jmenovateli

”
odražena od 0“. Nap̌r. pro funkce

f (x) := 1 na [0, 1], g(x) :=

{
1 pro x = 0,
x pro x ∈ (0, 1],

plat́ı, že f ∈ R[0, 1], g ∈ R[0, 1], protože
∫ 1

0 f (x) dx = 1 a∫ 1
0 g(x) dx = 1

2 . Dále je g(x) > 0 na celém intervalu [0, 1], ale funkce

f

g
(x) =

{
1 pro x = 0,
1
x pro x ∈ (0, 1],

neńı integrovatelná na intervalu [0, 1], protože∫ 1

0

f

g
(x) dx =

∫ 1

0

1

x
dx =∞.

Funkci g(x) nelze
”
odrazit od 0“, protože se k nule bĺıž́ı (a tedy je funkce

1
g(x) neohraničená).
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Pravidlo návaznosti lze jednoduše rozš́ı̌rit na libovolné hodnoty a, b, c ∈ R
(dokonce mohou být některá tato č́ısla stejná), pokud definujeme∫ a

a
f (x) dx := 0, (tj.

”
plocha“ pod jediným bodem je nulová),∫ a

b
f (x) dx := −

∫ b

a
f (x) dx . (tj. záměna integračńıch meźı měńı znaménko).

Potom podle pravidla návaznosti žrejmě plat́ı∫ b

a
f (x) dx +

∫ a

b
f (x) dx =

∫ a

a
f (x) dx = 0.
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Integrálńı počet Věty o sťredńı hodnotě

Definice 7 (Pr̊uměr funkce)

Necht’ f ∈ R[a, b]. Potom č́ıslo

av(f ) = av[a,b](f ) :=
1

b − a

∫ b

a
f (x) dx

nazýváme pr̊uměrnou hodnotou (též sťredńı hodnotou) funkce f (x) na
intervalu [a, b]. Označeńı je z angličtiny

”
average value“.

V daľśım textu označme

m := inf
{
f (x), x ∈ [a, b]

}
, M := sup

{
f (x), x ∈ [a, b]

}
,

tj. plat́ı pak m ≤ f (x) ≤ M na intervalu [a, b].
Nyńı uvedeme důležitou větu o sťredńı hodnotě integrálńıho počtu. I když
tato věta plyne až z následuj́ıćı věty, uvád́ıme ji jako prvńı, protože bude
pro nás velmi důležitá.
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Integrálńı počet Věty o sťredńı hodnotě

Věta 14 (O sťredńı hodnotě integrálńıho počtu)

(i) Necht’ f ∈ R[a, b]. Potom existuje č́ıslo c ∈ R, m ≤ c ≤ M, takové,
že ∫ b

a
f (x) dx = c (b − a), tj. c = av(f ),

tj. plocha mezi grafem funkce f (x) a osou x je rovna obsahu
obdélńıka se základnou [a, b] a výškou c .

(ii) Je-li nav́ıc funkce f (x) spojitá na [a, b], potom existuje bod x0 ∈ [a, b]
s vlastnost́ı, že

f (x0) = c = av(f ) =
1

b − a

∫ b

a
f (x) dx ,

tj. spojitá funkce f (x) nabývá svou pr̊uměrnou hodnotu v intervalu
[a, b].
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Integrálńı počet Věty o sťredńı hodnotě

Př́ıklad 23

Pokud je funkce f (x) nespojitá na intervalu [a, b], potom svou pr̊uměrnou
hodnotu nabývat nemuśı. Nap̌r. pro funkci f (x) na intervalu [−1, 1]
definovanou jako

f (x) :=

{
−1 pro x ∈ [−1, 0),
1 pro x ∈ [0, 1],

je

av(f ) =
1

2

∫ 1

−1
f (x) dx =

1

2
· 0 = 0,

ale funkce f (x) nenabývá hodnotu 0 nikde v intervalu [−1, 1].
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Věta 15

Necht’ f , g ∈ R[a, b] a g(x) ≥ 0 na [a, b].

(i) Existuje č́ıslo c ∈ R, m ≤ c ≤ M, takové, že∫ b

a
f (x) · g(x) dx = c

∫ b

a
g(x) dx .

(ii) Je-li nav́ıc funkce f (x) spojitá na [a, b], potom existuje bod x0 ∈ [a, b]
s vlastnost́ı, že f (x0) = c , tj.∫ b

a
f (x) · g(x) dx = f (x0)

∫ b

a
g(x) dx .

© Petr Hasil (MUNI) Integrálńı počet MB152 68 / 117



Integrálńı počet Integrál jako funkce horńı meze

Je-li funkce f (x) integrovatelná na [a, b], potom je také integrovatelná na
intervalu [a, x ] pro každé x ∈ [a, b]. Tedy p̌redpis

F (x) :=

∫ x

a
f (t) dt

definuje funkci F (x), která je řádně definovaná pro všechna x ∈ [a, b].

Zřejmě je

F (a) =

∫ a

a
f (t) dt = 0 a F (b) =

∫ b

a
f (t) dt.

V tomto odstavci budeme studovat vlastnosti této funkce F (x).

Zřejmě je hodnota F (x) obsah (orientované) plochy mezi grafem funkce
f (t) na intervalu [a, x ].
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Př́ıklad 24

Pro nespojitou funkci

f (x) :=

{
5 pro x ∈ [0, 1),
10 pro x ∈ [1, 2]

je funkce F (x) spojitá

F (x) :=

{
5x pro x ∈ [0, 1],
10x − 5 pro x ∈ [1, 2].

Věta 16

Necht’ f ∈ R[a, b] (tedy funkce f (x) může být i nespojitá). Potom je
funkce

F (x) :=

∫ x

a
f (t) dt

spojitá na intervalu [a, b].
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Integrálńı počet Integrál jako funkce horńı meze

Jak rychle se měńı funkce F (x)? → Rychlost́ı hodnot funkce f (x).

Věta 17

Je-li f (x) spojitá na nějakém okoĺı bodu x0, potom má funkce
F (x) :=

∫ x
a f (t) dt derivaci v bodě x0 a plat́ı

F ′(x0) = f (x0).

Důsledek (Fundamentálńı vztah integrálńıho počtu)

Je-li funkce f (x) spojitá na intervalu [a, b], potom má funkce
F (x) :=

∫ x
a f (t) dt spojitou derivaci F ′(x) = f (x) na [a, b], tj. plat́ı vztah

(∫ x

a
f (t) dt

)′
= f (x) . (4)

Derivace a integrál jsou v tomto pǒrad́ı tedy k sobě plnohodnotně inverzńı
(pro

”
pěkné“ funkce to plat́ı i opačně).
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Integrálńı počet Integrál jako funkce horńı meze

Poznámka 11

Lze tedy psát, že primitivńı funkce k x2 je F (x) =
∫ x

0 t2 dt.

Lze to i pro vyš̌śı funkce, nap̌r. primitivńı funkce k funkci

sin x

x
je F (x) =

∫ x

1

sin t

t
dt

kde daný integrál oproti prvńımu p̌ŕıpadu vypoč́ıtat nelze. (Je možné ho
vyjáďrit pomoćı nekonečné mocninné řady.)

Př́ıklad 25

Bez výpočtu, tedy pouze na základě znalosti vztahu (4), můžeme proto
psát nap̌r. (dolńı mez je

”
nezaj́ımavá“, protože derivace konstanty je nula)(∫ x

0
t2 sin t dt

)′
= x2 sin x ,

(∫ x

1

et

t
dt

)′
=

ex

x
.
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Integrálńı počet Integrál jako funkce horńı meze

Protože je
∫ x
c f (t) dt = −

∫ c
x f (t) dt, pro integrál jako funkci dolńı meze

G (x) :=
∫ c
x f (t) dt plat́ı

G ′(x) =

(∫ c

x
f (t) dt

)′
=

(
−
∫ x

c
f (t) dt

)′
= −

(∫ x

c
f (t) dt

)′
= −f (x),

a tedy je (∫ c

x
f (t) dt

)′
= −f (x).

To znamená, že p̌ri derivováńı integrálu podle horńı meze dostaneme
původńı funkci f (x), zat́ımco p̌ri derivováńı integrálu podle dolńı meze
dostaneme −f (x).
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Př́ıklad 26

Podle pravidla pro derivováńı složené funkce je(∫ x2

1

1

t
dt

)′
=

1

x2
· (x2)′ =

1

x2
· 2x =

2

x
,

(∫ x2

x
ln t dt

)′
=

(∫ 1

x
ln t dt

)′
+

(∫ x2

1
ln t dt

)′
= − ln x + (ln x2) · (x2)′ = − ln x + 2 (ln x) · 2x = (4x − 1) ln x .
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Integrálńı počet Metody výpočtu určitého integrálu

Věta 18 (Newtonův-Leibniz̊uv vzorec)

Je-li f ∈ R[a, b] a je-li F (x) libovolná primitivńı funkce k f (x) na (a, b),
p̌ričemž F (x) je spojitá na [a, b], potom je∫ b

a
f (x) dx = F (b)− F (a).

D̊ukaz. Uvažujme pro jednoduchost f (x) spojitou na [a, b], tedy k ńı jistě
existuje primitivńı funkce F (x). Dále, funkce

∫ x
a f (t) dt je také primitivńı

k f (x) na [a, b], proto se tyto dvě funkce navzájem mohou lǐsit pouze
o konstantu. Tedy plat́ı, že F (x) =

∫ x
a f (t) dt + C pro každé x ∈ [a, b], a

proto je

F (b)− F (a) =

(∫ b

a
f (t) dt + C

)
−
(∫ a

a
f (t) dt + C

)
=

∫ b

a
f (t) dt

a změna názvu proměnné na konci je pouhé p̌reznačeńı.
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Integrálńı počet Metody výpočtu určitého integrálu

Výpočet určitého integrálu podle Newtonova-Leibnizova vzorce znač́ıme
jako ∫ b

a
f (x) dx =

[
F (x)

]b
a

= F (b)− F (a).

Př́ıklad 27

Protože je funkce x3

3 primitivńı k funkci x2 na [0, 1], plat́ı∫ 1

0
x2 dx =

[
x3

3

]1

0

=
13

3
− 03

3
=

1

3
.
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Integrálńı počet Metody výpočtu určitého integrálu

Věta 19 (Metoda per partes pro určitý integrál)

Necht’ funkce u(x) a v(x) maj́ı derivaci na intervalu [a, b] a
u′, v ′ ∈ R[a, b]. Potom plat́ı∫ b

a
u′(x) · v(x) dx =

[
u(x) · v(x)

]b
a
−
∫ b

a
u(x) · v ′(x) dx .

Př́ıklad 28

∫ π

0
x cos x dx

∣∣∣∣ u′ = cos x u = sin x
v = x v ′ = 1

∣∣∣∣ =
[
x sin x

]π
0
−
∫ π

0
sin x dx

= π sinπ︸ ︷︷ ︸
= 0

− 0 sin 0︸ ︷︷ ︸
= 0

−
[
− cos x

]π
0

=
[

cos x
]π

0
= cosπ − cos 0 = −1− 1 = −2.
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Integrálńı počet Metody výpočtu určitého integrálu

Věta 20 (Substituce pro určitý integrál)

Necht’ je funkce f (t) spojitá na intervalu [c , d ] a necht’ má funkce ϕ(x)
integrovatelnou derivaci na intervalu [a, b] a ϕ([a, b]) ⊆ [c , d ]. Potom plat́ı∫ b

a
f
(
ϕ(x)

)
· ϕ′(x) dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f (t) dt.

Neboli v daném integrálu voĺıme substituci t = ϕ(x) a transformujeme
nejen integrál, ale i meze (v tomtéž pǒrad́ı meźı).

Poznámka 12

U metody per partes i substituce je možné nejprve vypoč́ıtat primitivńı
funkci, u substituce se samožrejmě vrátit k p̊uvodńı proměnné, a následně
pouze dosadit do Newtonovy–Bolzanovy formule. Dělat úpravy pr̊uběžně je
ale často rychleǰśı.
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Integrálńı počet Metody výpočtu určitého integrálu

Př́ıklad 29

∫ 1

0

√
1− x2 dx

∣∣∣∣∣∣∣∣
x = sin t
dx = (cos t) dt
x = 0 ⇒ t = 0
x = 1 ⇒ t = π

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∫ π
2

0

√
1− sin2 t︸ ︷︷ ︸
= cos t

· cos t dt︸ ︷︷ ︸
dx

=

∫ π
2

0
cos2 t dt =

∫ π
2

0

1 + cos(2t)

2
dt =

∫ π
2

0

(
1

2
+

1

2
cos(2t)

)
dt

=

[
t

2
+

1

2
· sin(2t)

2

]π
2

0

=

(
π

4
+

sinπ

4︸ ︷︷ ︸
= 0

)
−
(

0

2
+

sin 0

4

)
=
π

4
.
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Integrálńı počet Aplikace určitého integrálu

Plocha podgrafu kladné funkce na intervalu [a, b]:∫ b

a
f (x)dx .
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Integrálńı počet Aplikace určitého integrálu

Plocha mezi grafem funkce f a osou x na intervalu [a, b]:∫ b

a
|f (x)|dx .
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Integrálńı počet Aplikace určitého integrálu

Př́ıklad 30

Určete plochu ohraničenou grafem funkce f (x) = x2 − x − 2 a osou x na
intervalu I = [−2, 3].

Protože x2 − x − 2 = 0 má kǒreny x1 = −1 a x2 = 2, snadno zjist́ıme, že
funkce f je na intervalu I kladná pro x ∈ (−2,−1) ∪ (2, 3) a záporná pro
x ∈ (−1, 2).

P =

∫ 3

−2
|f (x)|dx

=

∫ −1

−2
f (x)dx +

∫ 2

−1
(−f (x))dx

+

∫ 3

2
f (x)dx

= . . . =
49

6
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Integrálńı počet Aplikace určitého integrálu

Délka ǩrivky grafu funkce f na intervalu [a, b].

` =

∫ b

a

√
1 + f ′2(x)dx .
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Integrálńı počet Aplikace určitého integrálu

Délka ǩrivky – odvozeńı

Křivku ` nahrad́ıme lomenou čarou L, která vznikla děleńım intervalu
[a, b]. Předpokládejme, že f je na [a, b] diferencovatelná a že funkce√

1 + f ′2 je na něm integrovatelná.
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Integrálńı počet Aplikace určitého integrálu

Pak délka lomené čáry je

d(L) =
n∑

i=1

√
[f (xi )− f (xi−1)]2 + (xi − xi−1)2.

Dle Lagrangeovy věty o sťredńı hodnotě existuj́ı ξi ∈ (xi−1, x1), i = 1, . . . , n
taková, že f (xi )− f (xi−1) = f ′(ξi )(xi − xi−1), i = 1, . . . , n. Tedy

d(L) =
n∑

i=1

√
1 + [f ′(ξi )]2 (xi − xi−1) = S(D,

√
1 + f ′2,K ).

Výše uvedené plat́ı pro libovolné děleńı D, plat́ı tedy i pro nulovou
posloupnost děleńı Dn

d(L) = S(Dn,
√

1 + f ′2,Kn) −→
∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]2 dx ,

tedy d(`) =
∫ b
a

√
1 + [f ′(x)]2 dx .
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Př́ıklad 31

Odvod’te vzorec pro výpočet obvodu kruhu o poloměru R.

O = 4

∫ R

0

√
1 +

(√
R2 − x2

)′2
dx = 4

∫ R

0

√
1 +

(
−x√

R2 − x2

)2

dx

= 4

∫ R

0

R√
R2 − x2

dx = 4
[
R arcsin

x

R

]R
0

= 4R
π

2
= 2πR
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Objem a povrch pláště rotačńıho tělesa
(rotace nezáporné funkce f kolem osy x na intervalu [a, b]).

P = 2π

∫ b

a
f (x)

√
1 + f ′2(x)dx , V = π

∫ b

a
f 2(x)dx .
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Vzorec pro objem rotačńıho tělesa plyne p̌ŕımo z konstrukce integrálu.
Uvažujme děleńı intervalu [a, b], v každém d́ılku zvoĺıme reprezentanta ξi .
T́ım obdrž́ıme obdélńık daný délkou d́ılku a funkčńı hodnotou v p̌ŕıslušném
reprezentantu. Rotujeme-li tento obdélńık kolem osy x , vytvǒŕı válec o
poloměru f (ξi ) a výšce xi − xi−1. Součet všech objemů p̌rejde pro nulovou
posloupnost děleńı v objem uvažovaného rotačńıho tělesa.

V ≈
n∑

i=1

πf 2(ξi )(xi − xi−1) = S(D, πf 2,K ) −→ π

∫ b

a
f 2(x) dx = V

Podobně lze odvodit vzorec pro povrch pláště – nahrad́ıme-li ǩrivku za
lomenou čáru, objekt snadno rozděĺıme na sadu komolých kužel̊u. Součet
povrchů pláště těchto kužel̊u se pro nulové děleńı bĺıž́ı k povrchu pláště
daného tělesa.
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Př́ıklad 32

Vypočtěte povrch koule o poloměru R.

P = 2 · 2π
∫ R

0

√
R2 − x2

R√
R2 − x2

dx = 4πR

∫ R

0
dx = 4πR2
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Př́ıklad 33

Určete plochu ohraničenou grafy funkćı f (x) = x2 + 1 a g(x) = x + 3.

f (x) = g(x)

x2 + 1 = x + 3

x2 − x − 2 = 0

x1 = −1, x2 = 2

∫ 2

−1
g(x)−f (x)dx =

∫ 2

−1
(x+3)−(x2 +1)dx =

∫ 2

−1
2+x−x2dx = . . . =

9

2
.

© Petr Hasil (MUNI) Integrálńı počet MB152 93 / 117



Integrálńı počet Aplikace určitého integrálu

Př́ıklad 34

Určete objem tělesa vzniklého rotaćı plochy omezené grafy funkćı
f (x) = x2 + 1 a g(x) = x + 3 kolem osy x .

V = π

∫ 2

−1
g2(x)dx − π

∫ 2

−1
f 2(x)dx

= π

∫ 2

−1
(x + 3)2 − (x2 + 1)2dx

= π

∫ 2

−1
8 + 6x − x2 − x4dx

= . . . =
117

5
π.
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Integrálńı počet Aplikace určitého integrálu

Dále budeme uvažovat ǩrivku zadanou parametricky jako

x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [α, β], (P)

kde ϕ,ψ jsou spojitě diferencovatelné a ϕ′(t) 6= 0 pro t ∈ (α, β).

Obsah obrazce ohraničeného ǩrivkou s parametrizaćı (P), osou x a
p̌ŕımkami x = ϕ(α), x = ϕ(β) je

S =

∫ β

α
ψ(t)|ϕ′(t)| dt.

Délka ǩrivky zadané parametrizaćı (P) je

` =

∫ β

α

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt.
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Integrálńı počet Aplikace určitého integrálu

Objem rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı podgrafu spojité nezáporné
funkce f (x), x ∈ [a, b], kolem osy y je

Vy = 2π

∫ b

a
xf (x) dx .

Objem rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı plochy vymezené ǩrivkou
zadanou parametrizaćı (P) kolem osy x (kde ψ(t) ≥ 0, t ∈ [α, β]), osou x
a p̌ŕımkami x = ϕ(α), x = ϕ(β) je

Vx = π

∫ β

α
ψ2(t) ·

∣∣ϕ′(t)
∣∣ dt.

Objem rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı plochy vymezené ǩrivkou
zadanou parametrizaćı (P) (kde ψ(t) ≥ 0, t ∈ [α, β]), osou x a p̌ŕımkami
x = ϕ(α) ≥ 0, x = ϕ(β) ≥ 0 kolem osy y je

Vy = 2π

∫ β

α
ψ(t)ϕ(t)

∣∣ϕ′(t)
∣∣ dt.
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Integrálńı počet Aplikace určitého integrálu

Obsah pláště rotačńıho tělesa, které vznikne rotaćı plochy vymezené
ǩrivkou zadanou parametrizaćı (P) (kde ψ(t) ≥ 0, t ∈ [α, β]), osou x
a p̌ŕımkami x = ϕ(α), x = ϕ(β) kolem osy x je

Q = 2π

∫ β

α
ψ(t)

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt.
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Integrálńı počet Aplikace určitého integrálu

Necht’ spojitá funkce s(t) udává specifickou hmotnost v bodě [ϕ(t), ψ(t)]
pro ǩrivku zadanou parametricky x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [α, β]. Potom

M =

∫ β

α
s(t)

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt

je hmotnost ǩrivky,

Sx =

∫ β

α
s(t)ψ(t)

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt,

Sy =

∫ β

α
s(t)ϕ(t)

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2 dt,

jsou statické momenty ǩrivky vzhledem k ose x , resp. y a

T =

[
Sy
M
,
Sx
M

]
jsou soǔradnice jej́ıho těžǐstě.
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Integrálńı počet Aplikace určitého integrálu

Necht’ spojitá funkce s(t) udává specifickou hmotnost v bodě [x , f (x)] pro
ǩrivku, která je grafem spojitě diferencovatelné funkce f (x), x ∈ [a, b].
Potom plat́ı

M =

∫ b

a
s(x)

√
1 + [f ′(x)]2 dx ,

Sx =

∫ b

a
s(x)f (x)

√
1 + [f ′(x)]2 dx ,

Sy =

∫ b

a
s(x)x

√
1 + [f ′(x)]2 dx ,

T =

[
Sy
M
,
Sx
M

]
.
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Integrálńı počet Aplikace určitého integrálu

Necht’ spojitá funkce s(t) udává specifickou hmotnost v bodě [ϕ(t), ψ(t)].
Pro rovinný obrazec vymezený ǩrivkou zadanou parametricky x = ϕ(t),
y = ψ(t), t ∈ [α, β], osou x a p̌ŕımkami x = ϕ(α), x = ϕ(β) plat́ı

M =

∫ β

α
s(t)ψ(t)|ϕ′(t)| dt,

Sx =
1

2

∫ β

α
s(t)ψ2(t)|ϕ′(t)| dt,

Sy =

∫ β

α
s(t)ψ(t)ϕ(t)|ϕ′(t)| dt,

T =

[
Sy
M
,
Sx
M

]
.
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Integrálńı počet Aplikace určitého integrálu

Necht’ spojitá funkce s(t) udává specifickou hmotnost v bodě [x , y ]
podgrafu spojité nezáporné funkce f . Potom pro podgraf funkce f plat́ı

M =

∫ b

a
s(x)f (x) dx ,

Sx =
1

2

∫ b

a
s(x)f 2(x) dx ,

Sy =

∫ b

a
xs(x)f (x) dx ,

T =

[
Sy
M
,
Sx
M

]
.
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Integrálńı počet Nevlastńı Riemannův integrál

Ćılem této sekce je
”
zbavit se“ požadavku

na ohraničenost integrandu a intervalu.

Nejprve se budeme zabývat p̌ŕıpadem,
kdy je neohraničený interval...
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Integrálńı počet Nevlastńı Riemannův integrál

Definice 8

Necht’ a ∈ R a necht’ f je funkce definovaná na intervalu [a,∞), která je
integrovatelná na každém intervalu [a, b], kde b > a. Definujme funkci F
na intervalu [a,∞) vztahem

F (b) =

∫ b

a
f (x)dx .

Jestliže existuje vlastńı limita limb→∞ F (b), ř́ıkáme, že nevlastńı integrál∫∞
a f (x)dx konverguje a klademe∫ ∞

a
f (x) dx = lim

b→∞
F (b) = lim

b→∞

∫ b

a
f (x) dx .

Neexistuje-li vlastńı limita limb→∞ F (b) ř́ıkáme, že nevlastńı integrál∫∞
a f (x)dx diverguje. Je-li tato limita nevlastńı, ř́ıkáme, že nevlastńı

integrál určitě diverguje k ±∞. V p̌ŕıpadě, že tato limita neexistuje,
ř́ıkáme, že integrál osciluje.
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Integrálńı počet Nevlastńı Riemannův integrál

Poznámka 13

Nevlastńı integrál
∫ a
−∞ f (x)dx , kde a ∈ R, definujeme analogicky∫ a

−∞
f (x) dx = lim

c→−∞

∫ a

c
f (x) dx .

Je-li funkce f integrovatelná na každém omezeném intervalu, řekneme, že
nevlastńı integrál

∫∞
−∞ f (x)dx konverguje, jestliže pro nějaké a ∈ R (tedy

pro každé a ∈ R) konverguj́ı oba nevlastńı integrály∫ a
−∞ f (x) dx ,

∫∞
a f (x) dx . V tomto p̌ŕıpadě∫ ∞
−∞

f (x) dx =

∫ a

−∞
f (x) dx +

∫ ∞
a

f (x) dx .
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Integrálńı počet Nevlastńı Riemannův integrál

Př́ıklad 35

∫ ∞
0

1

1 + x2
dx = lim

b→∞

∫ b

0

1

1 + x2
dx = lim

b→∞
[arctg x ]b0 = lim

b→∞
arctg b =

π

2
.

Př́ıklad 36∫ ∞
1

1

x
dx = lim

b→∞

∫ b

1

1

x
dx = lim

b→∞
[ln x ]b1 = lim

b→∞
ln b =∞.

Př́ıklad 37

∫ ∞
0

cos x dx = lim
b→∞

∫ b

0
cos x dx = lim

b→∞
[sin x ]b0 = lim

b→∞
sin b = neexistuje.
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Integrálńı počet Nevlastńı Riemannův integrál

Věta 21

Necht’ integrály
∫∞
a f (x) dx ,

∫∞
a g(x) dx konverguj́ı a α, β ∈ R. Pak

konverguje i integrál
∫∞
a αf (x) + βg(x) dx a plat́ı∫ ∞

a
αf (x) + βg(x) dx = α

∫ ∞
a

f (x) dx + β

∫ ∞
a

g(x) dx .

Věta 22

Necht’ integrál
∫∞
a f (x) dx konverguje a integrál

∫∞
a g(x) dx diverguje.

Pak integrál
∫∞
a f (x)± g(x) dx diverguje.
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Integrálńı počet Nevlastńı Riemannův integrál

Př́ıklad 38

Rozhodněte pro která α ∈ R integrál
∫∞

1
1
xα dx konverguje a pro která

diverguje.

Necht’ F (x) =
∫ x

1
1
tα dt. Je-li α 6= 1, je

F (x) =
1

1− α

[
1

tα−1

]x
1

=
1

1− α

(
1

xα−1
− 1

)
,

tedy

lim
x→∞

F (x) =

{
1

α−1 , je-li α > 1,

∞, je-li α < 1.

Pro α = 1 je F (x) = [ln t]x1 = ln x , tedy limx→∞ F (x) =∞.
Celkem∫ ∞

1

1

xα
dx =

{
1

α−1 , je-li α > 1, integrál konverguje,

∞, je-li α ≤ 1, integrál určitě diverguje.
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Integrálńı počet Nevlastńı Riemannův integrál

Věta 23 (Prosté srovnávaćı kritérium)

Necht’ funkce f , g splňuj́ı pro x ∈ [a,∞) nerovnosti 0 ≤ f (x) ≤ g(x).

(i) Konverguje-li integrál
∫∞
a g(x)dx , konverguje i integrál

∫∞
a f (x) dx ,

p̌ričemž plat́ı

0 ≤
∫ ∞
a

f (x) dx ≤
∫ ∞
a

g(x) dx .

(ii) Diverguje-li integrál
∫∞
a f (x) dx , diverguje i integrál

∫∞
a g(x) dx .

Věta 24 (Limitńı srovnávaćı kritérium)

Necht’ funkce f , g jsou nezáporné na intervalu [a,∞) a necht’ existuje

limx→∞
f (x)
g(x) = L.

(i) Je-li L <∞ a konverguje-li nevlastńı integrál
∫∞
a g(x) dx , konverguje

i nevlastńı integrál
∫∞
a f (x) dx .

(ii) Je-li L > 0 a diverguje-li nevlastńı integrál
∫∞
a g(x) dx , diverguje i

nevlastńı integrál
∫∞
a f (x)dx .
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Integrálńı počet Nevlastńı Riemannův integrál

Důsledek

Necht’ a > 0 a f (x) ≥ 0 pro x ∈ [a,∞). Jestliže existuje α > 1 takové, že

lim
x→∞

xαf (x) <∞,

pak integrál
∫∞
a f (x) dx konverguje. Jestliže existuje α ≤ 1 takové, že

lim
x→∞

xαf (x) > 0,

pak nevlastńı integrál
∫∞
a f (x)dx diverguje.

Poznámka 14

Je-li funkce f nezáporná, pak je funkce F (x) :=
∫ x
a f (t) dt neklesaj́ıćı, a

tedy existuje (vlastńı nebo nevlastńı) limita

lim
x→∞

F (x).
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Integrálńı počet Nevlastńı Riemannův integrál

Věta 25 (Nutná podḿınka konvergence)

Necht’ integrál
∫∞
a f (x) dx konverguje a necht’ existuje limx→∞ f (x) = c .

Pak je c = 0.

Věta 26

Konverguje-li integrál
∫∞
a |f (x)|dx , konverguje i integrál

∫∞
a f (x) dx a plat́ı∣∣∣∣∫ ∞

a
f (x) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞
a
|f (x)| dx .
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Integrálńı počet Nevlastńı Riemannův integrál

Definice 9

Ř́ıkáme, že nevlastńı integrál
∫∞
a f (x)dx konverguje absolutně, jestliže

konverguje integrál
∫∞
a |f (x)|dx . Pokud ale integrál

∫∞
a f (x) dx konverguje

a integrál
∫∞
a |f (x)|dx (určitě) diverguje, ř́ıkáme, že integrál

∫∞
a f (x)dx

konverguje neabsolutně.

Věta 27

Necht’ funkce g je nezáporná na intervalu [a,∞) a necht’ integrál∫∞
a g(x) dx konverguje. Plat́ı-li |f (x)| ≤ g(x) pro všechna x ∈ [a,∞) nebo

lim
x→∞

|f (x)|
g(x)

<∞,

pak integrál
∫∞
a f (x) dx konverguje absolutně.
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Nyńı se budeme zabývat p̌ŕıpadem neohraničené funkce...

Definice 10

Necht’ a, b ∈ R, a < b, a necht’ f je funkce definovaná na intervalu [a, b).
Řekneme, že b je singulárńı bod funkce f , jestliže f je ohraničená na
každém intervalu [a, b − ε], kde 0 < ε < b − a, neńı ohraničená v žádném
levém okoĺı bodu b, tj. na intervalu (b − ε, b], a je integrovatelná
(v Riemannově smyslu) na každém intervalu [a, b − ε].
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Integrálńı počet Nevlastńı Riemannův integrál

Definice 11

Necht’ f je funkce definovaná na intervalu [a, b) a necht’ b je jej́ım
singulárńım bodem. Necht’ funkce F je definovaná na intervalu [a, b)
p̌redpisem F (x) =

∫ x
a f (t)dt. Existuje-li vlastńı limita limx→b− F (x),

řekneme, že nevlastńı integrál
∫ b
a f (x) dx konverguje a klademe∫ b

a
f (x)dx = lim

x→b−
F (x).

Neexistuje-li vlastńı limx→b− F (x), ř́ıkáme, že nevlastńı integrál
∫ b
a f (x)dx

diverguje. Je-li tato limita nevlastńı, ř́ıkáme, že nevlastńı integrál určitě
diverguje k ±∞. V p̌ŕıpadě, že tato limita neexistuje, ř́ıkáme, že nevlastńı
integrál osciluje.
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Integrálńı počet Nevlastńı Riemannův integrál

Poznámka 15

Analogicky definujeme singulárńı bod a funkce f definované na intervalu
(a, b] a konvergenci nebo divergenci nevlastńıho integrálu

∫ b
a f (x) dx , je-li

a singulárńım bodem funkce f .
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Př́ıklad 39

Vyšeťrete konvergenci integrálu
∫ 1

0
1
xα dx pro α ∈ R+.

Singulárńım bodem funkce 1
xα je bod 0. Položme F (x) =

∫ 1
x

1
tα dt. Pro

α 6= 1 je

F (x) =
1

1− α

[
1

tα−1

]1

x

=
1

1− α

(
1− 1

xα−1

)
.

Tedy

lim
x→0+

F (x) =

{
1

1−α , je-li α < 1,

∞, je-li α > 1.

V p̌ŕıpadě α = 1 obdrž́ıme F (x) = [ln t]1x = − ln x , tud́ıž v tomto p̌ŕıpadě
plat́ı limx→0+ F (x) =∞. Celkem∫ 1

0

dx

xα
=

{
1

1−α , je-li α < 1,

∞, je-li α ≥ 1.
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Integrálńı počet Nevlastńı Riemannův integrál

Pro nevlastńı integrály typu
∫ b
a f (x) dx , kde a < b a b je singulárńım

bodem funkce f , plat́ı tvrzeńı analogická k p̌redchoźım tvrzeńım, nap̌r.

Věta 28 (Limitńı srovnávaćı kritérium)

Necht’ f , g jsou nezáporné funkce definované na intervalu [a, b). Necht’ b

je singulárńım bodem obou funkćı f , g a necht’ existuje limx→b−
f (x)
g(x) = L.

(i) Je-li L <∞ a konverguje-li integrál
∫ b
a g(x)dx , je také integrál∫ b

a f (x) dx konvergentńı.

(ii) Je-li L > 0 a diverguje-li integrál
∫ b
a g(x) dx , je také integrál∫ b

a f (x)dx divergentńı.
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