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Integralni potet Primitivni funkce a neurgity integral

Definice 1 (Primitivni funkce)

Necht f(x) a F(x) jsou funkce definované na intervalu /. Funkce F(x) je
primitivni k funkci f(x) na intervalu /, pokud

F'(x) = f(x) pro vechna x € /. (1)

v

P¥iklad 1

(a) ’,(:11 je primitivni k funkci x” na R pro n # —1.

(b) Inx je primitivni k funkci 1 na (0, 00). Funkce In(—x) je primitivnf
k funkci % na (—o0,0). Dohromady zapsano: Funkce In |x| je
primitivn{ k funkci L na (—o00,0) a na (0, 00).

(c) Funkce arctg x je primitivni k funkci ﬁlxz na R.

(d) Funkce arcsin x je primitivni k funkci \/11_7 na (—1,1).

(e) Funkce C (konstantni funkce) je primitivni k funkci 0 na R.

v
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Integralni potet Primitivni funkce a neurgity integral

Véta 1 (O existenci primitivni funkce)

Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu I, potom k ni existuje na tomto
intervalu funkce primitivni.

Véta 2

Jsou-li funkce F a G primitivni funkce k funkci f na intervalu I, pak
existuje konstanta c € R takovd, Ze G = F + c.

Definice 2

MnoZina primitivnich funkci k funkci f se nazyva neurcity integral funkce f

a zna¥i se [ f(x) dx.
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Integralni potet Primitivni funkce a neurgity integral

P¥iklad 2

UvaZujme funkci

x?sinl, x#0
0, x=0"

Pro x # 0 je F/(x) = 2xsin £ + x?cos 1 =3 = 2xsin 1 — cos 1,
pro x =0 je

x2sin 1

F/(0) = limyyo FOZEO — im0 5% — jim, o xsin L =0,
1 1
tedy F/(x) = § XM T 080 X7 8
) X =

Pro funkci f(x) := F'(x) je tedy F(x) primitivni funkci na celém R.
Funkce f(x) p¥itom neni spojitd v x = 0, protoZe

limy_0 f(x) = limy_0 2xsin 1 —cos® = lim 2xsin L — lim cosl
X x=0 X x=0
=0 neexistuje

neexistuje.

Tedy spojitost neni nutnou podminkou pro existenci primitivni funkce.
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Integralni po&et

Primitivni funkce a neurgity integral

Véta 3 (Zakladni integrdlni vzorce)
Necht A,B,a,c,k,nc€ R, a>0, n# —1.

Q@ [ kdx =kx+ec,
Gfx”dx—nrill—i-
Q@ [Ldx=1In[x|+c,
Q [adx=g+c
Q [ dx =e"+c,

Q@ [sinxdx = —cosx + c,

@ [cosxdx =sinx +c,

efco52 dx =tgx + c,

o fsinzxdx:—cotgx—FC,
@f\/ﬁdx:arcsin%—i—c,

@ [ g dx=Inlx+Vx2£B|+c,
@fﬁdx:%arctg%—i—c,

@ [prodx=340n

A+X + ¢,

kde x naleZi vZdy do defini¢niho oboru pFislusné funkce.
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Integralni potet Primitivni funkce a neurgity integral

P¥iklad 3
ProtoZze maji funkce F(x) = arctg x a G(x) = — arccotg x stejnou derivaci
f(x) = ﬁ musi se tyto funkce li3it o konstantu, tj.

arctgx = —arccotgx + C Vx € R.

Konstantu C muiZeme urit nap¥f. z hodnot téchto funkci v bodé x = 0,
s T
arctg0 =0, arccotg0 = > = C= >

neboli plati
w
arctg x + arccotg x = > Vx € R.

Také vidime, Ze funkce arctg x a — arccotg x jsou ob& primitivnimi

funkcemi k funkci ﬁ Z toho je patrné, Ze vysledky vypoltli mohou byt

zcela spravné, prestoze se na prvni pohled mohou lisit.
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Integralni potet Z3akladni integra&ni metody

Véta 4

o [[f(x)+g(x)] dx = [ f(x) dx + [ g(x) dx,
o [[c-f(x)]dx=c- [f(x)dx, c€eR.

Poznamka 1

Neexistuji obecné vzorce pro integral ze soucinu dvou funkci a jejich podilu.
.
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INIEILINIIS M Z3kladni integradni metody

Véta 5 (Metoda per partes)

Necht funkce u, v maji derivaci na intervalu |. JestliZe existuje primitivni
funkce k funkci (uv'), pak existuje i primitivni funkce k funkci (u'v) a plati

/uv' dx = uv—/u’v dx.
Duikaz.

(uv) = u'v+ uv' naintervalu [. Je-li F primitivni funkce k uv/, tj.
F' = uv’, pak pro funkci G = uv — F plati

/ / /
G=w-F)Y=dv+uw —-F =dvv+uw —uw' =1dv,

tedy funkce G je primitivni funkci k funkci 'v, p¥item? F = uv — G je
vztah z véty. L]

v
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INIEILINIIS M Z3kladni integradni metody

Poznamka 2

Jako funkci u, tedy tu, kterou pFi pouZiti véty derivujeme, volime zpravidla

funkci, kterd se pFi derivovani ,, vice zlepsi™.

/P(X)f(x)dx,
kde P(x) je polynom, FeSime pomoci metody per partes takto:
Je-li f(x) jedna z funkci a* sin(kx), cos(kx), pak volime u = P(x).

Je-li f(x) jedna z funkci log](kx), arcsin(kx), arccos(kx), arctg(kx),
arccotg(kx), pak volime u = f(x).

Metodu per partes Ize pouZit opakované.
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Integralni potet Z3akladni integra&ni metody

Ptiklad 4

uU=x u=1
v =sinx v = —cosx

/xsin xdx =

:x~(—cosx)—/1-(—cosx)dx: —xcosx+/cosxdx

= —XxCcosx +sinx + c.

Poznamka 3
Zkousku provedeme zderivovanim vysledku.
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Integralni potet Z3akladni integra&ni metody

P¥iklad 5
2 / 1
2,2 u=In“x v =2Inx-=
/3x In® xdx = V= 352 = 3 x
1
:x3|n2x—/2 Inx- = - x3dx
X
= | =1
= x3-Inx 2/x2|nxdx— u, n;< y 3
Vi=xt v=7%
3 3
3 2 X x> 1
=x>-In“x—-2|Inx- — — | — - —dx
[ 3 3 x ]
3 2 x3 2 [ 5
=x>-In x—2—|nx—|—§/xdx
2 2 X3
3 1.2 3
=x3.In2x — 231 2.2 1 e
x7 - In" x 3x nx—i—3 3+
2 2
3 2 3 3
=x>-In“x—=x"Inx+ =x 4+ c.
3 9

v
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Priklad 6

1)
X
o
x
|
|
@ ><'\J
< =
Il

alni potet

2x
eX

u=x u=1
v =¢e*

v = e

Z3akladni integra&ni metody

= x% e~ 2/xexdx
= x% X 2(

= x2eX —2xeX 42 +c = e*(x

e

2_2x+2)+c
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Z3akladni integra&ni metody

Priklad 7

X X[

:Xlnx—/l dx

u=Inx v =
Inx dx = /
vi=1 v =

=xInx—x+c¢
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INIEILINIIS M Z3kladni integradni metody

Poznamka 4

Metodu per partes je mozné pouZit i na soucin trigonometrické funkce s
funkci exponencidlni. V tomto pFipadé& se metoda provede dvakrat se
stejnou volbou u, v a hledany integral se vyjadFi p¥fimo z obdrZené rovnosti.
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INIEILINIIS M Z3kladni integradni metody

P¥iklad 8
H !
) u=sinx U =cosx )
e sinx dx = ;. « | =€ sinx— [ e“cosx dx
v =e v=e
u=-cosx U = —sinx

vi=eX v=e"

= e*(sinx — cos x) — /ex sin x dx

Tedy pro / := [ e*sinx dx mdme | = e*(sinx — cos x) — /. Odtud
2/ = &*(sinx — cos x), tj.

/exsinx dx = e?(sinx —cosx) + c.

:eXsinx—eXcosx+/eX(—sinx) dx

Volba u, v je zde libovolna, pouze se musi zopakovat stejné.

Petr Hasil (MUNI) MB152
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INIEILINIIS M Z3kladni integradni metody

Véta 6 (Substituéni metoda)

Necht I, J C R jsou intervaly, ¢ : | — J, f : J — R a o md na | derivaci.
Je-li funkce F primitivni k funkci f na J (tj. F'(x) = f(x) na J), pak
funkce F(p(x)) je primitivni na | k funkci f(p(x)) - ¢'(x).

Naopak ma-Ii funkce @ na | derivaci riznou od nuly a G je primitivni
funkce na | k funkci f(p(x)) - ¢'(x) (t. G'(x) = f(p(x)) - ¢'(x)), pak
funkce G(p~Y(x)) je primitivni k funkci f na intervalu J.

:/f(t) dt,

Plati tedy vzorce:

[ o ax= | ot 50

dt = ¢/(x) dx
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Integralni potet Z3akladni integra&ni metody

Diikaz.
Véta vyplyva ze vzorce pro derivaci sloZené funkce.

Nap¥. v prvni &asti je F primitivni funkce k f, tj.

F'(x) = £(x) = [F(e()]" = F/(9(x))¢'(x) = f(e(x))¢’

Tedy

/[F ] dx = /f((p(x)) <’ (x) dx.
=F(e(x)

(x).

Dusledek

f/(X) =1In X
/f(x) dx =In|f(x)| + C

v
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Integralni potet Z3akladni integra&ni metody

P¥iklad 9
x2 =t

fxexzdx: 2x dx = dt :fet%dt:%fetdt:%et+c:%ex2+c
XdX:%dt

P¥iklad 10
x2 =1t

[ 5 dx= | 2x dx = dt :%fliiz:%arctgt+c:%arctgx2+c
xdx:%dt
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INIEILINIIS M Z3kladni integradni metody

P¥iklad 11
Ur&ete primitivni funkci k funkci Va2 — x2 pro x € [—a, a]. J

x = asint

Va2 —x2dx = = [ Va2 — a2sin®t acost dt
dx = acost dt
1 2t
:az/\/l—sinZtcostdt:az/COSQtdtzaz/—i_c2oS dt
= — 1dt+— cos2t dt = a— a—sm2t+c
N 2 2 2

= 2(t—i—smtcost)—kc— 2 tismt\/ —sin?t) + ¢
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INIEILINIIS M Z3kladni integradni metody

Pozndmka 5
Vime, Ze plati

, tE[—%+2k7r,%+2k7r},k€Z,

arcsin(sin t) = 3
—t, te |5 +2km, 3 +2kn| ke

Tedy pro % = sint mame arcsin 5 = +t, tj. t = - arcsin %, pFicemz
znaménko se shoduje se znaménkem funkce kosinus. Celkové jsme proto
mohli ve vypoltu postupovat jako pro t € [—m /2,7 /2], protoZe minusy se
vZdy sejdou dva a vsechny konstanty Ize shrnout na zdvér do c.

(Ve skutecnosti je samozfejmé t € R.) )

MB152 23/117
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INIEILINIIS M Z3kladni integradni metody

Poznamka 6

Nékdy nelze dany integral spocitat (tj. vyjadFit pomoci elementarnich
funkci), napf¥.

/sinx dx., /cosx /
x
/sin(xz) dx, /cos(x2) dx, /e dx, /ex2 dx.
X

Z véty o existenci primitivni funkce (Vé&ta 1) ale vime, Ze k uvedenym
funkcim existuje primitivni funkce, protoZe tyto funkce jsou spojité. Tyto
primitivni funkce se pak nazyvaji vyssi funkce (jsou nevyjadFitelné pomoci
elementarnich funkci).

Pozn.: Pozor ale na

| 1
/ nx =5 In>x + C (neni to vyssi funkce).

.
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Integralni potet Rozklad na parcidlni zlomky

Definice 3

Necht P, Q jsou polynomy takové, Ze Q je nenulovy (tj. Q(x) Z0) a P, Q@

e N 4 _ P(X) e - s a
nemaji spoletné koteny, pak funkce R(x) = Q(x) S nazyva racionalni
lomend funkce. Je-li navic st P < st Q nazyva se ryze raciondlné lomenad

funkce.

Véta 7

KaZdou neryze lomenou funkci je mozné (pomoci dé&leni polynomii)
vyjadFit jako soucet polynomu a ryze lomené raciondlini funkce.
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Integralni potet Rozklad na parcidlni zlomky

Véta 8

Necht P, Q jsou polynomy s redlnymi koeficienty (P, @ € R[x]),
stP=n,st@Q = m, a € R je k-ndsobny koFen polynomu Q, tj.

Q(x) = (x — a)*Q1(x), kde Q1() # 0. Pak existuji &isla Ay, ..., Ax € R
takova, Ze

P(x) A Az o Ak Pi1(x)
I I R A R L SR Py B oN S M

kde Py je jisty polynom stupné n — k. Zejména ma-li Q pouze redlné

kofeny a1, ..., ndsobnosti ky, ..., km, pak existuji Cisla
A%,...,Ail,...,Af’,...,Af("m € R takovd, Ze
1 2
P(X): A% Akl + A% +...+L
Qlx) (x—a)k (x —a1)  (x—ag)k (x — az)
Am Al
4. 71k 4. _ km (3)
(x — am)km (x — om)

V.
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Integralni potet Rozklad na parcidlni zlomky

Véta 9

Necht P, @ € R[x], stP < st Q a Q md dvojici komplexnich koFenii
B £ i, kaZdy z nich ndsobnosti ¢ > 1. Pak existuji redIna &isla
B, G, ..., By, Cy takova, Ze plati

P(x) _ P(x)
QU [(x - B)2 +72] Qu(x)
_ Bix+ G Bex + G P1(x)

[(x = 8)2 +~2]" o [(x = B)> +7?] %)

kde Q1(x) ma stuperi (st Q — 2¢) a P1(x) je jisty polynom.

© Petr Hasil (MUNI)
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Integralni potet Rozklad na parcidlni zlomky

Shrnuti — Rozklad raciondlni lomené funkce na soulet parcidlnich zlomki
stP<stQ,stQ=ki+-+kpn+2ls+---+4p)
P(x) _ P(x) , ,
QO (emant o (emam)tm: (=1 453] o [ Bp2492]
(1] [m] [m]
Al Ak A Al
=1 4.y T2 oy Km
(x —ay)k (x — 1) (x — apm)km (x —am)
1 1
BP]X + Cl[l] - B£11X+ ngll
[(x — B1)? +12]" [(x = B1)? + %]
B+ efpcs
_ B3.)2 214 [(x—ﬁ)2+ 2]
[(X ﬂP) + ’Yp] P ’YP
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Integralni potet Rozklad na parcidlni zlomky

Poznamka 7

Nezndme koeficienty u parcidlnich zlomkii hleddme bud pFevodem nazpét
na spole¢ného jmenovatele a porovnanim koeficient(i u jednotlivych
mocnin (coZ vede na systém linedrnich rovnic), nebo jednoduseji dosadime
za proménnou x hodnoty kofeni polynomu Q(x).
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aIni potet Rozklad na parcidlni zlomky

P¥iklad 12
RozloZte funkci

x+1
x5 + 3x3 4+ 2x

na parcialni zlomky.

x+1 x+1

_ x+1 _ —
XP43x342x T x(x*43x242) T x(x242)(x2+1) T

1 x—1 x—2
2x  x2+1 + 2x244

MB152 31/117



Integralni potet Integrovani racionalnich lomenych funkei

Pozndmka 8

JiZ vime, Ze kaZdou raciondlni lomenou funkci, kterd neni ryze lomend, Ize
pomoci déleni polynomii pfevést na soucet polynomu a ryze lomené
racionalni funkce, kterou je moZné rozloZit na parcialni zlomky.

Budeme se tedy zajimat pouze o integraly z parcidlnich zlomki

Zamé&fime se na 5 typd integrdli:

A
°J mdx'

o fﬁdx, o/ Ax+B
o f( A dX x2+px+q
X—a) Ax+B

e I(Xz—‘,-pX—‘rq)"dX’

kde A, B, a, p, q jsou redlnd &isla, p> —4g < 0a nc N~ {1}.
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Integralni potet Integrovani raciondlnich lomenych funkei

Typ 1 a 2 Ye$ime substituci t = x — a.

—A dx = X-a=t = A ldt
(X—a)" dX:dt tn
Aln|t|+c=Aln|x —a| + ¢ (n=1)
- 1—n
AT = e + €= mapeapr t¢ (n#1)
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Integralni potet Integrovani raciondlnich lomenych funkei

Piklad 13 (Typ 1)

t=2x—18
/238dx: dt = 2dx :/5-%dt:g/%dt
T dx = Ldt f

=g|n|t|+c=gln]2x—8]+c.

© Petr Hasil (MUNI) MB152
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Integralni potet Integrovani raciondlnich lomenych funkei

Priklad 14 (Typ 2)

t=2x—18
31 3 1
(2x—8) dx = 1dt
3 (. 5 -2
= E/t dt = 5_—2+C
_ 3 — +c= 3 +c
412 4(2x —8)2
(© Petr Hasil (MUNI) MB152 36 /117




Integralni potet Integrovani raciondlnich lomenych funkei

Typ 3 FeSime doplnénim jmenovatele na &tverec a pouZitim vzorce pro
1
f A§+x§dx'

P¥iklad 15 (Typ 3)
3 3 1 3 1
= dx==f - —dx==> [ ——
/2x2—4x+10x 2/x2—2x+5x 2/(x—1)2+4x
t=x-1 :§ 1 dt
dx =dt 2) t2+22

3
2

L arct t—i—c 3act X_l—i-c
— - arctg — = —arctg —— .
p e 5 438
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Integralni potet Integrovani raciondlnich lomenych funkei

Typ 4 YeSime ptfevedenim na soulet integralu typu f dx a integralu
typu 3. (A # 0, jinak by 8lo o typ 3.)

P¥iklad 16 (Typ 4)

3x —6 x—2 1 2x — 4
XD gx=3 [ X gx=3.2 [ X g
/x2+2x+3x 3/x2+2x+3x 3 2/x2+2x+3x

3/2x+2 2 — 4dx
x2 4+2x+3

3/ 2x + 2 n —6 q
== X
2 ) xX24+2x+3  x24+2x+3

2x 42 5
llz/de:ln\X +2X+3’+Cl
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Integralni potet Integrovani racionalnich lomenych funkei

t=x+1
dt =dx

1 1
h=—6]——dx=-6) —— dx=
2 /x2+2x+3x /(X—|—1)2+2X

6 [ it =6 [ o d = Patg ke

h 242 21 (V2R V2 et
2x+1

= —3v2arctg \f();—{_) + o

Celkem

2

x24+2x+3 x

— 2 1
/3X6d :g <In|x2+2x+3\—3\@arctg\f(x+)> +c

(© Petr Hasil (MUNI) MB152
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Integralni potet Integrovani raciondlnich lomenych funkei

P¥iklad 17

/x3+1 3/x+1 3 x2—x+1

|| +1)— / Xl gy 3 / L
n|x X X
3.2 ) x2—x+1 3.2 ) x2—x+1

:§In]x+1]—é|n|x2—x+l|+%/ﬁdX

- Xd;iztt| :%|nyx+1y—%|n(x2—x+1)+%/ﬁ dt
:%ln|x—|—1|-é|n(x2—X+1)+2\2/§arCtg\2/§+C
:%In|x-|—1|—éln(x2—x+1)+?arctg X\/_gl—i—c
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Integralni potet Integrovani racionalnich lomenych funkei

Typ 5 feSime podobnou tpravou jako typ 4, tedy rozdélenim na dvé &3sti,
kde prvni &ast Ize vyFesit snadnou substituci (&itatel je derivaci troj¢lene za
jmenovatele) a na druhou &ast pouZijeme rekurentni vzorec (viz dale).

Ax+B A 2x+p APy
2 n X_E 2 n+ 2 n 9X
(x> + px +q) (x*+px+q)"  (x*+px+q)

2 = A 1 A
X“+px+qg=t | _A 1A C
(2x 4+ p) dx = dt

et ey

dx

x+2=z| A1 A C
dx—dz | T2/ w9t (z2+02)"dZ
A/ 1 AC / 1 5=s
= —dt+ - =dz = b
2 )t 2D2 [(%)2+1] dz = Dds

A1 AC 1 A 1
AL g ds = Ef ———d
2/ o Ot 2D2"1/ S T v / (2+1) "
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Integralni potet Integrovani racionalnich lomenych funkei

Nyni musime vy¥edit posledni integral. Odvod me rekurentni vzorec.

/ ds _/1+52—52ds_/ ds _/ S-s ds
(1 + 52)n - (1 + 52)" - (1 + sZ)n—l (1 + 52)”
N——— N———

=l =tp—1
S 1 /
2n—1)(1+s)"1 2(n-1)""
s 2n—3

= -
2n—1) (111 2n—2 "t

=lIp—1+

Timto zplisobem lze postupné sniZovat exponent ve jmenovateli integralu
I, az na 1, coz vede na funkci arctg s.
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Integralni potet Integrovani racionalnich lomenych funkei

PouZili jsme nasledujici mezivypodet.

s 1 1
T 2(1—n)(1 )T 2/ (1—n)(1+s2)n-t d

= > T— L4t
 2(n—=1)(1 482t " 2(n—1) ) (14 s2)n-1
In—l
0= [ aits =3 | oo = | b
(1+s2)" (1+s2)” "~ | 2sds = dw
1 1
d —

_5 wn T 21 = w1
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Integralni potet Integrovani raciondlnich lomenych funkei

P¥iklad 18

/ 1 dx—/1+X2_X2dx—/ 1 dx—/ X dx
(1+x2)2 77 (1+ x2)2 ) 14+ x2 (1+ x2)2

/

u—=Xx

t / XX 4
=arctgx — | —5 dx = _ 2 —1
(1+x2)? = i VT i)

areex s <_2(1—T—x2) - / 2(1_+1x2) dX)

= arctg x +

Il =

V/

1 1
— —arctgx + c = - arctg x +

X x +c
2(1+x2) 2 2 2(1+ x?)

Vzorcem:

/ L x +2'2—3/ L
(14+x2)2 77 22-1)(1+x2)271 " 2.2-2 ] (1+x?)!
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alni potet Integrovani raciondlnich lomenych funkei

Poznamka 9

Mnoho dalSich typi integrali vede pFes vhodné substituce na integraly
z racionalnich lomenych funkci.
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Integralni potet Riemanniiv integrdl

Budeme uvaZované ohranicené funkce na ohrani¢eném intervalu. Porudeni
nékteré z té&chto podminek vede na tzv. nevlastni integraly.

Zakladni motivaci je zjistit plochu mezi f(x) a osou x (na intervalu [a, b]).
Priklad 19

(a) f(x)=2proxe[-1,1], .

(b) f(x)=xproxe[2,4], P=142_122 —8-2=[6].

(c) f(x)=xprox€[ab,0<a<b |P=31bp—-122|

(d) f(x) =v1—x?proxe[-1,1], P:éﬂ'12:.

(e) f(x)=—-2x+1proxel,2,P=21.2.3-1.2.1=2

Ale protoZe je plocha pod osou x, klademe .
(f) f(x) = x3 pro x € [-1, 1], plocha je stejnd nad i pod osou x, a proto
klademe .

T

v
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Integralni potet Riemanniiv integrdl

Tato ,orientovana plocha" se nazyva urcity integral (téZ Riemanniv
integral) z funkce f(x) p¥es interval [a, b] a znatime ji

b . . .
p :/ F(x) dx = orientovand plocha mezi grafem
R funkce f(x) a osou x
P¥iklad 20

Tedy vypolty uvedené v P¥ikladu 19 mlZeme alternativné zapsat jako

(a) /12 dx =4,...(f) /1 x® dx = 0.

-1 -1

Skuteénou plochu mezi f(x) a osou x odhadneme pomoci ,vepsanych" a
»opsanych" obdélnikl, &imz dostaneme dolni odhad s(D, f) pro skute¢nou
plochu a horni odhad S(D, f) pro skuteZnou plochu.
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Integralni potet Riemanniiv integrdl

Definice 4 (D&leni intervalu)

Necht a, b € R, a < b. Dé&lenim intervalu [a, b] je kone&nd mnoZina bodi
D C [a, b] s vlastnosti a, b € D. Tedy

D ={x0,x1,...,xn}, kde xo=a, x,=0b.
Body xp, x1, . . ., Xn se nazyvaji dé&lici body a interval [xx_1, xx| se nazyva
délici’ (pod)interval.

Délka nejvétsiho déliciho podintervalu je pak norma déleni D, tj. je to &islo

n(D) := max {xx — xk_1}-
k=1,...,n

[RRRE}

MnoZinu vZech déleni intervalu [a, b] oznalujeme jako D|a, b] &i jenom
jako .
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Integralni potet Riemanniiv integrdl

Pro ohrani¢enou funkci f(x) na [a, b] a d&leni D intervalu [a, b] oznatme

my = inf {f(x), X € [kal,Xk]};
My := sup {f(x), X € [Xk_1,Xk]}a

s(D,f) = Z my (X — Xk—1), dolni soucet funkce f(x) p¥i d&leni D,
k=1

S(D,f):= Z My (xx — Xk—1), horni soucet funkce f(x) p¥i déleni D.
k=1
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Integralni potet Riemanniiv integrdl

Tvrzeni 1

Necht ¢ < f(x) < d pro kaZdé x € [a, b]. Potom pro kaZdd dvé& d&leni
D1, D, € DJa, b] plati

c(b—a) <s(D1,f) < S(Dy,f)<d(b-a),

tj. doini soucet libovolného déleni je nejvyse roven hornimu soucltu
libovolného déleni, pFicemZ vsechny dolni soucty jsou zdola ohraniceny
¢islem ¢ (b — a) a v8echny horni soucty jsou shora ohraniceny &islem
d(b— a).

P¥i vzristajicim poctu délicich bodi x, v déleni Dy, D, se bude dolni
soulet s(Dy, f) zvétSovat a zaroveli horni soutet S(Dy, f) zmenSovat.

© Petr Hasil (MUNI) MB152 51/117



Integralni potet Riemanniiv integrdl

Definice 5 (Dolni a horni integral)

Cislo

/ bf(x) dx :=sup {s(D,f), D € D}

—a

nazyvame dolnim integralem z funkce f(x) na intervalu [a, b].
Cislo

— b
/ f(x) dx :== inf {S(D, ), D € D}

nazyvame hornim integralem z funkce f(x) na intervalu [a, b].

Dolnf integral je vzdy mensi nebo roven hornimu a navic, pokud je
¢ < f(x) < d naintervalu [a, b], potom podle Tvrzeni 1 je

— b
f(x) dx < d(b— a).

/
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Integralni potet Riemanniiv integrdl

Definice 6 (Urgity (Riemanniiv) integral)

Je-li
b

/ jf(x) dx :/,-, F(x) dx,

potom ¥ikdme, Ze funkce f(x) je integrovatelna (v Riemannov& smyslu) na
[a, b] a toto spoletné &islo zna&ime

b

/a ’ F(x) dx| = / bf(x) dx—/a F(x) dx.

a

MnoZinu vdech (riemannovsky) integrovatelnych funkci na intervalu [a, b]

znatime jako R[a, b].
b — b
/ f(x) dx < / f(x) dx,
J o, a

Je-li
potom Fikame, Ze funkce f(x) neni integrovatelnd na [a, b].

4
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Integralni potet Riemanniiv integrdl

Priklad 21

Dirichletova funkce

0 proxeQnla,b],
X(x) =
1 proxeln]a,b],

Potom my =0 a My =1 pro v8echna k a tedy je

s(D,x)=0, S(D,x)=b-a, VD eD

b — b
/ X(x) dx = sup{s(D, x)} =0, / X(x) dx =inf{S(D,x)} =b—a

— b
/bx(x) dx < / X(x)dx atedy |x¢&7R|a,b]|
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Integralni potet Riemanniiv integrdl

Nulovd posloupnost déleni Dy, € D je takovd posloupnost déleni, kterd

splituje | n(Dk) — 0| pro k — oo, neboli norma dé&leni jde k nule.

Véta 10

Necht je funkce f(x) ohrani¢end na intervalu [a, b]. Potom pro libovolnou
nulovou posloupnost déleni Dy, € D plati, Ze

b — b
S(Dk7f)—>/ f(x) dx, S(ijf)—>/ f(x)dx  pro k — co.

Je-li navic f(x) integrovatelnd na [a, b], potom dolni i horni soucty
konverguji (ve smyslu existence vlastni limity) k &islu fab f(x) dx.

Tedy pokud vime, Ze je f(x) integrovatelnd na [a, b], potom lze

fab f(x) dx urcit limitnim pfechodem pomoci libovolné nulové posloupnosti
d&leni intervalu [a, b].

© Petr Hasil (MUNI) Integrdlni poget MB152 55/117



Integralni potet Riemanniiv integrdl

Véta 11

(i) KaZdd spojita funkce na intervalu [a, b] je zde také integrovatelna.
(ii) KaZda monotdnni ohranitena funkce na intervalu [a, b] je zde také

integrovatelna.

P¥edved me si V&tu 10 na f(x) = x pro x € [0, 1].

Necht D, = %,%,... n— 1} Pak m; = x;_ 1—%, M,-:i,;,/zl,. N
tedy
n .
i—11 n(n—l)
s(Dn,x):z; - ;_nZZ'_l
=
n .
il 1 . n(n+1)
S(Dnx) = EE:?Z’:T‘
i=1 i=1
Odtud ) )
AP =2 Jin 00 =3

1 _1
Proto fo x dx = 3.
MB152 56/117
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Integralni potet Riemanniiv integrdl

Poznamka 10

Riemanndv integral (tj. orientovand plocha) se zfejmé& nezméni, pokud je
integrovatelna funkce f(x) nespojitd & neni definovdna v kone¢né mnoha
bodech (&i obecné&ji na mnoZiné ,, miry nula”). Timto dostdvdme mj. uréity
integral pfes otevieny nebo polouzavreny interval a jejich sjednoceni.

v

Priklad 22

Pro nespojitou funkci sgn x plati

3
/ sgnx dx =3+ (-2)=1.

-2

Obdobné& Ize ukdzat, Ze pro a< 0 < b je

b
/ sgnx dx = a+ b.
a

o
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[EI{EILINIIS M VIastnosti Riemannova integralu

Véta 12

Je-li funkce f(x) integrovatelnd a ohrani¢end na intervalu [a, b], tj.
¢ < f(x) < d pro v¥echna x € [a, b], potom

c(b—a)g/bf(x) dx < d (b a).

Dusledek

Je-li f € R][a, b], potom plati
° f(x)>0 nafab] = [Pf(x)dx>0,

o [f(x)|<c nalab = ‘fab f(x) dx

<c(b-—a).
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Integralni po&et

Vlastnosti Riemannova integralu

Véta 13 (Pravidla pro urtity integral)

Necht f,g € Rla, b] (f(x) a

g(x) jsou integrovatelné) a c € R je
konstanta.

(i) Pravidlo konstantniho ndsobku: ¢ - f € R]a, b] a plati

/abc-f(x) dx_c/abf(x) dx.

(ii) Pravidlo sou¢tu a rozdilu: f + g € R]a, b] a plati

/ab [f(x) £ g(x) dx—/ f(x) dx:t/ g(x) dx.

(iii) Pravidlo monotonie: je-li f(x) < g(x) na [a, b], potom

/abf(x) dxg/abg(x) dx.
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[EI{EILINIIS M VIastnosti Riemannova integralu

(iv) Pravidlo absolutni hodnoty: |f| € R[a, b] a plati

‘/ ) dx /|f(x|dx

(v) Pravidlo soutinu: f - g € R]a, b].
(vi) Pravidlo podilu: je-li g(x) > ¢ na intervalu [a, b] pro n&jaké ¢ > 0,
potom je é € Rla, b].

(vii) Pravidlo ndvaznosti: je-li a < ¢ < b, potom je f € R|a, ¢|,
f € Rlc, b] a plati

/ab £(x) dx:/: £(x) dx—i—/cb F(x) dx.
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V pravidle podilu nestaci, aby g(x) > 0 na intervalu [a, b], tj. je nutné, aby
byla funkce ve jmenovateli ,,odraZena od 0. Nap¥. pro funkce

1 prox=0,
f(x):=1 nal0,1], g(x) = { x prox€(0,1]

plati, ze f € R[0,1], g € R[0, 1], protoze fol f(x)dx=1a
fol g(x) dx = 1. Déle je g(x) > 0 na celém intervalu [0, 1], ale funkce

f 1 prox=0,
g(X)_{l pro x € (0,1],

X

neni integrovatelna na intervalu [0, 1], protoze

1f 11
/ (X)dX:/ — dx = 0.
0o & 0o X

Funkci g(x) nelze ,odrazit od 0", protoZe se k nule bliZi (a tedy je funkce
ﬁ neohrani&end).
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[EI{EILINIIS M VIastnosti Riemannova integralu

Pravidlo ndvaznosti |ze jednodu$e rozsi¥it na libovolné hodnoty a, b,c € R
(dokonce mohou byt n&ktera tato &isla stejnd), pokud definujeme

a
/ f(x) dx :=0, (tj. ,plocha” pod jedinym bodem je nulova),
a
a b
/ f(x) dx := —/ f(x) dx. (tj. zdm&na integra&nich mezi mé&ni znaménk
b a

Potom podle pravidla ndvaznosti zfejmé& plati

/abf(x) dx+/baf(x) dx:/:f(x) dx = 0,
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[Nl &ty o stfedni hodnoté

Definice 7 (Pramér funkce)

Necht f € R[a, b]. Potom &islo

b
av(F) = avpy5(F) == ﬁ / F(x) dx

nazyvame primérnou hodnotou (téz stfedni hodnotou) funkce f(x) na
intervalu [a, b]. Oznaleni je z angli¢tiny ,,average value".

V daldim textu oznaéme

m:=inf {f(x), x € [a,b]}, M :=sup{f(x), x € [a,b]},

tj. plati pak m < f(x) < M na intervalu [a, b].

Nyni uvedeme dileZitou vétu o st¥edni hodnoté integrdlniho poctu. | kdyZz
tato véta plyne az z ndsledujici véty, uvadime ji jako prvni, protoZe bude
pro nas velmi dileZita.
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[Nl &ty o stfedni hodnoté

Véta 14 (O stfedni hodnoté integrdlniho pottu)

(i) Necht f € R|a, b]. Potom existuje &islo c € R, m < ¢ < M, takové,
Ze

b
/af(x) dx=c(b—a), t. c=av(f),

tj. plocha mezi grafem funkce f(x) a osou x je rovna obsahu
obdélnika se zdkladnou [a, b] a vyskou c.
(ii) Je-li navic funkce f(x) spojitd na [a, b], potom existuje bod xy € |a, b]
s vlastnosti, Ze
1 b
f =c=av(f)= —— f(x) d
(0) = e = av() = 5= [ () dx,
tj. spojitd funkce f(x) nabyvd svou priimérnou hodnotu v intervalu
[a, b].
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[Nl &ty o stfedni hodnoté

Ptriklad 23

Pokud je funkce f(x) nespojitd na intervalu [a, b], potom svou primérnou

hodnotu nabyvat nemusi. Nap¥. pro funkci f(x) na intervalu [—1, 1]
definovanou jako

[ -1 proxe[-1,0),
Fix) = { 1 proxe€|0,1],

je

ale funkce f(x) nenabyva hodnotu 0 nikde v intervalu [—1,1].

MB152

© Petr Hasil (MUNI)

67 /117



[Nl &ty o stfedni hodnoté

Véta 15

Necht f,g € Rla, b] a g(x) > 0 na [a, b].
(i) Existuje &islo c € R, m < ¢ < M, takové, Ze

/ab f(x)-g(x) dx = c/abg(x) dx.

(i1) Je-li navic funkce f(x) spojitd na [a, b], potom existuje bod xy € |a, b]
s vlastnosti, Ze f(xp) = ¢, tj.

/ " F) - 8(x) dx = F(x0) / " g(x) dx.
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Integralni potet Integral jako funkce horni meze

Je-li funkce f(x) integrovatelnd na [a, b], potom je také integrovatelnd na
intervalu [a, x| pro kazdé x € [a, b]. Tedy predpis

F(x) = /X f(t) dt

definuje funkci F(x), kterd je ¥ddn& definovand pro viechna x € [a, b].

Zfejmé je

V tomto odstavci budeme studovat vlastnosti této funkce F(x).

Z¥ejmé& je hodnota F(x) obsah (orientované) plochy mezi grafem funkce
f(t) na intervalu [a, x].
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Integralni potet Integrél jako funkce horni meze

P¥iklad 24

Pro nespojitou funkci

_[5 proxe]0,1),
Fix) = { 10 pro x € [1,2]

je funkce F(x) spojita

~ 5x pro x € [0, 1],
Fl) = { 10x —5 pro x € [1,2].

Véta 16

Necht f € R|a, b] (tedy funkce f(x) miiZe byt i nespojitd). Potom je
funkce

spojita na intervalu [a, b].

V.
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Integralni potet Integral jako funkce horni meze

Jak rychle se méni funkce F(x)? — Rychlosti hodnot funkce f(x).

Véta 17

Je-li f(x) spojitd na n&jakém okoli bodu xp, potom md funkce
F(x):= [J f(t) dt derivaci v bod& xo a plati

F'(x0) = f(x0)-

Disledek (Fundamentalni vztah integralniho pottu)

Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu [a, b], potom m3 funkce

F(x) := [ f(t) dt spojitou derivaci F'(x) = f(x) na [a, b], tj. plati vztah

</ax f(t) dt>/ = f(x)|.

(4)

v

Derivace a integral jsou v tomto pofadi tedy k sobé plnohodnotné inverzni

(pro ,,p&kné" funkce to plati i opa&ng).
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Integralni potet Integral jako funkce horni meze

Poznamka 11

Lze tedy psat, Ze primitivni funkce k x? je F(x) = fox t2 dt.

vy

Lze to i pro vyssi funkce, nap¥. primitivni funkce k funkci

) X gin t
X Jje F(x):/ ﬂdt
1

X t

kde dany integral oproti prvnimu pFipadu vypocitat nelze. (Je mozné ho
vyjadFit pomoci nekone¢né mocninné Fady.)

Priklad 25

Bez vypocltu, tedy pouze na zdklad& znalosti vztahu (4), miZeme proto

Z 0

psat napt. (dolni mez je ,,nezajimavd", protoze derivace konstanty je nula)

X / X ot ! eX
/ t?sint dt | = x°sinx, / —dt ) = —.
0 1t X
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Integralni potet Integral jako funkce horni meze

Protoze je [X f(t) dt = — [ f(t) dt, pro integrdl jako funkci dolni meze
= [ f(t) dt plati

G'(x) = (/ f(t dt) - (—/fo(t)dt)/:—</cxf(t) dt)I:—f(x),

a tedy je

(/XC f(t) dt)/ = —f(x).

To znamend, Ze pfi derivovani integralu podle horni meze dostaneme
pavodni funkci f(x), zatimco p¥i derivovani integrdlu podle dolni meze
dostaneme —f(x).
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Integralni potet Integrél jako funkce horni meze

P¥iklad 26

Podle pravidla pro derivovani slozené funkce je

x?2 /
1 1 1 2
Zdt) = = (xX*) = = .2x ==
(/1 t > x? () P

/ 1 / x2 /
Intdt):</ Intdt>-|-(/ Intdt)
X 1

= —Inx+4 (Inx?) - (x*) = —Inx+2(Inx) - 2x = (4x — 1) In x.

2

([

v
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Véta 18 (Newton(iv-Leibniziv vzorec)

Je-li f € Rla, b] a je-li F(x) libovolna primitivni funkce k f(x) na (a, b),
pfi¢emZ F(x) je spojitd na [a, b], potom je

b
/a f(x) dx = F(b) — F(a).

Diikaz. UvaZzujme pro jednoduchost f(x) spojitou na [a, b], tedy k ni jist&
existuje primitivni funkce F(x). Déle, funkce [ f(t) dt je také primitivni
k f(x) na [a, b], proto se tyto dv& funkce navzdjem mohou li3it pouze

o konstantu. Tedy plati, Ze F(x) = [ f(t) dt + C pro kazdé x € [a, b], a
proto je

F(b) — F(a) = (/abf(t)dtJr C) - </:f(t) dt + C> :/abf(t)dt

a zmé&na ndzvu proménné na konci je pouhé preznadeni. L]
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Integralni potet Metody vypo&tu urgitého integralu

Vypolet uritého integrilu podle Newtonova-Leibnizova vzorce znaéime
jako

b b
/ f(x) dx = [F(x)]. = F(b) — F(a).

Priklad 27

ProtoZe je funkce X—; primitivni k funkci x? na [0, 1], plati

1 371 3 3
2 XY 01
/onX_[3]O“3 33
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Integralni potet Metody vypo&tu urgitého integralu
Véta 19 (Metoda per partes pro ur&ity integral)

Necht funkce u(x) a v(x) maji derivaci na intervalu [a, b] a
u',v' € Rla, b]. Potom plati

b b
/ u'(x) - v(x) dx = [u(x) - v(x)]i7 —/ u(x) - v/(x) dx.

Priklad 28

i U =cosx u=sinx . - T
x cos x dx , = [x smx]0 — sin x dx
0 V=X vi=1 0
=msint—0 sinO—[—cosx]7T
—_— = 0
=0 =0
iy
= [cosx]0 =cosm—cos0=—-1—1=—-2.
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Integralni potet Metody vypo&tu urgitého integralu

V&ta 20 (Substituce pro urgity integral)

Necht je funkce f(t) spojitd na intervalu [c,d] a necht md funkce ¢(x)
integrovatelnou derivaci na intervalu [a, b] a ¢([a, b]) C [c, d]. Potom plati

/bf( (x) - ¥'(x) d —/SO(b)f(t)dt
a 7 7 ©(a) '

Neboli v daném integralu volime substituci t = ¢(x) a transformujeme
nejen integral, ale i meze (v tomtéZ poFadi mezi).

Poznamka 12

U metody per partes i substituce je moZné nejprve vypocitat primitivni
funkci, u substituce se samozfejmé vratit k pivodni proménné, a ndsledné
pouze dosadit do Newtonovy—Bolzanovy formule. Délat tpravy pribéZné je
ale &asto rychlejsi.

v
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Integralni potet Metody vypo&tu urgitého integralu

P¥iklad 29
X =sint
1 _
/ V1—x2 dx jX_O(C:ZStt / V1—sin?t. costdt
’ x=1= t=1 T

2 1 2 2 /1 1
:/2cosztdt:/2—i_Ls(t)dt:/2 <—+—cos(2t)) dt
0 0 2 0 2 2

B t+1 sin(2t) %_ 7r+sin7r 0+sin0 T
S22 2 |, \4 _4 2 4 ) &
~——

=0
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Integralni potet Aplikace ur&itého integrélu

Plocha podgrafu kladné funkce na intervalu [a, b]:

/a  F)dx.
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alni potet Aplikace ur&itého integrélu

Plocha mezi grafem funkce f a osou x na intervalu [a, b]:

/ab|f(x)|dx.
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[IEILINTIS Ml Aplikace uritého integralu

Ptiklad 30

2

Ur&ete plochu ohrani¢enou grafem funkce f(x) = x* — x — 2 a osou x na

intervalu | = [-2, 3].

Protoze x> — x — 2 = 0 ma koFeny x; = —1 a xo = 2, snadno zjistime, %e
funkce f je na intervalu / kladna pro x € (—2,—1) U (2,3) a zdpornd pro
€ (-1,2).

P:/_32|f(x)|dx i
:/1 F(x )dx+/21(—f(x))dx |

/ f(x)dx -2

6
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Integralni potet Aplikace ur&itého integrélu

Délka k¥ivky grafu funkce f na intervalu [a, b].

(= /b \/ 1+ 2(x)dx.
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[IEILINTIS Ml Aplikace uritého integralu

Délka k¥ivky — odvozeni

K¥ivku ¢ nahradime lomenou &arou L, kterd vznikla délenim intervalu
[a, b]. P¥edpokladejme, Ze f je na [a, b] diferencovatelna a Ze funkce
V14 f’2 je na ném integrovatelna.
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[IEILINTIS Ml Aplikace uritého integralu

Pak délka lomené &ary je

Z\/[f (i) — FOi-1)2 + (xi — xi1)2.

Dle Lagrangeovy véty o stfedni hodnotg existuji §; € (xj—1,x1),/ =1,...

takova, Ze f(X,') - f(X,'_]_) = f/(é-,')(X,' - X,'_]_)7 i=1,...,n. Tedy
= LI (xi — xi-1) D, V1+ 2 K).
i=1

Vy3e uvedené plati pro libovolné dé&leni D, plati tedy i pro nulovou
posloupnost déleni D,

(Dny V1 + 72, Kn)—>/b 1+ [F/(x)]? dx,

tedy d(¢ \/1 + [f'(x)]? dx.
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Integralni potet Aplikace ur&itého integrélu

P¥iklad 31
Odvod'te vzorec pro vypolet obvodu kruhu o polomé&ru R. J

R > 2
0=4 \/14—( Rz—x2 dx =4 / ) dx
0 _X2

R
R
= / —dx—4[Rarcsm ] —4R——27TR
o VR R

—X

2 0
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Integralni potet Aplikace ur&itého integrélu

Objem a povrch plasté rotaéniho té&lesa
(rotace nezaporné funkce f kolem osy x na intervalu [a, b]).

p—o2r /b FOOVL+ F2(x)dx, V= ﬂ/b £2(x)dx.

yA
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[II{EILINIIS Ml Aplikace uritého integralu

Vzorec pro objem rotaéniho télesa plyne p¥imo z konstrukce integralu.
UvaZzujme d&leni intervalu [a, b], v kazdém dilku zvolime reprezentanta &;.
Tim obdrzime obdélnik dany délkou dilku a funk&ni hodnotou v pFislugném
reprezentantu. Rotujeme-li tento obdélnik kolem osy x, vytvofi vélec o
polom&ru f(&;) a vySce x; — xj_1. Soucet viech objemil p¥ejde pro nulovou
posloupnost déleni v objem uvaZovaného rota¢niho télesa.

n b
Va Y wf2 (&) (xi — xic1) = S(D, 7f2, K) — 7r/ f2(x) dx = V
i=1 a

Podobné Ize odvodit vzorec pro povrch plasté — nahradime-li k¥ivku za
lomenou &aru, objekt snadno rozdélime na sadu komolych kuZeld. Sou&et
povrchil plasté téchto kuZelli se pro nulové déleni blizi k povrchu plasté
daného télesa.
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Integralni potet Aplikace ur&itého integrélu

Ptiklad 32
Vypoctéte povrch koule o poloméru R. J

p=2. 27r/ VR2 —x2

dx = 47TR/ dx = 47 R?

\/7
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Integralni potet Aplikace ur&itého integrélu

P¥iklad 33
Uréete plochu ohranitenou grafy funkci f(x) = x> +1 a g(x) = x + 3. J

f(x) = g(x)
x> 4+1=x+3

x> —x—-2=0
x1=—-1,x =2

2 2 2
/ g(x)—f(x)dx:/ (x+3)—(x2+1)dx:/12+x—x2dx=...:g_

—1 -1 —
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Integralni potet Aplikace ur&itého integrélu

P¥iklad 34

Urcete objem télesa vzniklého rotaci plochy omezené grafy funkci
f(x) =x?>+1a g(x) = x+3 kolem osy x.

V:7r/_21g2(x)dx—7r/2 2(x)dx

-1

Tr/2 (x +3)2 — (@ +1)2dx
1

2
:7r/ 8 + 6x — x° — x*dx

I
I
3
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[IEILINTIS Ml Aplikace uritého integralu

Déle budeme uvaZzovat k¥ivku zadanou parametricky jako

x=¢(t), y=19(t), telaf],

kde , 1) jsou spojité diferencovatelné a ¢'(t) # 0 pro t € («, 3).

Obsah obrazce ohrani¢eného kfivkou s parametrizaci (P), osou x a
pfimkami x = p(a), x = ¢(B) je

B
5= / B0l ()] dt.

Délka kfivky zadané parametrizaci (P) je

g
= [ V@r s e
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[IEILINTIS Ml Aplikace uritého integralu

Objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci podgrafu spojité nezadporné
funkce f(x), x € [a, b], kolem osy y je

b
V, = 27T/ xf(x) dx.
a

Objem rota&niho télesa, které vznikne rotaci plochy vymezené k¥ivkou
zadanou parametrizaci (P) kolem osy x (kde #(t) > 0,t € [a, (]), osou x

a ptimkami x = ¢(a), x = p(B) je

X_w/ V3 (t) - |¢/(¢)] dt.

Objem rota&niho télesa, které vznikne rotaci plochy vymezené k¥ivkou
zadanou parametrizaci (P) (kde ¥(t) > 0,t € [«, 8]), osou x a p¥imkami
x = p(a) > 0,x = p(B) > 0 kolem osy y je

B
v =2n [ u(eele) | ()] de
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[IEILINTIS Ml Aplikace uritého integralu

Obsah plasté& rotacniho télesa, které vznikne rotaci plochy vymezené
k¥ivkou zadanou parametrizaci (P) (kde ¥(t) > 0,t € [«, 3]), osou x
a pfimkami x = p(a), x = ¢(B3) kolem osy x je

B
@=2r [ w0/l (OF + [W/(OF d.
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[IEILINTIS Ml Aplikace uritého integralu

Necht spojitd funkce s(t) uddvd specifickou hmotnost v bod& [p(t), 1)(t)]
pro k¥ivku zadanou parametricky x = (t), y = ¢(t), t € [«, 5]. Potom

B
M= [0/l OF + [(OF ¢

je hmotnost kFivky,

B
5o= [ s/l (OF + R

B
5, = [ stoeeleor + w(ord

jsou statické momenty k¥ivky vzhledem k ose x, resp. y a
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[IEILINTIS Ml Aplikace uritého integralu

Necht spojitd funkce s(t) uddvd specifickou hmotnost v bod& [x, f(x)] pro
kiivku, kterd je grafem spojité diferencovatelné funkce f(x), x € [a, b].
Potom plati

b
M = i s(x)4/1+ [f(x)]? dx,

5, = / 06V [FOOR dx,
S, = / bs(x)x\/m dx,
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[IEILINTIS Ml Aplikace uritého integralu

Necht spojitd funkce s(t) uddva specifickou hmotnost v bod& [¢(t),

P(2)]-

Pro rovinny obrazec vymezeny k¥ivkou zadanou parametricky x = ¢(t),

y =(t), t € [a, 8], osou x a p¥imkami x = (), x = p(F) plati

M = / (1) dt.

sx=2/ S()02(1)l¢'(1) .
B
5= [ swouole (o) de
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[IEILINTIS Ml Aplikace uritého integralu

Necht spojitd funkce s(t) uddvd specifickou hmotnost v bod& [x, y]
podgrafu spojité nezaporné funkce f. Potom pro podgraf funkce f plati

b
M= [ s(x)f(x) dx,
b

Sy = ; / s(x)F2(x) dx,
S, = / bxs(x)f(x) dx,
S, S
"= [M’ M}
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Integralni potet Nevlastni Riemanntyv integral

Cilem této sekce je ,,zbavit se” pozadavku
na ohrani€enost integrandu a intervalu.

Nejprve se budeme zabyvat pfipadem,
kdy je neohrani€eny interval...
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Integralni potet Nevlastni Riemanntyv integral

Definice 8

Necht a € R a necht f je funkce definovand na intervalu [a, c0), kterd je
integrovatelnd na kaZzdém intervalu [a, b], kde b > a. Definujme funkci F
na intervalu [a, c0) vztahem

b
F(b) —/a f(x)dx

Jestlize existuje vlastni limita limp_,o, F(b), ¥ikdme, Ze nevlastni integral
[° f(x) dx konverguje a klademe

/ f(x) dx = lim F(b) = I|m / f(x
2 b—roc0

Neexistuje-li vlastni limita limp_,~, F(b) Fikdme, Ze nevlastni integrdl
faoof(x) dx diverguje. Je-li tato limita nevlastni, ¥ikdme, Ze nevlastni
integrdl urcité diverguje k £oo. V p¥ipadé, Ze tato limita neexistuje,
fikdme, Ze integral osciluje.

v

(© Petr Hasil (MUNI) MB152 104 /117



Integralni potet Nevlastni Riemanntyv integral

Poznamka 13

Nevlastni integral ffoo f(x)dx, kde a € R, definujeme analogicky

/_OO F(x)dx = lim_ /:f(x) dx.

Je-li funkce f integrovatelna na kaZdém omezeném intervalu, Fekneme, Ze
nevlastni integral ffooo f(x) dx konverguje, jestliZe pro néjaké a € R (tedy
pro kaZdé a € R) konverguji oba nevlastni integraly

[ f(x)dx, [°f(x)dx. V tomto pFipadé

/ Z F(x)dx = / OO F(x) dx + / T f(x) dx.
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Integralni potet Nevlastni Riemanntyv integral

Ptiklad 35
| [P . b ™
/0 7.2 dx = bll_)n;o/o 1.2 dx = bll)ngo[arctg x]g = bll_)r’rgo arctg b = >
P¥iklad 36
> 1 . b1 . b
—dx = lim —dx = lim [Inx]{ = lim Inb = oc.
1 X b—oco J1 X b—o0 b—o0
P¥iklad 37
00 b
/ cosx dx = lim / cosx dx = lim [sinx]8 = lim sinb = neexistuje.
0 b—oo Jg b—o0 b—o0
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Integralni potet Nevlastni Riemanntyv integral

Véta 21

Necht integraly [7°f(x) dx, [;° g(x) dx konverguji a a,3 € R. Pak
konverguje i integral [J° af(x) + Bg(x) dx a plati

/:oaf(x) + Bg(x) dx = a/aoo f(x) dx+ﬁ/:og(x) dx.

Véta 22

Necht integral [7° f(x) dx konverguje a integral [ g(x) dx diverguje.

Pak integrdl []° f(x) + g(x) dx diverguje.
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Integralni potet Nevlastni Riemanntyv integral

Ptiklad 38

Rozhodnéte pro kterd a € R integral floo X% dx konverguje a pro kterd

diverguje.

Necht F(x) = [ & dt. Je-li a # 1, je
1 I 1
Fx)=—|—| =— (== -1
() l-«a [to‘l]l l-«a (xal )’

1 el 1
||m F(X): {0417 Je 1o > 9

tedy

xX—00 oo, jelia<l.

Proa =1 je F(x) = [Int]f =Inx, tedy limy_ F(x) = o0.
Celkem

/°° 1 {all, je-li @ > 1, integral konverguje,
1

oo, jeli a <1, integral urdité diverguje.
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Integralni potet Nevlastni Riemanntyv integral

Véta 23 (Prosté srovnavaci kritérium)

Necht funkce f, g splifuji pro x € [a,00) nerovnosti 0 < f(x) < g(x).
(i) Konverguje-li integral [7° g(x)dx, konverguje i integral [ f(x)dx,

pFicemZ plati
0< / f(x)dx < / g(x)dx.

(ii) Diverguje-li integral [>° f(x)dx, diverguje i integral [° g(x)dx.

Véta 24 (Limitni srovnavaci kritérium)

Necht funkce f, g jsou nezdporné na intervalu [a,o0) a necht existuje
flx) _ |

lim,— o0 g(x)
(i) Je-li L < oo a konverguje-li nevlastni integral faoo g(x) dx, konverguje
i nevlastni integral [° f(x)dx.

(ii) Je-li L > 0 a diverguje-li nevlastni integral [.° g(x)dx, diverguje i
nevlastni integral [ f(x)dx.

.
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Integralni potet Nevlastni Riemanntyv integral

Diisledek
Necht a > 0 a f(x) > 0 pro x € [a,0). Jestlize existuje o > 1 takové, Ze

lim x“f(x) < oo,
X—r00

pak integral f:o f(x) dx konverguje. Jestlize existuje o < 1 takové, Ze

lim x“f(x) >0,

X—00

pak nevlastni integrél faoo f(x) dx diverguje.

Poznamka 14

Je-li funkce f nezdpornd, pak je funkce F(x) := [7 f(t) dt neklesajici, a
tedy existuje (vlastni nebo nevlastni) limita

lim F(x).

X—00

v
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Integralni potet Nevlastni Riemanntyv integral

Véta 25 (Nutnd podminka konvergence)

Necht integral [)° f(x)dx konverguje a necht existuje limy_,o f(x) = c.
Pak je c = 0.

Véta 26
Konverguje-Ii integral [.°|f(x)|dx, konverguje i integral [°f(x)dx a plati

/aoof(x) dx

< [ Ifeax
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Integralni potet Nevlastni Riemanntyv integral

Definice 9

Rikdme, Ze nevlastni integral f f(x) dx konverguje absolutné, jestlize
konverguje integral f |f(x)|dx. Pokud ale integral f f(x) dx konverguje
a integral [°|f(x)|dx (urit) diverguje, ¥ikdme, Ze integrdl [° f(x)dx
konverguje neabsolutné.

Véta 27

Necht funkce g je nezdpornd na intervalu [a, o) a necht integral
[° g(x)dx konverguje. Plati-li |f(x)| < g(x) pro vSechna x € [a, o) nebo

pak integral | aoo f(x)dx konverguje absolutné.
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Integralni potet Nevlastni Riemanntyv integral

Nyni se budeme zabyvat pfipadem neohranitené funkce...

Definice 10

Necht a,b € R,a < b, a necht f je funkce definovand na intervalu [a, b).
Rekneme, Ze b je singuldrni bod funkce f, jestlize f je ohranitens na
kazdém intervalu [a, b — €], kde 0 < & < b — a, neni ohranitend v Z2adném
levém okoli bodu b, tj. na intervalu (b — ¢, b], a je integrovatelna

(v Riemannové smyslu) na kazdém intervalu [a, b — ¢].
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Integralni potet Nevlastni Riemanntyv integral

Definice 11

Necht f je funkce definovand na intervalu [a, b) a necht b je jejim
singuldrnim bodem. Necht funkce F je definovand na intervalu [a, b)
predpisem F(x) = [ f(t)dt. Existuje-li viastni limita lim,_,,- F(x),
fekneme, Ze nevlastni integral fab f(x) dx konverguje a klademe

b
/ f(x)dx = lim F(x).
a x—b~
Neexistuje-li vlastni lim,_,,- F(x), Ffikdme, Ze nevlastni integrdl fab f(x)dx
diverguje. Je-li tato limita nevlastni, fikdme, Ze nevlastni integrdl uréité
diverguje k +00. V ptipadg, Ze tato limita neexistuje, ¥ikdme, Ze nevlastni
integral osciluje.
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Integralni potet Nevlastni Riemanntyv integral

Poznamka 15

Analogicky definujeme singularni bod a funkce f definované na intervalu
(a, b] a konvergenci nebo divergenci nevlastniho integralu | ab f(x)dx, je-li
a singularnim bodem funkce f.
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Integralni potet Nevlastni Riemanntyv integral

Priklad 39 J

Vysetfete konvergenci integrélu fol X% dx pro a € RT.

Singuldrnim bodem funkce X je bod 0. Polozme F(x) = fxl L dt. Pro

a#1je
1 17t 1 1
F(x) = —| = 1- .
(x) 1-« [to‘_l]x 1—a< Xa_l)
Tedy
1 . .
—, jelia<1,
lim F(x) =4 o

x—=0% 0o, jellia>1.

V p¥ipadé o = 1 obdrzime F(x) = [Int]l = —Inx, tudi¥ v tomto p¥ipadé

plati lim,_ o+ F(x) = co. Celkem

/ldx i jelia<t,
o X< oo, jelia>1.
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Integralni potet Nevlastni Riemanntyv integral

Pro nevlastni integraly typu fab f(x)dx, kde a < b a b je singuldrnim
bodem funkce f, plati tvrzeni analogicka k pfedchozim tvrzenim, nap¥.
Véta 28 (Limitni srovnavaci kritérium)

Necht f, g jsou nezdporné funkce definované na intervalu [a, b). Necht b

Jje singuldrnim bodem obou funkci f, g a necht existuje lim,_, % =L

(i) Je-li L < oo a konverguje-li integral fab g(x) dx, je také integral
i) ® £(x) dx konvergentn,
a
(i) Je-li L > 0 a diverguje-li integral fab g(x) dx, je také integral
fabf(x) dx divergentni.
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