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Asymptoty
@ Pribéh funkce — shrnuti a p¥iklad
@ VyuZiti derivace k dlkazu identit a nerovnosti
@ Diferencial a Tayloriiv polynom



Diferencialni potet Uvod

Redlnd &isla R Ize uvaZovat jako obrazy bodi na p¥imce. (Matematicky Ize
redInd &isla zavést pomoci axiomd.)
DileZitymi jsou pojmy supremum a infimum v R. UvaZujme neprazdnou
mnoZinu A C R.
@ b € R je horni zavora mnoziny A, jestlize Vx € A: x < b.
@ b € R je dolni zdvora mnoZiny A, jestlize Vx € A: x> b.
@ MnoZina A je shora ohranitend (shora omezend), pokud m3 aspofi
jednu horni zavoru.
@ MnoZina A je zdola ohrani¢end (zdola omezend), pokud ma aspofi
jednu dolni zavoru.
@ Pokud je A sou¢asné zdola i shora ohrani¢end, nazyva se ohraniena
(omezena).

Nejmensi horni zdvora mnoZiny A se nazyva supremum mnoziny A,
znadime sup A.

Nejvétsi dolni zavora mnoziny A se nazyva infimum mnoZiny A,

zna&ime inf A.
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Diferencidlni po&et Uvod

P¥iklad 1

Je-li A libovolny z intervali (0,1), [0,1], [0,1) nebo (0, 1], potom je vidy

supA=1 a infA=0.

s

Vyhoda suprema &i infima oproti nejvétsimu ¢&i nejmensimu prvku spodiva
v tom, Ze nejvétsi ¢i nejmensi prvek nemusi v A existovat, i kdyz je
mnozina A ohraniéend, ale supremum a infimum existuji vZdy.
Axiom 1 (Tvrzeni jsou ekvivalentni)

(i) KaZdd neprdzdna shora ohrani¢end mnoZina A C R mad supremum.

(ii) KaZda neprazdna zdola ohrani¢ena mnoZina A C R md infimum.

Tedy v R nejsou zadné , diry".
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Diferencialni potet Uvod

Intervaly znadime
@ oteviené (a, b),
@ uzavrené [a, b],
e polouzaviené (a, b, [a, b).
Nekone&né intervaly (neohranitené zdola nebo shora) zna&ime jako

(—00,0), [a,00), (a,00), (—o0,b], (—o0,b).

Symbol —oo a oo do intervalu nikdy nepatfi, jedna se o tzv. nevlastni
hodnoty znadici, Ze do intervalu pat¥i libovoln& velké zdporné &i kladné
body. MnoZina R* = R U {—o00, 00} se nazyva rozsifend mnoZina redlnych
¢isel. (Prvky z R jsou vlastni hodnoty.)

Poznamka 1

Zakladni vilastnosti funkci si Ize zopakovat napF. z nahravky prednasky
k matematické analyze, pFislusné prezentace, nebo z vhodnych knih.
Defini¢ni obor funkce f(x) budeme zna&it symbolem D(f), obor hodnot
pak symbolem H(f).
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Diferencialni potet Limita

Zabyvame se situaci, kdy se n&jaké hodnoty funkce (nebo posloupnosti)
,blizi* k n&jakému &islu & k oo (ale nikdy ji nemusi dosdhnout).

Priklad 2

@ A=k, =334 hACED ;S opon— o
(ianzO)
) B={m=11* — (1 34 1c(0,1),BC(0,1), 2

n— oo (sup B =1)
(c) {1—=n}2y={1,0,—-1,-2,...} md pro n — oo limitu —oo
(d) Podobng se funkéni hodnoty funkce f(x) = % »nekone¢né blizi*

k ¢islu 0 kdyZ se nezdvisld proménnd x zvySuje k foo.
v

Intuitivni definice limity: ,,Funkce f(x) ma limitu L v bod& xg, pokud se
funk&ni hodnoty f(x) libovolné& blizi k &islu L, kdyZ je x dostate¢né blizko
k xg." Piseme

lim f(x) = L.

X—rX0
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Diferencidlni po&et Limita

P¥iklad 3 ((Ne)vlastni limita v (ne)vlastnim bod¥&)
(a) Pro funkci f(x) =3x 4+ 1 mdme

lim(3x + 1) = 10, lim (3x + 1) = oo.
x—3 X—00
(b) Pro funkci f(x) = X—lg méame
.1 . .
lim — = oo, lim — =0, lim — =0.
x—0 X2 x—00 X2 x—+—00 X2 )
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Diferencidlni pocet Limita

Definice 1 (Okoli bodu)

Bud xp € R* a ¢ (malé) kladné &islo. Okoli O(xp) bodu xp je otevieny
interval s vlastnosti

(Xo —0,x0 + (5), je-li xo € R,
O(x0) = ¢ (a,00), je-li xo = 00 (a € R),
(—o0, b), je-li xo = —o00 (b € R).

MnoZina P(xo) = O(x0) \ {x0} (pro xo € R) se nazyva ryzi (prstencove)
okolr.

Pro xp € R definujeme pravé okoli bodu xg jako O (x0) = [x0, X0 + 0) a
levé okoli bodu xq jako O~ (xg) = (xo — 0, xo]. Podobn& je pravé ryzi okoli
bodu xo P~ (x0) = (x0,x0 + 0) a levé ryzi okoli bodu xp je

P*(x0) = (x0 — 9, x0).-
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Diferencialni potet Limita

Definice 2 (Limita)

Bud xp, L € R*. Funkce f(x) ma v bod& xo limitu L, piseme

lim f(x) =L,

X—>X0

pokud pro kazdé okoli O(L) bodu L existuje okoli O(xp) bodu xq tak, Ze

pro viechna x € P(xp) je f(x) € O(L). (1)

To, Ze v podmince (1) pozadujeme, aby , znamen3, Ze

limita nezavisi na hodnoté& funkce v bodé& xg!

o

Interpretace Definice 2 zaleZi na tom, jestli je xg a L vlastni nebo nevlastni
bod. Tim dostdvame vlastni limitu ve vlastnim bodg, vlastni limitu
v nevlastnim bodé atd.
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Diferencidlni pocet Limita

Vlastni limita ve vlastnim bod&:

Ve>030 >0tak, zZeVx: 0<|x—xp| <d = |f(x)—L|<e

Priklad 4

UkaZte z definice, Ze lim,_,3(3x + 1) = 10. J

Bud € > 0 libovolné. Chceme najit &islo § > 0 takové, aby |y — 10| < ¢,
kdykoliv bude 0 < |x — 3| < J. Tedy

£

|(3x+1)—10/ <&, t. [3x-9<e |x—3\<3

Stadi tedy vzit |9 :

w|m

, pfipadné libovolné jiné ¢ splitujici 0 < < 3.
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Diferencidlni pocet Limita

Vlastni limita v nevlastnim bodg&, p¥ipad limy_, f(x) = L € R. Zde pro
kazdé € > 0 existuje a > 0 takové, Ze

pro vdechna x > a je |f(x)—L| <e.
~—~— ——
x€0(o0) f(x)eO(L)
P¥iklad 5 J

UkaZte z definice, Ze limy_ o % =0.

Bud ¢ > 0 libovolné. Chceme najit &islo a > 0 takové, aby |y — 0] < &,
kdykoliv bude x > a. Tedy
1

1 :
<g, t). ;<8, tJ. X>g.

Stadi tedy vzit | a := = |, p¥ipadné libovolné jiné a spliiujici a > %
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Diferencialni potet Limita

Poznamka 2

Limita posloupnosti a, = (1 + 1)" pro n — oo existuje a je kone¢ns
(vlastni), nebot Ize dokdzat, Ze je tato posloupnost rostouci a shora
ohrani¢end. Tuto limitu oznalujeme symbolem e a nazyvame ji Eulerovym
¢islem (zdklad pFirozenych logaritmi). Je tedy

1\"
lim (1 + ) =e|.
n—oo n

Ve vlastnich bodech xp se miizeme bliZit k bodu xp také jen zprava nebo

jen zleva, tj. v Definici 2 pouZijeme v podmince (1) pouze pravé ryzi okoli
bodu xg nebo pouze levé ryzi okoli bodu xp. Dostdvame pak pojmy limity
zprava a limity zleva.
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Diferencidlni pocet Limita

Definice 3 (Limita zprava/zleva)

Bud xp € R, L € R*. Funkce f(x) md v bod& xo limitu zprava rovnu &islu
L, piseme
lim f(x) =L,

+
XA)XO

pokud pro kazdé okoli O(L) bodu L existuje 6 > 0 tak, Ze
pro viechna x € (xp,x0 +0) je f(x) € O(L).
Funkce f(x) ma v bod& xq limitu zleva rovnu &islu L, piSeme

lim f(x) =L,

X—)XO

pokud pro kazdé okoli O(L) bodu L existuje 6 > 0 tak, Ze

pro vdechna x € (xg — d,x0) je f(x) € O(L).

v
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Diferencidlni pocet Limita

P¥iklad 6
a) Pro funkci sgn x (,,signum“=znaménko) definovanou jako
g
1  prox>0,
sgnx :=4¢ —1 prox <0,
0 prox=0,
plati
lim sgnx =1, lim sgnx = —1.
><l>04r & x—0~ &
(b) Pro funkci % plati lim,_,g+ % =00, lim, - % = —00.

@ Limita ve vlastnim bod& neexistuje, jestlize se limita zleva nerovna
limit& zprava, nebo jedna z jednostrannych limit neexistuje (nap¥.
1
< v nule).
@ limy_, oo Sin x neexistuje (a z principu by 3lo o limitu zleva, limita
zprava zde nema smysl).
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Diferencialni potet Limita

Véta 1 (Vlastnosti limit)

(i) Funkce f(x) md v bodé& xo € R* nejvyse jednu limitu.
(ii) Ma-li f(x) viastni limitu L € R v bodé& xo € R*, potom je f(x) na
néjakém ryzim okoli bodu xy ohrani¢end.
(iii) Limita existuje pravé kdyZ existuji ob& jednostranné limity a jsou si
rovny, tj.

lim f(x)=1L & lim f(x)=L= lim f(x).

X—X0 x—)xg' X=Xy
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Diferencialni poZet Limita

Véta 2 (Vlastnosti limit)

Jsou-li
lim f(x) =L, lim g(x) = M,

X—X0 X—Xp

kde L, M € R (pouze vlastni limity!) a xop € R*, potom

lim [f(x) + g(x)] = L+ M,
X—rX0
Jim f(x) - g(x) =L
. f(x) L
lim — = — kud M
A g0~ M pokud M # 0,
Xll_>n)1<o|f(x ‘—! I|m f(x }—|L|

© Petr Hasil (MUNI) MB152
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Diferencialni poZet Limita

Véta 3 (O trech limitach)

Necht xo, L € R*. Je-li g(x) < f(x) < h(x) na n&akém ryzim okoli bodu
xo a je-li
A, 80 = L= g, hlx)
potom také existuje limita funkce f(x) a je rovna &islu L, tj.
lim f(x)=L.

X—rX0
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Diferencidlni pocet Limita

P¥iklad 7

Rozhodnéte, jestli ma funkce xsin% limitu v bod& xg = 0.

ProtoZe je funkce sin x ohrani¢end (jednitkou shora a minus jedni¢kou
zdola), pro x # 0 plati nerovnosti

1
—|x] < xsin = < |x|.
X

A protoze limy_;0 |x| = 0, existuje podle Véty 3 také limita funkce xsin% a
plati

lim xsin — = 0.

x—0 X

Poznamka 3

VSechny vlastnosti limit uvedené ve Vétach 1, 2 a 3 plati i pro
jednostranné limity, tj. pro limity zprava a zleva.
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Diferencialni potet Limita

Poznamka 4

Pro vypocet limit pouZivame znaceni pro , typ" dané limity, nap¥. ‘typ %},

‘typ g . |typ é . |typ 32|, atd. Typ dané limity zjistime tak, Ze dosadime
do daného vyrazu pFimo limitni hodnotu x = xg. KupFikladu
i x> —4 ; 0 0
im ——— —| =0.
x—2 X2 + 4 P 8
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INOEUIGEILINIISAl Spojitost a body nespojitosti

Funkce f(x) je spojitd v bodé& xg € R, jestlize limy_,, f(x) = f(x0)-
Pokud to plati pouze s jednostrannou limitou, je spojitd zprava/zleva.
Spojitost na otevieném intervalu znamen3d spojitost v kaZdém jeho bod&.
Spojitost na uzavfeném intervalu znamend navic jednostranné spojitosti
v krajnich bodech ,zevniti". PiSeme napt. f(x) € Cla, b).

2—x proxe€][0,1), 0

2 pro x € [1,2), ! — o
1 pro x = 2, \ \
f(x):= s o

2 pro x € (2, 3],
5—x prox € (3,4), S
2 pro x = 4,

je
@ spojita v kazdém bod& x € [0, 4] kromé& x = 0,1, 2, 4,
@ spojitd zprava v kazdém bod& x € [0, 4] kromé& x = 2,4,

@ spojitd zleva v kazdém bod& x € [0, 4] krom& x = 0,1,2, 4.
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INOEUIGEILINIISAl Spojitost a body nespojitosti

Vé&ta 4 (Vlastnosti spojitych funkci)

(i) Jsou-li funkce f(x) a g(x) spojité v bodé& xy, pak jsou zde spojité i
funkce

(FEe)x), F(x) g(x), ;(X) pro g(x0) # 0.

(ii) Necht xp € R*. Je-li limy_x, g(x) = M a je-li funkce f(y) spojitd
v bodé yy = M, potom
XI|_>rT)1<0 f(g(x)) = f( XI|_>n)1<0 g(x)) = f(M).
(iii) Je-li funkce g(x) spojitd v bodé& xo a je-li funkce f(y) spojita v bod&
Yo = g(x0), potom je sloZend funkce (f o g)(x) = f(g(x)) spojitd
v bodé X0-
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INOEUIGEILINIISAl Spojitost a body nespojitosti

P¥iklad 8

limy—x, ( (x )) miZe existovat i v pfipadg, Ze limy_,5, g(x) neexistuje.
Nap¥. pro g(x) = sgnx a f(y) = y? plati, Ze lim,_,o sgn x neexistuje, ale
presto je

)I(i_n;o f(g(x)) = (sgn x)? = )I(i_r)no 1=1.

PFiklady spojitych funkci:

konstantni funkce f(x) = C (v kaZdém bod& x € R),

polynom P(x) (v kazdém bod& x € R),

raciondIni lomena funkce R(x) = gg{)) (v kazdém bod& x € D(R), tj
v kazdém bod& x, kde Q(x) # 0),

trigonometrické funkce (viude, kde jsou definovény),

elementdrni funkce (tj. kone¢né kombinace zakladnich elementarnich
funkci) na svych defini¢nich oborech.
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o
P¥iklad 9

(a) f(x) = V4 —x2, f(x) je spojitd na intervalu [—2,2], tj. f € C[-2,2].
_ 1 - e s . .

(b) f(x) = % je spojitd na intervalu (—o0,0), na intervalu (0, 00), ale
neni spojitd na Zadném intervalu obsahujicim nulu.

(c) Spojitost funkce na intervalech (—o0,0) a [0, 00) je$t& nemusi stadit
pro spojitost na celém R. Nap¥. funkce nabyvajici hodnotu 0 pro
x < 0 a hodnotu 1 pro x > 0 je spojita na kazdém z intervalli
(—00,0) a [0,00), ale neni spojita na R.

0 xe

(d) Dirichletova funkce x(x) = . ? neni spojita v zadném bod&
X €

(limyx—x, X(x) neexistuje — libovoln& malé okoli obsahuje 1 i 0).
(e) Funkce f(x) = x - x(x) je spojitd v bod& xo = 0 a nenf spojitd v
Zadném jiném bodé&.
lim x x(x) =0 (viz v&ta o tfech limitdch)

x—0
—0

ohrani¢ena

v
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Diferencialni poZet Spojitost a body nespojitosti

Priklad 10

Je-li funkce spojitd, limitu ziskdme prostym dosazenim.

lim (x* 4 2x) = (-1)2 +2(-1) = -1, lim cos x = cos0 = 1.
x——1 x—0
P¥iklad 11

Ovéfte tzv. zdkladni limity (limity, které potfebujeme znat k odvozovani
sloZit&jsich pravidel)

. sinx . 1 —cosx .oe¥—1

im — =1, |lm——=0, Ilim =1,

x—=0 X x—0 X x—0 X
Coak—1 oo In(1+x log.(1+ x 1
lim =Ina, lim In(1+x) =1, lim a ) = —.
x—=0 X x—0 X x—0 X Ina
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INOEUIGEILINIISAl Spojitost a body nespojitosti

Rozebereme prvni z nich (ostatni viz skripta), tedy lim, .o 3% sinx — 1
Vx € (0,3

1 sin x
< = 1>

sinx < x <tgx = 1< —
sinx  cosx X

> COS X

vdechny jdou do 1 pro x — 0.
ProtoZe S"X je sud4 funkce, plati to i pro x — 0~

Poznamka 5 (Parita)

Pokud m4 funkce symetricky definiéni obor, tedy x € D(f) = —x € D(f),
pak je

@ sudd, jestliZe pro Vx € D(f) plati, Ze f(—x) = f(x),

@ licha, jestlize pro ¥x € D(f) plati, Ze f(—x) = —f(x).
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Véta 5 (Weierstrassova)
Je-li funkce f(x) spojita na intervalu [a, b], tj. na uzavfeném kone¢ném

intervalu, potom je na tomto intervalu ohrani¢ena a nabyva v ném své
nejmensi a nejvétsi hodnoty.

Véta 6 (Bolzanova)

Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu [a, b], potom f(x) nabyva v tomto
intervalu vsech hodnot mezi svou nejmensi a nejvétsi hodnotou. Tj.
oznacime-li m := min f(x) a M := max f(x), potom pro kaZdou hodnotu
y € [m, M] existuje (alespoii jedno) c € [a, b] tak, Ze plati f(c) =y.

Dusledek

Je-li funkce f(x) spojitd na intervalu [a, b] a maji-li hodnoty f(a) a f(b)
rGznd znaménka (tj. f(a) - f(b) < 0)), pak existuje bod c € (a, b) tak, ze
plati f(c) =0, tj. rovnice f(x) = 0 ma v intervalu (a, b) alespoii jedno
feSeni.

v
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INOEUIGEILINIISAl Spojitost a body nespojitosti

Vé&ta 7 (O spojitosti inverzni funkce)

Je-li funkce f(x) spojita a ryze monotdnni (tj. stale , roste" nebo stale
. klesd*) na intervalu I, potom je také inverzni funkce f ~1(x) spojitd a
ryze monoténni na intervalu J .= f(I).

Z vyse uvedené véty plyne spojitost cyklometrickych funkci arcsin x,
arccos x, arctg x, arccotg x, a dale spojitost logaritmickych funkci.
Také plati, Ze pokud funkce roste, inverze také roste (oviem méni se
rychlost, viz € vs. In x).

© Petr Hasil (MUNI) MB152
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INOEUIGEILINIISAl Spojitost a body nespojitosti

Body nespojitosti

Rozliujeme nasledujici typy bodl nespojitosti.
(a) Odstranitelnd nespojitost:
Existuje vlastni limita limy_,,, f(x) = L, ale L # f(xo).
(f(x0) nemusi byt ani definovédna.)
(b) Nespojitost prvniho druhu (skok):
Existuji ob& vlastni jednostranné limity IimX_>XO_ f(x)=1L; a
IimX_>XO+ f(x) = Ly, ale Ly # Lo.
(c) Nespojitost druhého druhu:
Aspoii jedna jednostrannd limita neexistuje, nebo je nevlastni.

© Petr Hasil (MUNI) MB152
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Diferencialni poZet Spojitost a body nespojitosti

Spojité dodefinovani

Ma-li funkce f v bod& xq odstranitelnou nespojitost a limy_,, f(x) = L,
muZeme ji v tomto bod& spojité dodefinovat jako

f(x) )L X = Xxp,
(%), xeD(F)~ {x}

P¥iklad 12
sin x 0
=4~ *7
0 x=0

Funkce nenfi spojitd v bod& x = 0, nebot limy_.g S”‘TX =1+#1f(0),x=0je
odstranitelnd nespojitost.
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Diferencidlni po&et Spojitost a body nespojitosti

Priklad 13

Funkce f(x) = arctg 1 m4 skok v x = 0.

P¥iklad 14
F(x) = sin % x#0
0 x=0

Limita limy_,o sin % neexistuje, tedy x = 0 je nespojitost druhého druhu.

v

P¥iklad 15

Funkce f(x) = e* ma v x = 0 jednu jednostrannou limitu nevlastni, je to
bod nespojitosti druhého druhu.
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Diferencialni potet Derivace, jeji zdkladni vlastnosti a geometricky vyznam

Definice 4 (Derivace funkce f v bodg)

Necht xg je vnitfnim bodem D(f). JestliZe existuje limita

00— ()

X—rX0 X — X0

nazyvame tuto limitu derivaci funkce f v bodé& xy, piseme f'(xp).

Poznamka

@ Je-li limita limy_s 5, %}fm()«ﬂ € R ¥ekneme, Ze funkce f ma v bod& xq

vlastni derivaci.

o Je-li limita limy_s 5, %}igm) = d+oo fekneme, Ze funkce f ma v bodé

Xo nevlastni derivaci +00 nebo —oc.
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Diferencialni poZet Derivace, jeji zdkladni vlastnosti a geometricky vyznam

Definice 5 (Derivace funkce)

Ma-li funkce f derivaci v kazdém bod& intervalu | C D(f), pak se funkce
x +— f'(x) nazyva derivace funkce f a zna&i se f'.

Definice 6 (Derivace zprava / zleva)

filo) = tim M’ ' (x0) = lim M

x—rxg X — X0 X=Xy X — X0

Poznamka
Zavedenim h jako x = xg + h ziskdme

f'(x0) = Jim flo + h/)7 — flxo),
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Diferencialni potet Derivace, jeji zdkladni vlastnosti a geometricky vyznam

Ndsledujici tvrzeni jsou pfimym ddsledkem tvrzeni o limitach funkci.
© Funkce f ma v bodé xp nejvyse jednu derivaci.
@ Derivace v bodé existuje pravé tehdy, kdyZ existuji jednostranné
derivace a f{ (xo) = ' (o).
© Necht funkce f, g maji derivace v bod& xg, pak v xg maji derivace
funkce: f £ g, f-gajelig(xo)#0if/g.

Pozndmka
Pozor, tvrzeni 3 se tyka pouze existence derivace, nikoli jeji hodnoty.

MB152
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Diferencidlni pocet Derivace, jeji zdkladni vlastnosti a geometricky vyznam

Definice 7

Necht funkce f m3 v bod& xo derivaci f'(xp), pak se p¥imka

y = f(x0) = f'(x0)(x — x0)

nazyva te¢na ke grafu funkce f v bod& [xg, yo].P¥imka prochazejici bodem
[x0, yo] ktera je kolma k te€n& v tomto bod& se nazyvd normdla ke grafu

funkce f v bod& [xo, yo].

Poznamka

ProtoZe soucin smérnic dvou vzdjemné kolmych p¥imek je roven —1, je
rovnice normaly ke grafu funkce f v bodé& xp

(i) pro f'(x0) #0

Yy = f(XO) = f’(Xo)(X - Xo),

(i) pro f'(x0) =0

X = Xp.
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Diferencialni poZet Derivace, jeji zdkladni vlastnosti a geometricky vyznam

Poznamka

Ma-li funkce f v bod& xp nevlastni derivace a je v tomto bodg spojita,
potom ma v xp te¢nu
t:x=xp

a normalu
n:y="f(x).
(Nap¥. funkce f(x) = /x v bod& xo = 0.)
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Derivace, jeji zdkladni vlastnosti a geometricky vyznam

Diferencidlni po&et

Pr¥iklad 16
=1 — x? v bodé&

Urete rovnici te¢ny a normily ke grafu funkce y

"
(%) tedy jednd se o bod grafu funkce.
0= g () ==
2
v )
t:y=—x+ \/5

MB152
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Diferencidlni pocet Derivace, jeji zdkladni vlastnosti a geometricky vyznam

Geometricky vyznam derivace
Setna grafu funkce f prochdzejici body [xo, f(x0)] a [xo + h, f(xo + h)] ma

smérnici
_ fxo+h) —f(x)

h
Jestlize se s bodem xp + h blizime k bodu xp (tj. provadime limitni
prechod h — 0), ptejde tato setna v te€nu v bod& [xg, f(xg)]. Smé&rnice
te¢ny ke grafu funkce f v bod& xp je tedy

im f(xo+ h) — f(Xo)7
h—0 h

tgy

coZ je presné derivace funkce f v bodé xq.
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Diferencialni poZet Derivace, jeji zdkladni vlastnosti a geometricky vyznam
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Diferencialni potet Derivace, jeji zdkladni vlastnosti a geometricky vyznam

Derivace v praxi
> Je-li s(t) poloha hmotného bodu na p¥imce v &ase t, potom je vyraz

celkovd dréha  s(t) — s(to)

celkovy &as t—to
roven primé&rné rychlosti za ¢asovy usek [tp, t]. ZFejmé& je pak
. S(t) —s(t
t—tp t— to

rychlost v okamziku tg, tedy v(t) = s'(t). Rychlost je derivace drahy.
Zde je nutné vzit v dvahu, Ze rychlost v(t) ma znaménko, tj. v(t) > 0 ve
smé&ru pohybu, kdy se s(t) zv&tduje a v(t) < 0, kdyZ se s(t) zmen3uje.

> ProtoZe je zrychleni a(t) zména rychlosti, podobné plati, Ze
. v(t) —v(to) _
| = t
tggo t— 1_'0 v ( 0)

je zrychleni v okamziku ty, tj. a(t) = V/(t). Zrychleni je derivace rychlosti.
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Diferencialni potet Derivace, jeji zdkladni vlastnosti a geometricky vyznam

> Protoze plati, Ze

) zména prace
vykon = —————
zména &asu

je P(t) = W'(t). Vykon je derivace price.

> Protoze plati, Ze

zména elektrického niboje

elektricky proud =

)

zména &asu

je I(t) = Q'(t). Proud je derivace ndboje.
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Diferencidlni po&et Vypotet derivace

Véta 8

Necht funkce f a g maji v bodé& xq derivaci a necht ¢ € R je libovolné.
Pak plati

(cf) = cf’,

(ftg) =rf=+¢g,

(i)
(f-g)=f-g+f-g,

(iv)

' f-g—fg

v
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Diferencidlni pocet Vypotet derivace

Diikaz (iii).
(1) 60, = fm T ML) = P800
_ i [ h)g(x+h) — F(x)g(x + h) + F(x)g(x + h) — f(x)g(x)
h—0 h
Iy _ f(x+h) — f(x) . g(x+h)—g(x)
N ,Llnog(x +h)- /IgnO +F) 'glno h
£(x) £1(x) g'(x)
= f'(x0)g(x0) + f(x0)g’ (x0)-
(Pro h — 0 méme x — xg.) 0
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Diferencidlni po&et Vypotet derivace

Véta 9

Ma-Ii funkce v bodé& xy derivaci (vlastni), pak je v tomto bodé& spojita.

Dikaz.
) f(x) —f(xo)
I —f = | —Xx) —————— =
Jim (F() — Fa)) = fim (x —x0) - =1L
f(x)—f
lim (x — xp) - lim ) = F0) =0.
X=X i(—)XO X — X0
X éfs?t)reR
L]
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DOECHIGEIRIE I Vypolet derivace

Poznamka

Opacné tvrzeni neplati — ze spojitosti neplyne existence derivace.
Nap¥. funkce f(x) = |x| je spojitd na celém R, ale v xg = 0 nem3d derivaci.

YA
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DOECHIGEIRIE I Vypolet derivace

UvaZzujme soukoli tfi ozubenych kol, p¥icemz kolo A ma 12 zubf, kolo B
ma 4 zuby a kolo C ma 6 zubi. JestliZze kolo A udéla a otdcéek, kolo B
udéla b oticek a kolo C udé&la ¢ otakek, potom plati

1 3 . 1 13
a=_b, b—§c, a tedy je a_gb_§§ .

Velikost zmény a ke zmé&né b je zfejmé % velikost zmény b ke zméné c je
zfejmé % a proto velikost zmé&ny a ke zméné c je % . % = %
Ukazali jsme tedy, Ze p¥i skladani funkci se velikost zmé&n ndsobi.
Véta 10

Necht funkce f mad derivaci v bodé& xy a funkce g m4 derivaci v bodé&
yo = f(x0). Pak sloZena funkce

F(x) =g(f(x)) = (gof)(x)
ma derivaci v bodé& xg a plati, Ze

F'(x0) = &'(f(x0)) - f'(x0) = &'(y0) - f'(x0).
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Diferencidlni po&et Vypotet derivace

Véta 11

Necht funkce f ma pro kaZdé x € | derivaci a f'(x) # 0. Pak na intervalu
J=1(l)={y:3x el ,f(x) =y} existuje funkce inverzni a pro jeji
derivaci plati
1
FA) =
= i)

Ditkaz (odvozeni).

FF00) = x ™ F(F200)) I ) = 1

I
1

X)) = — .
NGO

O]

v
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Diferencidlni po&et

Vypotet derivace

Véta 12 (O derivaci elementdrnich funkci)
Necht n€ Z, a,b,c,a € R, a,b> 0, b # 1.

c) =0,

Xn)/ — an—l

ex)/ — ex

) = a*-Ina,
_1

Inx)" =+

|Ong), = ><~|1nb’

Xa)/ — axa—l

@ (sinx) = cosx,

@ (cosx)' = —sinx.

° (tgx) = s

o (cotgx) = — g,

e (arcsinx) = \/1;_7
e (arccosx)' = —ﬁ,
o (arctgx) = 7z,

o (arccotgx)' = —ﬁ.
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Diferencidlni pocet Vypotet derivace

X7 (4 QRN 4k (Y
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Diferencidlni pocet Vypotet derivace

o (Inx) = %

(Inx)" = 'f_l(x) =Inx,f(x)=¢e"=

o (log,x) = xInb’b€R+\{1}

In x 1 1
- —_— = — /:
(logy x)" = { 13 np")
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Diferencidlni po&et Vypotet derivace
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Diferencidlni pocet Vypotet derivace

@ (sinx)’ = cosx:

. v .. sin(x+h)—sinx  sinxcosh+ cosxsinh —sinx
(sinx)" = lim = lim
h—0 h h—0 h
. sinh .. cosh—-1
= lim cosx—— + lim sinx——
h—0 h h—0
. sinh . . cosh—1
=cosx lim — +sinx lim ——
h—0 h h—0 h
2
h/2
=cosx — 2sinx lim M
h—0 h
sin(h/2)

= cosx — 2S|nxil15n0 —h ’![)nOS|n(h/2)
=1/2

= cosx — 0 = cos x.

@ cos x podobné, tg x a cotg x jako derivaci podilu.
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Diferencidlni po&et Vypotet derivace

e (arcsinx) =

1—x2°

1
F(F10))
1 1 1

cos(arcsin x) \/1 _ sin?(arcsin x) V1—x2

(arcsin x) = |f71(x) = arcsin x, f(x) = sinx =

1

e (arccosx) = — iz

-1

VI

(arccos x)' = | arccos x = m/2 — arcsin x| =
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Diferencidlni po&et Vypotet derivace

[

o (arctgx) = H—IX;:

(arctg x)' = |f7}(x) = arctg x, f(x) = tgx = FF1(x)

1 1 1
~ 14tg2(arctgx) 14 x2

cos2(arctgx)

1

Obr. 1: cosx = T
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Diferencidlni po&et Vypotet derivace

e (arccotgx)' = —ﬁ:
"= |arct tgx =m/2| = b
(arccotg x)' = ‘arc gx + arccotgx = /2| = e
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Diferencidlni po&et Vypotet derivace

Véta 13 (Logaritmickd derivace)

[f(x)g(x)]l = f(x)8™) {g’(x) In f(x) + g(x) fl(x)]

f(x)

Dikaz.

()] ' [entr0re] g [estm ] ’

_ 8()Inf(x) |:g/(x) In £(x) + g(x) 7 f'(x)

= 1 [/ m 70 + ) 7 |

O]

v
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DOECHIGEIRIE I Vypolet derivace

Definice 8 (Derivace vy3ich ¥adi)

/

o= (F),... f) = (,c(n—l))

Priklad 17

Odvod'te vzorec pro vypolet n-té derivace funkce %

2.
oL g 2 f’":—x—f, o ) = (—1)n

x2’ x3’

n!
Xn+1

Induk&ni krok:

fln+1) _ [(—1)" n! ]/ _ _(_1)nn!(n+1) _ (_l)nH(n—i—l)!'

Xn+1 Xn+2
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Diferencidlni po&et Vypotet derivace

Véta 14 (Leibnitzovo pravidlo)

Pro n-tou derivaci souc¢inu plati vzorec

n n . .
(F =3 (,) £ g (=),

i=0

Priklad 18
Vypottéte tteti derivaci funkce f(x) = e*sin2x.

" = eXsin2x + 3-2eXcos2x — 3 - 4e*sin2x — 8€eX cos2x

= e*(sin 2x + 6 cos 2x — 12sin 2x — 8 cos 2x) = e*(—11sin 2x — 2 cos 2x).

v
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OSCHIGEIRINIISIN  Vaty o stfedni hodnot&

Véta 15 (Rolleova véta o stfedni hodnotg&)

Necht funkce f je spojitd na intervalu [a, b] a na otevFeném intervalu
(a, b) existuje jeji derivace f'.
Jestlize f(a) = f(b), pak existuje c € (a, b) takové, Ze f'(c) = 0.

Véta 16 (Lagrangeova)

Necht funkce f je spojitd na intervalu [a, b] a na intervalu (a, b) existuje
derivace f'.

Pak existuje c € (a, b)takové, Ze f(b) — f(a) = f'(c)(b— a), tj.

f(b) — f(a)

file) = b—a
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OSCHIGEIRINIISIN  Vaty o stfedni hodnot&

Poznamka

Ptredpoklady vét 15 a 16 nelze zeslabit. Nap¥. ptedpoklad spojitosti na
[a, b] nelze nahradit spojitosti na (a, b) (obr. 2). Nelze ani vypustit
predpoklad existence derivace (obr. 3).

N

Y b = B

Obr. 2: Interval (a, b] Obr. 3: Existence derivace

Disledek
Jsou-li f(x) a g(x) diferencovatelné na (a, b), potom
e f'(x)=0na(ab) = f(x)=cna(ab).
o f'(x)=g'(x) na(a,b) = f(x)=g(x)+cnal(a,b)
(f(x) a g(x) se li&i o konstantu).

v
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Diferencidlni pocet L'Hospitalovo pravidlo

Véta 17 (L'Hospitalovo pravidlo)

Necht xo € R*, na ryzim okoli xy jsou funkce f, g diferencovatelné a
g'(x) # 0. Déle necht je splnéna jedna z podminek

(i) limy—x F(x) =0 = limy_,, g(x),
(i) limy_y|g(x)| = 0.
Existuje-li (vlastni nebo nevlastni)
f'(x)

m
x g/(x)

pak existuje také

lim @
x—x0 g(x)

a obé limity jsou stejné. Tvrzeni plati i pro jednostranné limity.
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Diferencidlni pocet L'Hospitalovo pravidlo

Poznamka

Jestlize neexistuje limita derivaci, neznamena to, Ze neexistuje ptvodnf{
limita. Pouze nejde pouzit L'Hospitalovo pravidlo.

lim

[im —
x—o00 1 —sin x

Xx—»00 X + COS X
Tato limita neexistuje, tedy L'Hospitalovo pravidlo nelze pouzit. Piivodni

limitu ale snadno spoditame.

X + sin x ‘oo‘ 1+ cosx
00

. X+sinx .14
||m _— = ||m mzl
x—00 X + Ccos x x—)ool—|—T
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Diferencidlni po&et

L'Hospitalovo pravidlo

Pozndamka
L'Hospitalovo pravidlo Ize pouZivat opakovang, tj.

i f(x ‘ ’ f'(x) ‘ ’ f(x)
im —= =
x—x0 g(x 0 x—)xo g'(x) 0 X—)Xo g"(x)
Pozor na splnéni ptedpokladi!
v
P¥iklad 19
. e = —2x eX+e X2
lim - = lim ——
x—=0 X —sinx x—0 1 — cosx
. X —ex . e 4+e ™™ 2
= lim - = lim =-=2
x—0 sinx x—0 COSX 1 )
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Diferencidlni po&et L'Hospitalovo pravidlo

Neurcité vyrazy

9, 2, 000, 00 — o0, 0°,1%°, .
0" oo
T R
oo 0
° “mx—>xo [f(x)]g(x) — Iimx—>x0 e8(x)Inf(x) — glimxsx, g(x)Inf(x)

00 — e%(00) 10 5 g0 50 _y g0

(tento obrat se témé&F nepouZivd - vétdinou to jde mnohem jednodu3eji tpravami)
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Diferencidlni po&et

L'Hospitalovo pravidlo

Inx
[im x-Inx=10-(—c lim — s
x—0t | ( )| x—07t % |oo
1
= lim 2¢ = lim (=x)=0
x—0t = x—0t

@ ,00—00"

1
lim ( — cotgx) = (o0 — 00)T, (=00 + 00) |
x—=0 \ X

. Sin X — X COS X 0 . COS X — COS X + xsin x
= lim | —mMmM8MM— :\6]: lim = |
x—0 X sin x

sin X + x cos x

. sin x + x cos x 0
= |im - 0
x—0 \ COS X 4+ COSX — X SIn X

Petr Hasil (MUNI)
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Diferencidlni po&et L'Hospitalovo pravidlo

‘

@ ,00— 00"

lim (\3/x3—|—x2 —x) = |oo — o0

X—00

3 2)2 3/ 3 2 2
= lim (\3/X3—|—X2—X) \3/(X X)XV 4 P X

X—00

(33 + x2)2 + xv/x3 + x2 + x2
lim x3+x2-x3
=i
x=00 3/(x3 4 x2)2 4 xv/x3 + x2 4 x2

1
X‘>°°</(1+§)2+</1+§+1

© Petr Hasil (MUNI) MB152
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erencialni polet L'Hospitalovo pravidlo

° ”00 “
lim Xsinx _ |00| — elimxﬁ(ﬁ_ sinxInx _ *
x—0t
1
In x =
lim sinxInx =1[0-(—00)| = lim — =|==| = lim ==X
x—0t X0+ —A— > x—07F C‘Q’SX
Sin X SIin® X
. sin x . 1 . sin?x 0
=— Iim —— = — |lim lim =15
x—0T X COS X x—0T COS X x—0t X
| 2sin x cos x
x—0t 1
x=el =1
MB152
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erencidlni potet L'Hospitalovo pravidlo

° ,'100 ‘i
. 1
. SIn X\ ;2 00 Iiquoilns'-"—x
- o —_ 2
l@o(x) =¥l =e T
.1 sinx . = 0
lim —In—— =000 = lim —~ = [¢]
x—0 X X x—0 X
X X COsx—sinx X COS X sin x
. H 2 . -
= |im Shx___x2 = _ |,m—3:‘%’
x—0 2x x—0 2x
. COSX — XSin X — COS X —sin X — X COS X
= lim 5 = 3| = lim =3
x—0 6x x—0 12x
i — COSX — COS X + XSinx 1
g m = —
x—0 12 6
v — o 1/6

MB152 74 /142
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Diferencialni potet Derivace implicitn& zadanych funkci

o Funkce f(x) zadand vzorcem y = f(x) je zadana explicitn&, napt.
y = x+sinx.
e Funkce zadand rovnici F(x,y) = 0 je zadand implicitné, nap¥.
x? 4 sin(xy) — 2y = 0.

@ Implicitné zadanou funkci Ize derivovat s vyuZitim pravidla pro
derivaci sloZzené funkce.

Poznamka 6

Zakladnim predpokladem je, Ze vse probihd v bodech, kde je derivace
F(x,y) podle y (tj. podle promé&nné, ktera reprezentuje funkci) nenulova.
Pro derivace Ize odvodit vzorce s pouZitim parcidlnich derivaci (viz
diferencidlni pocet vice proménnych), zde je budeme pocitat pfimo
(obtiZnost je prakticky stejnd).
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P¥iklad 20
Uréeme smérnici te¢ny ke kruznici x> + y2 = 25 v bod& P = [-3,4].
Derivovanim zadané rovnice podle proménné x dostaneme (prom&nnou y
chdpeme jako funkci, tj. y = y(x))

X

(X +y?) =(25) = 2x42y/=0 = yf:_;.

A proto je smé&rnice te¢ny v bod& P (tedy derivace v bod& P) rovna

y__—3_3
Y =" T

Poznamka 7

Kruznice x*> + y? = 25 zadava implicitn& dvé& funkce, horni a dolni
puilkruZnici, které Ize explicitn& vyjadFit jako y = v/25 — x2 a

y = —V/25 — x2 a ndsledné si ,, vybrat", se kterou potFebujeme ddle
pracovat. Casto ale explicitni vyjadFeni neni mozné, nebo je prace s

implicitnim tvarem efektivnéjsi.
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Diferencidlni po&et Derivace implicitn& zadanych funkei

P¥iklad 21

Ur¢eme derivaci funkce y = f(x), ktera je zadana rovnici 4y = x3 + cosy.
Derivovanim zadané rovnice podle promé&nné x dostaneme

3x2

4y) = (x3 = 4y =3x2—(si Vi pc—
(4y) = (x> +cosy) y' =3x" —(siny)y Y = T sny
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Diferencialni potet Derivace implicitn& zadanych funkeci

Ptiklad 22

Ur&eme prvni a druhou derivaci funkce y = f(x), kterd je zadand rovnici

3x* — 4y3 = 1. Tedy

(Bx*—4y3)Y = (1) = 123 -12)%)' =0 = x> —y?y' =0 = y' =

Pro zisk vyssi derivace postup opakujeme, tj.

=y =) = 32—y -y +y*y)=0

3x2 — 2y (y')?

= 3X2 _ 2y (y/)2 _ y2 y// -0 = y// — y2

Ve vysledku dosadime za y’ z ptedchoziho vypottu, tj.

32
"_ 3x* — 2y (%) _ 3x%y3 — 2x°

y _=
y? y®

w

X

y2
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Diferencidlni pocet Derivace implicitn& zadanych funkeci

Priklad 23

Clov&k vysky 180 cm jde rychlosti 1.5 m/s k pouli¢ni lampé&, jejiz zdroj
svétla je 4.8 metri nad zemi.
(i) Jakou rychlosti se pohybuje $pitka jeho stinu?
(i) Jakou rychlosti se méni délka jeho stinu, kdyZ je dany €lovék 3 metry
od stojanu lampy?

e x(t) = pozice ¢lov&ka [m],
e y(t) = pozice 3picky jeho stinu [m],

e t = Cas [s].
Potom vime, %e x'(t) = —1.5 m/s (vzdalenost od lampy se zmen3uje,
proto je tato derivace zapornd). Hleddme

(i) (1),
(i) [y(t) = x(t)] pro x =3 m.
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Diferencialni potet Derivace implicitn& zadanych funkci

(i) Z podobnosti pravouhlych trojihelniki vyplyva, Ze
48 18
y(t)  y(t) —x(t)

Derivovanim podle t obdrzime

= y(t) =1.6x(t).

y'(t)=16xX(t) = y(t)=16-(-15)=-24m/s.

Spitka stinu se pohybuje rychlosti 2.4 m/s (p¥iblizuje se k lampg).

(i) Mame
1.8

y(t) = x(t) = ;2 y(t) = 0.375y(t),

tj. po derivovani a dosazeni

[y(t) — x(t)] = 0.375y/(t) = 0.375- (—2.4) = —0.9 m/s.

Stin se zkracuje a to rychlosti 0.9 m/s (rychlost nezdvisi na
vzdalenosti ¢lovéka od lampy).
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Diferencialni potet Derivace implicitn& zadanych funkeci

Priklad 24

Policejni vrtulnik leti 3 km nad rovnou cestou v obci rychlosti 120 km/h.
Pilot vidi protijedouci auto a radarem zjisti, Ze kdyZ je auto od né&j 5 km
daleko, jejich vzdélenost se zmen3uje rychlosti 160 km/h. Urcete rychlost
auta v tomto okamZiku.

e x(t) = auta (vodorovnd) [km],

e y(t) = vrtulniku (vodorovnd) [km],

e t = &as [h],

@ s(t) = vzdudna vzdélenost vrtulniku a auta [km].

Tedy y/'(t) = 120 km/h a s’(t) = —160 km/h pro s =5 km
(jejich vzdudnd vzdélenost se zmen3uje, proto je derivace zaporna).

Hleddme x/(t) v tomto okamZiku.
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Diferencidlni pocet Derivace implicitn& zadanych funkeci

Z rovnice

[x(t) = y(£)]* +3% = s%(1)

dostaneme derivovdnim podle t

2[x(t) = y(O)] [X'(t) = ¥'(t)] = 2s(t) $'(¢),

tedy
s(t)s'(t)
X (t) = y'(t) + ——+—.
W=y O+
Pro s =5 km je x — y = v/52 — 32 = 4 km, tedy dosazenim do vy3e
uvedeného vztahu dostaneme pro dany okamzik, Ze

(-1
X(t) = 120 + 5(460) — —80 km/h.

Auto jede (p¥ibliZuje se z pohledu pilota vrtulniku) v obci rychlosti
80 km/h.
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Diferencidlni pocet Lokalni a globalni extrémy, optimalizace

Definice 9

Bud f funkce a M C D(f). Rekneme, ¥e funkce f je na mno¥in& M
@ rostouci, jestlize
Vxi,xa € M:x1 <xx = f(x1)<f(x),
@ neklesajici, jestlize
Vxi,xo EM:x1 <x2 = f(x1)<f(x),
o klesajici, jestlize
Uxi,x0 E M:ixi <xp = f(x1)>f(x),
@ nerostouci, jestlize
Vxi,xa E M:x1 <x2 = f(x1)>f(x).

Véta 18

Necht f'(x) > 0 (f'(x) < 0) pro viechna x € | = (a, b). Pak je funkce f
na | rostoucr (klesajici). Je-li f'(x) >0 (f'(x) <0) na I, pak je f
neklesajici (nerostouci).

v
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Diferencialni potet Lokalni a globalni extrémy, optimalizace

Poznamka

Opacnd implikace ,f je rostouci = f’(x) > 0" obecn& neplati, nap¥. funkce
f(x) = x +sin x je rostouci R, ale f'(x) =0 pro x = (2k + 1)7 (k € Z).

Plati: f je rostouci = f’(x) > 0 a rovnost nule nenastane na zadném
podintervalu intervalu /, kde je funkce rostouci (tj. na Zddném intervalu
v&tSim nez jeden bod). Kdyby f/(x) = 0 na (x1,x2), x1 < x2, tak podle
Lagrangeovy v&ty Jc € (x1,x2) : f(x2) — f(x1) = F(c)(x2 — x1) =
—~—
=0

f(x1) = f(x2), coZ je spor s tim, Ze je funkce rostouci.
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Diferencialni potet Lokalni a globalni extrémy, optimalizace

Definice 10 (Lokalni extrémy)

Rekneme, Ye funkce f ma v bod& xo lokdIni maximum (minimum), jestlize
existuje O(xp) takové, Ze f(x) < f(xp) (f(x) > f(x0)) pro Vx € O(xp).

Jsou-li nerovnosti pro x # xg ostré, mluvime o ostrém lokalnim maximu,

resp. minimu.
v
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Diferencialni potet Lokalni a globalni extrémy, optimalizace

Véta 19 (Nutnd podminka pro lokaIni extrém funkce majici derivaci)

Necht funkce f md v bodé& xo lokdIni extrém a existuje f'(xo).
Pak f/(Xo) =0.

Dikaz.

P¥ipady f'(xp) > 0 a f’(xp) < 0 vedou ke sporu s faktem, Ze funkce f m3

v bodé xg lokalni extrém. DJ
Definice 11

Body, kde f/(x) = 0, se nazyvaji staciondrni body funkce f.
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Diferencidlni pocet Lokalni a globalni extrémy, optimalizace

Véta 20

Necht funkce f je spojitd v bodé& xq. JestliZe existuje okoli P~ (xo), v némZ
Jje funkce f rostouci (klesajici), a P*(xp), v némZ je funkce klesajici
(rostouci), pak ma funkce f v bodé& xy ostré lokdIni maximum (minimum).

Diikaz.

» f(x0) > f(x) v levém i pravém okoli bodu xp (minimum podobné)

» pozor na spojitost
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Diferencialni poZet Lokalni a globalni extrémy, optimalizace

Véta 21

Necht je funkce f spojitd v bod& xy. JestliZe existuje okoli P~ (xp), kde
f'(x) >0 (f'(x) <0), a Pt (x), kde f'(x) <0 (f'(x) > 0), pak md
funkce f v bodé& xy ostré lokdlni maximum (minimum).

Diikaz.
Plyne z vét 18 a 20. L

(© Petr Hasil (MUNI)

MB152 90 /142



Diferencidlni pocet Lokalni a globalni extrémy, optimalizace

Véta 22

Necht bod xq je staciondrnim bodem funkce f (tj. f'(xo) =0), a plati, Ze
f"(x0) > 0 (f"(x0) < 0). Pak md funkce f v bodé& xo ostré lokalni
minimum (maximum).

Dikaz.
f"(x0) > 0 = f’ je v xp rostouci, tedy

IP~(x0) : f'(x) < f'(x) =0,

IP*(x0) : f(x) > f'(x) = 0.

f'(xo) existuje = f je spojitd v xo. V P~ (xp) je f klesajici, v PT(x0) je f
rostouci, tedy xg je ostré lokdIni minimum. (Pro maximum podobng&.) [

V.
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Diferencialni potet Lokalni a globalni extrémy, optimalizace

Definice 12 (Absolutni (globdlni) extrémy)

Bud f: [a, b] — R. Rekneme, e funkce f ma v bod& xg € [a, b]
absolutni maximum (minimum) na intervalu [a, b, jestlize pro viechna
x € [a, b] plati, Ze

f(x) < flxo) (f(x) = f(x0))-

Jsou-li nerovnosti pro x # xp ostré, mluvime o ostrych absolutnich
extrémech funkce na [a, b).
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Diferencidlni pocet Lokalni a globalni extrémy, optimalizace

Véta 23

Necht funkce f je spojitd na intervalu [a, b]. Pak funkce f nabyvd svého
absolutniho maxima i minima na intervalu [a, b] a to bud' v bodé& lokaIniho
extrému leZiciho v (a, b) nebo v jednom z krajnich bodii x = a, x = b.

v

Dikaz.

Podle 2. Weierstrassovy véty existuji x1,x» € [a, b] takové, Ze
f(x1) =sup{f(x): x € [a,b]}, fF(x2)=inf{f(x):x € [a,b]}.

Pro x = x; mdme moZnosti: Bud x; = a, nebo x; = b, nebo x; € (a, b),
pak je x;1 bodem lokadIniho maxima. Analogicky pro x». O

v
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Diferencialni potet Lokalni a globalni extrémy, optimalizace

Poznamka
Globalni extrémy spojité funkce f na intervalu [a, b] hledame takto:

Ur&ime stacionarni body a body uvnit¥ intervalu [a, b], v nichZ neexistuje
derivace, pak porovname funkéni hodnoty v téchto bodech s hodnotami

f(a) a f(b). )
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Diferencidlni pocet Lokalni a globalni extrémy, optimalizace

P¥iklad 25

Do kruZnice s polomérem r vepiSte rovnoramenny trojihelnik s
maximdlnim obsahem. Tento maximdalni obsah uréete.

; P=32zv=232Vr2—x3(x+r)
= (r4+x)Vr2 —x2

— max, x € [—r,r]
z/2 /

P/(x) = V23 4 (r %) ey = =255254° = 0

= x31=—r¢&(—r,r), xo =r/2 (max. napt. z P")

P(r/2) = (r+r/2)y/r? = r2/4 = 3/3r?
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Diferencidlni pocet Lokalni a globalni extrémy, optimalizace

Priklad 26

Urcete rozméry otevieného zahradniho bazénu se &tvercovym dnem
daného objemu 32 m3 tak, aby se na vyzd&ni jeho dna a st&n spottebovalo
minimum materidlu. Délka bazénu musi byt v rozmezi 2—8 metri.

Ze zadaného objemu vyjad¥ime vy$ku bazénu

V=2a2v = v:a—‘é.

Funkce uréujici obsah dna a stén je

S=a4+4-v-a = S(a):aer%,

kterou chceme minimalizovat pro a € [2, 8].

Nejprve najdeme staciondrni bod

V=32
= a=4, v=2.

5’(3):23—8—:0 = a=V2V
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Diferencialni potet Lokalni a globalni extrémy, optimalizace

Nyni porovname hodnotu funkce objemu v nalezeném bodé a = 4
s hodnotami v krajnich bodech, tj.
S(ay=a*+%2 = V(2)=68, V(4) =48, V(8)=S80.

Globalni minimum je tedy v nalezeném stacionarnim bodé a optimalni
rozméry bazénu spliiujiciho zadanfi jsou 4 x 4 x 2.

OvéFeni, Ze jde skutetné& o globalni extrém, je samozfejmé& mozné

i postupem z priibehu funkce, ten ale byva vétSinou zdlouhavéjsi. Zde
nap¥. ovéfime, Ze objem na obé& strany od staciondrniho bodu roste a nizsi
hodnota tedy jinde byt nemiiZe.

a (0,4) | (4,00)

sgn S’ - +
) RN /
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Diferencialni potet Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Definice 13 (Konvexni a konkavni funkce)
Funkce f(x) majici vlastni derivaci na intervalu | C D(f) se nazyvd
e konvexni na intervalu I, pokud je f'(x) neklesajici na /,
e konkdvni na intervalu |, pokud je f’(x) nerostouci na /,
e ostFe konvexni na intervalu |, pokud je f’(x) rostouci na /,
°

ostFe konkdvni na intervalu I, pokud je f’(x) klesajici na /.

Poznamka

Nadgraf (mnoZina {[x,y] € R?: x € D(f),y > f(x)}) konvexni funkce je
konvexni mnoZzina.

Véta 24

Necht funkce f md na otevieném intervalu | viastni druhou derivaci a plati

f"(x) >0 (f"(x)<0) Vxel.

Pak funkce f je na intervalu | ostFe konvexni (ostfe konkavni).

4
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Diferencidlni pocet Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Véta 25

Necht funkce f md na intervalu | derivaci a pro libovolné xy € | plati

f(x) > f(x0) + f'(x0)(x — x0), Vxe€l, (2)

tj. graf funkce f leZi nad te¢nou sestrojenou v libovolném bodé xg € I.
Pak je funkce f konvexni na intervalu I.

Poznamka

f(x) < f(xo) + ' (x0)(x —x0), Vx,x0 €1,

tj. graf funkce f leZi pod te¢nou sestrojenou v libovolném bodé xg € I, pak
je f na intervalu | konkavni.

© Petr Hasil (MUNI) MB152 100 /142



Diferencialni potet Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Definice 14

P¥edpokladejme, Ze funkce f m3 v bod& xo derivaci f'(xp).

ﬁekneme, Ze funkce f ma v bodé& xq inflexni bod (graf funkce f ma inflexni
bod), jestlize existuje okoli P~ (xp), v n€mz je funkce ryze konvexni
(konkavni), a okoli P*(xg), v némz je f ryze konkdvni (konvexnf).
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Diferencidlni po&et Konvexnost, konkavnost a inflexni body

Poznamka

Definici konvexnosti a konkadvnosti funkce vyhovuje ji i linedrni funkce
y = ax + b, kterd je konvexni i konkdvni. Zadny inflexni bod ale nema.

Priklad 27

°oy=2x3

ma inflexni bod xp = 0,

@ y = sinx ma inflexni body xg = km, k € Z.
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Diferencialni poZet Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Véta 26

JestliZe xq je inflexni bod funkce f a f"(xo) existuje, pak f"(xp) = 0.

Diikaz.

Kdyby "(xo) > 0, pak je f v okoli xo konvexni — spor,

kdyby f”(x0) < 0, pak je f v okoli xp konkdvni — spor. O
Véta 27

Necht f"(xp) =0 a f""(xo) # 0, pak funkce f m3 v bod& xq inflexni bod.

v
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Diferencialni potet Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Véta 28

Necht funkce f md v bod& xo derivace po ¥ad n > 1 (n € N) v&etné a
f'(x0) =0,...,f("D(x) = 0 a fN(x) # 0.
Q Je-li n sudé, ma f v xo lokalni extrém, a to minimum pro f(")(xp) > 0
a maximum pro f(")(xy) < 0.

@ Je-li n liché, ma f v xg inflexni bod.
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Diferencidlni pocet EESRIsIY

Definice 15 (Asymptota bez smé&rnice)

Rekneme, e svisld pfimka x = xg je asymptotou bez smérnice grafu
funkce y = f(x), jestliZze aspoii jedna z jednostrannych limit

lim f(x), lim f(x)

X=X X—Xg

je nevlastni.

MB152
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Diferencidlni po&et Asymptoty

Priklad 28

Funkce f(x) = Tlxg ma asymptoty bez smérnice x =1 a x = —1.

1
(Obé& jednostranné limity jsou nevlastni.)

P¥iklad 29

Funkce f(x) = e/* m4 asymptotu bez smérnice x = 0.
(Jedna jednostrannd limita je nevlastni.)

Priklad 30

Funkce f(x) = arctg% nema asymptotu bez smé&rnice.
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Diferencidlni pocet Asymptoty

Definice 16

Rekneme, 7e p¥imka y = ax + b, a, b € R je asymptotou grafu funkce
y = f(x) pro x — oo(—00), jestlize

lim [f(x) — (ax+ b)] =0

X—00

< lim [f(x) — (ax + b)] :0).

X—r—00

P¥imka y = ax + b se nazyvd asymptota se smérnici.

Poznamka

Asymptoty se smé&rnici mize mit funkce nejvyse dvé (do 00).
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Diferencidlni pocet EESRIsIY

Véta 29

PFimka y = ax + b je asymptotou se smérnici grafu funkce y = f(x) pravé

tehdy, kdyZ
. f(x) .
a= lim —= b= lim (f(x)— ax),
x—Foo X X—F00
pFicemZ x — 400 je pro asymptotu v 400 a X — —0o0 pro asymptotu v
—0OQ.
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Diferencidlni po&et Asymptoty

Diikaz.
P¥imka je asymptotou jestliZze

lim [f(x)—ax] = b,

x—+o0

coZz znamena

lim [M—a] = lim I—J—O,
X—7Fo0o X x—+oo X
tedy
lim [_f(x)} =a
X—300 X
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Diferencialni potet Pribéh funkce — shrnuti a p¥iklad

Postup p¥i vySetfovani pribéhu funkce
(i) P¥imo z funkce:

e D(f), sudost/lichost, periodi¢nost, prisetiky s osami,
kladnost/zdpornost,
e asymptoty (se smé&rnici, bez smérnice).

(i) Z prvni derivace: rostouci/klesajici, lokalni extrémy.
(i) Z druhé derivace: konvexni/konkavni, inflexni body.

(iv) Nac&rtnuti grafu: ke viem vySe zminénym bodidm dopotitdme funkeéni
hodnoty a zkombinujeme zjisténé informace.
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DIHCCUISEILINIISA Prib&h funkce — shrnuti a p¥iklad

Postupné tedy plnime nésledujici body:

o]

defini¢ni obor, j) druhou derivaci,

o

sudost/lichost (periodi¢nost), k) kde je £ konvexni/konkévni,

(e}

1) inflexni body,

o

asymptoty se smérnici,

@

)
)
) asymptoty bez smé&rnice,
)
) prisetiky s osami,

)

-

kladnost/zapornost,

g) prvni derivaci, m) funkZni hodnoty ve

h) kde je f rostouci/klesajici, vyznamnych bodech,

i) lokdlni extrémy, n) nacrtneme graf.
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Diferencidlni pocet Pribéh funkce — shrnuti a p¥iklad

Priklad 31
Vysetrete pribéh funkce

X2

flx) = Cx+1

ReZent:
a) Funk&nimu p¥edpisu vyhovuji viechna redlna &isla takova, ze
x +1+# 0. Proto mame

D(f) =R\ {~1}.

b) O sudosti/lichosti funkce snadno rozhodneme dosazenim —x.
Ponévadz plati

2

F(-x) = = A+ (%),

neni zadand funkce ani licha, ani suda (coZ je vidét uz z nesymetrie
defini¢niho oboru). Vzhledem k defini¢nimu oboru je zfejmé, Ze
funkce nemiZe byt periodicka.

© Petr Hasil (MUNI) MB152 114 /142



c) Asymptoty bez smérnice popisuji limitni chovéni funkce v bodech
nespojitosti (nebo na okraji definiéniho oboru), proto pfimym
vypoétem ihned dostaneme

li X im0 —(+o0) =
im — im o0) = —00
x——1t X+ 1 x——1t X + 1 ’
2 2
lim — = lim =—(—o00) =

x——-1— x+1 X—>—1— x+1

Funkce ma jednu svislou asymptotu x = —1.

d) Pomoci vzorcl uréime asymptoty se smérnici (pokud existuji).

X2
a= lim — = -1,
X—300 x2+x
2
. . X
b= Iim -— +x= lim =1.
x—too x+1 x—too x + 1

Funkce f(x) ma tedy v +00 i —oo asymptotu se smérnici, kterd je
dana rovnici y = —x + 1.
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Diferencidlni pocet Pribéh funkce — shrnuti a p¥iklad

e) Uréime prisetiky s osou x (= y = 0):
fx)=0 <= x*=0 <= x=0,

tedy P, = [0,0],
asosouy (= x=0):

tedy P, = [0,0] = Px.

f) Nyni ziskdme intervaly, kde je funkce f(x) kladnd a zdporna:

X (—o0,-1) | (—-1,0) | (0,00)
sgnf + — —

f kladnd zapornd | zaporna
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Diferencidlni pocet Pribéh funkce — shrnuti a p¥iklad

g) Spotitdme prvni derivaci a jeji defini¢ni obor, tj.

—x? - 2x

SRS

D(f') =R\ {-1}.

h) Nyni uréime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

flix)=0 <= —x(x+2)=0 <<= x=0, xo=-2.

X (=00, —-2) | (—2,-1) | (—1,0) | (0,00)

sgn f' - + + -

f N\ / / N\
i) Z tabulky vidime, Ze funkce mad v x = —2 lokalni minimum av x =0
lokaIni maximum.
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j) Spotitame druhou derivaci a urcime jeji definiéni obor
_ —2x-2 2
(x+1)*  (x+1)%
D(f") =R\ {-1}.

f’//(x)

k) Ur&ime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.

f'(x)=0 < -2=0,

coz je nesmysl. Druha derivace tedy nemd zadny nulovy bod.
Nesmime ov8em zapomenout, Ze jeji znaménko se mliZze zménit i v
bodech, ve kterych neni definovéna (tj. v ,dirdch* jejiho defini¢niho
oboru).

X (_007_1) (_1700)
sgn " + —
f U N
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Diferencidlni pocet Pribéh funkce — shrnuti a p¥iklad

I) Funkce nemd Zadny inflexni bod (—1 & D(f)).
m) Zrekapitulujme vyzna&né body a spottéme v nich funkéni hodnoty.
o Prisetiky s osami P, = P, = [0,0].
o Lokalni minimum v x = =2, f(—2) = 4, tedy jde o bod [—2,4].
o Lokalni maximum v x = 0,f(0) = 0, tedy jde o bod [0, 0].
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erencidlni potet Pribéh funkce — shrnuti a p¥iklad

n) Nyni zkombinujeme v3echny ziskané informace a obdrzime graf funkce
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IEEHICEINIEIal  VyuZiti derivace k diikazu identit a nerovnosti

Priklad 32
DokaZte pro x > 0 identitu

1
V1t x2

. X
arcsin ———— = arccos
Vit
arcsin —= " 1 VIEPoxs(1d) VP g
Vind) T (1+x?) RS
1+x2
!/
1 _ -1 -1 2)-3/2py — V12 x __ _ 1
(arccos \/1+X2> = \/1_ L2 (1+x°) 2x = X[ (14x2)372 — 14x2°
1+x

kde jsme vyuZili x > 0 = |x| = x.
Dosadme x = 1.

1 s 1

arcsin — — — — arccos —

V2 4 V2

V jednom bodé z intervalu nabyvaji stejné hodnoty a derivace maji stejné,
tedy identita plati na celém intervalu | = [0, 00).
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IEEHICEINIEIal  VyuZiti derivace k diikazu identit a nerovnosti

P¥iklad 33
Dokazte, Ze pro vechna x € R plati 2x arctg x > In(1 + x?). J

F(x) := 2x arctg x — In(1 + x?)

a spo&itdme minimum na R.

1 1
F’(x)z2arctgx+2x1+x2 — 1+X22x:221rctgx,
!/ 1
Fi(x)=0<x=0, F(x):21+X2>O,VX€R,

tedy x = 0 je lokalni minimum. F(x) > 0, Vx € R, rovnost nastavé pro
x = 0.
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Diferencialni potet Diferencial a Tayloriiv polynom

Definice 17

Necht je funkce f definovand v O(xg) a pro h € R plati xo + h € O(xp).
Pak &islo h nazyvame pfiristek nezdvisle proménné a rozdil

Af(xo) = f(xo + h) — f(x0) nazyvdme pFiristek zavisle proménné

(pop¥. detailn&ji Af(xp)(h) jako pFiristek funkce f v bod& xp s krokem h).
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Diferencidlni pocet Diferencial a Tayloriiv polynom

Definice 18

Rekneme, e funkce f je diferencovatelnd v bodé xy € R, jestlize existuje
O(xo0) takové, Ze

f(xo+h) = f(xo) =A-h+7(h),
kde A € R je vhodné &islo a 7(h) je funkce s vlastnosti

lim @ =0.
h—0 h

Je-li f v xp diferencovatelnd, nazyvame vyraz A - h diferencidl funkce f a
piseme df(xp), popt. df(xo)(h).

Diferencial funkce je linedrni funkce p¥irlistku nezavisle proménné h.
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Diferencialni poZet Diferencial a Tayloriv polynom

X Xg*h

Af(x0) == f(xo + h) — f(x0), Af(x0) :=A-h+71(h), A=tga
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Diferencialni potet Diferencial a Tayloriiv polynom

Véta 30

Funkce f je v bodé& xq diferencovatelnd pravé tehdy, kdyZ v tomto bodé
existuje vlastni derivace f'(xp). PFitom plati

df(Xo) = f/(Xo) - h.

Tedy A = f'(xp). Casto se pouZivd znakeni dx = h, tj.
df(xo) = f'(x0) - dx.

Diferencial v obecném bodé& x

df(x) = f'(x) - dx.
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Diferencialni poZet Diferencial a Tayloriv polynom

Poznamka
VyuZiti diferencialu pro pfiblizny vypo&et funkénich hodnot:

Af(xo) = f(x0 + h) — f(x0) = f'(x0) - h+ 7(h),

tedy
f(Xo + h) ~ f(Xo) + f/(Xo)h.

Priklad 34
Vypottéte pomoci diferencidlu p¥iblizng v/7.9.

1
f(x)=Vx,x0=8, h=x—x=—0.1, f(x) = ——
() =V x0 0 ™) =372
V79~ VB + 35(-01) =2~ 335 =2 — 135 = 2~ 0.0083 = 1.9916.
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Diferencidlni pocet Diferencial a Tayloriiv polynom

Motivace k Taylorovu polynomu
Mame danu funkci f a chceme sestrojit polynom stupné n € N, ktery v
okoli bodu xp nejlépe aproximuje funkci f.

e Pron=1: P(x) = f(xo)+ f'(x0)(x — x0), viz diferencial.
P(x) ma s funkci f(x) v xp stejnou funk&ni hodnotu a hodnotu prvni
derivace.

e Najdeme polynom P(x) = an(x — x0)" + - - - + a1(x — xo) + ap, majici
s funkci f(x) v bod& xp stejnou funk&ni hodnotu a derivace az do
fadu n.
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Diferencidlni pocet Diferencial a Tayloriiv polynom

Hledame polynom P(x) = ap(x — x0)" + - - - + a1(x — x0) + ao spliiujici
PO(x) =f(x), i=01,...,n,

tedy
(XO):P( )_307
(XO) =P (Xo) =1-a,
f"(x0) = P"(x0) =2-1- a,
f(3)( 0) = P3(x0)=3-2-1-a3,
D) = PO 0) = (1 1y,
F(x0) = P (x0) = nt - 2.
Odtud ihned
(x 17 xq (n—1) (5 F0) (x
dg = (X()),a]_ = f§!0)u32 = f 2(!0),...,3,,_1 = f(n ]_()IO)) an = n(! 0)'
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Diferencidlni pocet Diferencial a Tayloriiv polynom

Definice 19

P¥edpokladejme, Ze funkce f ma v bod€ xp derivace az do ¥adu n € N
véetné. Taylorovym polynomem stupné n funkce f v bodé& xg, znalime jej
Ta(x,x0), rozumime polynom, ktery mad v bod& xp stejnou funkeni
hodnotu a stejnou hodnotu prvnich n derivaci jako funkce f, tj.

F(x0) = T(x0,%0), F/(30) = Th(x0,%0), - - -, FM(x0) = TS (x0, x0).
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Diferencidlni pocet Diferencial a Tayloriiv polynom

Véta 31 (Taylorova véta)

Necht m3 funkce f v okoli bodu xo vlastni derivace aZ do ¥ddu n+ 1 pro
né&jaké n € NU {0}. Pak pro vSechna x z tohoto okoli plati

o+ nﬂx")(x—xO) +R(x),
FrtD) (¢ .
o) = gy (6= 0",

kde & je vhodné Cislo leZici mezi xy a x.

Vzorec uvedeny ve vété se nazyva Tayloriv vzorec.
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Diferencidlni pocet Diferencial a Tayloriiv polynom

Zbytek Rp(x) je uveden v Lagrangeové& tvaru.

Vynechame-li zbytek R,(x), obdrzime Tayloriv polynom:

" F()(x .
f(x)%zf (I 0)(x—xo)’.

- 1!
i=0

Pokud v poloZime xy = 0, ziskame tzv. Maclauriniv polynom:

n_f()
f(x) =~ Z f _(O)X’

i=0

il
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Diferencialni poZet Diferencial a Tayloriv polynom

Priklad 35

Urcete Taylorliv polynom 4. ¥adu se stfedem v bodé xp = 1 funkce
f(x) =xInx.

! _ " 1 " _ -1 (4) _ 2
— ) — X — 2> - .
fiix)=1+1Inx, f'(x) =3, f"(x) ==, P (x)=35

f1)=0, F(1) =1, (1) =1, £"(1) = -1, F(1) =2.
Tedy

T(x)=0+H(x—1)+ LH(x—1)°+ FE(x —1)* + Z(x — 1)*
= 5 (x* — 6x> +18x* — 10x — 3).
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Diferencial a Tayloriiv polynom

3 3 3
2+ 2- 2-
¥ » 7
14 14 14
0 0 T 1 0 T
1 H 3 1 2 3 1 2 3
x x B
-1 -1 -1
3q 31
24 24
¥ ¥
14 14
i T 1 0 T 1
1 2 3 1 2 3
x x
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Diferencidlni po&et

Diferencial a Tayloriv polynom

Véta 32

Maclaurinovy polynomy pro €*,sin x a cos x:

A T S E SN TP

‘nl

o sinx ~x— 5+ 5 (1) gy
© cosx~1— i+ 5+ + (1)
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Diferencidlni pocet Diferencial a Tayloriiv polynom

Priklad 36

Urete pocet €lenl Maclaurinova polynomu funkce f(x) = e*, abychom
&islo % spotitali s chybou mensi nez 1073.

Rn(x) = (nj— 1)1 "H, C mezi X, Xp
_ 1 ]_ ]_ 1 (_1)n ¢
! n+1
S R I T 1
i 1)”“‘ <1073, c € (—1,0),tedy
e n+1 e? 1 |
DY S i < qogg (D> 10000 =6,
et~ % - % + % - é + 6i toto vyjad¥eni je s chybou mensi nez 10~3
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Diferencidlni po&et

Diferencial a Tayloriv polynom

Véta 33

Maclaurinovy vzorce pro €*,sinx a cosx (n € N,c mezi 0 a x)
X _ X2 4 x4 e ntl
e =1+x+75+ o T X

2n—1
o (D) 1(5,, T+ (G g
|+( )" sy

. 3
@ sinx =x— %

@

ocosx:l—g—T—i----—i-( 1)"5 x2n+2,

MB152
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Diferencidlni pocet Diferencial a Tayloriiv polynom

TaylorGv (Maclauriniv) rozvoj dal3ich elementarnich funkci
@ pro x € (—1,00)

2,3

X x"
In(14x) = x= 5+ 5t (= 1) (1)
n

Xn+1
(n+1)(1+ c)"tt

epoa€cR xe(—1,00), neboa e Nx e R

(1 + X)a —1+ax+ a(o&fl)XZ + oz(afl?,)!(af2)x3 4

. oa(a—l)..,;goz—n—f—l)xn + a(a—(r];}':l»g(!x—n)xn-&-l(l + C)a—n—l

[0 (e «Q «Q
=1 2, .. n n+1 a—n—1
LS e B A

kde jsme (pro a € R, n € N) poutzili zobecn&ny binomicky koeficient

Cﬁ_ afa—1)-(a=n+1)

n!
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Diferencialni poZet Diferencial a Tayloriv polynom

Vyuziti Taylorova a Maclaurinova polynomu
@ priblizny vypocet funk&nich hodnot,
@ vypodet limit.

P¥iklad 37
Pomoci Taylorova polynomu 2. ¥adu vypottéte p¥iblizn& v/7.9.

)  £(30) + F/(x0) (x — x0) + 5" (30) x — x0)°

f(x)=Vx,x0=8 h=x—x=-0.1, f(x) = %x_2/3, f(x) = %2x_5/3

1 1 2
3-4(0‘1) 290. 32(

1 1 57359

017 =2 - =
120 28800 28800
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Diferencialni poZet Diferencial a Tayloriv polynom

Priklad 38

lim =7

1+ )2 =14 ()t + (4?2 + .- pouZijeme pro t = x2, tedy
1 2

1 1
VI+x2=1+2x—x* 4.

2 8
1+ )3 =14+ (Nt + (M2 + ... pouZijeme pro t = x3, tedy
1 2

1, 1
V143 =142 2x0 4 .-

3 9

V14 X2 V143
= lim
x—0 x2
1—|—%x2—%x4+---—(1—|—%x3—%x6—|—---)

= lim

x—0 X2
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