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L’Hospitalovo pravidlo
Derivace implicitně zadaných funkćı
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Diferenciálńı počet Úvod

Reálná č́ısla R lze uvažovat jako obrazy bodů na p̌ŕımce. (Matematicky lze
reálná č́ısla zavést pomoćı axiomů.)

Důležitými jsou pojmy supremum a infimum v R. Uvažujme neprázdnou
množinu A ⊆ R.

b ∈ R je horńı závora množiny A, jestliže ∀ x ∈ A : x ≤ b.

b ∈ R je dolńı závora množiny A, jestliže ∀ x ∈ A : x ≥ b.

Množina A je shora ohraničená (shora omezená), pokud má aspoň
jednu horńı závoru.

Množina A je zdola ohraničená (zdola omezená), pokud má aspoň
jednu dolńı závoru.

Pokud je A současně zdola i shora ohraničená, nazývá se ohraničená
(omezená).

Nejmenš́ı horńı závora množiny A se nazývá supremum množiny A,
znač́ıme supA.

Nejvěťśı dolńı závora množiny A se nazývá infimum množiny A,
znač́ıme inf A.
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Diferenciálńı počet Úvod

Př́ıklad 1

Je-li A libovolný z interval̊u (0, 1), [0, 1], [0, 1) nebo (0, 1], potom je vždy

supA = 1 a inf A = 0.

Výhoda suprema či infima oproti nejvěťśımu či nejmenš́ımu prvku spoč́ıvá
v tom, že nejvěťśı či nejmenš́ı prvek nemuśı v A existovat, i když je
množina A ohraničená, ale supremum a infimum existuj́ı vždy.

Axiom 1 (Tvrzeńı jsou ekvivalentńı)

(i) Každá neprázdná shora ohraničená množina A ⊆ R má supremum.

(ii) Každá neprázdná zdola ohraničená množina A ⊆ R má infimum.

Tedy v R nejsou žádné
”
d́ıry“.
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Diferenciálńı počet Úvod

Intervaly znač́ıme

otev̌rené (a, b),

uzav̌rené [a, b],

polouzav̌rené (a, b], [a, b).

Nekonečné intervaly (neohraničené zdola nebo shora) znač́ıme jako

(−∞,∞), [a,∞), (a,∞), (−∞, b], (−∞, b).

Symbol −∞ a ∞ do intervalu nikdy nepaťŕı, jedná se o tzv. nevlastńı
hodnoty znač́ıćı, že do intervalu paťŕı libovolně velké záporné či kladné
body. Množina R∗ = R ∪ {−∞,∞} se nazývá rozš́ı̌rená množina reálných
č́ısel. (Prvky z R jsou vlastńı hodnoty.)

Poznámka 1

Základńı vlastnosti funkćı si lze zopakovat nap̌r. z nahrávky p̌rednášky
k matematické analýze, p̌ŕıslušné prezentace, nebo z vhodných knih.
Definičńı obor funkce f (x) budeme značit symbolem D(f ), obor hodnot
pak symbolem H(f ).
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Diferenciálńı počet Limita

Zabýváme se situaćı, kdy se nějaké hodnoty funkce (nebo posloupnosti)

”
bĺıž́ı“ k nějakému č́ıslu či k ±∞ (ale nikdy j́ı nemuśı dosáhnout).

Př́ıklad 2

(a) A =
{

1
n

}∞
n=2

=
{

1
2 ,

1
3 ,

1
4 , . . .

}
,A ⊂ (0, 1), 1

n → 0 pro n→∞
(inf A = 0)

(b) B =
{
n−1
n

}∞
n=2

=
{

1
2 ,

3
4 ,

4
5 , . . .

}
∈ (0, 1),B ⊂ (0, 1), n−1

n → 1 pro
n→∞ (supB = 1)

(c) {1− n}∞n=0 = {1, 0,−1,−2, . . . } má pro n→∞ limitu −∞
(d) Podobně se funkčńı hodnoty funkce f (x) = 1

x ”
nekonečně bĺıž́ı“

k č́ıslu 0 když se nezávislá proměnná x zvyšuje k ±∞.

Intuitivńı definice limity:
”
Funkce f (x) má limitu L v bodě x0, pokud se

funkčńı hodnoty f (x) libovolně bĺıž́ı k č́ıslu L, když je x dostatečně bĺızko
k x0.“ Ṕı̌seme

lim
x→x0

f (x) = L.
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Diferenciálńı počet Limita

Př́ıklad 3 ((Ne)vlastńı limita v (ne)vlastńım bodě)

(a) Pro funkci f (x) = 3x + 1 máme

lim
x→3

(3x + 1) = 10, lim
x→∞

(3x + 1) =∞.

(b) Pro funkci f (x) = 1
x2 máme

lim
x→0

1

x2
=∞, lim

x→∞

1

x2
= 0, lim

x→−∞

1

x2
= 0.

© Petr Hasil (MUNI) Diferenciálńı počet MB152 9 / 142



Diferenciálńı počet Limita

Definice 1 (Okoĺı bodu)

Bud’ x0 ∈ R∗ a δ (malé) kladné č́ıslo. Okoĺı O(x0) bodu x0 je otev̌rený
interval s vlastnost́ı

O(x0) =


(x0 − δ, x0 + δ), je-li x0 ∈ R,
(a,∞), je-li x0 =∞ (a ∈ R),

(−∞, b), je-li x0 = −∞ (b ∈ R).

Množina P(x0) = O(x0) \ {x0} (pro x0 ∈ R) se nazývá ryźı (prstencové)
okoĺı.

Pro x0 ∈ R definujeme pravé okoĺı bodu x0 jako O+(x0) = [x0, x0 + δ) a
levé okoĺı bodu x0 jako O−(x0) = (x0 − δ, x0]. Podobně je pravé ryźı okoĺı
bodu x0 P−(x0) = (x0, x0 + δ) a levé ryźı okoĺı bodu x0 je
P+(x0) = (x0 − δ, x0).
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Diferenciálńı počet Limita

Definice 2 (Limita)

Bud’ x0, L ∈ R∗. Funkce f (x) má v bodě x0 limitu L, ṕı̌seme

lim
x→x0

f (x) = L,

pokud pro každé okoĺı O(L) bodu L existuje okoĺı O(x0) bodu x0 tak, že

pro všechna x ∈ P(x0) je f (x) ∈ O(L). (1)

To, že v podḿınce (1) požadujeme, aby x 6= x0 , znamená, že

limita nezáviśı na hodnotě funkce v bodě x0!

Interpretace Definice 2 zálež́ı na tom, jestli je x0 a L vlastńı nebo nevlastńı
bod. T́ım dostáváme vlastńı limitu ve vlastńım bodě, vlastńı limitu
v nevlastńım bodě atd.
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Diferenciálńı počet Limita

Vlastńı limita ve vlastńım bodě:

∀ε > 0 ∃δ > 0 tak, že ∀x : 0 < |x − x0| < δ ⇒ |f (x)− L| < ε

Př́ıklad 4

Ukažte z definice, že limx→3(3x + 1) = 10.

Bud’ ε > 0 libovolné. Chceme naj́ıt č́ıslo δ > 0 takové, aby |y − 10| < ε,
kdykoliv bude 0 < |x − 3| < δ. Tedy∣∣(3x + 1)− 10

∣∣ < ε, tj. |3x − 9| < ε, tj. |x − 3| < ε

3
.

Stač́ı tedy vźıt δ := ε
3 , p̌ŕıpadně libovolné jiné δ splňuj́ıćı 0 < δ ≤ ε

3 .
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Diferenciálńı počet Limita

Vlastńı limita v nevlastńım bodě, p̌ŕıpad limx→∞ f (x) = L ∈ R. Zde pro
každé ε > 0 existuje a > 0 takové, že

pro všechna x > a︸ ︷︷ ︸
x∈O(∞)

je |f (x)− L| < ε︸ ︷︷ ︸
f (x)∈O(L)

.

Př́ıklad 5

Ukažte z definice, že limx→∞
1
x = 0.

Bud’ ε > 0 libovolné. Chceme naj́ıt č́ıslo a > 0 takové, aby |y − 0| < ε,
kdykoliv bude x > a. Tedy∣∣∣∣1x

∣∣∣∣ < ε, tj.
1

x
< ε, tj. x >

1

ε
.

Stač́ı tedy vźıt a := 1
ε , p̌ŕıpadně libovolné jiné a splňuj́ıćı a ≥ 1

ε .
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Diferenciálńı počet Limita

Poznámka 2

Limita posloupnosti an =
(
1 + 1

n

)n
pro n→∞ existuje a je konečná

(vlastńı), nebot’ lze dokázat, že je tato posloupnost rostoućı a shora
ohraničená. Tuto limitu označujeme symbolem e a nazýváme ji Eulerovým
č́ıslem (základ p̌rirozených logaritmů). Je tedy

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e .

Ve vlastńıch bodech x0 se můžeme bĺıžit k bodu x0 také jen zprava nebo
jen zleva, tj. v Definici 2 použijeme v podḿınce (1) pouze pravé ryźı okoĺı
bodu x0 nebo pouze levé ryźı okoĺı bodu x0. Dostáváme pak pojmy limity
zprava a limity zleva.
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Diferenciálńı počet Limita

Definice 3 (Limita zprava/zleva)

Bud’ x0 ∈ R, L ∈ R∗. Funkce f (x) má v bodě x0 limitu zprava rovnu č́ıslu
L, ṕı̌seme

lim
x→x+

0

f (x) = L,

pokud pro každé okoĺı O(L) bodu L existuje δ > 0 tak, že

pro všechna x ∈ (x0, x0 + δ) je f (x) ∈ O(L).

Funkce f (x) má v bodě x0 limitu zleva rovnu č́ıslu L, ṕı̌seme

lim
x→x−0

f (x) = L,

pokud pro každé okoĺı O(L) bodu L existuje δ > 0 tak, že

pro všechna x ∈ (x0 − δ, x0) je f (x) ∈ O(L).
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Diferenciálńı počet Limita

Př́ıklad 6

(a) Pro funkci sgn x (
”
signum“=znaménko) definovanou jako

sgn x :=


1 pro x > 0,

−1 pro x < 0,

0 pro x = 0,

plat́ı
lim

x→0+
sgn x = 1, lim

x→0−
sgn x = −1.

(b) Pro funkci 1
x plat́ı limx→0+

1
x =∞, limx→0−

1
x = −∞.

Limita ve vlastńım bodě neexistuje, jestliže se limita zleva nerovná
limitě zprava, nebo jedna z jednostranných limit neexistuje (nap̌r.
sin 1

x v nule).

limx→∞ sin x neexistuje (a z principu by šlo o limitu zleva, limita
zprava zde nemá smysl).
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Diferenciálńı počet Limita

Věta 1 (Vlastnosti limit)

(i) Funkce f (x) má v bodě x0 ∈ R∗ nejvýše jednu limitu.

(ii) Má-li f (x) vlastńı limitu L ∈ R v bodě x0 ∈ R∗, potom je f (x) na
nějakém ryźım okoĺı bodu x0 ohraničená.

(iii) Limita existuje právě když existuj́ı obě jednostranné limity a jsou si
rovny, tj.

lim
x→x0

f (x) = L ⇔ lim
x→x+

0

f (x) = L = lim
x→x−0

f (x).
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Diferenciálńı počet Limita

Věta 2 (Vlastnosti limit)

Jsou-li
lim
x→x0

f (x) = L, lim
x→x0

g(x) = M,

kde L,M ∈ R (pouze vlastńı limity!) a x0 ∈ R∗, potom

lim
x→x0

[
f (x)± g(x)

]
= L±M,

lim
x→x0

f (x) · g(x) = L ·M,

lim
x→x0

f (x)

g(x)
=

L

M
, pokud M 6= 0,

lim
x→x0

∣∣f (x)
∣∣ =

∣∣ lim
x→x0

f (x)
∣∣ = |L|.
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Diferenciálńı počet Limita

Věta 3 (O ťrech limitách)

Necht’ x0, L ∈ R∗. Je-li g(x) ≤ f (x) ≤ h(x) na nějakém ryźım okoĺı bodu
x0 a je-li

lim
x→x0

g(x) = L = lim
x→x0

h(x),

potom také existuje limita funkce f (x) a je rovna č́ıslu L, tj.

lim
x→x0

f (x) = L.
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Diferenciálńı počet Limita

Př́ıklad 7

Rozhodněte, jestli má funkce x sin 1
x limitu v bodě x0 = 0.

Protože je funkce sin x ohraničená (jedničkou shora a ḿınus jedničkou
zdola), pro x 6= 0 plat́ı nerovnosti

−|x | ≤ x sin
1

x
≤ |x |.

A protože limx→0 |x | = 0, existuje podle Věty 3 také limita funkce x sin 1
x a

plat́ı

lim
x→0

x sin
1

x
= 0.

Poznámka 3

Všechny vlastnosti limit uvedené ve Větách 1, 2 a 3 plat́ı i pro
jednostranné limity, tj. pro limity zprava a zleva.
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Diferenciálńı počet Limita

Poznámka 4

Pro výpočet limit použ́ıváme značeńı pro
”

typ“ dané limity, nap̌r.
∣∣typ 0

0

∣∣,∣∣typ k
0

∣∣, ∣∣typ k
∞
∣∣, ∣∣typ ∞∞

∣∣, atd. Typ dané limity zjist́ıme tak, že dosad́ıme
do daného výrazu p̌ŕımo limitńı hodnotu x = x0. Kup̌ŕıkladu

lim
x→2

x2 − 4

x2 + 4

∣∣∣∣typ
0

8

∣∣∣∣ = 0.
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Diferenciálńı počet Spojitost a body nespojitosti

Funkce f (x) je spojitá v bodě x0 ∈ R, jestliže limx→x0 f (x) = f (x0).
Pokud to plat́ı pouze s jednostrannou limitou, je spojitá zprava/zleva.
Spojitost na otev̌reném intervalu znamená spojitost v každém jeho bodě.
Spojitost na uzav̌reném intervalu znamená nav́ıc jednostranné spojitosti
v krajńıch bodech

”
zevniťr“. Ṕı̌seme nap̌r. f (x) ∈ C [a, b).

f (x) :=



2− x pro x ∈ [0, 1),

2 pro x ∈ [1, 2),

1 pro x = 2,

2 pro x ∈ (2, 3],

5− x pro x ∈ (3, 4),

2 pro x = 4,

b b

b

b b

bc

bc

bc

je

spojitá v každém bodě x ∈ [0, 4] kromě x = 0, 1, 2, 4,

spojitá zprava v každém bodě x ∈ [0, 4] kromě x = 2, 4,

spojitá zleva v každém bodě x ∈ [0, 4] kromě x = 0, 1, 2, 4.
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Diferenciálńı počet Spojitost a body nespojitosti

Věta 4 (Vlastnosti spojitých funkćı)

(i) Jsou-li funkce f (x) a g(x) spojité v bodě x0, pak jsou zde spojité i
funkce

(f ± g)(x), f (x) · g(x),
f (x)

g(x)
pro g(x0) 6= 0.

(ii) Necht’ x0 ∈ R∗. Je-li limx→x0 g(x) = M a je-li funkce f (y) spojitá
v bodě y0 = M, potom

lim
x→x0

f
(
g(x)

)
= f
(

lim
x→x0

g(x)
)

= f (M).

(iii) Je-li funkce g(x) spojitá v bodě x0 a je-li funkce f (y) spojitá v bodě
y0 = g(x0), potom je složená funkce (f ◦ g)(x) = f

(
g(x)

)
spojitá

v bodě x0.
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Diferenciálńı počet Spojitost a body nespojitosti

Př́ıklad 8

limx→x0 f
(
g(x)

)
může existovat i v p̌ŕıpadě, že limx→x0 g(x) neexistuje.

Nap̌r. pro g(x) = sgn x a f (y) = y2 plat́ı, že limx→0 sgn x neexistuje, ale
p̌resto je

lim
x→0

f
(
g(x)

)
= lim

x→0
(sgn x)2 = lim

x→0
1 = 1.

Př́ıklady spojitých funkćı:

konstantńı funkce f (x) = C (v každém bodě x ∈ R),

polynom P(x) (v každém bodě x ∈ R),

racionálńı lomená funkce R(x) = P(x)
Q(x) (v každém bodě x ∈ D(R), tj.

v každém bodě x , kde Q(x) 6= 0),

trigonometrické funkce (všude, kde jsou definovány),

elementárńı funkce (tj. konečné kombinace základńıch elementárńıch
funkćı) na svých definičńıch oborech.
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Diferenciálńı počet Spojitost a body nespojitosti

Př́ıklad 9

(a) f (x) =
√

4− x2, f (x) je spojitá na intervalu [−2, 2], tj. f ∈ C [−2, 2].

(b) f (x) = 1
x je spojitá na intervalu (−∞, 0), na intervalu (0,∞), ale

neńı spojitá na žádném intervalu obsahuj́ıćım nulu.

(c) Spojitost funkce na intervalech (−∞, 0) a [0,∞) ještě nemuśı stačit
pro spojitost na celém R. Nap̌r. funkce nabývaj́ıćı hodnotu 0 pro
x < 0 a hodnotu 1 pro x ≥ 0 je spojitá na každém z interval̊u
(−∞, 0) a [0,∞), ale neńı spojitá na R.

(d) Dirichletova funkce χ(x) =

{
0 x ∈ Q
1 x ∈ I

neńı spojitá v žádném bodě

(limx→x0 χ(x) neexistuje – libovolně malé okoĺı obsahuje 1 i 0).

(e) Funkce f (x) = x · χ(x) je spojitá v bodě x0 = 0 a neńı spojitá v
žádném jiném bodě.

lim
x→0

x︸︷︷︸
→0

χ(x)︸︷︷︸
ohraničená

= 0 (viz věta o ťrech limitách)
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Diferenciálńı počet Spojitost a body nespojitosti

Př́ıklad 10

Je-li funkce spojitá, limitu źıskáme prostým dosazeńım.

lim
x→−1

(x2 + 2x) = (−1)2 + 2(−1) = −1, lim
x→0

cos x = cos 0 = 1.

Př́ıklad 11

Ově̌rte tzv. základńı limity (limity, které poťrebujeme znát k odvozováńı
složitěǰśıch pravidel)

lim
x→0

sin x

x
= 1, lim

x→0

1− cos x

x
= 0, lim

x→0

ex −1

x
= 1,

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a, lim

x→0

ln(1 + x)

x
= 1, lim

x→0

loga(1 + x)

x
=

1

ln a
.
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Diferenciálńı počet Spojitost a body nespojitosti

Rozebereme prvńı z nich (ostatńı viz skripta), tedy limx→0
sin x
x = 1

∀x ∈ (0, π2 ) :

sin x < x < tg x ⇒ 1 <
x

sin x
<

1

cos x
⇒ 1 >

sin x

x
> cos x

všechny jdou do 1 pro x → 0+.
Protože sin x

x je sudá funkce, plat́ı to i pro x → 0−.

Poznámka 5 (Parita)

Pokud má funkce symetrický definičńı obor, tedy x ∈ D(f )⇒ −x ∈ D(f ),
pak je

sudá, jestliže pro ∀x ∈ D(f ) plat́ı, že f (−x) = f (x),

lichá, jestliže pro ∀x ∈ D(f ) plat́ı, že f (−x) = −f (x).
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Diferenciálńı počet Spojitost a body nespojitosti

Věta 5 (Weierstrassova)

Je-li funkce f (x) spojitá na intervalu [a, b], tj. na uzav̌reném konečném
intervalu, potom je na tomto intervalu ohraničená a nabývá v něm své
nejmenš́ı a nejvěťśı hodnoty.

Věta 6 (Bolzanova)

Je-li funkce f (x) spojitá na intervalu [a, b], potom f (x) nabývá v tomto
intervalu všech hodnot mezi svou nejmenš́ı a nejvěťśı hodnotou. Tj.
označ́ıme-li m := min f (x) a M := max f (x), potom pro každou hodnotu
y ∈ [m,M] existuje (alespoň jedno) c ∈ [a, b] tak, že plat́ı f (c) = y .

Důsledek

Je-li funkce f (x) spojitá na intervalu [a, b] a maj́ı-li hodnoty f (a) a f (b)
r̊uzná znaménka (tj. f (a) · f (b) < 0)), pak existuje bod c ∈ (a, b) tak, že
plat́ı f (c) = 0, tj. rovnice f (x) = 0 má v intervalu (a, b) alespoň jedno
řešeńı.
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Věta 7 (O spojitosti inverzńı funkce)

Je-li funkce f (x) spojitá a ryze monotónńı (tj. stále
”

roste“ nebo stále

”
klesá“) na intervalu I , potom je také inverzńı funkce f −1(x) spojitá a

ryze monotónńı na intervalu J := f (I ).

Z výše uvedené věty plyne spojitost cyklometrických funkćı arcsin x ,
arccos x , arctg x , arccotg x , a dále spojitost logaritmických funkćı.
Také plat́ı, že pokud funkce roste, inverze také roste (ovšem měńı se
rychlost, viz ex vs. ln x).
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Body nespojitosti

Rozlǐsujeme následuj́ıćı typy bodů nespojitosti.

(a) Odstranitelná nespojitost:
Existuje vlastńı limita limx→x0 f (x) = L, ale L 6= f (x0).
(f (x0) nemuśı být ani definována.)

(b) Nespojitost prvńıho druhu (skok):
Existuj́ı obě vlastńı jednostranné limity limx→x−0

f (x) = L1 a

limx→x+
0
f (x) = L2, ale L1 6= L2.

(c) Nespojitost druhého druhu:
Aspoň jedna jednostranná limita neexistuje, nebo je nevlastńı.
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Spojité dodefinováńı

Má-li funkce f v bodě x0 odstranitelnou nespojitost a limx→x0 f (x) = L,
můžeme ji v tomto bodě spojitě dodefinovat jako

f̃ (x) =

{
L, x = x0,

f (x), x ∈ D(f ) r {x0}.

Př́ıklad 12

f (x) =

{
sin x
x x 6= 0

0 x = 0

Funkce neńı spojitá v bodě x = 0, nebot’ limx→0
sin x
x = 1 6= f (0), x = 0 je

odstranitelná nespojitost.
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Př́ıklad 13

Funkce f (x) = arctg 1
x má skok v x = 0.

Př́ıklad 14

f (x) =

{
sin 1

x x 6= 0

0 x = 0

Limita limx→0 sin 1
x neexistuje, tedy x = 0 je nespojitost druhého druhu.

Př́ıklad 15

Funkce f (x) = e1/x má v x = 0 jednu jednostrannou limitu nevlastńı, je to
bod nespojitosti druhého druhu.
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Diferenciálńı počet Derivace, jej́ı základńı vlastnosti a geometrický význam

Definice 4 (Derivace funkce f v bodě)

Necht’ x0 je vniťrńım bodem D(f ). Jestliže existuje limita

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0

nazýváme tuto limitu derivaćı funkce f v bodě x0, ṕı̌seme f ′(x0).

Poznámka

Je-li limita limx→x0

f (x)−f (x0)
x−x0

∈ R řekneme, že funkce f má v bodě x0

vlastńı derivaci.

Je-li limita limx→x0

f (x)−f (x0)
x−x0

= ±∞ řekneme, že funkce f má v bodě
x0 nevlastńı derivaci +∞ nebo −∞.
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Definice 5 (Derivace funkce)

Má-li funkce f derivaci v každém bodě intervalu I ⊆ D(f ), pak se funkce
x 7→ f ′(x) nazývá derivace funkce f a znač́ı se f ′.

Definice 6 (Derivace zprava / zleva)

f ′+(x0) = lim
x→x+

0

f (x)− f (x0)

x − x0
, f ′−(x0) = lim

x→x−0

f (x)− f (x0)

x − x0

Poznámka

Zavedeńım h jako x = x0 + h źıskáme

f ′(x0) = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
.
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Diferenciálńı počet Derivace, jej́ı základńı vlastnosti a geometrický význam

Následuj́ıćı tvrzeńı jsou p̌ŕımým důsledkem tvrzeńı o limitách funkćı.

1 Funkce f má v bodě x0 nejvýše jednu derivaci.

2 Derivace v bodě existuje právě tehdy, když existuj́ı jednostranné
derivace a f ′+(x0) = f ′−(x0).

3 Necht’ funkce f , g maj́ı derivace v bodě x0, pak v x0 maj́ı derivace i
funkce: f ± g , f · g a je-li g(x0) 6= 0 i f /g .

Poznámka

Pozor, tvrzeńı 3 se týká pouze existence derivace, nikoli jej́ı hodnoty.
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Definice 7

Necht’ funkce f má v bodě x0 derivaci f ′(x0), pak se p̌ŕımka

y − f (x0) = f ′(x0)(x − x0)

nazývá tečna ke grafu funkce f v bodě [x0, y0].Př́ımka procházej́ıćı bodem
[x0, y0],která je kolmá k tečně v tomto bodě se nazývá normála ke grafu
funkce f v bodě [x0, y0].

Poznámka

Protože součin směrnic dvou vzájemně kolmých p̌ŕımek je roven −1, je
rovnice normály ke grafu funkce f v bodě x0

(i) pro f ′(x0) 6= 0

y − f (x0) =
−1

f ′(x0)
(x − x0),

(ii) pro f ′(x0) = 0
x = x0.
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Poznámka

Má-li funkce f v bodě x0 nevlastńı derivace a je v tomto bodě spojitá,
potom má v x0 tečnu

t : x = x0

a normálu
n : y = f (x0).

(Nap̌r. funkce f (x) = 3
√
x v bodě x0 = 0.)
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Př́ıklad 16

Určete rovnici tečny a normály ke grafu funkce y =
√

1− x2 v bodě[
1√
2
, 1√

2

]
.

f
(

1√
2

)
= 1√

2
, tedy jedná se o bod grafu funkce.

f ′(x) = −x√
1−x2

, f ′
(

1√
2

)
=
− 1√

2√
1−1

2

= −1

t : y − 1√
2

= −1
(
x − 1√

2

)
t : y = −x +

√
2

n : y − f (x0) = −1
f ′(x0) (x − x0) (f ′(x0) 6= 0)

n : y − 1√
2

= 1
(
x − 1√

2

)
n : y = x
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Geometrický význam derivace

Sečna grafu funkce f procházej́ıćı body [x0, f (x0)] a [x0 + h, f (x0 + h)] má
směrnici

tgϕ =
f (x0 + h)− f (x0)

h
.

Jestliže se s bodem x0 + h bĺıž́ıme k bodu x0 (tj. provád́ıme limitńı
p̌rechod h→ 0), p̌rejde tato sečna v tečnu v bodě [x0, f (x0)]. Směrnice
tečny ke grafu funkce f v bodě x0 je tedy

lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
,

což je p̌resně derivace funkce f v bodě x0.
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Diferenciálńı počet Derivace, jej́ı základńı vlastnosti a geometrický význam

Derivace v praxi

. Je-li s(t) poloha hmotného bodu na p̌ŕımce v čase t, potom je výraz

celková dráha

celkový čas
=

s(t)− s(t0)

t − t0

roven pr̊uměrné rychlosti za časový úsek [t0, t]. Zřejmě je pak

lim
t→t0

s(t)− s(t0)

t − t0
= s ′(t0)

rychlost v okamžiku t0, tedy v(t) = s ′(t). Rychlost je derivace dráhy.
Zde je nutné vźıt v úvahu, že rychlost v(t) má znaménko, tj. v(t) > 0 ve
směru pohybu, kdy se s(t) zvěťsuje a v(t) < 0, když se s(t) zmenšuje.

. Protože je zrychleńı a(t) změna rychlosti, podobně plat́ı, že

lim
t→t0

v(t)− v(t0)

t − t0
= v ′(t0)

je zrychleńı v okamžiku t0, tj. a(t) = v ′(t). Zrychleńı je derivace rychlosti.
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. Protože plat́ı, že

výkon =
změna práce

změna času
,

je P(t) = W ′(t). Výkon je derivace práce.

. Protože plat́ı, že

elektrický proud =
změna elektrického náboje

změna času
,

je I (t) = Q ′(t). Proud je derivace náboje.
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Věta 8

Necht’ funkce f a g maj́ı v bodě x0 derivaci a necht’ c ∈ R je libovolné.
Pak plat́ı

(i)
(cf )′ = cf ′,

(ii)
(f ± g)′ = f ′ ± g ′,

(iii)
(f · g)′ = f ′ · g + f · g ′,

(iv) (
f

g

)′
=

f ′ · g − f · g ′

g2
pro g 6= 0.
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Důkaz (iii).

(
f (x) · g(x)

)′
x=x0

= lim
h→0

f (x + h)g(x + h)− f (x)g(x)

h

= lim
h→0

f (x + h)g(x + h)− f (x)g(x + h) + f (x)g(x + h)− f (x)g(x)

h

= lim
h→0

g(x + h)
f (x + h)− f (x)

h
+ lim

h→0
f (x)

g(x + h)− g(x)

h

= lim
h→0

g(x + h)︸ ︷︷ ︸
g(x)

· lim
h→0

f (x + h)− f (x)

h︸ ︷︷ ︸
f ′(x)

+f (x) · lim
h→0

g(x + h)− g(x)

h︸ ︷︷ ︸
g ′(x)

= f ′(x0)g(x0) + f (x0)g ′(x0).

(Pro h→ 0 máme x → x0.)
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Věta 9

Má-li funkce v bodě x0 derivaci (vlastńı), pak je v tomto bodě spojitá.

Důkaz.

lim
x→x0

(f (x)− f (x0)) = lim
x→x0

(x − x0) · f (x)− f (x0)

x − x0
=

lim
x→x0

(x − x0)︸ ︷︷ ︸
0

· lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0︸ ︷︷ ︸
č́ıslo∈R

= 0.
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Poznámka

Opačné tvrzeńı neplat́ı – ze spojitosti neplyne existence derivace.
Nap̌r. funkce f (x) = |x | je spojitá na celém R, ale v x0 = 0 nemá derivaci.

© Petr Hasil (MUNI) Diferenciálńı počet MB152 49 / 142
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Uvažujme soukoĺı ťŕı ozubených kol, p̌ričemž kolo A má 12 zubů, kolo B
má 4 zuby a kolo C má 6 zubů. Jestliže kolo A udělá a otáček, kolo B
udělá b otáček a kolo C udělá c otáček, potom plat́ı

a =
1

3
b, b =

3

2
c , a tedy je a =

1

3
b =

1

3

3

2
c =

1

2
c.

Velikost změny a ke změně b je žrejmě 1
3 , velikost změny b ke změně c je

žrejmě 3
2 , a proto velikost změny a ke změně c je 1

3 ·
3
2 = 1

2 .

Ukázali jsme tedy, že p̌ri skládáńı funkćı se velikost změn násob́ı.

Věta 10

Necht’ funkce f má derivaci v bodě x0 a funkce g má derivaci v bodě
y0 = f (x0). Pak složená funkce

F (x) = g
(
f (x)

)
= (g ◦ f )(x)

má derivaci v bodě x0 a plat́ı, že

F ′(x0) = g ′
(
f (x0)

)
· f ′(x0) = g ′(y0) · f ′(x0).
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Diferenciálńı počet Výpočet derivace

Věta 11

Necht’ funkce f má pro každé x ∈ I derivaci a f ′(x) 6= 0. Pak na intervalu
J = f (I ) = {y : ∃x ∈ I , f (x) = y} existuje funkce inverzńı a pro jej́ı
derivaci plat́ı

[f −1(x)]′ =
1

f ′(f −1(x))
.

Důkaz (odvozeńı).

f (f −1(x)) = x
derivujeme→ f ′(f −1(x)) · [f −1(x)]′ = 1

⇓

[f −1(x)]′ =
1

f ′(f −1(x))
.
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Věta 12 (O derivaci elementárńıch funkćı)

Necht’ n ∈ Z, a, b, c , α ∈ R, a, b > 0, b 6= 1.

(c)′ = 0,

(xn)′ = nxn−1,

(ex)′ = ex ,

(ax)′ = ax · ln a,

(ln x)′ = 1
x ,

(logb x)′ = 1
x ·ln b ,

(xα)′ = αxα−1,

(sin x)′ = cos x ,

(cos x)′ = − sin x .

(tg x)′ = 1
cos2 x

,

(cotg x)′ = − 1
sin2 x

,

(arcsin x)′ = 1√
1−x2

,

(arccos x)′ = − 1√
1−x2

,

(arctg x)′ = 1
1+x2 ,

(arccotg x)′ = − 1
1+x2 .
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Důkaz.

(c)′ = 0, c ∈ R:

(c)′ = lim
h→0

f (x + h)− f (x)

h
= lim

h→0

c − c

h
= lim

h→0
0 = 0.

(xn)′ = nxn−1, n ∈ N:

(xn)′ = lim
h→0

(x + h)n − xn

h

= lim
h→0

xn +
(n

1

)
xn−1h +

(n
2

)
xn−2h2 + · · ·+

(n
n

)
hn − xn

h

= lim
h→0

[
nxn−1 +

(
n

2

)
xn−2h + · · ·+ hn−1

]
= nxn−1.

(x−n)′ = −nx−n−1, n ∈ N:(
x−n

)′
=

(
1

xn

)′
=

0 · xn − 1 · (xn)′

x2n
=
−nxn−1

x2n
= −nx−n−1.
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(ex)′ = ex :

(ex)′ = lim
h→0

ex+h− ex

h
= lim

h→0

ex(eh−1)

h

= ex lim
h→0

eh−1

h
= ex ·1 = ex .

(ax)′ = ax · ln a, a ∈ R+:

(ax)′ =
(

eln ax
)′

=
(

ex ln a
)′

= ex ln a (1 · ln a + x · 0) = ax ln a.

(ln x)′ = 1
x

(ln x)′ =

∣∣∣∣f −1(x) = ln x , f (x) = ex ⇒ 1

f ′(f −1(x))

∣∣∣∣ =
1

eln x
=

1

x
.

(logb x)′ = 1
x ·ln b , b ∈ R+ r {1}:

(logb x)′ =

(
ln x

ln b

)′
=

1

ln b
(ln x)′ =

1

x · ln b
.
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(xα)′ = αxα−1, α ∈ R:

(xα)′ =
(

eα ln x
)′

= eα ln x α

x
= xα

α

x
= αxα−1.
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(sin x)′ = cos x :

(sin x)′ = lim
h→0

sin(x + h)− sin x

h
= lim

h→0

sin x cos h + cos x sin h − sin x

h

= lim
h→0

cos x
sin h

h
+ lim

h→0
sin x

cos h − 1

h

= cos x lim
h→0

sin h

h
+ sin x lim

h→0

cos h − 1

h

= cos x − 2 sin x lim
h→0

sin2(h/2)

h

= cos x − 2 sin x lim
h→0

sin(h/2)

h︸ ︷︷ ︸
=1/2

lim
h→0

sin(h/2)

= cos x − 0 = cos x .

cos x podobně, tg x a cotg x jako derivaci pod́ılu.
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(arcsin x)′ = 1√
1−x2

:

(arcsin x)′ =

∣∣∣∣f −1(x) = arcsin x , f (x) = sin x ⇒ 1

f ′(f −1(x))

∣∣∣∣
=

1

cos(arcsin x)
=

1√
1− sin2(arcsin x)

=
1√

1− x2
.

(arccos x)′ = − 1√
1−x2

(arccos x)′ =
∣∣ arccos x = π/2− arcsin x

∣∣ =
−1√

1− x2
.
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(arctg x)′ = 1
1+x2 :

(arctg x)′ =

∣∣∣∣f −1(x) = arctg x , f (x) = tg x ⇒ 1

f ′(f −1(x))

∣∣∣∣
=

1
1

cos2(arctgx)

=
1

1 + tg2(arctg x)
=

1

1 + x2
.

Obr. 1: cos x = 1√
1+tg2 x
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(arccotg x)′ = − 1
1+x2 :

(arccotg x)′ =
∣∣ arctg x + arccotg x = π/2

∣∣ = − 1

1 + x2
.
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Diferenciálńı počet Výpočet derivace

Věta 13 (Logaritmická derivace)[
f (x)g(x)

]′
= f (x)g(x)

[
g ′(x) ln f (x) + g(x)

f ′(x)

f (x)

]

Důkaz.

[
f (x)g(x)

]′
=
[
eln(f (x))g(x)

]′
=
[
eg(x) ln f (x)

]′
= eg(x) ln f (x)

[
g ′(x) ln f (x) + g(x)

1

f (x)
f ′(x)

]
= f (x)g(x)

[
g ′(x) ln f (x) + g(x)

f ′(x)

f (x)

]
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Diferenciálńı počet Výpočet derivace

Definice 8 (Derivace vyš́ıch řádů)

f ′′ := (f ′)′, . . . , f (n) =
(
f (n−1)

)′
.

Př́ıklad 17

Odvod’te vzorec pro výpočet n-té derivace funkce 1
x .

f ′ = − 1

x2
, f ′′ =

2

x3
, f ′′′ = −2 · 3

x4
, . . . , f (n) = (−1)n

n!

xn+1

Indukčńı krok:

f (n+1) =
[
(−1)n

n!

xn+1

]′
= −(−1)n

n!(n + 1)

xn+2
= (−1)n+1 (n + 1)!

xn+2
.
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Diferenciálńı počet Výpočet derivace

Věta 14 (Leibnitzovo pravidlo)

Pro n-tou derivaci součinu plat́ı vzorec

(f · g)(n) =
n∑

i=0

(
n

i

)
f (i)g (n−i).

Př́ıklad 18

Vypočtěte ťret́ı derivaci funkce f (x) = ex sin 2x .

f ′′′ = ex sin 2x + 3 · 2 ex cos 2x − 3 · 4 ex sin 2x − 8 ex cos 2x

= ex(sin 2x + 6 cos 2x−12 sin 2x−8 cos 2x) = ex(−11 sin 2x−2 cos 2x).
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Diferenciálńı počet Věty o sťredńı hodnotě

Věta 15 (Rolleova věta o sťredńı hodnotě)

Necht’ funkce f je spojitá na intervalu [a, b] a na otev̌reném intervalu
(a, b) existuje jej́ı derivace f ′.
Jestliže f (a) = f (b), pak existuje c ∈ (a, b) takové, že f ′(c) = 0.

Věta 16 (Lagrangeova)

Necht’ funkce f je spojitá na intervalu [a, b] a na intervalu (a, b) existuje
derivace f ′.
Pak existuje c ∈ (a, b)takové, že f (b)− f (a) = f ′(c)(b − a), tj.

f ′(c) =
f (b)− f (a)

b − a
.
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Diferenciálńı počet Věty o sťredńı hodnotě

Poznámka

Předpoklady vět 15 a 16 nelze zeslabit. Nap̌r. p̌redpoklad spojitosti na
[a, b] nelze nahradit spojitost́ı na (a, b) (obr. 2). Nelze ani vypustit
p̌redpoklad existence derivace (obr. 3).

Obr. 2: Interval (a, b] Obr. 3: Existence derivace

Důsledek

Jsou-li f (x) a g(x) diferencovatelné na (a, b), potom

f ′(x) = 0 na (a, b) ⇒ f (x) ≡ c na (a, b).

f ′(x) = g ′(x) na (a, b) ⇒ f (x) = g(x) + c na (a, b)
(f (x) a g(x) se lǐśı o konstantu).
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Diferenciálńı počet L’Hospitalovo pravidlo

Věta 17 (L’Hospitalovo pravidlo)

Necht’ x0 ∈ R∗, na ryźım okoĺı x0 jsou funkce f , g diferencovatelné a
g ′(x) 6= 0. Dále necht’ je splněna jedna z podḿınek

(i) limx→x0 f (x) = 0 = limx→x0 g(x),

(ii) limx→x0 |g(x)| =∞.

Existuje-li (vlastńı nebo nevlastńı)

lim
x→x0

f ′(x)

g ′(x)
,

pak existuje také

lim
x→x0

f (x)

g(x)

a obě limity jsou stejné. Tvrzeńı plat́ı i pro jednostranné limity.
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Diferenciálńı počet L’Hospitalovo pravidlo

Poznámka

Jestliže neexistuje limita derivaćı, neznamená to, že neexistuje původńı
limita. Pouze nejde použ́ıt L’Hospitalovo pravidlo.

lim
x→∞

x + sin x

x + cos x
=
∣∣∣∞∞ ∣∣∣ = lim

x→∞

1 + cos x

1− sin x
.

Tato limita neexistuje, tedy L’Hospitalovo pravidlo nelze použ́ıt. Původńı
limitu ale snadno spoč́ıtáme.

lim
x→∞

x + sin x

x + cos x
= lim

x→∞

1 + sin x
x

1 + cos x
x

= 1.
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Diferenciálńı počet L’Hospitalovo pravidlo

Poznámka

L’Hospitalovo pravidlo lze použ́ıvat opakovaně, tj.

lim
x→x0

f (x)

g(x)
=
∣∣∣0
0

∣∣∣ = lim
x→x0

f ′(x)

g ′(x)
=
∣∣∣0
0

∣∣∣ = lim
x→x0

f ′′(x)

g ′′(x)
= · · ·

Pozor na splněńı p̌redpokladů!

Př́ıklad 19

lim
x→0

ex − e−x −2x

x − sin x
= lim

x→0

ex + e−x −2

1− cos x

= lim
x→0

ex − e−x

sin x
= lim

x→0

ex + e−x

cos x
=

2

1
= 2
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Diferenciálńı počet L’Hospitalovo pravidlo

Neurčité výrazy

0

0
,
∞
∞
, 0 · ∞, ∞−∞, 00, 1∞, ∞0.

0 · ∞ = 0
1
∞

= ∞
1
0

limx→x0 [f (x)]g(x) = limx→x0 eg(x) ln f (x) = elimx→x0 g(x) ln f (x)

00 → e0·(−∞), 1∞ → e∞·0, ∞0 → e0·∞

∞−∞

f − g =
1
1
f

− 1
1
g

=

1
g −

1
f

1
fg

= |00 | = . . .

(tento obrat se témě̌r nepouž́ıvá - věťsinou to jde mnohem jednodušeji úpravami)
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Diferenciálńı počet L’Hospitalovo pravidlo

”
0 · ∞“

lim
x→0+

x · ln x = |0 · (−∞)| = lim
x→0+

ln x
1
x

= |−∞∞ |

= lim
x→0+

1
x
−1
x2

= lim
x→0+

(−x) = 0

”
∞−∞“

lim
x→0

(
1

x
− cotg x

)
= |(∞−∞)+, (−∞+∞)−|

= lim
x→0

(
sin x − x cos x

x sin x

)
= |00 | = lim

x→0

(
cos x − cos x + x sin x

sin x + x cos x

)
= |00 |

= lim
x→0

(
sin x + x cos x

cos x + cos x − x sin x

)
=

0

2
= 0
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Diferenciálńı počet L’Hospitalovo pravidlo

”
∞−∞“

lim
x→∞

(
3
√

x3 + x2 − x
)

= |∞ −∞|

= lim
x→∞

(
3
√

x3 + x2 − x
) 3
√

(x3 + x2)2 + x 3
√
x3 + x2 + x2

3
√

(x3 + x2)2 + x 3
√
x3 + x2 + x2

= lim
x→∞

x3 + x2 − x3

3
√

(x3 + x2)2 + x 3
√
x3 + x2 + x2

= lim
x→∞

1

3

√
(1 + 1

x )2 + 3

√
1 + 1

x + 1
=

1

3
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Diferenciálńı počet L’Hospitalovo pravidlo

”
00“

lim
x→0+

x sin x = |00| = elimx→0+ sin x ln x = ∗

lim
x→0+

sin x ln x = |0 · (−∞)| = lim
x→0+

ln x
1

sin x

= |−∞∞ | = lim
x→0+

1
x

−cosx
sin2 x

= − lim
x→0+

sin2 x

x cos x
= − lim

x→0+

1

cos x
lim

x→0+

sin2 x

x
= |00 |

= −1 lim
x→0+

2 sin x cos x

1
= 0

∗ = e0 = 1
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Diferenciálńı počet L’Hospitalovo pravidlo

”
1∞“

lim
x→0

(sin x

x

) 1
x2

= |1∞| = elimx→0
1
x2 ln sin x

x = ∗

lim
x→0

1

x2
ln

sin x

x
= |∞ · 0| = lim

x→0

ln sin x
x

x2
= |00 |

= lim
x→0

x
sin x

x cos x−sin x
x2

2x
= lim

x→0

x cos x − sin x

2x3
= |00 |

= lim
x→0

cos x − x sin x − cos x

6x2
= |00 | = lim

x→0

− sin x − x cos x

12x
= |00 |

= lim
x→0

− cos x − cos x + x sin x

12
=
−1

6

∗ = e−1/6
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Diferenciálńı počet Derivace implicitně zadaných funkćı

Funkce f (x) zadaná vzorcem y = f (x) je zadaná explicitně, nap̌r.

y = x + sin x .

Funkce zadaná rovnićı F (x , y) = 0 je zadaná implicitně, nap̌r.

x2 + sin(xy)− 2y = 0.

Implicitně zadanou funkci lze derivovat s využit́ım pravidla pro
derivaci složené funkce.

Poznámka 6

Základńım p̌redpokladem je, že vše prob́ıhá v bodech, kde je derivace
F (x , y) podle y (tj. podle proměnné, která reprezentuje funkci) nenulová.
Pro derivace lze odvodit vzorce s použit́ım parciálńıch derivaćı (viz
diferenciálńı počet v́ıce proměnných), zde je budeme poč́ıtat p̌ŕımo
(obt́ıžnost je prakticky stejná).
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Diferenciálńı počet Derivace implicitně zadaných funkćı

Př́ıklad 20

Určeme směrnici tečny ke kružnici x2 + y2 = 25 v bodě P = [−3, 4].
Derivováńım zadané rovnice podle proměnné x dostaneme (proměnnou y
chápeme jako funkci, tj. y = y(x))

(x2 + y2)′ = (25)′ ⇒ 2x + 2yy ′ = 0 ⇒ y ′ = −x

y
.

A proto je směrnice tečny v bodě P (tedy derivace v bodě P) rovna

y ′ = −−3

4
=

3

4
.

Poznámka 7

Kružnice x2 + y2 = 25 zadává implicitně dvě funkce, horńı a dolńı
p̊ulkružnici, které lze explicitně vyjáďrit jako y =

√
25− x2 a

y = −
√

25− x2 a následně si
”

vybrat“, se kterou poťrebujeme dále
pracovat. Často ale explicitńı vyjáďreńı neńı možné, nebo je práce s
implicitńım tvarem efektivněǰśı.
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Diferenciálńı počet Derivace implicitně zadaných funkćı

Př́ıklad 21

Určeme derivaci funkce y = f (x), která je zadaná rovnićı 4y = x3 + cos y .
Derivováńım zadané rovnice podle proměnné x dostaneme

(4y)′ = (x3 + cos y)′ ⇒ 4y ′ = 3x2 − (sin y) y ′ ⇒ y ′ =
3x2

4 + sin y
.
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Diferenciálńı počet Derivace implicitně zadaných funkćı

Př́ıklad 22

Určeme prvńı a druhou derivaci funkce y = f (x), která je zadaná rovnićı
3x4 − 4y3 = 1. Tedy
(3x4−4y3)′ = (1)′ ⇒ 12x3−12y2y ′ = 0 ⇒ x3 − y2y ′ = 0 ⇒ y ′ = x3

y2 .
Pro zisk vyš̌śı derivace postup opakujeme, tj.

(x3 − y2y ′)′ = (0)′ ⇒ 3x2 − (2yy ′ · y ′ + y2 · y ′′) = 0

⇒ 3x2 − 2y (y ′)2 − y2 y ′′ = 0 ⇒ y ′′ =
3x2 − 2y (y ′)2

y2
.

Ve výsledku dosad́ıme za y ′ z p̌redchoźıho výpočtu, tj.

y ′′ =
3x2 − 2y

(
x3

y2

)2

y2
=

3x2y3 − 2x6

y5
.
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Diferenciálńı počet Derivace implicitně zadaných funkćı

Př́ıklad 23

Člověk výšky 180 cm jde rychlost́ı 1.5 m/s k pouličńı lampě, jej́ıž zdroj
světla je 4.8 metr̊u nad zeḿı.

(i) Jakou rychlost́ı se pohybuje špička jeho st́ınu?

(ii) Jakou rychlost́ı se měńı délka jeho st́ınu, když je daný člověk 3 metry
od stojanu lampy?

x(t) = pozice člověka [m],

y(t) = pozice špičky jeho st́ınu [m],

t = čas [s].

Potom v́ıme, že x ′(t) = −1.5 m/s (vzdálenost od lampy se zmenšuje,
proto je tato derivace záporná). Hledáme

(i) y ′(t),

(ii) [y(t)− x(t)]′ pro x = 3 m.
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Diferenciálńı počet Derivace implicitně zadaných funkćı

(i) Z podobnosti pravoúhlých trojúhelńık̊u vyplývá, že

4.8

y(t)
=

1.8

y(t)− x(t)
⇒ y(t) = 1.6 x(t).

Derivováńım podle t obdrž́ıme

y ′(t) = 1.6 x ′(t) ⇒ y ′(t) = 1.6 · (−1.5) = −2.4 m/s.

Špička st́ınu se pohybuje rychlost́ı 2.4 m/s (p̌ribližuje se k lampě).

(ii) Máme

y(t)− x(t) =
1.8

4.8
y(t) = 0.375 y(t),

tj. po derivováńı a dosazeńı

[y(t)− x(t)]′ = 0.375 y ′(t) = 0.375 · (−2.4) = −0.9 m/s.

St́ın se zkracuje a to rychlost́ı 0.9 m/s (rychlost nezáviśı na
vzdálenosti člověka od lampy).

�
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Diferenciálńı počet Derivace implicitně zadaných funkćı

Př́ıklad 24

Policejńı vrtulńık let́ı 3 km nad rovnou cestou v obci rychlost́ı 120 km/h.
Pilot vid́ı protijedoućı auto a radarem zjist́ı, že když je auto od něj 5 km
daleko, jejich vzdálenost se zmenšuje rychlost́ı 160 km/h. Určete rychlost
auta v tomto okamžiku.

x(t) = auta (vodorovná) [km],

y(t) = vrtulńıku (vodorovná) [km],

t = čas [h],

s(t) = vzdušná vzdálenost vrtulńıku a auta [km].

Tedy y ′(t) = 120 km/h a s ′(t) = −160 km/h pro s = 5 km
(jejich vzdušná vzdálenost se zmenšuje, proto je derivace záporná).

Hledáme x ′(t) v tomto okamžiku.
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Diferenciálńı počet Derivace implicitně zadaných funkćı

Z rovnice
[x(t)− y(t)]2 + 32 = s2(t)

dostaneme derivováńım podle t

2 [x(t)− y(t)] [x ′(t)− y ′(t)] = 2 s(t) s ′(t),

tedy

x ′(t) = y ′(t) +
s(t) s ′(t)

x(t)− y(t)
.

Pro s = 5 km je x − y =
√

52 − 32 = 4 km, tedy dosazeńım do výše
uvedeného vztahu dostaneme pro daný okamžik, že

x ′(t) = 120 +
5 · (−160)

4
= −80 km/h.

Auto jede (p̌ribližuje se z pohledu pilota vrtulńıku) v obci rychlost́ı
80 km/h. �
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Diferenciálńı počet Lokálńı a globálńı extrémy, optimalizace

Definice 9

Bud’ f funkce a M ⊆ D(f ). Řekneme, že funkce f je na množině M

rostoućı, jestliže
∀x1, x2 ∈ M : x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2),

neklesaj́ıćı, jestliže
∀x1, x2 ∈ M : x1 < x2 ⇒ f (x1) ≤ f (x2),

klesaj́ıćı, jestliže
∀x1, x2 ∈ M : x1 < x2 ⇒ f (x1) > f (x2),

nerostoućı, jestliže
∀x1, x2 ∈ M : x1 < x2 ⇒ f (x1) ≥ f (x2).

Věta 18

Necht’ f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0) pro všechna x ∈ I = (a, b). Pak je funkce f
na I rostoućı (klesaj́ıćı). Je-li f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0) na I , pak je f
neklesaj́ıćı (nerostoućı).
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Diferenciálńı počet Lokálńı a globálńı extrémy, optimalizace

Poznámka

Opačná implikace
”
f je rostoućı⇒ f ′(x) > 0“ obecně neplat́ı, nap̌r. funkce

f (x) = x + sin x je rostoućı R, ale f ′(x) = 0 pro x = (2k + 1)π (k ∈ Z).

Plat́ı: f je rostoućı ⇒ f ′(x) ≥ 0 a rovnost nule nenastane na žádném
podintervalu intervalu I , kde je funkce rostoućı (tj. na žádném intervalu
věťśım než jeden bod). Kdyby f ′(x) = 0 na (x1, x2), x1 < x2, tak podle
Lagrangeovy věty ∃c ∈ (x1, x2) : f (x2)− f (x1) = f ′(c)︸ ︷︷ ︸

=0

(x2 − x1) ⇒

f (x1) = f (x2), což je spor s t́ım, že je funkce rostoućı.
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Diferenciálńı počet Lokálńı a globálńı extrémy, optimalizace

Definice 10 (Lokálńı extrémy)

Řekneme, že funkce f má v bodě x0 lokálńı maximum (minimum), jestliže
existuje O(x0) takové, že f (x) ≤ f (x0) (f (x) ≥ f (x0)) pro ∀x ∈ O(x0).

Jsou-li nerovnosti pro x 6= x0 ostré, mluv́ıme o ostrém lokálńım maximu,
resp. minimu.
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Diferenciálńı počet Lokálńı a globálńı extrémy, optimalizace

Věta 19 (Nutná podḿınka pro lokálńı extrém funkce maj́ıćı derivaci)

Necht’ funkce f má v bodě x0 lokálńı extrém a existuje f ′(x0).
Pak f ′(x0) = 0.

Důkaz.

Př́ıpady f ′(x0) > 0 a f ′(x0) < 0 vedou ke sporu s faktem, že funkce f má
v bodě x0 lokálńı extrém.

Definice 11

Body, kde f ′(x) = 0, se nazývaj́ı stacionárńı body funkce f .

© Petr Hasil (MUNI) Diferenciálńı počet MB152 88 / 142



Diferenciálńı počet Lokálńı a globálńı extrémy, optimalizace

Věta 20

Necht’ funkce f je spojitá v bodě x0. Jestliže existuje okoĺı P−(x0), v němž
je funkce f rostoućı (klesaj́ıćı), a P+(x0), v němž je funkce klesaj́ıćı
(rostoućı), pak má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı maximum (minimum).

Důkaz.

I f (x0) > f (x) v levém i pravém okoĺı bodu x0 (minimum podobně)

I pozor na spojitost
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Diferenciálńı počet Lokálńı a globálńı extrémy, optimalizace

Věta 21

Necht’ je funkce f spojitá v bodě x0. Jestliže existuje okoĺı P−(x0), kde
f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0), a P+(x0), kde f ′(x) < 0 (f ′(x) > 0), pak má
funkce f v bodě x0 ostré lokálńı maximum (minimum).

Důkaz.

Plyne z vět 18 a 20.
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Diferenciálńı počet Lokálńı a globálńı extrémy, optimalizace

Věta 22

Necht’ bod x0 je stacionárńım bodem funkce f (tj. f ′(x0) = 0), a plat́ı, že
f ′′(x0) > 0 (f ′′(x0) < 0). Pak má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı
minimum (maximum).

Důkaz.

f ′′(x0) > 0 ⇒ f ′ je v x0 rostoućı, tedy

∃P−(x0) : f ′(x) < f ′(x0) = 0,

∃P+(x0) : f ′(x) > f ′(x0) = 0.

f ′(x0) existuje ⇒ f je spojitá v x0. V P−(x0) je f klesaj́ıćı, v P+(x0) je f
rostoućı, tedy x0 je ostré lokálńı minimum. (Pro maximum podobně.)
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Diferenciálńı počet Lokálńı a globálńı extrémy, optimalizace

Definice 12 (Absolutńı (globálńı) extrémy)

Bud’ f : [a, b]→ R. Řekneme, že funkce f má v bodě x0 ∈ [a, b]
absolutńı maximum (minimum) na intervalu [a, b], jestliže pro všechna
x ∈ [a, b] plat́ı, že

f (x) ≤ f (x0) (f (x) ≥ f (x0)).

Jsou-li nerovnosti pro x 6= x0 ostré, mluv́ıme o ostrých absolutńıch
extrémech funkce na [a, b].
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Diferenciálńı počet Lokálńı a globálńı extrémy, optimalizace

Věta 23

Necht’ funkce f je spojitá na intervalu [a, b]. Pak funkce f nabývá svého
absolutńıho maxima i minima na intervalu [a, b] a to bud’ v bodě lokálńıho
extrému lež́ıćıho v (a, b) nebo v jednom z krajńıch bod̊u x = a, x = b.

Důkaz.

Podle 2. Weierstrassovy věty existuj́ı x1, x2 ∈ [a, b] takové, že

f (x1) = sup{f (x) : x ∈ [a, b]}, f (x2) = inf{f (x) : x ∈ [a, b]}.

Pro x = x1 máme možnosti: Bud’ x1 = a, nebo x1 = b, nebo x1 ∈ (a, b),
pak je x1 bodem lokálńıho maxima. Analogicky pro x2.
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Diferenciálńı počet Lokálńı a globálńı extrémy, optimalizace

Poznámka

Globálńı extrémy spojité funkce f na intervalu [a, b] hledáme takto:

Urč́ıme stacionárńı body a body uvniťr intervalu [a, b], v nichž neexistuje
derivace, pak porovnáme funkčńı hodnoty v těchto bodech s hodnotami
f (a) a f (b).
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Diferenciálńı počet Lokálńı a globálńı extrémy, optimalizace

Př́ıklad 25

Do kružnice s poloměrem r vepǐste rovnoramenný trojúhelńık s
maximálńım obsahem. Tento maximálńı obsah určete.

P = 1
2zv = 1

2 2
√
r2 − x2(x + r)

= (r + x)
√
r2 − x2

→ max, x ∈ [−r , r ]

P = P(x), P(−r) = 0 = P(r)

P ′(x) =
√
r2 − x2 + (r + x) −x√

r2−x2
= −2x2−rx+r2

√
r2−x2

= 0

⇒ x1 = −r 6∈ (−r , r), x2 = r/2 (max. nap̌r. z P ′′)

P(r/2) = (r + r/2)
√

r2 − r2/4 = 3
4

√
3r2
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Diferenciálńı počet Lokálńı a globálńı extrémy, optimalizace

Př́ıklad 26

Určete rozměry otev̌reného zahradńıho bazénu se čtvercovým dnem
daného objemu 32 m3 tak, aby se na vyzděńı jeho dna a stěn spoťrebovalo
minimum materiálu. Délka bazénu muśı být v rozmeźı 2–8 metr̊u.

Ze zadaného objemu vyjáďŕıme výšku bazénu

V = a2 · v ⇒ v = V
a2 .

Funkce určuj́ıćı obsah dna a stěn je

S = a2 + 4 · v · a ⇒ S(a) = a2 + 4V
a ,

kterou chceme minimalizovat pro a ∈ [2, 8].

Nejprve najdeme stacionárńı bod

S ′(a) = 2a− 4V

a2
= 0 ⇒ a =

3
√

2V
V=32⇒ a = 4, v = 2.
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Diferenciálńı počet Lokálńı a globálńı extrémy, optimalizace

Nyńı porovnáme hodnotu funkce objemu v nalezeném bodě a = 4
s hodnotami v krajńıch bodech, tj.

S(a) = a2 + 4·32
a ⇒ V (2) = 68, V (4) = 48, V (8) = 80.

Globálńı minimum je tedy v nalezeném stacionárńım bodě a optimálńı
rozměry bazénu splňuj́ıćıho zadáńı jsou 4× 4× 2.

Ově̌reńı, že jde skutečně o globálńı extrém, je samožrejmě možné
i postupem z pr̊ubehu funkce, ten ale bývá věťsinou zdlouhavěǰśı. Zde
nap̌r. ově̌ŕıme, že objem na obě strany od stacionárńıho bodu roste a nižš́ı
hodnota tedy jinde být nemůže.

a (0, 4) (4,∞)

sgnS ′ − +

S ↘ ↗
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Diferenciálńı počet Konvexnost, konkávnost a inflexńı body

Definice 13 (Konvexńı a konkávńı funkce)

Funkce f (x) maj́ıćı vlastńı derivaci na intervalu I ⊆ D(f ) se nazývá

konvexńı na intervalu I , pokud je f ′(x) neklesaj́ıćı na I ,

konkávńı na intervalu I , pokud je f ′(x) nerostoućı na I ,

osťre konvexńı na intervalu I , pokud je f ′(x) rostoućı na I ,

osťre konkávńı na intervalu I , pokud je f ′(x) klesaj́ıćı na I .

Poznámka

Nadgraf (množina {[x , y ] ∈ R2 : x ∈ D(f ), y ≥ f (x)}) konvexńı funkce je
konvexńı množina.

Věta 24

Necht’ funkce f má na otev̌reném intervalu I vlastńı druhou derivaci a plat́ı

f ′′(x) > 0 (f ′′(x) < 0) ∀x ∈ I .

Pak funkce f je na intervalu I osťre konvexńı (osťre konkávńı).
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Diferenciálńı počet Konvexnost, konkávnost a inflexńı body

Věta 25

Necht’ funkce f má na intervalu I derivaci a pro libovolné x0 ∈ I plat́ı

f (x) ≥ f (x0) + f ′(x0)(x − x0), ∀x ∈ I , (2)

tj. graf funkce f lež́ı nad tečnou sestrojenou v libovolném bodě x0 ∈ I .
Pak je funkce f konvexńı na intervalu I .

Poznámka

f (x) ≤ f (x0) + f ′(x0)(x − x0), ∀x , x0 ∈ I ,

tj. graf funkce f lež́ı pod tečnou sestrojenou v libovolném bodě x0 ∈ I , pak
je f na intervalu I konkávńı.
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Diferenciálńı počet Konvexnost, konkávnost a inflexńı body

Definice 14

Předpokládejme, že funkce f má v bodě x0 derivaci f ′(x0).
Řekneme, že funkce f má v bodě x0 inflexńı bod (graf funkce f má inflexńı
bod), jestliže existuje okoĺı P−(x0), v němž je funkce ryze konvexńı
(konkávńı), a okoĺı P+(x0), v němž je f ryze konkávńı (konvexńı).
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Diferenciálńı počet Konvexnost, konkávnost a inflexńı body

Poznámka

Definici konvexnosti a konkávnosti funkce vyhovuje j́ı i lineárńı funkce
y = ax + b, která je konvexńı i konkávńı. Žádný inflexńı bod ale nemá.

Př́ıklad 27

y = x3 má inflexńı bod x0 = 0,

y = sin x má inflexńı body x0 = kπ, k ∈ Z.
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Diferenciálńı počet Konvexnost, konkávnost a inflexńı body

Věta 26

Jestliže x0 je inflexńı bod funkce f a f ′′(x0) existuje, pak f ′′(x0) = 0.

Důkaz.

Kdyby f ′′(x0) > 0, pak je f v okoĺı x0 konvexńı → spor,
kdyby f ′′(x0) < 0, pak je f v okoĺı x0 konkávńı → spor.

Věta 27

Necht’ f ′′(x0) = 0 a f ′′′(x0) 6= 0, pak funkce f má v bodě x0 inflexńı bod.
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Diferenciálńı počet Konvexnost, konkávnost a inflexńı body

Věta 28

Necht’ funkce f má v bodě x0 derivace po řád n ≥ 1 (n ∈ N) včetně a
f ′(x0) = 0, . . . , f (n−1)(x0) = 0 a f (n)(x0) 6= 0.

1 Je-li n sudé, má f v x0 lokálńı extrém, a to minimum pro f (n)(x0) > 0
a maximum pro f (n)(x0) < 0.

2 Je-li n liché, má f v x0 inflexńı bod.
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Diferenciálńı počet Asymptoty

Definice 15 (Asymptota bez směrnice)

Řekneme, že svislá p̌ŕımka x = x0 je asymptotou bez směrnice grafu
funkce y = f (x), jestliže aspoň jedna z jednostranných limit

lim
x→x+

0

f (x), lim
x→x−0

f (x)

je nevlastńı.
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Diferenciálńı počet Asymptoty

Př́ıklad 28

Funkce f (x) = 1
1−x2 má asymptoty bez směrnice x = 1 a x = −1.

(Obě jednostranné limity jsou nevlastńı.)

Př́ıklad 29

Funkce f (x) = e1/x má asymptotu bez směrnice x = 0.
(Jedna jednostranná limita je nevlastńı.)

Př́ıklad 30

Funkce f (x) = arctg 1
x nemá asymptotu bez směrnice.
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Diferenciálńı počet Asymptoty

Definice 16

Řekneme, že p̌ŕımka y = ax + b, a, b ∈ R je asymptotou grafu funkce
y = f (x) pro x →∞(−∞), jestliže

lim
x→∞

[f (x)− (ax + b)] = 0(
lim

x→−∞
[f (x)− (ax + b)] = 0

)
.

Př́ımka y = ax + b se nazývá asymptota se směrnićı.

Poznámka

Asymptoty se směrnićı může ḿıt funkce nejvýše dvě (do ±∞).
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Diferenciálńı počet Asymptoty

Věta 29

Př́ımka y = ax + b je asymptotou se směrnićı grafu funkce y = f (x) právě
tehdy, když

a = lim
x→±∞

f (x)

x
, b = lim

x→±∞
(f (x)− ax),

p̌ričemž x → +∞ je pro asymptotu v +∞ a x → −∞ pro asymptotu v
−∞.
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Diferenciálńı počet Asymptoty

Důkaz.

Př́ımka je asymptotou jestliže

lim
x→±∞

[f (x)− ax ] = b,

což znamená

lim
x→±∞

[
f (x)

x
− a

]
= lim

x→±∞

b

x
= 0,

tedy

lim
x→±∞

[
f (x)

x

]
= a.
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Diferenciálńı počet Pr̊uběh funkce – shrnut́ı a p̌ŕıklad

Postup p̌ri vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce

(i) Př́ımo z funkce:

• D(f ), sudost/lichost, periodičnost, pr̊useč́ıky s osami,
kladnost/zápornost,

• asymptoty (se směrnićı, bez směrnice).

(ii) Z prvńı derivace: rostoućı/klesaj́ıćı, lokálńı extrémy.

(iii) Z druhé derivace: konvexńı/konkávńı, inflexńı body.

(iv) Načrtnut́ı grafu: ke všem výše zḿıněným bodům dopoč́ıtáme funkčńı
hodnoty a zkombinujeme zjǐstěné informace.
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Diferenciálńı počet Pr̊uběh funkce – shrnut́ı a p̌ŕıklad

Postupně tedy plńıme následuj́ıćı body:

a) definičńı obor,

b) sudost/lichost (periodičnost),

c) asymptoty bez směrnice,

d) asymptoty se směrnićı,

e) pr̊useč́ıky s osami,

f) kladnost/zápornost,

g) prvńı derivaci,

h) kde je f rostoućı/klesaj́ıćı,

i) lokálńı extrémy,

j) druhou derivaci,

k) kde je f konvexńı/konkávńı,

l) inflexńı body,

m) funkčńı hodnoty ve
významných bodech,

n) načrtneme graf.
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Diferenciálńı počet Pr̊uběh funkce – shrnut́ı a p̌ŕıklad

Př́ıklad 31

Vyšeťrete pr̊uběh funkce

f (x) = − x2

x + 1

Řešeńı:

a) Funkčńımu p̌redpisu vyhovuj́ı všechna reálná č́ısla taková, že
x + 1 6= 0. Proto máme

D(f ) = R \ {−1}.

b) O sudosti/lichosti funkce snadno rozhodneme dosazeńım −x .
Poněvadž plat́ı

f (−x) = − x2

−x + 1
6= ±f (x),

neńı zadaná funkce ani lichá, ani sudá (což je vidět už z nesymetrie
definičńıho oboru). Vzhledem k definičńımu oboru je žrejmé, že
funkce nemůže být periodická.
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Diferenciálńı počet Pr̊uběh funkce – shrnut́ı a p̌ŕıklad

c) Asymptoty bez směrnice popisuj́ı limitńı chováńı funkce v bodech
nespojitosti (nebo na okraji definičńıho oboru), proto p̌ŕımým
výpočtem ihned dostaneme

lim
x→−1+

− x2

x + 1
= − lim

x→−1+

x2

x + 1
= −(+∞) = −∞,

lim
x→−1−

− x2

x + 1
= lim

x→−1−
− x2

x + 1
= −(−∞) =∞.

Funkce má jednu svislou asymptotu x = −1.

d) Pomoćı vzorc̊u urč́ıme asymptoty se směrnićı (pokud existuj́ı).

a = lim
x→±∞

− x2

x2 + x
= −1,

b = lim
x→±∞

− x2

x + 1
+ x = lim

x→±∞

x

x + 1
= 1.

Funkce f (x) má tedy v +∞ i −∞ asymptotu se směrnićı, která je
dána rovnićı y = −x + 1.
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Diferenciálńı počet Pr̊uběh funkce – shrnut́ı a p̌ŕıklad

e) Urč́ıme pr̊useč́ıky s osou x (⇒ y = 0):

f (x) = 0 ⇐⇒ x2 = 0 ⇐⇒ x = 0,

tedy Px = [0, 0],
a s osou y (⇒ x = 0):

y = − 02

0 + 1
= 0 ⇐⇒ y = 0,

tedy Py = [0, 0] = Px .

f) Nyńı źıskáme intervaly, kde je funkce f (x) kladná a záporná:

x (−∞,−1) (−1, 0) (0,∞)

sgn f + − −
f kladná záporná záporná
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Diferenciálńı počet Pr̊uběh funkce – shrnut́ı a p̌ŕıklad

g) Spoč́ıtáme prvńı derivaci a jej́ı definičńı obor, tj.

f ′(x) =
−x2 − 2x

(x + 1)2
, D(f ′) = R \ {−1}.

h) Nyńı urč́ıme stacionárńı body a intervaly monotonie, tj.

f ′(x) = 0 ⇐⇒ −x(x + 2) = 0 ⇐⇒ x1 = 0, x2 = −2.

x (−∞,−2) (−2,−1) (−1, 0) (0,∞)

sgn f ′ − + + −
f ↘ ↗ ↗ ↘

i) Z tabulky vid́ıme, že funkce má v x = −2 lokálńı minimum a v x = 0
lokálńı maximum.
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Diferenciálńı počet Pr̊uběh funkce – shrnut́ı a p̌ŕıklad

j) Spoč́ıtáme druhou derivaci a urč́ıme jej́ı definičńı obor

f ′′(x) =
−2x − 2

(x + 1)4
=

−2

(x + 1)3
,

D(f ′′) = R \ {−1}.

k) Urč́ıme kritické body a intervaly konvexnosti a konkávnosti, tj.

f ′′(x) = 0 ⇐⇒ −2 = 0,

což je nesmysl. Druhá derivace tedy nemá žádný nulový bod.
Nesḿıme ovšem zapomenout, že jej́ı znaménko se může změnit i v
bodech, ve kterých neńı definována (tj. v

”
d́ırách“ jej́ıho definičńıho

oboru).

x (−∞,−1) (−1,∞)

sgn f ′′ + −
f ∪ ∩
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Diferenciálńı počet Pr̊uběh funkce – shrnut́ı a p̌ŕıklad

l) Funkce nemá žádný inflexńı bod (−1 6∈ D(f )).

m) Zrekapitulujme význačné body a spočtěme v nich funkčńı hodnoty.

Pr̊useč́ıky s osami Px = Py = [0, 0].
Lokálńı minimum v x = −2, f (−2) = 4, tedy jde o bod [−2, 4].
Lokálńı maximum v x = 0, f (0) = 0, tedy jde o bod [0, 0].
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Diferenciálńı počet Pr̊uběh funkce – shrnut́ı a p̌ŕıklad

n) Nyńı zkombinujeme všechny źıskané informace a obdrž́ıme graf funkce
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Diferenciálńı počet Využit́ı derivace k důkazu identit a nerovnost́ı

Př́ıklad 32

Dokažte pro x ≥ 0 identitu

arcsin
x√

1 + x2
= arccos

1√
1 + x2

.

(
arcsin x√

1+x2

)′
= 1√

1− x2

1+x2

√
1+x2−x 1

2
(1+x2)−1/22x

(1+x2)
= 1

1+x2 ,(
arccos 1√

1+x2

)′
= −1√

1− 1
1+x2

−1
2 (1 + x2)−3/22x =

√
1+x2

|x |
x

(1+x2)3/2 = 1
1+x2 ,

kde jsme využili x ≥ 0⇒ |x | = x .
Dosad’me x = 1.

arcsin
1√
2

=
π

4
= arccos

1√
2

V jednom bodě z intervalu nabývaj́ı stejné hodnoty a derivace maj́ı stejné,
tedy identita plat́ı na celém intervalu I = [0,∞).
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Diferenciálńı počet Využit́ı derivace k důkazu identit a nerovnost́ı

Př́ıklad 33

Dokažte, že pro všechna x ∈ R plat́ı 2x arctg x ≥ ln(1 + x2).

F (x) := 2x arctg x − ln(1 + x2)

a spoč́ıtáme minimum na R.

F ′(x) = 2 arctg x + 2x
1

1 + x2
− 1

1 + x2
2x = 2 arctg x ,

F ′(x) = 0⇔ x = 0, F ′′(x) = 2
1

1 + x2
> 0, ∀x ∈ R,

tedy x = 0 je lokálńı minimum. F (x) ≥ 0, ∀x ∈ R, rovnost nastává pro
x = 0.
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Diferenciálńı počet Diferenciál a Taylor̊uv polynom

Definice 17

Necht’ je funkce f definovaná v O(x0) a pro h ∈ R plat́ı x0 + h ∈ O(x0).
Pak č́ıslo h nazýváme p̌ŕır̊ustek nezávisle proměnné a rozd́ıl
∆f (x0) = f (x0 + h)− f (x0) nazýváme p̌ŕır̊ustek závisle proměnné
(pop̌r. detailněji ∆f (x0)(h) jako p̌ŕır̊ustek funkce f v bodě x0 s krokem h).
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Definice 18

Řekneme, že funkce f je diferencovatelná v bodě x0 ∈ R, jestliže existuje
O(x0) takové, že

f (x0 + h)− f (x0) = A · h + τ(h),

kde A ∈ R je vhodné č́ıslo a τ(h) je funkce s vlastnost́ı

lim
h→0

τ(h)

h
= 0.

Je-li f v x0 diferencovatelná, nazýváme výraz A · h diferenciál funkce f a
ṕı̌seme df (x0), pop̌r. df (x0)(h).

Diferenciál funkce je lineárńı funkce p̌ŕır̊ustku nezávisle proměnné h.
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Diferenciálńı počet Diferenciál a Taylor̊uv polynom

∆f (x0) := f (x0 + h)− f (x0), ∆f (x0) := A · h + τ(h), A = tgα
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Věta 30

Funkce f je v bodě x0 diferencovatelná právě tehdy, když v tomto bodě
existuje vlastńı derivace f ′(x0). Přitom plat́ı

df (x0) = f ′(x0) · h.

Tedy A = f ′(x0). Často se použ́ıvá značeńı dx = h, tj.

df (x0) = f ′(x0) · dx .

Diferenciál v obecném bodě x

df (x) = f ′(x) · dx .
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Poznámka

Využit́ı diferenciálu pro p̌ribližný výpočet funkčńıch hodnot:

∆f (x0) = f (x0 + h)− f (x0) = f ′(x0) · h + τ(h),

tedy
f (x0 + h) ≈ f (x0) + f ′(x0)h.

Př́ıklad 34

Vypočtěte pomoćı diferenciálu p̌ribližně 3
√

7.9.

f (x) = 3
√
x , x0 = 8, h = x − x0 = −0.1, f ′(x) =

1

3
3
√
x2

3
√

7.9 ≈ 3
√

8 + 1

3
3√

82
(−0.1) = 2− 1

30·4 = 2− 1
120 = 2− 0.0083 = 1.9916.
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Diferenciálńı počet Diferenciál a Taylor̊uv polynom

Motivace k Taylorovu polynomu

Máme dánu funkci f a chceme sestrojit polynom stupně n ∈ N, který v
okoĺı bodu x0 nejlépe aproximuje funkci f .

Pro n = 1 : P(x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0), viz diferenciál.
P(x) má s funkćı f (x) v x0 stejnou funkčńı hodnotu a hodnotu prvńı
derivace.

Najdeme polynom P(x) = an(x − x0)n + · · ·+ a1(x − x0) + a0, maj́ıćı
s funkćı f (x) v bodě x0 stejnou funkčńı hodnotu a derivace až do
řádu n.
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Diferenciálńı počet Diferenciál a Taylor̊uv polynom

Hledáme polynom P(x) = an(x − x0)n + · · ·+ a1(x − x0) + a0 splňuj́ıćı

P(i)(x0) = f (i)(x0), i = 0, 1, . . . , n,

tedy

f (x0) = P(x0) = a0,

f ′(x0) = P ′(x0) = 1 · a1,

f ′′(x0) = P ′′(x0) = 2 · 1 · a2,

f (3)(x0) = P(3)(x0) = 3 · 2 · 1 · a3,

...

f (n−1)(x0) = P(n−1)(x0) = (n − 1)! · an−1,

f (n)(x0) = P(n)(x0) = n! · an.

Odtud ihned

a0 = f (x0), a1 = f ′(x0)
1! , a2 = f ′′(x0)

2! , . . . , an−1 = f (n−1)(x0)
(n−1)! , an = f (n)(x0)

n! .
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Definice 19

Předpokládejme, že funkce f má v bodě x0 derivace až do řádu n ∈ N
včetně. Taylorovým polynomem stupně n funkce f v bodě x0, znač́ıme jej
Tn(x , x0), rozuḿıme polynom, který má v bodě x0 stejnou funkčńı
hodnotu a stejnou hodnotu prvńıch n derivaćı jako funkce f , tj.

f (x0) = Tn(x0, x0), f ′(x0) = T ′n(x0, x0), . . . , f (n)(x0) = T
(n)
n (x0, x0).

© Petr Hasil (MUNI) Diferenciálńı počet MB152 132 / 142



Diferenciálńı počet Diferenciál a Taylor̊uv polynom

Věta 31 (Taylorova věta)

Necht’ má funkce f v okoĺı bodu x0 vlastńı derivace až do řádu n + 1 pro
nějaké n ∈ N ∪ {0}. Pak pro všechna x z tohoto okoĺı plat́ı

f (x) = f (x0) +
f ′(x0)

1!
(x − x0) +

f ′′(x0)

2!
(x − x0)2 + · · ·

· · ·+ f (n)(x0)

n!
(x − x0)n + Rn(x),

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x − x0)n+1,

kde ξ je vhodné č́ıslo lež́ıćı mezi x0 a x .

Vzorec uvedený ve větě se nazývá Taylor̊uv vzorec.
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Zbytek Rn(x) je uveden v Lagrangeově tvaru.

Vynecháme-li zbytek Rn(x), obdrž́ıme Taylor̊uv polynom:

f (x) ≈
n∑

i=0

f (i)(x0)

i !
(x − x0)i .

Pokud v polož́ıme x0 = 0, źıskáme tzv. Maclaurin̊uv polynom:

f (x) ≈
n∑

i=0

f (i)(0)

i !
x i .
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Př́ıklad 35

Určete Taylor̊uv polynom 4. řádu se sťredem v bodě x0 = 1 funkce
f (x) = x ln x .

f ′(x) = 1 + ln x , f ′′(x) = 1
x , f

′′′(x) = −1
x2 , f

(4)(x) = 2
x3 .

f (1) = 0, f ′(1) = 1, f ′′(1) = 1, f ′′′(1) = −1, f (4)(1) = 2.

Tedy

T (x) = 0 + 1
1! (x − 1) + 1

2! (x − 1)2 + −1
3! (x − 1)3 + 2

4! (x − 1)4

= 1
12 (x4 − 6x3 + 18x2 − 10x − 3).
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Diferenciálńı počet Diferenciál a Taylor̊uv polynom

Věta 32

Maclaurinovy polynomy pro ex , sin x a cos x :

ex ≈ 1 + x + x2

2! + x3

3! + · · ·+ xn

n! ,

sin x ≈ x − x3

3! + x5

5! + · · ·+ (−1)n−1 x2n−1

(2n−1)! ,

cos x ≈ 1− x2

2! + x4

4! + · · ·+ (−1)n x2n

(2n)! .
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Př́ıklad 36

Určete počet členů Maclaurinova polynomu funkce f (x) = ex , abychom
č́ıslo 1

e spoč́ıtali s chybou menš́ı než 10−3.

Rn(x) =
ec

(n + 1)!
xn+1, c mezi x , x0

e−1 = 1− 1 +
1

2!
− 1

3!
+

1

4!
− 1

5!
+ · · ·+ (−1)n

n!
+

ec

(n + 1)!
(−1)n+1

∣∣∣ ec

(n+1)! (−1)n+1
∣∣∣ < 10−3, c ∈ (−1, 0),tedy∣∣∣∣ ec

(n + 1)!
(−1)n+1

∣∣∣∣ < e0

(n + 1)!
<

1

1000
⇒ (n + 1)! > 1000⇒ n = 6,

e−1 ≈ 1
2! −

1
3! + 1

4! −
1
5! + 1

6! toto vyjáďreńı je s chybou menš́ı než 10−3.
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Věta 33

Maclaurinovy vzorce pro ex , sin x a cos x (n ∈ N, c mezi 0 a x):

ex = 1 + x + x2

2! + · · ·+ xn

n! + ec

(n+1)!x
n+1,

sin x = x − x3

3! + · · ·+ (−1)n−1 x2n−1

(2n−1)! + (−1)n cos c
(2n+1)!x

2n+1,

cos x = 1− x2

2! + · · ·+ (−1)n x2n

(2n)! + (−1)n+2 cos c
(2n+2)!x

2n+2.
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Taylor̊uv (Maclaurinův) rozvoj daľśıch elementárńıch funkćı

pro x ∈ (−1,∞)

ln(1+x) = x− x2

2
+
x3

3
+· · ·+(−1)n+1 x

n

n
+(−1)n+2 xn+1

(n + 1)(1 + c)n+1

pro α ∈ R, x ∈ (−1,∞), nebo α ∈ N, x ∈ R

(1 + x)α = 1 + αx + α(α−1)
2! x2 + α(α−1)(α−2)

3! x3 + · · ·

· · ·+ α(α−1)···(α−n+1)
n! xn + α(α−1)···(α−n)

(n+1)! xn+1(1 + c)α−n−1

= 1 +

(
α

1

)
x +

(
α

2

)
x2 + · · ·+

(
α

n

)
xn +

(
α

n + 1

)
xn+1(1 + c)α−n−1

kde jsme (pro α ∈ R, n ∈ N) použili zobecněný binomický koeficient(
α

n

)
:=

α(α− 1) · · · (α− n + 1)

n!
.
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Využit́ı Taylorova a Maclaurinova polynomu

p̌ribližný výpočet funkčńıch hodnot,

výpočet limit.

Př́ıklad 37

Pomoćı Taylorova polynomu 2. řádu vypočtěte p̌ribližně 3
√

7.9.

f (x) ≈ f (x0) + f ′(x0)(x − x0) +
1

2
f ′′(x0)(x − x0)2

f (x) = 3
√
x , x0 = 8, h = x − x0 = −0.1, f ′(x) = 1

3x
−2/3, f ′′(x) = −2

9 x−5/3

3
√

7.9 ≈ 2− 1

3 · 4
(0.1)− 1

2

2

9 · 32
(0.1)2 = 2− 1

120
− 1

28 800
=

57 359

28 800
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Př́ıklad 38

lim
x→0

√
1 + x2 − 3

√
1 + x3

x2
=?

(1 + t)1/2 = 1 +
(1/2

1

)
t +

(1/2
2

)
t2 + · · · použijeme pro t = x2, tedy√

1 + x2 = 1 +
1

2
x2 − 1

8
x4 + · · ·

(1 + t)1/3 = 1 +
(1/3

1

)
t +

(1/3
2

)
t2 + · · · použijeme pro t = x3, tedy

3
√

1 + x3 = 1 +
1

3
x3 − 1

9
x6 + · · ·

Odtud

? = lim
x→0

√
1 + x2 − 3

√
1 + x3

x2

= lim
x→0

1 + 1
2x

2 − 1
8x

4 + · · · − (1 + 1
3x

3 − 1
9x

6 + · · · )
x2

=
1

2
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