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Analyza v ( Derivace

Definice 1

Necht je M C C otevfend mnoZina a f: M — C. Rekneme, e funkce f je
komplexné& diferencovatelnd (monogenni) v bod& zy € M, jestlize existuje
kone¢na limita

f(zo + h) — f(20) . f(z) — f(20)
0 p 0 (: lim o/ 30 >

zZ—2Z Z— 2

Tuto limita nazyvame derivace funkce f v bod& zy a pieme se '(z).
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Funkce f: M — C je zfejmé& komplexné diferencovatelnd v bodé zo € M
pravé tehdy, kdyZ existuje C-linedrni zobrazeni (tj. linedrni s koeficienty
z C) T(z) = az takové, Ze plati

Vyraz T(h) = ah se nazyva diferencidlem funkce f(z) v bod& zy a zna&i se
df(zo) nebo df(z)(h). P¥itom plati a = f'(zp).

ProtoZe C a R? jsou jakoZto R-linearni prostory izomorfni (tj. ,bijekce
zachovdvajici strukturu®), mame

z=x+1Iy =(x,y),20 = x0 + iyo = (%0, 90), (2) = f(x + iy) = f(x,y).
Jsou-li u(z) = Ref(z), v(z) = Imf(z), mame
f(z) = u(z) + iv(z) = u(x,y) + iv(x,y).
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Derivace

Poznamka

Funkci komplexné& sdruZenou s funkci f rozumime funkci f definovanou

vztahem f(z) = f(z) pro viechna &isla z z defini¢niho oboru funkce f.

Poznamka
V C neuvaZujeme na rozdil od R uspofadani, proto mame jen jedno
nekoneno, znatené oo (bez znaménka). Posloupnost komplexnich &isel
{z,}72; ma nevlastni limitu tedy znamena

lim |z,| = 0.

n—oo
Podobné& pro nevlastni limitu funkce. Rozsifenou mnoZinou komplexnich
Cisel je tedy C* = CU {oo}. Nazyva se také roziifenou (uzav¥enou)
Gaussovou rovinou.
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Derivace

Je-li f komplexné diferencovatelna v bodé zy = xg + ivg, pak zejména

F(z0) = lim 120 EM) = F20) _ . Flzo+ih) = F(z0)

h—0 h h—0 ih
heR heR

Odtud, protoZe h je nyni redlné, dostavame

h by
F(z9) = lim u(xo + hyyo) = ulx0:y0) ;o V0 £ B o) = v(xo. y0)
h—20 h h—0 h
heR o
. U(XOa}/O + h) — u(Xo,yo) L V(XOa}/O + h) _ V(X07y0)
=i + i lim : '
h—0 [h h—0 Ih
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Derivace

Z toho vyplyva

ug,(zo) + iv)’,(zo)
- )

f'(z0) = ul(z0) + ivl(z0) =

Nutnou podminkou pro komplexni diferencovatelnost funkce f = u + iv
v bodé& zy je tedy splnéni tzv. Cauchyovych-Riemannovych podminek

u(20) = vy (20), uy(20) = —vi(20)- (1)

Pozndmka

UvaZujme otevfenou mnoZinu G. Jsou-li v ni spln&ny podminky (1) a navic
jsou tam redlnd a imagindrni &3st funkce f spojité diferencovatelné (maji
spojité derivace prvniho ¥adu podle x a y), pak je f komplexn&
diferencovatelnd v kazdém bodé G.
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Analyza v ( Derivace

Véta 1

Je-li funkce f v bodé zy komplexné diferencovatelnd, pak je v bodé zj
spojita.

Definice 2

Rekneme, ¥e funkce f je holomorfni v bodé zy, kdy# existuje okoli bodu z,
v jeho# kazdém bod& m3 f derivaci. Rekneme, Ze funkce f je holomorfni
na mnoziné M C C, je-li holomorfni v kaZdém bodé z € M.
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Analyza v C Rady

Véta 2
Jsou-1iy >, <k, @n @ > >y, bn konvergentni fady a je-li o, B € C, pak

Z (aan + an)

azan‘i‘ﬂzbn:

n>ko n>ko n>ko
E anp = g an.
n>ko n>ko

Disledek 1
Komplexni Fada Enz k, @n konverguje pravé tehdy, kdyZz konverguje kazda
zobou fad } -, Reapa ) o Imap,, pficemZ plati

Zan: ZRean+iZIma,,.

n>ky n>ko n>ky
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Necht e #M CC,f,: M - C,n=1,2,...

Rekneme, %e posloupnost {fa}2 ~ 4, konverguje na M stejnomérné k funkci
f: M — C, jestlize ke kaZdému CIS|U € > 0 existuje &islo n. € N takové, Ze
pro kazdé z € M a kazdé &islo n € N, n > n., plati nerovnost

|fa(z) — f(z)| < €. PiSeme f, =% f.

Rekneme, e ¥ada Y nek, fn(2), kde ko € Z, konverguje stejnomérné na M,
jestlize posloupnost {s,(2)},sn(2) = >7_,, fk(2) konverguje stejnom&mé
na M. Stejn& jako u &iselnych ¥ad je symbol >°°°, f,(z) pouZivdn také

k ozna&eni limitni funkce (sou¢tu funkZni ¥ady).

n= ko
Rekneme, e posloupnost {fa}52, (Fada 0%, fu(2)) konverguje skoro

stejnomérné na M, jestlize konverguje na kazdé kompaktni podmnoZin&
mnoZiny M.
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Analyza v Rady

Véta 3 (Weierstrassovo kritérium stejnomérné konvergence)
Je-li |fa(2)| < o pro kazdé z € M a kaZdé n € N,n > ko, a fada 372,

Qp

konverguje, pak Fada Y k n(z) konverguje na mnoZin& M stejnomérné.
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Radu

o
> an(z—20)", (2)
n=0

kde a, € C, zy € C, nazyvame mocninnou Fadou se stfedem v bodé& zj.

Cisla a, nazyvame koeficienty. Transformaci z — zp = w se tato fada
transformuje na mocninnou ¥adu se stfedem v bodé& nula, t;.

(o]
g apw".
n=0
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Analyza v ( Rady

Véta 4 (Cauchyova-Hadamardova véta)
Necht pro koeficienty mocninné ¥ady (2) plati

L =Ilimsup,_o v/ |an|- (3)

@ Je-li L =0, Fada (2) konverguje absolutné& v kazdém z € C.

o Je-li L = oo, pak Fada (2) diverguje v kaZdém z € C,z # z.

@ Je-li0 < L < oo, pak Fada (2) konverguje absolutné pro kazdé z € C
spliiujici |z — zp| < 1/L a diverguje pro z € C takovd, Ze
|z — zo| > 1/L.
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Cislo R = 1/L, kde L je dano vztahem (3), nazyvame polomérem
konvergence mocninné ¥ady (2).

V pt¥ipadé L =0 je R =00 a v pfipadé L = oo je R = 0.

Je-li R > 0, nazyvdme mnoZinu {z € C : |z — z| < R} konvergen&nim
kruhem mocninné ¥ady (2).

Véta 5

Mocninnd Fada Y, an(z — z0)" majici kladny polomér konvergence
konverguje v konvergencnim kruhu skoro stejnomérné.
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Exponencidlni funkce

Pro z € C definujeme exponencidlni funkci vztahem

o0 n

expz = Z%

n=0

Tato Fada ma polomé&r konvergence R = oo. Plati

exp0=1, (expz) =expz.

Lemma 1
Exponencialni funkce exp z je riznd od nuly pro z € C a pro jeji
pFevracenou hodnotu plati

1

exp ~ z = exp(—2z),

tj. exp(z) exp(—z) = 1.
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Analyza v Exponencidlni funkce

Véta 6
Bud G C C oblast obsahujici po&stek. Je-li f: G — C holomorfni a

f0)=1, f'(z)=f(z) prozeg,

pak
f(z) =expz prozeG.

Disledek 2
Pro z = x + iy € C plati

expz =e“cosy + i€ siny.
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Analyza v ( Exponencialni funkce

Véta 7

Pro z,w € C plati exp zexpw = exp(z + w).

Véta 8
Plati

Q e =1 prdvé tehdy, kdyZ z = 2kmi, k € Z.

@ e = —1 prdvé tehdy, kdy? z = (2k + V)i, k € Z.

© e® = e pravé tehdy, kdyZ zy = zp + 2kwi, k € Z.

Q e =¢7.

@ Ree? =eReZcos(Imz), Ime? = eReZsin(Im z2) )
Disledek 3

Funkce €% je periodickd s periodou 2mi. MnoZina vsech period je 2miZ.
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Goniometrické funkce sinus, cosinus, tangens a kotangens jsou definovany
vztahy

n=0

sinz
tgz =

cosz’
cos z

cotgz = —.
Sinhz

Snadno se ov& platnost Eulerova vzorce cosz + isinz = et’2.

Véta 9

Funkce sinz, cos z jsou holomorfnim rozsifenim redlnych funkci sin x, cos x
na C a plati

(sinz)' =cosz, (cosz) = —sinz.
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Goniometrické funkce

Goniometrické funkce maji zfejmé nasledujici vlastnosti
@ sin(—z) = —sin z (funkce sinus je lichd),
@ cos(—z) = cos z (funkce kosinus je sudd),

@ sinz = sin z,

@ COSZ = COSZ.
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Analyza v Goniometrické funkce

Véta 10

Funkce sinus a kosinus jsou periodické s periodou 2.

Véta 11

Plati
© sinz =0 pravé tehdy, kdy? z = km, kde k € Z,
@ cosz = 0 pravé tehdy, kdy? z = (2k +1)%, kde k € Z,
© sin?z+ cos?z = 1 pro viechna z € C.
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Definice 3
Kfivka 7: [a, 5] — C se nazyvd uzavrend, jestlize (o) = ~(5).

K¥ivka v: [, ] — C se nazyva hladkd, kdyz funkce v m3 spojitou a
od nuly réiznou derivaci na [, 3].

K¥ivka ~ se nazyva po &dstech hladkd, kdyZ existuje délenf
D:a=ty<t;<---<t,= [ intervalu [o, 5] takové, Ze k¥ivka
Yite_1,t J& hladkd pro k =1,2,...,n.

K¥ivka ~ je regularni, kdyz existuje déleni
D:a=ty<t; <---<t,=p intervalu [a, (] tak, Ze funkce
Yite_1,5] M3 spojitou derivaci na [tx—1, t] pro k =1,2,...,n.

Regularni kfivku nazyvame cesta.

@ Uzavienou cestou rozumime uzavfenou k¥ivku, ktera je cestou.
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Analyza v ( KF¥ivky

Definice 4

e K¥ivka «v: [, ] — C se nazyva jednoducha, jestlize pro kazdd dvé&
gisla t1, t € o, B],0 < |t1 — 2| < B — « plati y(t1) # v(t2).

e Je-li navic y(a) # v(B), hovotime o oblouku, je-li v(a) = v(5),
mluvime o Jordanové kfivce (jednoduché uzaviené krivce).

@ Je-li Jordanova k¥ivka cestou, mluvime o Jordanové cesté.
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Krivky

Vé&ta 12 (Cauchyova véta)

Bud Q C C jednoduse souvisld oblast, f funkce holomorfni v Q. Pak pro
kaZdou uzavFenou cestu v v Q plati

/ £(z) dz = 0.

Véta 13 (Cauchyiiv vzorec pro Jordanovu cestu)

Bud' ~ kladné orientovand Jordanova cesta v C a G jeji vnitfek. Necht
funkce f: G — C je holomorfni v G a spojitd v G. Pak

B {f(z) pro z € G,

27TI sz 0 proz & G.
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Integralni transformace Uvod

Pozndamka
Budeme pouzivat nasledujici znaéeni prostori funkci.

@ Sla, b] pro viechny po &éstech spojité funkce na intervalu [a, b].
Funkce z S[a, b] maji v kazdém bodé& intervalu [a, b] kone&né
jednostranné limity a bod{ nespojitosti je nejvySe kone¢né mnoho.
(Tj. maji nejvyZe kone&ny potet nespojitosti a to bud odstranitelnych,
nebo skokil, jsou tedy na [a, b] ohranitené.)

o SK[a, b], k € N, pro funkce z S[a, b], jejich? derivace a# do ¥adu k
patfi do S|a, b].

o Pro zdliraznéni Ize psit S[a, b] = S%[a, b].

o V pt¥ipadé neomezeného intervalu budeme znaéit S¢ po &astech
spojité funkce s kompaktnim nosi¢em, tj. nulové vné néjakého
uzav¥eného intervalu. Analogicky SX.
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Integralni transformace Uvod

UvaZujme vektorovy prostor S[a, b] v8ech po &astech spojitych funkci na
intervalu /| = [a, b]. Linedrni zobrazeni & — R se nazyvaji (redIné) linedrn/
funkciondly. Nap¥iklad

@ vydisleni funkce v jednotlivych bodech je linedrni funkcional
L:S — R, tedy
f— L(f)=f(x);

@ pomoci integrace miZeme zadat tzv. integralni funkcional s pomoci
pevné zvolené funkce g(x) jako
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Integralni transformace Uvod

Funkce g(x) zde hraje roli vdhy, se kterou p¥i definici Riemannova
integralu bereme jednotlivé hodnoty reprezentujici funkci f(x).
Nejjednodussim p¥ikladem takového funkciondlu je samoz¥ejmé Riemanniv
integrdl samotny, tj. p¥ipad s g(x) = 1 pro v3echny body x € |[a, b].
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Integralni transformace Uvod

UvaZzujme nyni jako vahu nap¥iklad funkci

(x) 0 je-li [x] > a
g(x) = 1 o
e 27 eli|x| < a.

Jde o funkci hladkou (tj. existuji jeji derivace v8ech ¥4di) na celém R

s kompaktnim nosi¢em (mnoZinou na které je funkce nenulovd) v intervalu

(—a, a).

Obr.: Funkece g(x) pro a=1.
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Integralni transformace Uvod

Integralni funkcional

b
L(f) = / F(x)ely — x) dx

je pak mozné vnimat jako ,rozmlZené zpriimé&rovani* hodnot funkce f
kolem bodu x = y (funkce g ma ve svém stfedu hodnotu jedna a hladkym
monotonnim zptisobem se plynule p¥fimkne k nule ve vzdalenosti a na obé
strany). Jde tedy o vaZenou kombinaci hodnot s rychle se zmen3ujici
vahou p¥i vzdalovéani se od poc¢atku. Integral funkce g na celém R je

kone&ny, tedy je mozné funkci pfendsobenim konstantou upravit na funkci,
jejiz integral ptes celé R je 1.
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Integralni transformace Uvod

Podobné |ze uvaZovat tzv. Gaussovu funkci

jejiz integral ptes celé R je 1 a jde tedy opét o ,,nerovhomérné
primé&rovani* dané funkce. Pokud je vahou Gaussova funkce je zfejmé, Ze
vyznam bod{ déle od pocatku bude klesat, ale nebude nulovy.
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Uvod

Obr.: Gaussova funkce g(x) = \/%7 e x.
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Integralni transformace Konvoluce

Pohled na integralni funkciondl L, jako na zpriim&rované chovani funkce f
v okoli daného bodu je ndzorng&jsi pro p¥ipad nevlastnich mezi integralu

a = —o00, b= 00. Misto prostoru S vSech po &astech spojitych funkci na R
budeme uvaZovat po &astech spojité a v absolutni hodnoté& integrovatelné
funkce f v roli argumentu pro nas funkcional. Volny parametr y miZe byt
vniman jako nova nezdvisld promé&nna a nase operace tedy ve skutenosti
zobrazuje funkce opét na funkce f — f, tj.

fly)=L,(f) = /00 f(x)g(y — x) dx.

Této operaci se ¥ikd konvoluce funkci f a g, znalime ji f x g. VétSinou se
konvoluce definuje pro redlné nebo komplexni funkce s kompaktnim
nosi¢em na celém R.
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Integralni transformace Konvoluce

Pomoci transformace x = y — t se snadno spo&te

—00

Fx)g(y —x) dx = / Fly - )g(t) dt = (g+F)(y),

o

(ra)) = [

—00

tedy konvoluce je coby binarni operace na dvojicich funkci s kompaktnimi
nosi¢i komutativni. Podobné Ize ukazat, Ze plati

@ asociativita
fx(gxh)=(fxg)x*h;

e linearita (c € R)

fx(g+h)=Ffxg—+f=xh, fx(cg)=c(fxg)=(cf)*g;

If g < [f|*|gl;

@ konvoluce dvou spojitych funkci je spojita funkce.
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Integralni transformace Konvoluce

Konvoluce je mimo¥fadné uZite¢ny nastroj pro modelovani zpiisobu, jak
miZeme pozorovat experiment nebo jak se projevuje prostfedi pfi pfenosu
informaci (nap¥. analogovy audio nebo video signal ovliviiovany sumy
apod.). Argument f je pfendsenou informaci, funkce g je volena tak, aby
co nejlépe vystihovala vlivy prosttedi ¢i zvoleného technického postupu.

Priklad 1

UvaZujme funkce

1-x% xe[-1,1], 1 xel[-1,1],
f(x) = ) =111 g(x) = ) =111
0 jinak, 0 jinak.

Urlete konvoluci f x g.
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Integralni transformace Konvoluce

> Z¥ejm& je konvoluce danych funkci pro promé&nnou |y| > 2 nulova.

Napf. pro y = 2 dostdvame, Ze funkce f(x) je nenulova pro x € (—1,1) a
funkce g(2 — x) pro x € [1, 3], tedy jejich soutin pro libovolné x je nulovy.

Pro y > 2 se nosie funkci f(x) a g(y — x) jesté vice vzdaluji. Pro y < —2
podobné (pop¥. pfimo ze sudosti obou funkci).
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Integralni transformace Konvoluce

> Zajim3 nas tedy jen interval (—2,2).
Nosi¢ funkce f(x) je stéle interval (—1,1), zatimco nosi¢ funkce g(y — x)
je ,proménny" a jde o interval (y — 1,y + 1). Proto musime uvaZovat dva
pFipady.
Nejprve pro y € (—2,0] je soutin f(x)g(y — x) nenulovy pro
x € (—=1,y + 1), tedy mame

3 4

y+1
(f*g)(y):/_1+ (1-x) Ldx= -5 -2+ 2.

Podobn& pro y € (0,2) je souin f(x)g(y — x) nenulovy pro
x € (y—1,1), tedy

1 y3 4
(f*g)(y)z/ (1-x)-1dx=2L —y2 42
- 3 3
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Integralni transformace Konvoluce

Celkem jsme tedy zjistili, Ze

0 jinak
3
M-+t ye(-22),
0 jinak

Obr.: Konvoluce (f = g)(y) z p¥ikladu 1.
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Integralni transformace Konvoluce

Konvoluce jsou jednim z mnoha p¥ipadl obecnych integralnich operatori
na prostorech funkci

b
K(F)(y) = / Fx)k(y. x) dx

s jadrem danym funkci dvou proménnych k : R? — R. Defini¢ni obor
takovych funkcionald je nutné vZdy volit s ohledem na vlastnosti jadra tak,

aby vZdy existoval pouZity integral.
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Integralni transformace Fourierova transformace

Nyni se zaméFime na jeden mimoradné dilezity pfipad integralnich
operatorli, tzv. Fourierovu transformaci JF, kterd (zce souvisi s
Fourierovymi ¥adami. P¥ipomefime si zakladni formuli pro parametrizaci
jednotkové kruZnice v komplexni rovin& s rychlosti obihdni w = 27/ T, kde

T je Cas jednoho obéhu

e'“t = coswt + isinwt.

Zjevné funkce coswnt, sinwnt tvo¥i ortogondlni systém funkci s periodou
T a jejich velikosti na intervalu délky periody jsou \/ T /2, nap¥.

T/2 1 /7
|| sinwnt||* = / (sinwnt)? dt = / (sin ns)? ds = T /2.
-T/2 W J_x
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Integralni transformace Fourierova transformace

Pro (redlnou nebo komplexni) funkci f(t) zavedeme jeji komplexni

s

Fourierovy koeficienty jako komplexni &isla

T/2 .
= / —lwnt dt.
T/2

P¥itom plati vztahy mezi koeficienty Fourierovych ¥ad

oo

f(t) = Z(an cos nt + by, sin nt)
n=0
a témito &isly ¢,
Ch = %(an — ibp), C_p= %(a,, + ibp).

P¥i redlném f jsou samozfejmé& c, a c_, komplexné konjugované.
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Integralni transformace Fourierova transformace

Oznatime-li w, = wn, je pavodni funkce f(t) s konvergujici Fourierovou
fadou rovna
oo
f(t) = Z cpelent
n=—oo

P¥i pevn& zvoleném T vyjadfuje vyraz Aw = wp41 — wy = 27/ T zménu ve
frekvenci zptsobenou narustem n o jedni¢ku. Je to tedy pravé diskrétni
krok, se kterym p¥i vypoctu koeficientli Fourierovy fady mé&nime frekvence.
N3&s dalsi postup bude spodivat v limitnim pfechodu T — oo. P¥itom se
spocetna mnoZina hodnot ¢, ,,zahusti* na celé kontinuum redlnych hodnot
a ziskdme misto Fourierovych koeficientil ¢, novou funkci f.
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Integralni transformace Fourierova transformace

Koeficient 1/ T u formule pro ¢, je roven Aw/27, takZe mizeme ¥adu pro
f(t) prepsat jako

= 1 T/ —iwpXx iwnpt
f(t)= Z 27r<Aw/ f(x)e "“n* dxe ">.

N——o0 T/2

P¥edstavme si nyni hodnoty w, pro véechna n € Z jako vybrané
reprezentanty pro malé intervaly [wp,wny1] 0 délce Aw. Pak na¥ vyraz ve
vnitfni velké zavorce ve skutenosti vyjadfuje s¢itance Riemannovych
soultl pro nevlastni integral

1 [ ;
— g(w)e™“tdw,
21 J_

kde g(w) je funkce nabyvajici v bodech w, hodnoty

T/2 ,
g(wn) = / f(x)e " dx.
—-T/2
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Integralni transformace Fourierova transformace

P¥edpokladejme, Ze naSe funkce f je integrovatelnd v absolutni hodnoté
pres celé R. Pak miZeme limitn& p¥ejit T — oo a dojde ke zjemriovani
normy Aw naSich intervald. Zarovei se dostaneme v poslednim vyrazu k
integralu

o0

g(w) = / f(x) e ™ dx.

—00
MuiZeme tedy poloZit pro (kazdou v absolutni hodnot& Riemannovsky
integrovatelnou) funkci f na R

F(F)(w) = f(w e Wt dt.

\/ 2 /
Této funkci f ¥ikdme Fourierova transformace funkce f, kde koeficient
1/+/27 souvisi s definici inverzni operace. Nade odvozeni totiz ukazuje, Ze
pro ,rozumné" funkce 7(t) bude platit

fF(t) = FH(F)(¢) m/ ) e duw.

Tim ¥Fikame, Ze existuje k pravé definované Fourierové transformaci F

inverzni operace F~L které ¥ikdme inverzni Fourierova transformace.
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Integralni transformace Fourierova transformace

Vsimnéme si, Ze Fourierova transformace a jeji inverze jsou integralni
operdtory se skoro shodnym jadrem k(w,t) =e

+iwt
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[INAENIRIEHECIGEISIN  \/lastnosti Fourierovy transformace

Najd&me funkci f(t), kterd se ztransformuje na charateristickou funkci
intervalu [—w,w], tj. f(x) =0 pro |x| >w a f(x) =1 pro |x| < w.
Inverzni transformace 7~ ndm dava

1 Yo 1 [1 .07
f(t) = Iwt dw = — Alwt
( ) \/27T /;we “ \/27{' |:Ite :|_w

2 1 iwt —iwt 2 :
= — (e — = sin(wt).
t\/2m 2i ) tV2m (wt)
P¥imym vypottem limity v nule spotteme, Ze (0) = 2w(27) /2, nejblizdi
nulové body jsou v t = 7 /w a funkce pom&rné& rychle klesd k nule mimo
pocatek x = 0.

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 53 /70



[NFIEINRIEN B A EICI  Vlastnosti Fourierovy transformace

Na obrazku je tato funkce zndzornéna zelenou k¥ivkou pro w = 20.
Zaroveri je vynesena Cervenou kFivkou oblast, ve které se s rostoucim w
nade funkce f(t) stéle rychleji ,vIni".

20
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[INAENIRIEHECIGEISIN  \/lastnosti Fourierovy transformace

V daldim p¥ikladu spo&téme Fourierovu transformaci derivace f'(t) pro
néjakou funkci f. Pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze f ma kompaktni
nosi¢, tj. zejména F(f') i F(f) skuteZn& existuji a potitejme metodou per
partes

F(F)(w) = \/12? /Oo F(t)e it dt
1 o] iw

SOl

= iwF(f)(w).

o0

f(t)e ™t dt
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[NFIEINRIEN B A EICI  Vlastnosti Fourierovy transformace

Transformace derivaci

Fourierova transformace p¥evadi (infinitesimalni) operaci derivovani na
(algebraickou) operaci prostého ndsobeni prom&nnou. Samoziejmé
miZeme tento vzorec iterovat, tj. F(f')(w) = iwF(f)(w),

F(f")(w) = —w?F(f),....
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[INAENIRIEHECIGIEILIN  Transformace konvoluce a dekonvoluce

Dalsi mimoradné dilezitou vlastnosti je vztah mezi konvolucemi a
Fourierovou transformaci. Najd€me transformaci konvoluce h = f x g, kde
opét pro jednoduchost pfedpokladdame, Ze funkce maji kompaktni nosice.
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[INAENIRIEHECIGIEILIN  Transformace konvoluce a dekonvoluce

P¥i vypoltu zamé&nime potadi integrovandni a v dalsim kroku pak
zavedeme substituci t — x = u.

F(h)(w F/ </ )t — x) dx> et gy
- \/ﬂ/oo f(x)(/ig(t—x)ei“t dt> dx
- ([ ste e ) o
T e (s

= V2rF(f)- F(g),

tedy transformace konvoluce je (aZ na konstantu) soutin transformaci.
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[INAENIRIEHECIGIEILIN  Transformace konvoluce a dekonvoluce

Podobny vypolet ukazuje i obracené tvrzeni, Ze Fourierova transformace
soudinu je, aZ na konstantu, konvoluce transformaci.

1
V2T

Jak jsme si uvadéli vyse, konvoluce f x g velice ¢asto modeluje proces
naseho pozorovani néjaké sledované veli¢iny f. Pomoci Fourierovy
transformace a jeji inverze nyni miZeme snadno rozpoznat pivodni
hodnoty této veli¢iny, pokud zndme konvoluéni jadro g. Prosté spolteme
F(f x g) a podélime obrazem F(g). Hovofime pak o dekonvoluci.

F(f-g)= F(f) * F(g).
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Integralni transformace Laplaceova transformace

Fourierovu transformaci nelze dob¥e vyuZit pro funkce, které nejsou
integrovatelné v absolutni hodnoté p¥es celé R. Laplaceova transformace
se chova podobné jako Fourierova a tuto vadu nema. Integralni operator
definujici Laplaceovu transformaci

L(F)(s) = /OOO F(£) et dt

ma jadro, které se s rostoucim s rychle zmensuje.
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Integralni transformace Laplaceova transformace

Obvykle proto Laplaceovu transformaci chdpeme jako zobrazeni vhodnych
funkci na intervalu [0, c0) do funkci na témZe nebo men3im intervalu.
Obraz L(f) bude existovat nap¥. pro kazdy polynom f(t) = P(t) a
v8echna kladna s.

Obdobné jako pro Fourierovu transformaci dostaneme prostym vypoctem
per partes vztah pro Laplaceovu transformaci derivované funkce p¥i s > 0,

t].
L(F)(s) = /0 T () et dt

- [f(t)e“]go—l—s/o f(t)e ™ dt
= —f(0) + sL(f)(s).
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Integralni transformace Laplaceova transformace

Priklad 2
Urete L(f)(s) pro f(t) =te f,s > —1. J

£(f)(s) — / te_t e—St dr = / te—t(s+1) dt
0 0

u= u=1

— - 1 o —t(s+1)

v = e t(s+1) Vv = _esT

_pet(s+1)]™ 00 o—t(s+1)
- 17| 4] dt

s+1 o Ss+1

-1 t —0-1 e ts+1) ]~
T st ltosoett)  s+1 (s +1)2 .

-1 t -1 1

(s +1)2 tllmo ettD)  (s4+1)2 7 (s41)%
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Integralni transformace Laplaceova transformace

f(t) L(F(t))(s) | s
1 % s>0
t" Sr?+!1 s>0
et e s>a
t et ﬁ s>a
N gat # s> a3
sinwt e s>0
cos wt ﬁ s>0
et sinwt (S_a)% s>a
et coswt (Sfi)ﬁ s>a
tsinwt % s>0
sinwt — wt coswt % s>0
e (coswt + 2 sinwt) G | S>°
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Integralni transformace Laplaceova transformace

P¥iklad 3
Urcete transformaci hyperbolického sinu. J
Z linarity nevlastniho integrélu je zfejmé, Ze
1 1 1 1 w
inhwt) = = wty _ —wty] _— = _ — )
£(sinht) 2[£(e )~ £(e™)] 2[s—w s—l—w] §2 — 2
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Integralni transformace Laplaceova transformace

Ndsobeni polynomem

Derivujme transformaci funkce f(t) = —g(t) podle parametru s, tj.

!/

S iceon = [ [ g o
— [T ey de= [T ea(e de = Lieg(o)
0 0

Priklad 4
Ur&ete transformaci finkce f(t) = tsinh t.

Vime, Ze
1

L(sinh t)(s) = 21

Odtud ihned
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Integralni transformace Laplaceova transformace

P¥iklad 5
Vyfeste poateéni problém

y"+4y' +5y =10e', y(0)=1,y'(0) =2.

UZijeme Laplaceovu transformaci
L(y" +4y" +5y) = L(10€").

Ozna&me transformaci hledané funkce y jako Y a vyuZijme znalost
transformace derivace L(f")(s) = sL(f)(s) — f(0), odkud vidime

L(f")(s) = sL(f')(s) — £'(0) = s[sL(f)(s) — £(0)] — £(0)
= s2L(f)(s) — sf(0) — f'(0).

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza

68 / 70



Integralni transformace Laplaceova transformace

Potom

L(y" +4y' +5y) = L(y") +4L(y") +5L(y)
=52Y(s) — sy(0) — y'(0) + 4sY(s) — 4y(0) + 5Y(s)
= Y(s)(s* +45+5)—s—6.

Protoze £(10e') = %, dostdvame rovnici

Y(s)(s®>+45+5)—s5—6=

s—1’
tedy

s+6 10 1 1

Y(s) = = .
(s) 52—1—4s+5+(s—1)(52—|—4s+5) (s+2)2+1+5—1

Inverzni transformaci pak obdrZzime FeSeni rovnice ve tvaru

y(t) = e ?tsint +et.
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¥ P. P. G. Dyke
An introduction to Laplace transforms and Fourier series
Springer, London, 2004

¥ J. Kalas
Analyza v komplexnim oboru
Masarykova univerzita, Brno, 2006

¥ J. Slovék a kol.
Matematika drsné a svizné
Masarykova univerzita, Brno, 2013

¥ J. Vesely
Komplexni analyza pro ucitele

Karolinum, Praha, 2000

|V této prezentaci jsou pouZity &asti textu z [Kalas, 2006] a [Slovak a kol., 2013]. |
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