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@ Nekonetné &iselné ¥ady
@ Zikladni pojmy
@ Rady s nezipornymi &leny
@ Rady s libovolnymi &leny
@ Ndsobeni nekonelnych ¥ad a odhad zbytku

@ Rady funkci
® Posloupnosti a fady funkci
® Mocninné Fady
@ Fourierovy ¥ady
@ Fourierovy ¥ady vzhledem k {1,sin x,cosx, ...}



Nekonetné &iselné fady [EPEIRElhINsII[11}

Definice 1

Necht {a,}5°; je posloupnost redlnych &isel. Polozme s, = a1 + -+ - + ap.
Tuto posloupnost nazyvame posloupnost Edstecnych soucti Yady > 02 | ap,
pFitemZ symbolem >"7° | a, rozumime nekonegny soudet
ay+---+ap+---, jehoZ hodnotu definujeme takto:

o Jestlize existuje kone¢nd limita s = lim,_, s, definujeme
(o]
g an :s(: lim s,,)
n—oo
n=1

a fekneme, Ze nekonetnd Yada 7 ; a, konverguje.

@ JestliZze limita neexistuje, nebo je rovna nekoneénu, fekneme, Ze tato
fada diverguje, a to k 00 v p¥ipad& nevlastni limity (piseme
> °0° 1 an = £00), resp. Fekneme, Ze osciluje, kdyz limp_oq Sp
neexistuje.

Cislo a, se nazyva n-ty &len, &islo s, se nazyva n—ty Edstecny soucet ¥ady.
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Nekonetné &iselné fady [EPEIRElhINsII[11}

Priklad 1
Geometricka Fada je soulet tvaru

o0 o0
a—l—aq+aq2—i—aq3+---+aq”+---:Zaq"’l:Zaq",
n=1 n=0

kde a, g € R jsou pevné zvolend &isla. Tedy je to nekonelnd ¥ada, kde

a, = aq" ! pro n € N. Cislo g se nazyvé kvocient geometrické ¥ady,
pficemz g mize byt kladné &i zaporné. Posloupnost &asteénych soucti pro
geometrickou fadu odvodime snadno:

sp = at+aq+aq’+---+aq" *+aq" L, gs, = ag+aq’*+aq>+- - -+aq" t+aq”.

Odeétenim druhé rovnice od prvni dostaneme

sh—qsh=a—aq" = s,(1—q)=a(l—q").
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Nekonetné &iselné fady [EPEIRElhINsII[11}

o Je-li g =1, potom je zfejmé s, = na.

e Je-li g # 1, potom je

Ihned tedy dostavame
o Geometrickd ¥Yada s a =0 (a g € R libovolnym) konverguje (k 0),
protoZe v tomto p¥ipadé& jsou s, = 0.
o Geometrickd ¥ada s a # 0 a g = 1 zfejm& diverguje (k oo podle
znaménka &isla a), protoZe v tomto p¥ipadg jsou s, = na.

o Geometrickd ¥ada s a # 0 a g = —1 z¥ejmé osciluje, protoZe je
v tomto pfipadé s, = {a,0,4a,0,4a,0,...} a limita této posloupnosti
neexistuje.
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Nekone&né &iselné fady Zakladni pojmy

Véta 1

Necht a # 0. Potom geometrickd ¥ada ", ; aq"! konverguje pravé tehdy
kdyZ? |q| < 1. V tomto pFipadé (a také v pFipadé a = 0) je pak jeji soucet

> a
Zaqn—l = 1_qg’ ’q’ <L
n=1 q
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Nekonetné &iselné fady [EPEIRElhINsII[11}

Priklad 2

1
n 1
° >y 21n =1 (%) = =1 (a= %’ 9= %)

_1
2

@ Plocha Sierpinského koberce (o stran& 1 jednotka)

= g1 1= /8\" 1
P:I—Z 5 :1—§n_ (9) =1-3-
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&iselné Fady Zakladni pojmy

Priklad 3

1 1
.Zn lm Zn 1n n+2 22021%_%4-2

sot(i-lel 1l
T2 3 2 4 3 5
1 1 1 1 1 1
+n— n ' n-— _n-l-l ;_n+2>
1/3
=§(§—m‘
Iim,,_mos,,— :>Zn1n2+2n:;1
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&iselné Fady Zakladni pojmy

Priklad 4
e > 72 .(—1)" (Grandiho Yada)
—1 nliché

Sp=a1+---+a, =
" ! " {O n sudé

Limita s, neexistuje, ¥ada osciluje.

o >2° L (harmonicka ¥ada)
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Nekonetné &iselné fady [EPEIRElhINsII[11}

Poznamka

Q@ > a,...rozumise Y 7 a,

@ Charakter chovéni fady (konvergence, divergence, oscilace)
zachovame, jestlize zménime koneény pocet &lend posloupnosti a,.
(Zvl3%t& vynechdme-li koneZny polet prvkil napf. na zatatku.)

© Casto nds spide ne soulet Yady zajima, zda ¥ada konverguje, resp.
diverguje, aniz nas zajima konkrétni hodnota souctu.
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Nekone&né &iselné fady Zakladni pojmy

Véta 2 (Nutnd podminka konvergence)

Jestlize Fada Y a, konverguje, pak limita lim a, = 0.

Diikaz.

Kdyz s = lims, = lim(a; + - - - + a,) existuje a je kone¢nd, pak

an = Sp — Sp—1, tedy lima, =lims, —lims,_;1 =s—s=0. O
Poznamka

Opa&né tvrzeni neplati — viz harmonickou ¥adu.
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Nekonetné &iselné fady [EPEIRElhINsII[11}
Véta 3 (Asociativni zdkon pro nekonetné ¥ady)

Necht >~ a, = a je konvergentni. Necht ny je libovolnd rostouci
posloupnost prirozenych &isel, np =0 a by = ap,_,+1+ -+ an,.
Pak Fada >";° ; bx konverguje se stejnym sou¢tem jako piivodni Fada, tj.

Zbk:a.

Dikaz.

it tan At an =) an=a

b1 b2

y k
Oznatme s = ZJI-‘ZI aj tk =21 b =

t1 = Spy, to = b1 + by = sp,, ..., tk = Sp,. ProtoZe limita s, je a, pak
liMk—s00 S, = liMpy00 te = a, tedy >~ by = a.

(Posloupnost {t;} je vybrana podposloupnost {s;}.) O
P¥iklad 5

> (—1)" — asociativni zdkon neplati!
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Nekone&né &iselné fady Zakladni pojmy

Véta 4 (Cauchyovo—Bolzanovo kritérium konvergence)

Rada > an je konvergentni pravé tehdy, kdyZ posloupnost jejich

Casteénych souctli s, je cauchyovska, tj.

Ve > 03ng,¥n>ng aVm € N : |sppm — Sp| = |ant1 + - + antm| < €.

v

Dikaz.

{sn} je konvergentni pravé tehdy, kdyZ je cauchyovskd (R je tplny

metricky prostor).
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Nekone&né &iselné fady Zakladni pojmy

Véta b

Necht >~ a, =a a > b, = b jsou konvergentni Fady a o, 3 € R.
Pak i Fada Y («an + Bby) je konvergentni a plati

Z(aan + Bb,) = aa+ Bb.

Diikaz.
Vlastnosti limit — samostatné procviceni.

Pozndmka
Y an=aa ), b,=o00, pak > (an + bp) = 0
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Radami s nezéporng/mi ¢leny rozumime ¥ady > 7 a,, pro které a, > 0
pro kazdé n € N. (Casto budemem uvaZovat i fady s kladnymi &leny, tedy
ap,>0,VneN)

Je zfejmé, Ze soutet nemiize byt zaporny (nekladny) a nemiZe nastat
oscilace. Tj. limita ¢astednych souctil existuje a plati 0 < lims, < oo,
pricemz lims, = 0 pouze pokud a, = 0,Vn € N.

Véta 6 (Prosté srovnavaci kritérium)

Necht a,, b, > 0 a necht a, < b, plati pro velkd n, tj.
dng € N:a, < b, Vn> ng.

o Je-li Y b, < 00, pak > ap < 0.
o Naopak, je-li Y an, = 0o, pak > b, = 0.

Poznamka

Rada > b je majorantni fadou k ¥ad& > a, a ¥ada ) a, je minorantni
fadou k ¥ad& > b,.
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Diikaz.

Bez (jmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze a, < b, Vn € N. Oznalme
Sk = Zj'(:]_ aj, ty = Zj'(:l bj = s, <t, VneN.

@ Je-li > b, < 0o, pak posloupnost {t,} konverguje, tedy je shora
ohranitena. Potom je také posloupnost {s,} shora ohranitena.
Protoze je navic neklesajici, musi konvergovat.

e Sporem predpoklddejme, Ze > a, = oo a > b, < co. Dle vyZe
dokdzaného plyne z konvergence ¥ady > b, konvergence ¥ady »_ a,.
Spor.

0

v
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Priklad 6

Rozhodné&te o konvergenci (divergenci) fady > %

Pro n > 2 mame % < ﬁ Pokud dokaZeme, ¥e majorantni ¥ada
konverguje, lze pouZit pfedchozi vétu. Pro velkd m € N mame

n:2n(n—1) ~n n-1
B 1+1 1+1+ 1 1 1 1
2 3 2 m—1 m—-2 m m-1

1
=1—— —1prom— o0,
m

tedy > 2 konverguje.

n2
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Nekone&né &iselné fady

Rady s nezapornymi &leny

Véta 7 (Integrélni kritérium)

Necht >"°° | an je nekone&nd Fada s nezdpornymi &leny. Necht f(x) je
funkce definovand na intervalu [N, o0) pro néjaké N € [0,00), kterd je na

tomto intervalu nezdpornd, nerostouci a plati

f(n) = a, pro v8echna n > N.

Potom
[e.e]
Z a, konverguje & / f(x)dx konverguje,
n=1 N
oo o0
Z a, diverguje k oo & / f(x = 00.
n=1 N
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Dikaz.

Bez djmy na obecnosti pfedpokladejme, ze N = 1. Vzhledem k monotonii
funkce f je tato integrovatelna na libovolném intervalu [1,t],1 <t€R a
funkce horni meze F(t) = flt (x)dx je neklesajl'cf.

Jisté plati 37 5 a; < [ f(x)dx < Z, 19

tedy s, — a1 < F(n) < sp—1.
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

o Jestlize Y 7 a, konverguje, pak je posloupnost {s,} shora
ohranitend a tedy 3k € R: F(n) < k Vn € N. Funkce F je neklesajici,
tedy F(t) < kVt € [1,00). Limita lim;_,~ F(t) tedy konverguje, coz
znamend konvergenci floo f(x)dx.

o Jestlize floo f(x) dx konverguje, pak je F shora ohranitena.

Z nerovnosti s, — a1 < F(n) plyne ohraniZenost posloupnosti
Caste¢nych soutti {s,}, kterd je neklesajici a ohrani¢end, tedy
konvergentni.
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

P¥iklad 7
Pomoci integrdlniho kritéria snadno dokaZeme, Ze

i 1 Jdiverguje pro a <1,
= ne konverguje pro o > 1.
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Véta 8 (Limitni srovnavaci kritérium)

Necht a,, b, > 0 a existuje limita lim,_, Z—'n’ = L (vlastni nebo nevlastni).
@ Je-liy by < o0 al <oo, pak ) a, < oco.
@ Je-liy bp=00al >0, pak ) a, = oc.

Dikaz.
P¥edpokladejme, Ze > b, < o0 a L < oo, pak
Ve>03m e N,¥n>np:L—c< " < L+e Odtud

bn
—_—

an<(L4+e)bp=> an<> (L+e)bp=> an<(L+¢€)> b < 0.
Tedy > a, konverguje.
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

P¥edpoklddejme, Ze > b, = co a L > 0 a uvaZujme dva pfFipady.
@ Jestlize L < oo, pak 3e >0adngeN,Vn>ng:0< L —¢e < 22,
Tedy (L—¢€)bp < an =00 <) ap.

o Jestlize L = oo, pak 3k >0,k € R, adng € N,Vn > ng : k < 3.
Tedy kb, < ap = 00 < > ap.
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Rady s nezapornymi &leny

Nekone&né &iselné fady

Priklad 8

Rozhodné&te o konvergenci (divergenci) ¥ady > -, arctg %
L.

Ye T _1s,

, arctg% .
lim ——" = lim =)
= n—o00 —
n
V.

n—oo
n
= OQ.

ti. > bp=>1=00,L>0= > arctgi

=0, (nelze pouZit)

2
n

Priklad 9
Rozhodn&te o konvergenci (divergenci) Yady > 5 In (1 + %)

n(1+%)
I = limp 0o 1+ 5
n

o lim, .o
n
1
i In(l—l—n—z) o 1
o limp oo — "> =limp 0 =1,
2 1+
n n
tj. Y by <oo,L<00= ) a,<o0.
v
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Véta 9 (Podilové (d'Alembertovo) kritérium)
Necht a, > 0 pro Vn € N.

Q Jestlizedk e R,k < 1: a"“ < k,¥n € N, pak > a, konverguje.
Jestlize 2+ > 1,¥n € N, pak >~ an diverguje.

@ Necht navic existuje limita lim 22 = L, L € R*. Je-li L < 1, pak
dap < oo jeliL>1, pak ) a,, = 00, je-li L =1, nelze rozhodnout.

v

Poznamka

Pro a, = % i pro a, = %je L =1, pfitom jedna ¥ada konverguje a druha

diverguje.
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Dikaz.

Dokazeme limitni podilové kritérium (prvni &ast podobng).
Jestlize lim a”“ =L pakVe>0dngeNVn>nyg:L—ec< a"“ <
L+e= (L—e)a,, < ant1 < (L+¢€)ap.

@ L < 1: Necht e >0 jetakové, 2e L+e=qg<1= ap1 < qa, =

2 k
Ang+1 < dany, dng+-2 < q~ang, - - -5 dny+k < q"ang, pak
o0 no o0 no o0 q
g an = Zan + g Ang+k < Z an +an, Z qk = &islo + 3n0177
n=1 n=1 k=1 = k=1
N——
&islo

tedy ¥ada  aj, konverguje.

@ L > 1: Porovnani s geometrickou fadous g =L —¢ > 1.
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Véta 10 (Odmocninové (Cauchyovo) kritérium)
Necht a, > 0 proVn € N.
Q Jestlize Ik e R,k < 1:/a, < k,Vn €N, pak ) a, konverguje.
Jestlize /a, > 1 pro nekone¢né mnoho n € N, pak ) a, diverguje.
@ Necht navic existuje limita lim {/a, = L, L € R*. Je-li L < 1, pak
Y an < oo, jeliL>1, pak Y a, = oo, je-li L =1, nelze rozhodnout.

.

Poznamka

Opét nap¥. pro a, = 712 i pro a, = % je L =1, pfitom jedna ¥ada

konverguje a druha diverguje.

Dikaz.

Op&t dokdzeme limitni kritérium (prvni &ast podobng&).

Jestlize lim y/a, =L =L —¢c < {/a, < L+ ¢, pro velkd n. Tedy

(L—¢)" < a, < (L+¢€)" a pouZijeme obdobné& jako v pfedchozim dilkazu
porovnani s geometrickou ¥adou. O

v
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Poznamka

Lze ukazat, Ze plati

.. .a . . ) a
lim inf 0L < liminf y/a, < limsup /a, < limsup gntl
dn

an

an41

Tedy pokud existuje limita lim,_ s = L, potom existuje i limita
lim,_ o0 v/a, a tyto dvé& limity si jsou rovny.

Navic, jestlize je podilové kritérium nerozhodnutelné (a;—:l — 1), potom je
také odmocninové kritérium nerozhodnutelné (/a, — 1). Rikdme, Ze
odmocninové kritérium je siln&jsi, nez podilové kritérium (kazdy problém,
ktery Ize vyFesit podilovym kritériem, Ize vyFesit i odmocninovym
kritériem, ale ne naopak).
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Nekone&né &iselné fady

Rady s nezapornymi &leny

Priklad 10

Rozhodnéte o konvergenci (divergenci) ¥ady
° > ’,;—','

ant1 _ (mED)"™ a1 (n+1)" n n—oo

2 DT s = (1 + %) —— e > 1 Yada diverguje

° Ly

: n T Yn 1 - .
lim n/(3—+%7 = lim 341 = 3 < 1 Yada konverguje
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Véta 11 (Raabeovo kritérium)

Necht a, > 0 a necht existuje limita

lim n<1—a”+1> =L, LeR"

n—00 an

Pro L < 1 Fada diverguje, pro L > 1 Fada konverguje a pro L =1 nelze
rozhodnout.

Pozndmka

Raabeovo kritérium je zesilenim podilového kritéria. (P¥iblizovani k 1
zespoda &i shora.) V literatute lze najit (¢i odvodit) daldi zobecnéni, tedy
dalsi siln&jsi kritéria. Jediné ,univerzalni” je ale Cauchyovo—Bolzanovo
kritérium (véta 4).
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Priklad 11

Zoo n!
n=1 (y/241)(v242)--(v/2+n)

(m+1)Y(v24+1)(vV2+2)-+(vV2+n) ntl
(V2+1)(vV2+2)-+(V2+n)(V2+n+1)n! V2+n+l

. n T +1 o n(vV24n+1-n-1)
° I|mn<1—aa—:1> —I|mn<1—ﬁ> —I|mw

=/2 > 1, tedy Yada konverguje

o lim 2= = |im = lim
an

= lim 2Y=—

\f++1
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Poznamka

> ap,ap > 0 a &len a, md n v exponentu, nebo obsahuje faktorial. Pak je
obvykle vyhodné zkusit podilové nebo odmocninové kritérium.

Neni-li tomu tak, pak zkusime podilové srovndvaci kritérium s 1/n®. Dile
je k dispozici integralni kritérium.

Napt¥.
(o]
= n In n(In n)@
konv. a>1
oo dx _ 4 dx OOd _
fe (Inx ||nX_ t < _dt‘ - tg‘ - le a < 1
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Nekonetné &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Vé&ta 12 (Kondenzaéni kritérium)

Necht {a,}5° ; je monoténni posloupnost kladnych &isel. Pak je
konvergence Fady > | a, ekvivalentni s konvergenci Fady > 2" apn.

Poznamka

@ Kondenzaéni kritérium lze nékdy vyuZzit, kdyZ v odmocninovém a
podilovém kritériu vyjde jedni¢ka.

@ Kondenzaéni kritérium se ¢asto formuluje pouze pro monoténni
posloupnosti {a,}%2 ;. Z nutné podminky konvergence pak plyne, Ze
dand posloupnost musi byt bud kladna a klesajici, nebo zaporna a
rostouci, jinak jsou ob& uvaZované fady divergentni. (Pro zapornou a
rostouci posloupnost {a,}°°; jde pouze o ,pFeklopeni*.)
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Diikaz.

Z platnosti nutné podminky konvergence je zfejmé, Ze a, > apy1.
Rozepsanim

o
dap=ar+(a2+a3)+(as+as+ag+ar)+ooe
n=1

oo
22”azn=a1+(a2+az)+(a4+a4+a4+a4)+~-
n=0

vidime, Ze konvergence druhé ¥ady implikuje konvergenci prvni ¥ady.
Nyni druhou ¥adu upravime (konvergence neni ovlivn&na) na

1 o
522"32”:32—1—(34—1—34)—1—(33—I—ag—i—ag—i—ag)—i—---,

n=1

jejiz konvergence plyne z konvergence fady > ° , a,.

O

v
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Priklad 12

Rozhodn€me o konvergenci fady

[e.e]

1
<= n(In n)

@ Odmocninové kritérium

n(In n)® -

kde In(V/Inn) = In (lnn) —0=Vinn—e =1

@ Podilové kritérium nema cenu zkouset, pro lplnost dostaneme

. aAnyl n Inn @ N
m an M1 (In(n—i—l))
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezdpornymi &leny

o Kondenza&nim kritériem dostaneme ¥adu

(o] (o] 2n o0 1
2" n — —_— —_—
nz_; 2 Z:: 2n(In2n)e Z_; (In2m)e

[e.e] (e}

1 1
Z nIn2)0‘ ~ (In2)e nz;n“’

tedy

oo

Z 1 diverguje pro a < 1,

. n(In n)e konverguje pro v > 1.
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Definice 2

Necht a, > 0. Pak Yada >-°2 | (—1)""1a, se nazyvd alternujici ¥ada.

Pozndmka
Alternujici ¥ada je také Yada Y72 ;(—1)"a, a obecné& fada > -, f,
spliiujici sgn f, = —sgn fo11,Vn € N.
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Nekonetné &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Véta 13 (Leibnizovo kritérium)

Necht a, > 0 je nerostouci posloupnost. JestliZe lim, o a, = 0, pak
alternujici ¥ada >"°° ;(—1)""1a, konverguje.

Poznamka

Vzhledem k platnosti nutné podminky konvergence Ize vétu 13 formulovat
i s ekvivalenci.

Dilkaz.
Sop = a1 —azx+ -+ adxp—1 — @2, S2n+2 = S2n + 32n4+1 — A2n+2,
—— | — —_———
>0 >0 >0
tedy posloupnost {sy,} je neklesajici. Podobn&
S2p—-1 = a1 — (32 - 83) - (a2n—2 - azn—l).

S2n+1 = S2n—1 — (a2n — a2nt+1), tedy {s2n11} je nerostouci.

=a1—a < 5 < Sop+ a1 = 2nt1 < 51 = a1 = {San}, {S2n+1} jsou

ohranitené, ob& maji kone¢nou limitu lim(spp+1 — S2n) = limazpy1 =0 =

lim s3p41 = limsyy = s = lims, = Y% (~1)""1a, = s konverguje. ~ [J
.
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Priklad 13

+ .-+ (Leibnizova Yada)
1

— W=

_l’_
> ~—— konverguje

Ptiklad 14

SRS

2+ (F1)
lim a, = 0, kdyby ¥ada konvergovala, pak bychom mohli aplikovat
asociativni zakon (v&ta 3). Pro n liché mdme

1 _ Vn+14+1—/n+1 _ \/n+1—/n+2 > 1
pu— n'

1
Vi1 Vil (Va-D)(Vaki+l) | (Va-1)(VnriD)

Uzavorkovand ¥ada diverguje, tedy ve vété 13 nelze vynechat predpoklad
monotonie.
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Definice 3

Rekneme, e Yada > ap konverguje absolutné, pokud konverguje ¥ada
> "lan|. Rekneme, Ze ¥ada konverguje neabsolutné (relativng), jestlize ¥Yada
> an konverguje, ale ¥ada ) |a,| diverguje.

Priklad 15

—1)n—1 . v Ve . s
> % je neabsolutné konvergentni — sama konverguje, ale absolutni
hodnotou dostaneme harmonickou ¥adu, ktera diverguje.

> & je absolutn& konvergentni, nebot > ’17)"’ => % < 0.
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Véta 14

Je-li Fada Y a, absolutn& konvergentni, pak je konvergentni. (Tedy z
absolutni konvergence plyne konvergence.)

Diikaz.

Podle Cauchyova—Bolzanova kritéria (véta 4) je ¥ada >_|a,| konvergentni
pravé tehdy, kdyZ posloupnost |a1| + - - - + |an| je cauchyovskd, tj.
—_—

Sn

Ve >0dng e NVn> ng,me N:

’Sn_l’_m — Sn‘ = Han-i-m’ + tet + |an+1|| < €= |an+m+ tee + an+1| < E.

tedy posloupnost &asteénych souétl ¥ady > a, je cauchyovskd, tedy ¥ada
konverguje. L]

v
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Poznamka

Opak neplati — viz Leibnizovu ¥adu.

Poznamka

P¥i rozhodovéni o konvergenci/divergenci je nékdy vyhodné otestovat
nejprve > _|an| pomoci kritérii o fadach s nezapornymi &leny. Je-li
Ylanl <00 =3 ap < oc.
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Véta 15 (Abelovo kritérium)

Necht > a, je konvergentni a {b,} je ohrani¢end a monoténni
posloupnost. Pak > (anb,) je konvergentni.

Véta 16 (Dirichletovo kritérium)

Necht >~ a, ma ohrani&enou posloupnost &dstecnych souctii a {b,} je
monotdénni posloupnost s limitou nula (b, — 0). Pak > (anbn) je
konvergentni.
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Priklad 16

Otestujme konvergenci fady > | Sh’%,x € R. Pokud je x celotiselny

ndsobek 7, fada konverguje. Ddle postupujme pro vSechna ostatni x.

Zvolime a, = sinnx, b, = % tedy b, — 0 a je ohranicena.

Sp=sinx+---+sinnx /i
Ch = COSX + + -+ 4 COS nx
S h_i(cos kx + isinkx) = > "[_, e
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

]

’ . 0 . eixn_l
elx:elx_l_elx_l__ +enlx_ x =
e —1
k=1
ixn ixn ixn
ez (e 2 —e 2 ) ] )
= = |e/* — e’ = 2isinq

x [ x i
e2 (e2 —e 2

ix ixn Sinx—n n—+ 1 n-+ 1 Sinﬁ
x o ixn 2 - s 2
—e2 .e2 'sing :|:cos< > x)-i—/sm( 5 X>:| Siné'

2
Imagindrni ¢ast dava
. . . (n+1 Y\ sin%
sinX 4+ - -+ 4+ sin nx = sin 5 X

T x
S|n§

coz je ohranicené, tedy ¥ada konverguje podle Dirichletova kritéria.
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Konverguje absolutné?
@ Pokud je x celogiselny ndsobek 7, pak ano.

@ Pokud x neni celo&iselny nasobek 7, pak

Z |sin nx| > Z sin nx __ l-cos2nx __ 1 Z l _ Z cos 2nx
n = n - 2n -2 n n
~—— ——
=00 konv. dle DK
X |sin nx| - . ¥ sin nx ; X
Rada ) =—— diverguje, tedy fada ) "™ konverguje neabsolutng.

. ) : 1 — cos2a
(cos2oz:cos2a—sm2a: 1—2sin’a = sina = — s

Poznamka

Leibnizovo kritérium je specidlnim pfipadem Dirichletova pro > (—1)"ap.
> (—1)" ma ohranitené &astetné soulty a a, — 0 (shora) hraje roli b,
v Dirichletové kritériu.
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Definice 4

Necht f: N — N je bijekce. Rekneme, Ze fada > by, kde b, = ar(n), Je
pFeFazenim ¥ady S a,. Rekneme, %e pro fadu 3 a, plati komutativni
zdkon, jestlize pro libovolnou bijekci f: N — N plati Y a, = > ar(n).
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Véta 17 (Komutativni zdkon pro nekonegné ¥ady)

Necht Fada >~ a, konverguje absolutné, tj. >_|ap| < co. Pak pro tuto Fadu
plati komutativni zakon.
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Diikaz.

Oznatme b, = af() a necht t, = by + -+~ 4 by = aga) + - - - + ag(n) je
posloupnost &aste¢nych souttd > b, a necht s, = a1 + -+ a, je
posloupnost &astetnych soultl > a,. ProtoZe Y a, konverguje absolutng,
pak Y a, konverguje, tedy existuje kone&na limita s = lims,. DokdZeme,
ze t, — s.
Plati

‘Sn — tn‘ = ‘31 +---+ap— (af(l) + -+ a,c(,,))].
Necht £ > 0 je libovolné. ProtoZe > _|a,| je konvergentni, tak podle
Cauchyova—Bolzanova kritéria (v&ta 4)

dng € N:Vn > ng,Vm e N: ||aps1| + - + |antml| < .
Zejména mame ||apy41| + -+ - + [ang+ml|| < €. ProtoZe n > ng, mame
|al+"'+an—(af(1)+"'+af(n))|

= a1+ +an + - +an—(ar) + - + arm))l-
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&iselné Fady Rady s libovolnymi &leny

Necht n; € N je takové, Zze {1,...,no} C {f(1),...,f(m)}, pak pro
n > max{ng, n1} plati
lar+ -+ an + -+ an—(ar) + -+ arm)| < |langral + -+ 4 a1l

<e
(g je ,nejvétsi zbyvajici index"). Tedy |s, — t;| = 0= > a, = > ar(n).-
O

v
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Definice 5
Pro posloupnost a, oznaéme

i an, ap=>0 a, ap<0
a, = a a, =

0 a,<0 " 0 a,>0

Potom {a;} nazyvdme kladnd &dst a {a,, } zdpornd &dst posloupnosti

{an}.

Poznamka

Z¥ejmé plati af = %'a"' = max{an, 0}, resp. a, = a"_T“""’l = min{a,, 0}.
v
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Véta 18

Necht >~ a, je neabsolutn& konvergentni, pak > a} = +oco a

> a, = —oc.

Diikaz.

Q> af<ocoad a, >—x
Q@ > af=0c0ad a, >—
Q@ > af<ocwada, =-—

Q) al=cada =-x
Kdyby platilo 1, pak >_|an| = >_af — 3 a,, konverguje podle véty o
konvergenci sou¢tu dvou konvergentnich ¥ad — spor, nebot Y |a,| = oo.
Kdyby platilo 2 nebo 3, pak >~ a, =>"a} + > a, a soulet bude oo
(p¥ipad 2) nebo —oo (pFipad 3) — spors Y a, < 0.
Tedy nutné >_af =00 a > a, = —cc. O

.
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Véta 19 (Riemannova v&ta o prefazeni, velkd vé&ta o pFefazenf)

Necht Fada > an je neabsolutné konvergentni a Ly, Ly € R* L1 < L,.

Pak existuje permutace mnoZiny N takova, Ze pro posloupnost ¢dste¢nych
souctii t, prefazeni Fady ) ar(n) (tj. tn = af1) + -+ + ag(n)) plati
limsupt, = Ly aliminft, = L;. Zejména neabsolutné konvergentni Fadu
Ize pFerovnat tak, Ze diverguje k +00 nebo osciluje.
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Nekone&né &iselné fady Rady s libovolnymi &leny

Dikaz.
P¥edpokladejme, ze L1,Lp € R, L; < Ly a L > 0 (pro ostatni p¥ipady je
modifikace diikazu z¥ejma). Plati >_ a}f = o0 a Y a, = —oc.

e Existuje ny : af + -+ a/. > L, a necht ny je nejmensi takovy index.
o Necht ny je takovy index, fe af + -+ a} +a; +---+a, <lia
necht je nejmensim indexem s takovou vlastnosti.

e DiileZité je, Ze a, — 0 (coZ je nutnd podminka konvergence ) ap)

= |ap| — 0 a tedy velikost ,pFelezeni/podlezeni” hodnot Ly, Ly se
blizi k nule.

Z konstrukce plyne, Ze limsup t, = Ly a liminf t, = L;.
(Nap¥. pro L3 = —o00, Ly = 0o budeme soutty ,rozkmitdvat"”.) O
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Nekone&né &iselné fady Ndésobeni nekonenych ¥ad a odhad zbytku

Poznamka

Koneéné Fady:
(a1+---+an)(br+ -+ bm) =a1by + -+ apbm.

Nekonetné ¥ady:
(Sor) (58) =

aiby aiby ---  aib,
abr  axby .-+ axb,

anbyr apbo ---  apb,
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Nekonetné &iselné fady Ndésobeni nekonenych ¥ad a odhad zbytku
Véta 20

Necht Fady >~ an, > b, jsou absolutné konvergentni a necht >_ c, je
libovolnd nekone&nd Fada, v niZ posloupnost {c,} je permutaci
posloupnosti {ajb;} (tj. {cn} je libovolna posloupnost obsahujici permutaci
prvki z uvedené tabulky). Pak Y  c, konverguje také absolutné a plati
Yecpn=c=a-b, kded a,=a, > b,=b.

Diikaz.

Pro im =min{i, ... in},Jm =min{j1, ..., jn}, i = max{ir,...,in},jm =
max{j1,...,jn} mame |ci|+ -+ |cp| = |aj by | + - - + |ai, bj,| <

(|| + -+ laiy (| by + -+ 4 |bjyy[) < A+ B, kde

—a(iy—o0) —)b(_];/]r—ﬂbo)
A= lan|,B=>_|bn|. Tedy posloupnost &aste¢nych sou&tid > |c,| je
shora omezeng, tedy ) |cn| < 00, tedy > ¢, je absolutn& konvergentni a
plati pro ni komutativni zakon.
222:1 ck = aibi+(aibatacbo+ashy)+- - -+(arbp+- - -+anbp+- - -+anb1)+
co=(ar+---+an)(b1+:-+bp) =spth —>ab=> " c, = ab.
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Nekone&né &iselné fady Ndésobeni nekonenych ¥ad a odhad zbytku

Poznamka

(a1x + apx® + - - - + apx")(bix + box® + - - - + bpx")
= x2(alb1) + X3(alb2 + agbl) + X4(31b3 + arby + a3b1) + -

(Postupujeme po diagonélach.)

Definice 6
UvaZujme nekonetné Yady > an, Y . by.
@ Necht ¢, = aib,+ -+ apby + -+ + anby (po ,elkdch”), pak se ¥ada
> ¢n nazyva Dirichletiv soucin Yad ) ap, Y | bp.

@ Je-li cp = aib, + asby—1+ -+ an_1b2 + apb1 (po diagondlach), pak
se Yada Y ¢, nazyva Cauchyiv soucin ¥ad >_ an, > by.

v
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Nekonetné &iselné fady Ndésobeni nekonenych ¥ad a odhad zbytku

Véta 21
e Necht > an, > by, jsou konvergentni Yady, > a, = a, > b, = b. Pak
Jejich Dirichletiv soucin . ¢, také konverguje a > ¢, = ab.

o (Mertensova véta) Necht > an, . b, jsou konvergentni Fady,
Y an=a, >, b, = b a alespori jedna z nich konverguje absolutné.
Pak konverguje i jejich Cauchyiv sou&in a ) c, = ab.

Poznamka

V Mertensové vété o Cauchyové soudinu nelze vypustit predpoklad
absolutni konvergence alespoii jedné fady. Nap¥. pro

(=55) 55 ).,

: =1 1 . 1 1_
mime [co| = Ao+ sem bt A 2t =1
limc, # 0, neni splnéna nutnd podminka konvergence a tedy Cauchyliv

soutin Fady ( se sebou nemf(ize konvergovat.

4
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Nekone&né &iselné fady Ndésobeni nekonenych ¥ad a odhad zbytku

Definice 7

P¥edpoklddejme, Ze ¥ada > a, je konvergentni. Vyraz R, = Zi‘;nﬂ ay se
nazyva zbytek po n-tém &lenu, tj. > an = sp + Rp.

Véta 22

UvaZujme nekone&nou ¥adu >~ a, se zbytkem R,,. Necht >~ b, je
konvergentni fada s nezapornymi ¢leny, pro niz plati |an| < by. Pak Fada
> an konverguje absolutné a pro jeji zbytek plati |R,| < R,, kde R, je
zbytek po n-tém &lenu Fady Y by.

Duikaz.

|Rn| = ’Ziozn-i-l ak| < Ziozn-i-ﬂak‘ < Ziim bk = Rn. O
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Nekone&né &iselné fady Ndésobeni nekonenych ¥ad a odhad zbytku

Véta 23

Necht a,, je nerostouci posloupnost kladnych &isel a lim a, = 0. Pak pro
zbytek alternujici fady S (—1)""a, plati |R,| < ani1.
Navic sgn R, = (—1)".

Dikaz.

Dle Leibnizova kritéria je Yada Y (—1)""1a, konvergentni. Déle
postupujeme jako v diikazu Leibnizova kritéria pro ¥adu
Ry = Zio:n—i—l(_l)k_lakv tedy

Ro = (~1)"ans1 + (=1)" apea + (~1)" a3 + -

= (_1)n (an+1 — anp42 +an+3 — ap+s + - ),

=r

aodtud 0<apti—anto<r<apti. Tj. Rn=(-1)"r = |Ry|=r < apy1. O
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Nekone&né &iselné fady Ndésobeni nekonenych ¥ad a odhad zbytku

Véta 24

Necht a,, je monoténni posloupnost nezdpornych &isel, ¥ada Y a,
konverguje a f: [1,00) — R je monoténnia pron € N : f(n) = a,. Pak
Rn < [° f(x)dx.

Dikaz.

Plyne ze stejného obrazku jako diikaz integradlniho kritéria. O
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Nekone&né &iselné fady Ndésobeni nekonenych ¥ad a odhad zbytku

Priklad 17

Kolik &lent Yady > 77, % musime vzit, aby chyba (zbytek) byla men3i nez
0,017

<1 ~11* 11
< —dx = |— =—-< — > .
R,,_/n dx [ ] < qog = =100
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

P¥iklad 18 (Motivace)

UvaZujme funkce s,(x) = x" pro x € [0,1] a n € N. Jedn3 se tedy
o posloupnost &asteénych soudti

s(x)=x, s(x)=x% s(x)=x3 sx)=x'...
funkci
fA(x)=x, h(x)=x*—x, ABKx)=x3—x> ... f(x)=x"—x""1 ...
V&echny tyto funkce f,(x) jsou spojité na intervalu [0, 1] pro kazdé n € N.

Déle jsou vdechny funkce s,(x) spojité na intervalu [0, 1]. Pfitom

1" 7% 1 x=1

n—oo
n 1
sn(x):{x 0 xe0,1),
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Rady funkci Posloupnosti a Fady funkci

Tedy posloupnost s,(x) konverguje pro kazdé x € [0, 1] k funkci

0, prox€]0,1),
1, prox =1,

n—oo

Z fa(x) = lim sp(x) =s(x) = {

n=1

pri¢emz tato funkce s(x) je nespojitd (konverguje pouze bodové).
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Definice 8

Rekneme, ¥e posloupnost funkci {f,(x)},x € I, konverguje bodové& na
tomto intervalu k funkci f(x), jestlize VX € I &iselnd posloupnost {f,(X)}
konverguje k &islu f(X), piseme f, — f, tj.

Ve > 0,Vx € I,3ng = no(e,x) Yn > ng : |fo(x) — f(x)| < e.

Definice 9

Rekneme, e posloupnost funkci {f,(x)},x € I, konverguje na intervalu |
stejnomérné k funkci f(x), jestlize

Ve > 03ng = no(e) : Vx € 1,Vn > ng : |[fr(x) — f(x)] <&,

piseme f, = f.
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Poznamka

e Konvergence posloupnosti f,(x) = x", x € [0, 1] neni na [0, 1]
stejnomérna.

° P = Cla, b], pc(f,g) = maxeepa | f(x) — g(x)| — metrika
stejnomérné konvergence.

@ Ze stejnomé&rné konvergence plyne bodova konvergence. Naopak to
neplati.
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Véta 25

Necht posloupnost funkci {f,} konverguje na intervalu | k funkci f,
oznacme

rn = suplfp(x) — f(x)|.

xel

Pak posloupnost f, konverguje na | k funkci f stejnomérné pravé tehdy,
kdyZ r, — 0.

Diikaz.

(<) limrm=0&VYe>03nn eN,Vn>ng: || <ec=
Sup, e/l fn(x) — f(x)| <e =>Vx el :|f(x) —f(x) <e

(=) trividlni modifikace p¥edchozi implikace
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Priklad 19
Rozhodnéte, zda posloupnost f,(x) = 143:73;2 konverguje na | = [0, 1]
stejnomérné.

Vyfe$ime bodovou konvergenci a pak podle véty 25 rozhodneme, je-li
stejnomérna nebo ne. ProtozZe lim,_ o 1f;’§x2
bodové na | k funkci f(x) = 0. Dale

2nx '

1 = suplfo(x) = F(x)| = sup | =5

xel x€[0,1]
2nx

max ———— =1
xel0,1] 1 + n?x?

Posloupnost nekonverguje stejnom&rné& k nule na intervalu [0, 1].

= 0, konverguje posloupnost

, VnéeN.

1+n?x2 (1+n2x2)?
1+mx? =22 e 1=rx®> e x=11£,(0)=0,f(1) = 1+n2, fa(2) =

(Ay _ 2n(1+n?x2)—2nx(n?2x) — 0= 2n(1 + n2X2) — 2nx( 22X)
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P¥iklad 20
fn(X) — sinnx)l =R

n

fn—>0,rn=%:>fn(x):§0na]R
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Definice 10

Rekneme, e ¥ada funkei 3°°° | f,(x) konverguje (bodov&) k funkci f(x),

jestlize posloupnost ¢aste€nych soultli s,(x) = fi(x) + -+ + fr(x)

konverguje (bodov&) k funkci f(x) na intervalu /, tj. s,(x) — f(x) na /.

Rekneme, Ze fada funkci Y2°°; f,(x) konverguje stejnomérné k funkci

f(x), piteme > "2 | fo(x) = f(x) stejnom&mg, pokud s, =% f(x) na /.

Priklad 21
2 X .n
x _ X L
e _1+x+2!+---_§%n!
n—=

konverguje stejnomérn& na R (ukdzeme pozdgji).
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Rady funkci Posloupnosti a Fady funkci

Lemma 1 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium stejnomé&rné konvergence)

Posloupnost funkci {f,} konverguje na intervalu | stejnomé&rné& pravé
tehdy, kdyZ

Ve >03dng € NVx € I Vm,n > no(m,n € N) : |fin(x) — fa(x)| < e.

Diikaz.
Viz skripta. O
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Véta 26 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium pro ¥ady funkci)

Rada funkei Y02 1 fa(x) je na intervalu | stejnomérné& konvergentni prave
tehdy, kdyZ posloupnost jejich Edstecnych souctii s,(x) je na intervalu |
stejnomérné cauchyovska, tj.

Ve >0dng e NVxelVn>nVmeN:
[Sn+m(x) = sn(X)| = [far1(x) + - + farm(X)] <e.

v

Diikaz.

Rada funkci 325, f,(x) konverguje stejnom&rné k funkci s(x), pravé
tehdy, kdyZ posloupnost jejich &aste€nych soutti s,(x) konverguje
stejnomé&rné& k funkci s(x). Nyni sta&i vyuzit Lemma 1. Ol
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Véta 27 (Weierstrassovo kritérium stejnomérné konvergence)

Necht posloupnost funkci {f,(x)},x € I, spliiuje na intervalu | nerovnost
|fa(x)| < a, a &iselnd Fada ) a, je konvergentni. Pak Fada funkci
Y021 fa(x) je na intervalu | stejnomérné konvergentni.

Dikaz.

Podle predchozi véty stali dokdzat, Ze posloupnost ¢aste¢nych soudti
sn(x) je na intervalu | stejnomé&rné& cauchyovskd. ProtoZe ¥ada ) a,
konverguje, pak podle Cauchyova—Bolzanova kritéria je ¢iselnd
posloupnost jejich ¢aste¢nych soultl cauchyovska, tzn.

Ve dng € N,Vn > ng,Vm € Nt |api1 + -+ antm| < &,

tedy

[far1(x) + -+ farm(X)] < fara ()] + -+ [farm(X)]]
<l|ant1+ -+ antm| <& Vn>nog,Yme N Vx el
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Véta 28 (Abelovo kritérium)

Necht > f,(x) je na intervalu | stejnomé&rné& konvergentni a posloupnost
{gn(x)} je na | stejnomérné& ohraniend a monotonni. Pak ) f,(x)gn(x) je
na intervalu | stejnomérné konvergentni.

4

Véta 29 (Dirichletovo kritérium)

Necht ", fo(x) md stejnomé&rné ohranienou posloupnost &dstecnych
souctd, posloupnost {gn(x)} je na | monoténni a g, = 0 na I. Pak
> fa(x)gn(x) je na intervalu | stejnomé&rné& konvergentni.

e Posloupnost {f,(x)} je na I neklesajici (nerostouci), jestlize ma tuto
vlastnost kazda &iselna posloupnost {f,(xo)}, x0 € I.

o Jestlize Ik € R,k > 0: Vne N, Vx € | :|fp(x)| < k, nazyvame
posloupnost {f,(x)} stejnomé&rné& ohranitenou.
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Véta 30

Necht funkce f, jsou na intervalu | spojité a f,(x) = f(x) na intervalu |.
Pak je na intervalu | spojitd i limitni funkce f.

Diikaz.
Pot¥ebujeme dokazat, Ze limy_,,, f(x) = f(x0) Vxo € .

[F(x) = F(x0)| = [(x) = falx) + fa(x) = fa(x0) + fa(x0) — f(x0))]
< [F(x) = falX)] +fa(x) = Fa(x0)| + [fn(x0) — F(x0)] -
S—— —_—

< <

w|m
wlm

Necht & > 0 je libovolné, protoZe f,(x) — f(x) na I, k § Ing,Vn > no,

Vx € | |fa(x) — f(x)| < 5. ProtoZe f, jsou spojité, pak k § 35 > 0,

Vx € (xo — d,x0 4+ 9) : |[fa(x) — fa(x0)| < 5.

Tedy Ve > 035 > 0,Vx € (xo — 0, x0 + 9) : |f(x) — f(x0)| < € a funkece f
je spojitd v bodé xg. O

.

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 80 /187



Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Poznamka

P¥edchozi Véta 30 v podstaté dokazuje, Ze prostor spojitych funkci s
metrikou stejnomérné konvergence je lplny metricky prostor, a tedy lze
aplikovat (na kontraktivni zobrazen{) Banachovu vétu o pevném bod&.
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Véta 31

Necht >~°° | fo(x) = f(x) konverguje stejnomérné na intervalu 1, tj.

sn(x) = Z fu(x) = f(x) nal.

k=1

Je-li kazda z funkci f, spojitd na |, je i soulet f spojitou funkci na
intervalu I.

Diikaz.
Aplikace V&ty 30 na posloupnost s,(x) = fi(x) + - - - + f(x), coZ je spojita
funkce, protoze je kone¢nym souétem spojitych funkci. O

v
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Poznamka

Derivace a integrace sou¢tu dvou funkci — plati pro libovolny kone¢ny
pocet scitancd.

Véta 32

Necht {f,} je posloupnost integrovatelnych funkci na intervalu [a, b] a tato
posloupnost na [a, b] konverguje stejnomérné k funkci f. Pak i limitni
funkce je na [a, b| integrovatelnd a plati

b . b
/af(x)dxznll_>r7;o/a fa(x)dx,

t. fab lim 00 fa(x)dx = limp_e0 fab fo(x)dx.
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Duikaz.

Funkce f je integrovatelnd na [a, b] pravé tehdy, kdyZ Ve > 036 > 0,
VD(d&leni intervalu [a, b]) : v(D) < § : S(D,f) —s(D,f) < e. Mame

S(D,f)—s(D,f) =
= S(D,f) — S(D, f,) + S(D, f,) — s(D, f,) + s(D, f,) — s(D, f)
< |5(D7 f) - S(D7 fn)| + ‘S(D, fn) - 5(D7 fn)| + ‘5(D7 fn) - S(D7 f)’

S(D, £) = S(D, f2)| = | > _[Mi(F)(xi = xi-1) — Mi(£a)(xi — xi-1)]
i—1

< Z|Mi(f) — Mi(£)|(xi — xi—1) < ﬁ Z(x,- —xi_1) <

i—1

i=1

o1l ™

a analogicky pro dolni soutty (M;(f) zna&i supremum funkce f na intervalu
[xi—1,xi].) Pro dostatetn& jemné dé&leni je i |S(D,f,) —s(D, f,)| < ¢.
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Rady funkci Posloupnosti a Fady funkci

Déle potfebujeme dokazat, Ze |f fo(x)dx — f f(x)dx| < e pro

dostatecné velké n.
b
< [ 100 - Flax < =
a

x)dx — /ab f(x)dx

pro n takovd, Ze |fy(x) — f(x)| < 5= na intervalu [a, b].
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Rady funkci Posloupnosti a Fady funkci

Poznamka

Za predpokladu I|m,,_>oof fo(x)dx = f f(x)dx, kde f,(x) = f(x) na

[a, b] mame
x€[ab] = Iim/ fn(t)dt:/ F(t)dt
n—o0 a a
Fn

(%) F(x)

(Fa(x) = fa(x), F'(x) = Fx). Fala) = Fla) )
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Véta 33

Necht {fa(x)} je posloupnost funkci majicich na intervalu | = (a, b)
derivaci a necht tato posloupnost na | konverguje k funkci f a posloupnost
{fl(x)} na | konverguje stejnomé&rné&. Pak i limitni funkce f md na |
derivaci a plati

f'(x) = lim fl(x),

n—o0

tj. [liMpsoo fo(X)]' = limn_eo £1(x).

Diikaz.
Viz skripta. O
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Véta 34

Necht posloupnost {f,} je na intervalu | stejnomérné& konvergentni a ke
kaZdé z t&chto funkci existuje na intervalu | primitivni funkce F,. JestliZe f
je stejnomérna limita funkci na I, tj. f, = f na |, pak k funkci f také
existuje primitivni funkce. JestliZze pro né&jaké c € | plati, Ze

lim,— oo Fn(c) = F(c), pak i posloupnost primitivnich funkci F,, konverguje
stejnomérné na intervalu I, a to k funkci F, tj. F, = F na |l .

v

Véta 35

Necht Y fo(x) = f(x) stejnomé&rné na intervalu [a, b] a kaZdd z funkei f,
Je na [a, b] integrovatelna’ Pak je na [a b] integrovatelny i soucet f a p/at/’

fabf(x)dx_ nlf fn(x)dx, tJf Do fn(x)dx =37 nlf fn(x

Dikaz.
Aplikace Véty 32 na Eistetné soutty Yady > 2 fy(x). O

v
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Priklad 22

Vypoditejte fl::‘; > ne”™dx.

Cht&li bychom )~ [ ne™™dx. To lze pokud ¥ada stejnom&rn& konverguje
na intervalu [In2,In 3], pouZijeme Weierstrassovo kritérium

() < an Y an<oco= > fr=if:

- —nin2 1, 2n 1,1
ne™™| <pe 2= J L. =0l 5 2 <1= 3 5 < oo, tedy

fada konverguje stejnomérné a lze poditat

o0 | 1 1 1 1 1
—nx1In3 2 3
_ — o) = _ —1_=.
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci
Véta 36

Necht posloupnost funkci {f,(x)} ma na intervalu | = (a, b) derivace f; a
pro Fadu z téchto derivaci plati’y > | f/(x) = g(x) stejnomé&rmé& na | a

Fada >0, fo(x) na | konverguje. Pak souet > 2, fo(x) = f(x) md na |
derivaci a plati f'(x) = g(x), t/.

(Z fn(x)> = fi(x).

n=1

Ditkaz.

Oznatme {s,} a {s)} posloupnosti &dste€nych souttl ¥ad > f,(x) a

S f(x). (Z¥ejmé plati, Ze s/, je derivaci s,.) Z ptedpokladi véty na | {s,}
konverguje a {s/} konverguje stejnom&rn&. Dle Vé&ty 33 ma funkce

> fa(x) = f(x) derivaci a plati

fl(x) = lim sh(x) = lim [f(x) 4+ ()] =D f(x).

n—o0 n—o0
n=1
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Véta 37

Necht posloupnost funkci {f,(x)} ma na intervalu | = (a, b) derivace f; a
pro Fadu z téchto derivaci plati’y >, f/(x) = g(x) stejnomé&rné& na |.
JestliZe Fada > | fo(x) konverguje alespori v jednom &isle ¢ € 1, pak tato
Fada konverguje stejnomérné a pro jeji soucet > 1 fo(x) = f(x) plati

F(x) = g(x), ti. (Co2y falx) = X024 Fr()-

Poznamka

Lze sestrojit pfiklady, kde se ukdZe, Ze nelze nahradit stejnomérnou
konvergenci bodovou konvergenci.
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Rady funkci Mocninné fady

Definice 11

Necht a, je posloupnost redlnych &isel a xg € R, pak nekone¢nd ¥ada
funkei Y02 5 an(x — x0)" se nazyvd mocninnd Fada se stfedem xg a
koeficienty a,, n € Np.

Poznamka

@ Substituci y = x — xo = >_ anyn |ze kazdou Yadu prevést na ¥adu se

stfedem yp = 0. MiZeme proto uvaZovat fady >, anx".
@ Mocninna Fada vZdy konverguje ve svém stfedu.
. n __ S8 n
e Konvence: Y a,x" =) " anx".
o Ng:=NU {0}
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Rady funkci Mocninné fady

Véta 38
Necht a := limsup {/|ap|.

o Je-lia=0, pak mocninnd Fada _ a,x" konverguje Vx € R.

o Je-li a = 00, pak Fada konverguje pouze ve svém stredu xg = 0.
® Je-li0 < a < 0o, pak Fada konverguje Vx € R: [x| < R:=1a

diverguje pro x € R : |x| > R.

Cislo R se nazyva polomé&r konvergence mocninné Fady » apx”.

Poznamka

Interval | takovy, Ze pro x € | pfFisluind ¥ada (absolutn&) konverguje
nazyvame intervalem (absolutni) konvergence této ¥ady.

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza

94 /187



Rady funkci Mocninné fady

Diikaz.
P¥edpokladejme pro jednoduchost, Ze existuje limita lim \"/m =a. Pro
n&jaké x € R aplikujeme na ¥adu ) _|a,x"| odmocninové kritérium
<1 konverguje

lim {/|apx"| = |x| - lim {/]an| = a- x| { > 1 diverguje =

=1 nevime
= R ¥ada konv.
= R ¥ada div.

x| <
x| >

L= L=

Pokud limita lim y/a, neexistuje, pak limsup /a, charakterizuje jak velka
¢isla a,, se v posloupnosti vyskytuji a ¢im vé&tsi jsou a,, tim mensi je
interval pro x, pro néz ¥ada konverguje. O
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Rady funkci Mocninné fady

Poznamka
@ ProtoZe plati

dn+1
dn

dn+1
an

liminf < liminf v/|an| < limsup v/|an| < limsup

)

Ize v p¥ipadé existence limity podilu pouZit pro uréeni poloméru
konvergence ji.

@ ProtoZe ve zminénych limitach jsou absolutni hodnoty, ziskdvame
uvnit¥ intervalu konvergence p¥imo absolutni konvergenci.

@ Pro hodnoty x, kde limity vychazi jedna (krajni body intervalu

konvergence) tyto hodnoty dosadime a ¥esime konvergenci pfislugnych
¢iselnych ¥ad.
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Rady funkci Mocninné fady

Priklad 23
Q@ > x", a=lmVi=1=R=1
pro x = —1 ¥ada osciluje, pro x = 1 ¥ada diverguje, fada konverguje

(absolutng&) pro x € (—1,1)
=1=R=1

pro x =1 mame ) % kterd divergUJe (harmonlcka fada),

x" 1 H
(2] - a,,:ﬁ:>||m

an+1
n' an

_ . (-1)" . : - y
pro x = —1 mame ) *—=, kterd konverguje (Leibnizova ¥ada),
fada konverguje pro x € [—1,1), absolutn& konverguje pro x € (—1,1)
Q> % R =1, konverguje pro x € (—1, 1], absolutn&
konverguje pro x € (—1,1)
Q> X;, R=1, I|m =1, x=1= Z konvergUJe absolutng,
x=-1=3) = (=1
pro x € [-1 1]
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Rady funkci Mocninné fady

P¥iklad 24
R =7
>y
an =5, R=Ilim% ("H) =lim(n+1)=
fada konverguje pro Vx 6 R
@ > nlx"

a, = n!, R =0, ¥ada konverguje pouze pro x =0
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Rady funkci Mocninné fady

Poznamka

Pro¢ se ¥ikd polomér konvergence?

Casto se uvaZzuje ¥ada Y ap,z",z € C, a, € C, kde pak misto intervalu
konvergence pracujeme s kruZnicemi o poloméru |z|. Tedy hleddme takové
gislo R, kdy dand Yada konverguje pro viechny z € C, |z| < R a diverguje
pro viechny z € C, |z| > R.
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Rady funkci Mocninné fady

Véta 39

Necht mocninnd ¥ada " a,x" md polomér konvergence R > 0. Pak
Vr:0 < r < R Fada konverguje na intervalu [—r, r] stejnomé&rné
(a absolutné).

Diikaz.
Necht 0 < r < R je libovolné. PouZijeme Weierstrassovo kritérium
stejnomé&rné konvergence, tj. Y apx” = |a,x"| = |an| - [x"| < |an| - |r"] pro

x € [—r, r], Yada > _|an| - |r"| konverguje, nebot |r| < R, tedy > a,x"
konverguje na [—r, r] stejnom&rn&. Absolutni konvergence plyne z faktu, Ze
v nerovnosti |apx”| < |an| - |r"| vystupuje absolutni hodnota. O

v
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Rady funkci Mocninné fady

Véta 40

Necht mocninnd ¥ada _ a,x" m3 polomér konvergence R > 0. Pak
Vx € (=R, R) plati

X n Xn+1
A Za,,t dt:Zann——i-l’

pFicemZ Fada na pravé strané rovnosti ma polomér konvergence opét R.
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Rady funkci Mocninné fady

Dikaz.

tn+1

X X
n st.konv. n .
[ S anrae e o, [0 =, [ £

X
a
]Ozzn—:lx

P¥edpokladejme, Ze existuje limita lim {/|a,| = a = %, potom

1

o/ |a lim {/Jan] - lim 1 n
— = -1 -
n+1 " n+1

n+1

1
. 1 n . 1L . —In(n+1)
=alim | —— ) =0 =alimenr n(71) = alime™ " = 2% = a,
n+1
tedy polomé&r konvergence ¥ady on *1je R.
Protoze x"Tt=x- x™ mohli jsme pouZit n-tou odmocninu
i o ] p
misto (n + 1)-ni. O
v
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Rady funkci Mocninné fady

Véta 41

Necht mocninn3 Fada > anx™ ma polomér konvergence R > 0. Pak
Vx € (—R, R) plati

[o¢] / o0
g apx" | = g napx" L,
n=1 n=1

pFicemZ derivovanim se polomér konvergence neméni.

Diikaz.
Opét plyne ze stejnomérné konvergence a jednoduchého vypoétu. O
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Rady funkci Mocninné fady

Véta 42 (Abelova véta)

Necht mocninnd ¥ada Y a,x" m3 polomér konvergence 0 < R < oo a
predpoklddejme, Ze pro x = R je tato Fada konvergentni. Pak jeji soucet
f(x) =>_ anx" je funkce, kterd je v x = R zleva spojitd, tj.

> aR"=f(R)= lim f(x).

x—R~
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Rady funkci Mocninné fady

Dikaz.

Pro dilkaz vyuZijeme Abelovo kritérium (véta 28).

Pro x € [0, R] je &iselnd ¥ada ) a,R" konvergentni, tedy je pro libovolné x
konvergentni stejnom&rné& (jako funkce vystupuji konstanty). P¥epi¥me
Fadu z tvrzeni véty takto

Zanx” = ZanR” (%)n

Pro pouZit Abelova kritéria musi byt posloupnost funkef {(%)"}
nerostouci a stejnomé&rn& ohranicend, co? je pro x € [0, R] spln&no. O

v
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Rady funkci

P¥iklad 25
v v N oo
Urlete soutet Yady >~ 2%
lim 25 -2 = lim 4t = 1 <1 = Yada konverguje a m4 tedy smysl
pokradovat.
e VyuZijeme mocninnou ¥adu 7 n- x". lhned mame
R= nJ’;1| =1, tedy pro x = % absolutné konverguje.
oo o0 /
Snext=x Y nexnt Z [xrex
n=0 n=1
00 / /
X 1—x+x X
= X - Xn = X - = . —
2 <1—x> T—x?7  (1-xp
_1 o n _ /2 1 4_
=3 X1 T iaE =21~ 2

Mocninné fady
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Rady funkci Mocninné fady

e VyuZijeme Cauchylv soutin (absolutn& konvergentni) ¥ady
S5 1 2 =1 se sebou. Tedy

1 1 1 1 1 1
1-1 = <§ 2n><§ 2n> :]_.?4_2.?4_3.?4_..._|_n.2n+1_|_...
oo oo
n 1 n
:E:W: 2357
n=1 n=1

N |

odkud ihned > 77, 75 = 2.
@ P¥imo pomoci ¢astednych soultli mame
1 2 3 n Sn 1 2 3 n

Odkud ode&tenim ziskame
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Rady funkci

Priklad 26
1

Urkete soutet Yady > 774 —.

Vyutemle mocninnou Yadu Y72 | %
pro x = 5 absolutn& konverguje.

i: Z/ t"~ ldt—/ Zt" ldt
:/O 7dt—[—ln]1 I3 = —In(1 — x)

n

1
o=

n=1

%)
n=1

Mocninné fady

. lhned mdme R = lim| | = 1, tedy

1
—In§:|n2

()-

© Petr Hasil (MUNI)
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Rady funkci Mocninné fady

Priklad 27

Urcete polom&r konvergence a soutet fady > n(n+ 2)x"

n(n—+2)
(n+1)(n+3)

an

R =1lim = lim =1

an+1

Pro x € (—1,1) mdme >_0° o x" = 1. ProtoZe pro x = 0 mame ihned
Yoo n(n+2)x" =0, budeme predpoklddat, ze x # 0.

nz—:ox - /dx

3 d
Z”XW - (lix)2 /ch

v
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Rady funkci Mocninné fady

i n_|_ 2 n+1 — M

— (1—x)3
[o¢]

3x — x?

n(n+2)x" = ——=

2. (1

x| =

Vysledny vztah plati i pro x = 0, tedy Ize ho pouZit pro vSechna

e (-1,1).

© Petr Hasil (MUNI)

Matematicka analyza

110/187



Rady funkci Mocninné fady

Definice 12

Necht funkce f ma v bod& x derivace v3ech ¥adii, pak se mocninnd ¥ada
o0
f(n)(XO) n
2 )
n=0

nazyva Taylorova Fada funkce f. Je-li xp = 0, pak se ¥fada nazyva
Maclaurinova Fada.

Poznamka

Problém — plati (a kde) £(x) = 30, “@ 7
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Rady funkci Mocninné fady

P¥iklad 28
1
UvaZujme funkci f(x) = {e_X2 x#0, Potom ag = 0, a, = (0)’ € N.
0 x =0.
4
0=t =g = i S5 = b= =l ()
— dim L= him 1 =0

t—+too et? t—4too 2t et?

f(0) = lim (

x—0 x—0 x—0 X x—0 x3

Podobné
f(N(0) =0 Vne Ny,

coZ znamena

X)HZO’X”ZO#f(X).

v
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Rady funkci Mocninné fady

Poznamka

_ f(n+1) (f) n+1

) = Tol) + Ral), Ral) = g™

f90)  k

kde & je mezi 0 a x, Tp(x) je (n+ 1)-ni &astedny soucet > ;o ——=x*~.
Plati Th(x) — f(x), pokud R,(x) — 0.
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Rady funkci Mocninné fady

Véta 43

Necht funkce f md na intervalu | = [—r, r] derivace viech ¥idi a existuje

konstanta K > 0 takova, Ze
1F(MN(x)| < K Vxel,VneN.

Pak Maclaurinova Fada funkce f konverguje na intervalu | = [—r,r]
stejnomérné k funkci f.

Diikaz.
|Rn(x)| =

A | R
( RN CEsy I les s 0)

(n+1)!

fé::)l()é, ”+1‘ <K '"+1, — 0, nebot ¥ada Z;—", konverguje.

(© Petr Hasil (MUNI)
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R

Priklad 29

X oo x"
LI D s

ady funkci

Mocninné fady

Vre R,VneN: (X)) =& = |eX| < e Vx € [-r,7]

:>|R( )|< n+1)|_>0:>2);—?:ex na [—r,r]
2 3 n
e~ —1+x+X—+X——|— +X—+---, Vx € R
3! n!
°

pro sin x, cos x plati
Yr > 0,n € N : |(sin x)("

)| <1,](cosx)(M| < 1Vx € [—r,r]

3

. % X5 X7 (_1)nX2n+1

SInX:X—a-I-a ﬁ‘l‘"‘i‘m-l-'“, Vx € R
X2 X4 X6 (_1)nX2n

COSX:].—E-FE a-l--f-w-l-, VXG]R

© PetrH
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Rady funkci Mocninné fady

Priklad 30
pro [—r,r] C (—1,1) : |Ra(x)| < m —0
o0
(_1)n+1xn
In(1 = ~— V¥ -1,1
n(1+ x) Zl ——, Wxe(-11]
Pro x = 1 konverguje podle Abelovy véty 42. (Tedy zndme soulet
- . 1,1 1
Leibnizovy fady 1 — 5+ 3 — 7 +---=1In2.)
o |(1+x)*= « + « X+ + @ X"+ Vx e (—1,1)
0 1 n
néigi:elﬂ
ala—1)-(a—n+1)
aek R=1, (3 =21 ) |
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Rady funkci Mocninné fady

P¥iklad 31
Urcete soucet Ciselné Fady
il 1+1+1+1+1+
n? 9 16
n=1
Maclaurinova ¥ada funkce SnX = Je

pro x € R, x #0.

(© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza
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Rady funkci Mocninné fady

Kofeny funkce % jsou z¥ejmé& v bodech +m, 427, +37, +47, atd. a
tedy tuto funkci lze ,rozloZit" na (nekonegny) sou&in kofenovych &initeld

()02 (o) (o) (o5) e s)
() () () ()

Porovnanim koeficient(i u mocniny x? s pfislunym koeficientem v rozvoji
funkce *2* dostaneme

3! 2 4nx2  9g2 1672

2 1 1
M, TR R =y .
6 27971 ;rﬁ
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Rady funkci Mocninné fady

Poznamka

ProtoZe je sin 5 = 1, plyne ze vzorcil v pfedchozim ptikladu volbou x = 7

vyjad¥eni

L (1 8) (125).(1 3 ; : ;

{12V (1+2)(1-2)(1+2)(1=2)(1+2)...

(o) 0 2) 0 () (5 (5)

1 1 1 1 1 1

—(1=-2V.(1 1=V (1+2)(1=2).([1+2])...
(=2)-(2)-(0=5)-(+2) (=5)-(+5)
13355779

pro vyjadreni &isla 5 (a tedy i &isla ) pomoci nekonegného soutinu.
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Rady funkci Mocninné fady

Véta 44
Necht f(x) = >"72 5 anx" pro x € (—r,r),r > 0. Pak

£()(0)

dpn =

S ¥neNu{0}.

Tedy, je-li f sou¢tem mocninné Fady se stfedem xo =0 na (—r,r),r >0,

pak tato Fada je Maclaurinovou Fadou funkce f.

Dikaz.

Pro x = 0 mame f(0) = ag. Zderivovanim dostaneme

Zanx = f'(x Znanx lx 0:>f’(0):al.

Postupn& derivujeme a dosazujeme x = 0. Odtud f("(0) = nla,,.

O

o

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza
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Rady funkci Mocninné fady

Priklad 32

Uréete Maclaurinlv rozvoj funkci

a) f(x) = arctg x, b) f(x) = arcsinx, c) f(x) =e*sinx, d) f(x) = tgx.

a) f(x) = arctg x ma derivaci

1

T _ 2, 4 6 2 2
(X)—1+X2—].—X + X =X 4+ (—1)"x " Z( 1)"x"
co? je geometrické fadasq=—x>a R=1. Tedy
2 o x2n+1
tgx = dt = —-1)"
arctg x = / nzjo( ) o1
5 ny 2n+1
x3  x (=1)"x
=X - — -~ 7 c|—1.1}.
XT3ty ot g T xe Ll
Poznamka
Volbou x = 1 dostdvdme historicky vzoretek 7 =1 — 3 + s — = + J

© Petr Hasil (MUNI)
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Rady funkci Mocninné fady

X3 X5 (_1)n+1x2n+1
X<X—§—|—§— + (2n+1)|
1 1 1 1
_ 2 3( -~ = 4(_ - 4 =
=x+Xx"+x (2! 3!)+x ( 3!+3! +

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza
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Rady funkci Mocninné fady

. 3,5 (_1yrtL2n+l
_ Sin X . X_§+ﬁ—“'+w+'“ - 3 5
tgx = — X2 A 46 (1)"x2n =X+ G3xX” + X A+ -

cosx I R A 1o
vynasobime kosinem a ziskame

X3 X5 X7 1— X2 X4 X6 3
TRl St gt ) laxtad+)

a porovnanim koeficientd mame

1:1:C1,

s, 1 _a_ . Lol 11

X I —— = _— = — = = —-—_ - = =
31 BT T8 T TS T T T
1 C C

5.1 _a o _2

X F B 21 2|+ Cs = Cs 15’

tedy f(X):th:X+%X3+%X5+"'

Matematickd analyza 123 /187
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Rady funkci Mocninné fady

b) Pro f(x) = arcsin x vyuZijeme rozvoj do binomické ¥ady z p¥ikladu 30.

t=x2(1—t)"Y2 = (14 (—t))" 2

" = (2n—1)!!
2n _ 2n+1
° ds_x+zn 272+ 1)
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Rady funkci Mocninné fady

0 X2n+1
sinx = —1)"————_, sin(arcsinx) =x, xc(-1,1

n=0

tedy
- 3 - 5
B . arcsin”x arcsin® X
X = arcsin x 30 + 5|
predpokladejme
arcsinx = a1x + a3x3 + a5x5 + -

potom

X = (alx+a3x3—|—a5x5+-~)—%(alx+a3x3+a5x5+~--)3

5!

a porovnanim koeficientd

1:lzal,x3:0:‘33——:>33:

© Petr Hasil (MUNI)
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Rady funkci Mocninné fady

P¥iklad 33
Urlete soulet mocninné ¥ady

o0

2 1
3 entlion
n!

n=0

/1 - v v s . , v n 2 2n
Cilem je vyuZit pfedchozi znalosti. Vime, Ze ¥ = > %, tedy e* =) X

nlr e
S vyuzitim (x2"+1)’ = (2n + 1)x" dostaneme

2n+1 2n __ 1 2n+1y/ __ X2n/
D= ST = Xy

= (xe) = +xe’ 2x = 7 (2x2 + 1).
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Rady funkci Mocninné fady

Poznamka

PouZiti mocninnych ¥ad (mj.):
@ priblizny vypotet funkZnich hodnot (f(x) =Y an(x — x0)")
@ priblizny vypocet integrall

@ FeSeni diferencidlnich rovnic

Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza
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Rady funkci Mocninné fady

P¥iklad 34
fol SiXdx s presnosti 1073,
sinx_1 X2+X4 x6+
x 31 5l

1

sin x 1 1
—d -1—
/ X 3.31 T 5.5

TV
stadi pro nasi pfesnost

—

7!

Matematicka analyza
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Rady funkci Mocninné fady

Priklad 35

y'+y=0

Hleddme feeni ve tvaru y = Y 07 anx” = ag + ai1x + arx? + - -+, tedy

y" =322, n(n—1)a,x""2. Rovnice m4 potom tvar

o o
y'+y= Z n(n—1)a,x" + Z apx"
n=2 n=0

=(ap+2-1-a)+x(a1+3-2-a3) +x*(ax+4-3-az)+---

+x"%(ap_o+n(n—1)a,) +---=0
Odtud a, = —n'(agfl). Volbou ag = 0, a; = 1 dostaneme
(=1)" o (=17 s
an=0ap1=—7""=>y= E — X =sin x.
! |
(2n+1)! —~ (2n+ 1)!

(© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 129 /187



Rady funkci Mocninné fady

Volbou ap = 1, a; = 0 dostaneme podobné y = cos x. Pokud bychom
nepokladali a; rovno 1, resp. ag, ziskali bychom ¥eSeni y = aj sin x, resp.
y = ag cos x. Regeni je tedy

y =aisinx+ agcosx, ai,ar € R.
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Rady funkci Mocninné fady

P¥iklad 36
y'+xy =0 J

Regeni hledame ve tvaru y = 3% japx" = y" = 3", n(n — 1)a,x"~2,

tedy

o0 oo
y' +xy = Z n(n—1)a,x" 2 + Z apx™1
n=2 n=0

:232X0+X1(3'2'33+30)+X2(4-3-a4+al)+-~-
+x"2(n(n—1)ap + ap-3) + -+ = 0.

Odtud
b0 m_ B A ans
3-2 4.3 n(n—1)
tedy a5 = ag =--- =0,
—do —ads a0 —do
BT3 ®TEe 5 6532 ®T9.86.5.3.2
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Rady funkci Mocninné fady

3 _—31 2, — al R —dail
T 23 777643 T 10.9.7.6-4-3
Proto
Y=o e X 3 T 5.3 T7.6.4.3° T
T U S
= * X .
2 3.26.5.3.2 a1 4377643
" M
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Rady funkci Mocninné fady

Poznamka

Rady Ize vyuZit k zavedeni elementdrnich funkci, studiu jejich vlastnostf,
popt. pro rozsifeni jejich definice do komplexniho oboru.

f(x) = Za,,x”, x| <R, zr Zanz”
Napt.
n (_1)nz2n+1

2 z" B (-1)"z
e _ZH’SmZ_Zi(2n—|—1)! ,cosz—ziQn)!

V C pak lze takto zjistit, Ze In(—1) = im, nebo Fesit rovnici sinz = 2.
(sin(x + iy) dosadime do ¥ady a vyjde ndm sou&et vedouci na
sinx cosh y + icosxsinhy, z=1.5708 + 1.31696/.)
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Rady funkci Mocninné fady

Pozndmka (S&itani divergentnich ¥ad)

@ Cesarova sumace:

o
o SLE s
@2 ani= fim = —,

> 1 1 2 2 3 3 1
— n: i —_—_ Y ——, — =, — =, —— ... = ——.
©> (-1 n@m{ 7373 1 5 e } 5
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Rady funkci Mocninné fady

@ Abelova sumace:

Pro > a, uvaZujeme > a,x". Pokud konverguje pro x € (—R, R)
k funkci, kterd ma pro x — R~ limitu, nazveme tuto limitu Abelovou
sumou, tj.

(A)> aR™:= lim f(x), f(x)=) anx",x€(-R,R).

x—R—

(Konzistence s p¥edchozi teorii plyne z Abelovy véty 42.)
Se¢téme Grandiho ¥adu pouZitim

D)X= (—x)"
n=1 n=1

coz je geometrickd mocninnd ¥ada s polomé&rem R =1 a soultem

1%« Tedy

(A (-1)" = lim = .

x%l‘l‘%X 2

n=1

V.
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Rady funkci Mocninné fady

Pozndmka (Konstrukce spojitych funkci bez derivace)

UvaZujme funkci f: R — R danou p¥edpisem f(x) = arcsin (sin (gx))
a posloupnost funkci

f(2x)

f(2"x)
5 .

A(x) = f(x), A(x) = o

S a(x) =

Je zfejmé, Ze |F(2"x)| < Z = |fo(x)] < T - 2. Pfitom 35700 L < o0,
tedy Yada > 07 ; & f(2"x) stejnom&rn& konverguje podle Weierstrassova
kritéria (v&ta 27). Ozname soudet této fady F(x).

Funkce F je spojitd na R, protozZe je stejnom&rnym souctem spojitych
funkci, ale nemd derivaci v &islech 57, m € Z,n € Ny. (Cisla tvaru 7; se
nazyvaji dyadickd &isla a jsou hustd v R.)
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Mocninné fady

(—rf —f: —f —ff=f]
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Rady funkci Fourierovy fady

(n)
F(x) =Y anx" =) fo(x), an= ()

... Maclaurinova ¥fada

f(x) periodickd s periodou 27 ...

f(x) — % + Z(an cos nx + by sin nx)

(rezonan&ni kmitocet LC obvodu — elektromagnetického oscildtoru
tvoreného civkou a kondenzdtorem)
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Rady funkci Fourierovy fady

Definice 13
Na mnoziné P = C|a, b] definujeme skalarni soucin

b
(Fg) = / F(x)g(x)dx

a normu (velikost funkce)

== | [ bf2(x)dx] "

Takto definovany skaldrni sou&in ma obvyklé vlastnosti, zejména je
komutativni

(f.g) = (g, f)

a bilinearnfi

(ah + Bh,g) = alfi,g) + B{f, g).

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza
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Rady funkci Fourierovy fady

Déle, takto definovand norma jisté spliiuje
o |[f=0&f=0
o [laf]l = |af - [[f]
o [[f +gll <I[Ifll + el
2 2(x 1/2 b 2
o [J2(F(x) + g(x)) dx} < [J2P209ax] "+ [ 7 g2(x)dx

(Minkowského nerovnost)

]1/2

Metrika na prostoru C|a, b]:

)=l —al = | [ () - ()] "
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Rady funkci Fourierovy fady

Definice 14

Rekneme, Ye funkce f a g jsou ortogondini na intervalu [a, b], pokud

b
(f,g) =0, tj. / f(x)g(x)dx = 0.

Déle fekneme, Ze funkce f je normovand, pokud ||f|| = 1. Pokud f # 0,
pak g = ”—,f.H je normovana.

Rekneme, e systém funkci o, € C[a, b] je ortogondini, pokud (¢;, ;) = 0
pro i # j. Jestlize navic plati, Ze ||¢;|| = 1, fekneme, Ze systém funkci je
ortonormalni.

v

Cla, b] je vektorovy prostor, f,g € Cla, b],a, f € R = af + g € C|a, b].
Dimenze tohoto prostoru je co, nebot polynomy jsou spojité funkce,
prostor polynomid ma dimenzi co a je podprostorem spojitych funkci.
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Rady funkci Fourierovy fady

Pozndmka

Z ortonormality systému ¢, plyne jeho nezdvislost, tedy ¢, je
ortonormalni baze.

Jestlize (f,,) =0Vn €N, potom f = 0.

Poznamka

Uvahy Ize samoz¥ejm& d&lat i na viech funkcich integrovatelnych
s kvadratem, tj.

[%[a, b] = {f :[a, b] = R; /abfz(x)dx< oo}.
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Rady funkci Fourierovy fady

Mame-li generatory g; s vlastnosti

0 proi#j
<gi7g:i> = . .
1 proi=j
hovo¥ime o ortonormdaini bazi (pracujeme také s ortogondlni).
Grammova—Schmidtova ortogonalizace vytvo¥i z libovolného spo&etného
systému generator( f; nové ortogonalni generatory g; téhoZ prostoru, tj.
(gi,gj) = 0 pro v8echny i # j. Spoteme je postupné: gy = f; a formulemi

(fr41,80)

go+1=foy1 +a181 + -+ age, ai=-— e

pro ¢ > 1.
P¥ikladem jsou nap¥. ortogonalni polynomy.
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Rady funkci Fourierovy fady

Aplikujme tuto proceduru na prvni t¥i polynomy 1,x, x? na intervalu
[-1,1]. Dostaneme g3 = 1,

1 1
g e [ x 1= 0=x
2 1/121d1 1/12 d
g3:X— X X —_ X +-Xdax -X
EI .
1
_ 2 =
= X 3

P¥islusna ortogonalni baze prostoru Ry[x] na intervalu [—1,1] je tedy
1, x,x2 — 1/3. Normalizaci, tj. vhodnym ndsobenim skaldrem tak, aby
prvky v bazi mély velikost jedna dostaneme ortonormalni bazi

S Y

Takovym ortonormalnim generatorim Ry [x]| se ¥ikd Legendreovy
polynomy.
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Rady funkci Fourierovy fady

Poznamka

Budeme-li uvaZovat skalarni soucin
Jo~ Pn(x)Pm(x)x? e *dx, n # m,a > —1, ziskdme tzv. Laguerrovy
polynomy (viz numerické metody).
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Rady funkci Fourierovy fady

Véta 45
Systém funkci

{1, sin x, cos x, sin 2x, cos 2x, . . ., Sin nx, cos nx, ... }

tvoFi ortogonalni systém na intervalu [—m, | (obecné& na kazdém intervalu
délky 27 ).

Dikaz.

P¥imym vypoctem. Pro m € N, n € Ny, v druhém a tfetim p¥ipad& m # n,
méame

o [T sinmxcosnxdx =3 [ sin(m+n)xdx+3 [7_sin(m—n)xdx =0
o |™ sinmxsinnxdx = 3 [7_cos(m—n)xdx—3 [ _cos(m+n)xdx = 0
@ analogicky ffﬂ cos mx cos nxdx = 0

= {1,sinx,cosx, ...} je ortogondlni systém na [—m,7]. O

v
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Rady funkci Fourierovy fady

Poznamka

e Pokud f =1, potom ||f| = [f £2( x)dx} =27

e |sinnx| = \/flr sin? nxdx = \/flr lmeos2mx gy =/ — 0 = /7.
@ ||cos nx|| = /7.

@ Necht f je libovolnad 27-periodicka funkce, pak pro kazdé a € R plati

/0 7 F(x)dx = / " f(x)dx.

Tedy {1,sin x, cos x, sin 2x, cos 2x, ... } C L?[a,a + 27], Ya € R.

a+2m 27 a+2m
/ f(x)dx = / f(x)dx + / f(x)dx =[x = t + 27, dx =dt]
a a 2

[y

/a QW f(x)dx+ /0 ) f(t+2r)dt = / " f(x)dx+ /0 ) f(x)dx = /O i f(x)dx.
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Rady funkci Fourierovy fady

P¥edpokladejme nyni, Ze je mo?né funkci f € L?[a, b] zapsat jako
kombinaci funkci z daného ortogonalniho systému {1, 2, ...}, tedy

F(x) = ciwi(x),
i=1

pricemz ¥ada napravo konverguje k funkci f na intervalu [a, b] stejnomé&rné&.
Vyndsobenim funkci ¢; a ndslednou integraci od a do b obdrZime

b p O
[ e = 73 awtaex) e
? 2 =1

Nyni s pouZitim v&ty 35 zamé&nime sumaci a integraci (koeficient ¢; je
vzhledem k integrdlu konstantni, tedy je mozné ho vytknout)

b 00 b
/ f(x)pj(x) dx = Z Ci/ wi(x)pj(x)dx.
a i=1

a
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Rady funkci Fourierovy fady

Nyni vezmeme v tvahu, Ze systém funkci {¢1, ¢2,...} je ortogonalni. To
znamena, Ze na pravé strané zistane jediny nenulovy séitanec, tedy

[ roerax=g [ eax

Odtud snadno vyjadfime koeficient ¢; jako

b
6= o | F0e(x)dx

HSOJ

Takto vypoctené koeficienty budeme nazyvat Fourierovy koeficienty funkce
f v systému {1, p2,...}.
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Rady funkci Fourierovy fady

Véta 46

Necht je {pn} ortogondini systém (posloupnost) funkci na intervalu [a, b]
a {cp} C R ¢&iselnd posloupnost. Jestlize Fada > ;" | capn(x) konverguje
stejnomé&rné& k funkci f na intervalu [a, b], potom

(f,n)

~ lenl?

n
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Rady funkci Fourierovy fady

Definice 15
Necht {¢,} je ortogondini systém funkci na [a, b], tj.

b
/ Son(X)SOm(X)dX =0,n# m.

Necht ¢, = ﬂi’)fu"g, pak Yadu > chpn(x) funkei nazyvdme Fourierova Fada

funkce f vzhledem k ortogonalnimu systému {¢,} a &isla ¢, Fourierovy
koeficienty funkce f vzhledem k {p,}.

Poznamka

UvaZujeme f(x) — > chpn(x) a budeme zkoumat, kdy miZeme Zipku
nahradit rovnitkem a kdy je ,rovnitko stejnomérné”.
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Rady funkci Fourierovy fady

Véta 47
Necht @1, ..., pn je ortogondini systém funkci na intervalu [a, b]. Ozna&me
L, linedrni obal tohoto systému. Necht f € Cla, b] a necht c1,...,c, jsou

Fourierovy koeficienty funkce f.
Pak vzddlenost f od L, je

p(f, L) = IIf =l

tj. prvek g = c1o1 + - - - + Chon je ten prvek prostoru L, pro né&jZz
p(f7 Ln) = p(f,g)

Poznamka

Redime problém, jak aproximuji &aste¢né soutty Fourierovy Yady funkci f.
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Rady funkci Fourierovy fady

Definice 16

a

y 1/2
Cislo ||[f — g|| = [fb(f(x) - g(x))2dx] se nazyva kvadratickd odchylka
funkci f a g.
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Rady funkci Fourierovy fady

Véta 48

Necht f je integrovatelnd na [a, b] a necht {¢,} je ortogondini systém
funkcei na [a, b]. Mezi viemi linedrnimi kombinacemi funkci @1, ..., on ma
od funkce f nejmensi kvadratickou odchylku ta linearni kombinace, jejiz
koeficienty jsou Fourierovy koeficienty funkce f, tj.

n
p
If =) dipill = min pro di = ¢ = ( ,¢k2>_
k=1 okl

© Petr Hasil (MUNI)
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Rady funkci Fourierovy fady

Dikaz.
Plati

n b n 2
IF = deor9IP = [ [f —desokMI dx
k=1 a k=1

b b n b
= / f2dX — 2/ f- degpk(x)dx +/
a a k:1 a

n n b
IR =23 delf.o + - [ ohax

k=1 k=1 a

n n
= IfI? =2 dickllpul® + D dillenll?
k=1 k=1

N 2
> dipr(x )] dx
k=1

n
= IF17+ > _liewll? [(ck — de)? = cZ] — min
k=1

minimum nastdva pro dx = c. ]
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Rady funkci Fourierovy fady

Poznamka
Z dikazu plyne pro dx = ¢, a libovolné n € N, Ze

n n n
0<|If = aprll® = IFI1P =D ckllell® = IFI1P = ) ckllenll?,
k=1 k=1 k=1

co? je tzv. Besselova nerovnost. Odtud plyne, ze > 00 c2||¢x||? je
ohrani¢ena (zdola nulou a shora normou funkce) a protoze je to ¥ada
s nezdpornymi &leny, pak tato fada konverguje a lim ck||¢k|| = 0.

Poznamka

Jestlize v Besselové nerovnosti plati rovnost, fikdme, Ze pro funkci f platf
Parsevalova rovnost. Rekneme, Ze Fourierova ¥ada ) ¢, konverguje
podle stfedu k funkci f, jestlize

n
IF = crorll == 0.
k=1

V.
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Rady funkci Fourierovy fady

Dusledek

Fourierova Fada " cxpk konverguje podle stfedu k funkci f pravé tehdy,
kdyZ plati || f||> = 3202 ¢ llonl|?.
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RECVATLINEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ...}

Véta 49
Fourierova Fada integrovatelné funkce f na intervalu [—m,w| ma vzhledem
k systému {1,sin x,cos x, ...} tvar

0w :
>t Zl(a,7 cos nx + by sin nx),
kde
1 ™
ap = %/ f(x) cos nxdx, n € Ny,
1 /7 :
b, = —/ f(x)sin nxdx, n € N.
T J—m
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RECVATLINEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ...}

Diikaz.

P¥imo vytvofime fadu Y77 ) chpn(x), kde ¢, = TI% ”2> Jiz vime, Ze

11|l = v2m,||cos nx|| = /7 a ||sin nx|| = /7, takZe pFezna&enim
Cn, n € N, dostavame

1 T 1 T
— f(x)cosnxdx, b,=—=
Va2 Jox ERV/2y
a pro prvni koeficient cg mame

_ <f7 900> _ fjw f(X)dX
[lpoll? 2m

ap = f(x)sinnxdx, neN,

Jestlize prvni koeficient zahrneme do a,, mame ihned o = . ]
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RECVATLINEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ...}

Poznamka

o Je-li f lichd, pak f - cos nx je také licha. Proto a, = 0 Vn € Np.
o Je-li f suda, pak f - sin nx je lichd. Proto b, = 0Vn € N.

Disledek
Necht f je integrovatelnd na [—, 7).

a) Je-li f sudd funkce, pak m3 jeji Fourierova Fada tvar

(o ¢]
2 s
@—l—Zancosnx, kde a,,:/ f(x) cos nxdx, n € Np.
2 p— ™ Jo

b) Je-li f lichd funkce, pak md jeji Fourierova Fada tvar

o0 2 T
Z b, sin nx, kde b, = / f(x)sin nxdx,n € N.
0

™

n=1
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RECVATLINEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ...}

Definice 17

Necht f je integrovatelnd na [—m, 7]. Funkci f* nazveme 27 periodické
rozsifeni funkce f, jestlize

f(x) x € (—m,m),
f*(x) = < f(x — 2km) x € ((2k — 1), (2k + 1)7),
%(f(—ﬁ*) +f(77)) x=(2k+1)r.

Oznateni f(a') = lim,_,,+ f(x), resp. f(a~) = lim,_,,- f(x).
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RECVATLINEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ...}

Definice 18

Necht f je integrovatelnd na [0, 7], sudé rozsiteni funkce f na interval
[—7, 7] je funkce
fx)  xel0,m],

i) = f(—x) xe¢€|[-m0)

a Fourierova ¥ada se pak nazyva kosinovd rada.

Liché rozsi¥eni funkce f na interval [—m, 7] je funkce

f(x) x € (0, ],
fi(x) =<0 x =0,
—f(—x) x¢€[-m,0)

a Fourierova ¥ada se pak nazyva sinova fada.
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Véta 50 (Dirichletova vé&ta)

Necht funkce f je 2 periodickd, na intervalu [—m, ] po &istech spojitd a
po &dstech monoténni, tj. [—n,m) = Ji_; [, Bk] tak, Ze (au, Bk) jsou po
dvou disjunktni, funkce f je spojitd na [c, Bk] @ monoténni na (cu, Bk),
zejména body nespojitosti funkce f jsou skoky. Pak plati
© Pro kazdé xg € (—m, ), v némZ je funkce f spojitd je soucet
Fourierovy Fady roven f(xp).
@ Pro xp € (—m, ), vnémZ ma funkce f skok je soucet Fourierovy Fady
roven

i[lim f(x)+ lim f(x)],

X=Xy X—)xgr
tj. soucet je aritmetickym primérem limity zleva a limity zprava.

© V krajnich bodech +7 je soulet Fourierovy Fady roven

2 |t )+ i 109 |
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RECVATLINEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ...}

PY¥edchozi tivahy Ize samozfejmé& provést i na libovolném intervalu [a, b]
pro funkci g € L?[a, b]. Ortogonalni systém bude mit potom tvar

1 27X 2rx . Admwx 4dx . 2nmx 2nmx
sin , COS ,sin , COS ,...,Sin , COS Y
b—a b—a b—a b—a b—a b—a
a Fourierova ¥ada bude
> 2nTx
F(x —?O—i-g (ancos +b sinb_a)
n=1
s koeficienty
2 b 2nmx
ap = cos dx, n € Ny,
" b-a /a &(x) b—a 0

2 (P 2nm
bn:b—a/a g(x)sin dx neN.

b—
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RECVATLINEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ...}

Priklad 37

Urlete Fourierovu ¥adu funkce g(x) = x,x € (—m, ) a rozhodnéte k jaké
funkci ziskand ¥ada konverguje na R.

P¥imym vypoltem s pouZitim metody per-partes obdrzime koeficienty

2

a0 =0, a, =0, b, = (—1)"1Z.
u=x u=1

— COS nNx

n
2 s

/ X sin nxdx =
™ Jo n

= 2 [_X cos nx}” + 2 /7r X 4x = i[*Tr cos nrr| = 2(71)n+1
™ n o T.Jo n m™n n

o
3

I

\

v =sinnx v=

=0
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Rady funkci Fourierovy fady vzhledem k {1, sin x, cosx, ... }

Rada je tedy tvaru

0 i3 -
F(X):Q(sinx—Sm2x—|—SIn X _sn X+...>, x € (—m,m).

3 4

Vzhledem ke spojitosti a spojitosti derivace funkce g(x) pro x € (—m, )
konverguje tato ¥ada k zadané funkci, tj.

F(x) = x, x € (—m,m).

Pro rozhodnuti k jaké funkci ziskana ¥ada konverguje na R pot¥ebujeme
jesté hodnoty v krajnich bodech intervalu (body nespojitosti uvnit¥
intervalu nejsou). Hodnoty v krajnich bodech intervalu snadno dopotitédme
jako F(m) = F(—m) = 0. Soutet ¥ady na R je pak dan periodickym
opakovanim intervalu [—, ].
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RECVATLINEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ...}

%A

Obr.: Soucet pro n = 100
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Rady funkci Fourierovy ¥ady vzhledem k {1, sin x, cos x, .

Poznamka

Pro x = % mame

N3
|
N
[~]e
N~
S|
+ |~
|_\\-§
B
Il
—
|
| =
+
|
|
| =
+

protoZe
0 n =2k,
2 (-1)k n=2k+1,kecZ.

)
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RECVATLINEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ...}

Priklad 38

Urete Fourierovu ¥adu funkce g(x) = sgn x, x € (—1,1) a rozhodn&te
k jaké funkci ziskana ¥ada konverguje na R.

Jde o lichou funkci, tedy
ag = 0, a, = 0.

Dile

1 1 B )
b, = / sgn xsin(nmx) dx = 2/ sin(nmx) dx = 2 [COS(””X)}
0 0

-1 nm
= 21— (1)) = 2 (1))

Rada je tedy tvaru

(sin T +

sin 3mx n sin brx n
3 3 .
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ROCVRTLI M Fourierovy Ffady vzhledem k {1, sin x, cosx, ...}

Vzhledem ke spojitosti a spojitosti derivace funkce g(x) pro
x € (—1,0) U (0,1) konverguje tato fada k zadané funkci, tj.

-1, xe(-1,0),
Fix) = {1, x € (0,1).

Pro rozhodnuti k jaké funkci ziskana ¥ada konverguje na R pot¥ebujeme
jesté hodnoty v krajnich bodech intervalu a v bodé& nespojitosti uvnit¥
intervalu. Tyto hodnoty snadno dopod&itdme jako

F(1) = F(—1) = F(0) = 0. Soulet ¥ady na R je pak dan periodickym
opakovanim intervalu [—1,1].
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RECVATLINEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ...}

Obr.: Soucet pro n = 100
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RECVATLINEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ...}

Priklad 39

Necht f(x) je 2m periodické rozsiteni funkce x? z intervalu [, 7].

, . — vix —1)-1
Pomoci Fourierova rozvoje této funkce settéte > 001 5 a > 00, %

Sudd funkce = b, = 0. Vypot&itame

2 [T, 27 2,
== dx=22_=2%2
ao /Ox X -3 371',

s

2 [T, 2 [ osinnx]™ 4 [T
an = — x“cos nxdx = — |x - X sin nxdx
0 ™ 0

T n |, mn
0
4 cosnx1t 4 [T 4 (=" _ 4
- _ [—x X} -— cos nxdx = 77r! =—(=1)"
™n n 0 7™n* Jo n n n

=0
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Rady funkci

Fourierovy fady vzhledem k {1, sin x, cosx, ... }

Pro x € [—m, 7] mame

Matematicka analyza
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RECVATLINEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ...}

Véta 51

Necht f je 2m periodickd funkce, kterd je spojitd na R, jeji derivace je na
intervalu [—m, 7| po &dstech spojitd. (Body nespojitosti f' jsou skoky.) Pak
Fourierova Fada funkce f konverguje na R stejnomérné k funkci f.

v

Véta 52

Necht f(x) = % 4+ >~ 1(an cos nx + b, sin nx) stejnomérné na [—m, ],
kde f je spojitd 2w periodickd funkce. Pak a, = % ffﬁ f(x) cos nxdx,
neNy, ab,=1 ffﬂ f(x)sin nxdx, n € N.

G
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RECVATLINEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ...}

Dikaz.

f(x) :?0 Za,,cosnx-l—b,,sinnx)/-COS"nX,/ dx

—1 —Tr

T T o
/ f(x) cos mxdx = / % + Z(a,, cos nx + by sin nx) | cos mxdx
- - n=1

s

oo
ao i
= 0} cos mxdx + E an COS nx cos mxdx

- n=1 -

s
+b,,/ sin nx cos mxdx

—T

i 1 ™
= am/ cos® mxdx = wa, = ap = — / f(x) cos mxdx
T

—T —T

O

v
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RECVATLINEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ...}

Priklad 40
Ur&ete Fourieriiv rozvoj funkce f(x) = cos* x, x € [~ 7). J
3
2 ™ a0 = 4
an = / cos* x cos nxdx = a = %,
™ Jo 1
as = 3,

ostatni a, a b, jsou rovny nule. Ke stejnému zavéru dospéjeme i p¥imou
tpravou

1 2x\ 2
cos* x = (cos® x)? = <+C205X>
1 1 11 4 3 1 1
:Z+§c052x+1'$:§+§c052x+§cos4x.
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Fourierovy fady vzhledem k {1, sin x, cosx, ... }

Komplexni zapis Fourierova rozvoje: VyuZijeme

eix 4 e—ix eix _ e—ix
COSX = ——, sinx= ————
2 ’ 2i
einx + e—inx . einx o e—inx
= CoOSsnx = ———, SInnNx = -
2 ’ 2i
Odtud ihned
3 (o]
0 .
5 T Z (an cos nx + by sin nx)
n=1
ao o einx + e—inx einx _ e—inx
_B Ly (5, e
2 2 2i
n=1
[ee] . . oo
ag an— ib, ; an+ib, _; :
— > +Z<"2”elnx+”2”e inx | _ Z c,,e’”x,
n=1 n=—o0

Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 179 /187



RECVATLINEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ...}

kde
1, 1 (7 . 1 —inx
ch = =(an—iby) = — f(x)(cosnx—isin nx)dx = — f(x)e "™dx
2 27T r 27T -
a podobné&
c L 7rf'—()inxd _ 1 7rf()d
Y — oenee 0= 2m J_ I

Komplexni Fourierova Fada funkce f je tedy

f(x) — i che™,

n—=—oo

kde
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RELVATLINEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ... }

Definice 19

Necht H je vektorovy prostor nad t&lesem redlnych &isel, na kterém je
definovan skaldrni soucin, tj. zobrazeni (-,-): H x H — R, které je
bilinearni. Pokud je prostor H v metrice definované skaldrnim sou&inem

(p(x,y) = \/{(x —y,x —y)) dplny, pak se nazyva Hilbertiv prostor.
() HxH—=R,Vx,y,z€ H, VYa,b € R:

o (x,x)>0a (x,x) =0&x=0,

° (x,y) = (y,x),

o (ax+ by, z) = a(x,2) + b(y, 2).

(Prostor se skaldrnim sou€inem je unitarni prostor. Metricky prostor je
dplny, jestlize kazdd cauchyovskd posloupnost je v n&m konvergentni.)

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 181 /187



RECVATLINEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ...}

Priklad 41

© Prostor E” je Hilbertiv prostor. (E” je euklidovsky prostor (R", 02).)
@ Prostor (2 = {{xa}721 : D724 x2 < 0o} je Hilbertiv prostor.

n=1"n
(x ={xn},y =A{yn}, X, ¥) = 2" Xayn)
1/2
© Prostor C[a, b] s metrikou p(f, g) = [fab(f(x) - g(x))2dx} nenf
Gplny, zdpln&nim prostoru Cl[a, b] s vy$e uvedenou metrikou je L2[a, b]
(prostor funkci, jejichZz kvadrét je na [a, b] integrovatelny v
Lebesgueové smyslu).
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RELVATLINEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ... }

Definice 20

Rekneme, ¥e metricky prostor (P, p) je separabilni, pokud obsahuje nejvyse
spocetnou mnoZinu A C P, kterd je v P husta, tj. A= P.

P¥iklad 42
o [E” je separabilni (Q je spocetnd hustd podmnozina R);
@ prostor 2 je separabilni — mno¥ina A je tvofena posloupnostmi
raciondlnich &isel s kone¢nym poétem nenulovych &len(;
o [?[a, b] — hiife se dokazuje, ke kazdé funkci Ize najit polynom —
mnoZzina polynomi je hustd, ale nespoletnd (redlné koeficienty),
aviak lze vzit polynomy s raciondInimi koeficienty.
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RELVATLINEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ... }

Véta b3
Necht H je separabilni Hilbertiiv prostor, pak existuje zobrazeni
T: H — (2, které je linearni” a izometrické, tj.

pe(T(x), T(y)) = pu(x,y), Vx,y € H.

Jak ztotoznit L2 a ¢2?
L?(—7,7) D C(—=,7). Pro f € L?(a, b) mdme

f'L {%7alab1732ab27-"}7

kde a, = L [T f(x)cos nxdx, by = X [T_f(x)sin nxdx.

o T je I|nearn|.

o Nale¥i posloupnost Fourierovych koeficientii do £2? Nemi{iZe nastat
ptipad, Ze by kvadrat posloupnosti divergoval — viz Besselova
nerovnost . c2||¢k|? < ||f]°.

° {%, cos nx, sin nx; n € N} je ortogonalni systém, tedy T zachovavd

velikost.
Matematickd analyza 184 /187
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RECVATLINEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ...}

Definice 21

Necht H je Hilbertiiv prostor a {¢,} je ortogondlni systém funkci v H.
Rekneme, Ze systém {pn} je dplny, pokud (f,pn) =0,Vn € N, pak f = 0.
Systém funkci {¢n} nazveme uzavreny, jestlize linedrni obal prvki {¢,},
tj. mnozina kone¢nych linedrnich kombinaci prvkl ¢, je husty v H.

Pozndmka
e Jeli f =0 a g(x) = f(x) v8ude mimo odstranitelné nespojitosti nap¥.
g (252) =1, potom [|f|;2 =0 a ||g||;2 = O — prvky L%(a, b) jsou
t¥idy funkci (nikoli samotné funkce).
o Vfe Hidy,...,d,: ||f—de(pk|| <E.
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RECVATLINEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ...}

Véta 54

Necht H je (separabilni) Hilbertiv prostor. Pak jsou ndsledujici vyroky
ekvivalentni

(i) ortogonaini systém {p,} je dplny,
(ii) systém {pn} je uzavFeny,
(iii) plati Parsevalova rovnost: > c2||ok® = ||f||2.

Véta 55

Systém {%, cos nx, sin nx} je dplny (uzavFeny, plati Parsevalova rovnost)
v L2(—m, ).
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RECVATLINEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ...}

Priklad 43

Pomoci Fourierova rozvoje periodického rozsiteni funkce x? na [—7, 7]

settéte adu 00, L.

2 4
20 =37 an=—5(-1)"
Parsevalova rovnost dava
3(2) o 2 2 1 (™ 5
RPICRT R MUY
n—
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