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Mocninné řady
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Nekonečné č́ıselné řady Základńı pojmy

Definice 1

Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost reálných č́ısel. Položme sn = a1 + · · ·+ an.
Tuto posloupnost nazýváme posloupnost částečných součt̊u řady

∑∞
n=1 an,

p̌ričemž symbolem
∑∞

n=1 an rozuḿıme nekonečný součet
a1 + · · ·+ an + · · · , jehož hodnotu definujeme takto:

Jestliže existuje konečná limita s = limn→∞ sn, definujeme

∞∑
n=1

an = s
(

= lim
n→∞

sn
)

a řekneme, že nekonečná řada
∑∞

n=1 an konverguje.

Jestliže limita neexistuje, nebo je rovna nekonečnu, řekneme, že tato
řada diverguje, a to k ±∞ v p̌ŕıpadě nevlastńı limity (ṕı̌seme∑∞

n=1 an = ±∞), resp. řekneme, že osciluje, když limn→∞ sn
neexistuje.

Č́ıslo an se nazývá n–tý člen, č́ıslo sn se nazývá n–tý částečný součet řady.
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Nekonečné č́ıselné řady Základńı pojmy

Př́ıklad 1

Geometrická řada je součet tvaru

a + aq + aq2 + aq3 + · · ·+ aqn + · · · =
∞∑
n=1

aqn−1 =
∞∑
n=0

aqn,

kde a, q ∈ R jsou pevně zvolená č́ısla. Tedy je to nekonečná řada, kde
an := aqn−1 pro n ∈ N. Č́ıslo q se nazývá kvocient geometrické řady,
p̌ričemž q může být kladné či záporné. Posloupnost částečných součt̊u pro
geometrickou řadu odvod́ıme snadno:

sn = a+aq+aq2+· · ·+aqn−2+aqn−1, qsn = aq+aq2+aq3+· · ·+aqn−1+aqn.

Odečteńım druhé rovnice od prvńı dostaneme

sn − qsn = a− aqn ⇒ sn (1− q) = a (1− qn).
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Nekonečné č́ıselné řady Základńı pojmy

Je-li q = 1, potom je žrejmě sn = na.

Je-li q 6= 1, potom je

sn = a
1− qn

1− q
.

Ihned tedy dostáváme

Geometrická řada s a = 0 (a q ∈ R libovolným) konverguje (k 0),
protože v tomto p̌ŕıpadě jsou sn = 0.

Geometrická řada s a 6= 0 a q = 1 žrejmě diverguje (k ±∞ podle
znaménka č́ısla a), protože v tomto p̌ŕıpadě jsou sn = na.

Geometrická řada s a 6= 0 a q = −1 žrejmě osciluje, protože je
v tomto p̌ŕıpadě sn = {a, 0, a, 0, a, 0, . . . } a limita této posloupnosti
neexistuje.
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Nekonečné č́ıselné řady Základńı pojmy

Věta 1

Necht’ a 6= 0. Potom geometrická řada
∑∞

n=1 aq
n−1 konverguje právě tehdy

když |q| < 1. V tomto p̌ŕıpadě (a také v p̌ŕıpadě a = 0) je pak jej́ı součet

∞∑
n=1

aqn−1 =
a

1− q
, |q| < 1.
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Nekonečné č́ıselné řady Základńı pojmy

Př́ıklad 2∑∞
n=1

1
2n =

∑∞
n=1

(
1
2

)n
=

1
2

1− 1
2

= 1 (a = 1
2 , q = 1

2 )

Plocha Sierpinského koberce (o straně 1 jednotka)

P = 1−
∞∑
n=1

8n−1

9n
= 1− 1

8

∞∑
n=1

(
8

9

)n

= 1− 1

8
·

8
9

1− 8
9

= 1− 1 = 0
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Nekonečné č́ıselné řady Základńı pojmy

Př́ıklad 3∑∞
n=1

1
n2+2n

=
∑∞

n=1
A
n + B

n+2 =
∑∞

n=1

1
2
n −

1
2

n+2

sn =
1

2

(
1− 1

3
+

1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

5
+ · · ·

+
1

n − 2
− 1

n
+

1

n − 1
− 1

n + 1
+

1

n
− 1

n + 2

)
=

1

2

(
3

2
− 1

n + 1
− 1

n + 2

)
limn→∞ sn = 3

4 ⇒
∑∞

n=1
1

n2+2n
= 3

4
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Nekonečné č́ıselné řady Základńı pojmy

Př́ıklad 4∑∞
n=1(−1)n (Grandiho řada)

sn = a1 + · · ·+ an =

{
−1 n liché

0 n sudé

Limita sn neexistuje, řada osciluje.∑∞
n=1

1
n (harmonická řada)

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

8
+ · · ·+ 1

16
+ · · ·

≥1 +
1

2
+

1

4
+

1

4
+ 4 · 1

8
+ 8 · 1

16
+ · · ·

s2n →∞, 1 + n · 1
2 →∞⇒

∑∞
n=1

1
n =∞
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Nekonečné č́ıselné řady Základńı pojmy

Poznámka

1
∑

an . . . rozuḿı se
∑∞

n=1 an
2 Charakter chováńı řady (konvergence, divergence, oscilace)

zachováme, jestliže změńıme konečný počet členů posloupnosti an.
(Zvláště vynecháme-li konečný počet prvk̊u nap̌r. na začátku.)

3 Často nás sṕı̌se než součet řady zaj́ımá, zda řada konverguje, resp.
diverguje, aniž nás zaj́ımá konkrétńı hodnota součtu.
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Nekonečné č́ıselné řady Základńı pojmy

Věta 2 (Nutná podḿınka konvergence)

Jestliže řada
∑

an konverguje, pak limita lim an = 0.

Důkaz.

Když s = lim sn = lim(a1 + · · ·+ an) existuje a je konečná, pak
an = sn − sn−1, tedy lim an = lim sn − lim sn−1 = s − s = 0.

Poznámka

Opačné tvrzeńı neplat́ı – viz harmonickou řadu.
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Nekonečné č́ıselné řady Základńı pojmy

Věta 3 (Asociativńı zákon pro nekonečné řady)

Necht’
∑

an = a je konvergentńı. Necht’ nk je libovolná rostoućı
posloupnost p̌rirozených č́ısel, n0 = 0 a bk = ank−1+1 + · · ·+ ank .
Pak řada

∑∞
k=1 bk konverguje se stejným součtem jako p̊uvodńı řada, tj.∑

bk = a.

Důkaz.

a1 + · · ·+ an1︸ ︷︷ ︸
b1

+ an1+1 + · · ·+ an2︸ ︷︷ ︸
b2

+ · · · =
∑

an = a

Označme sk =
∑k

j=1 aj , tk =
∑k

j=1 bj ⇒
t1 = sn1 , t2 = b1 + b2 = sn2 , . . . , tk = snk . Protože limita sn je a, pak
limk→∞ snk = limn→∞ tk = a, tedy

∑
bk = a.

(Posloupnost {ti} je vybraná podposloupnost {sj}.)

Př́ıklad 5∑
(−1)n – asociativńı zákon neplat́ı!
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Nekonečné č́ıselné řady Základńı pojmy

Věta 4 (Cauchyovo–Bolzanovo kritérium konvergence)

Řada
∑

an je konvergentńı právě tehdy, když posloupnost jej́ıch
částečných součt̊u sn je cauchyovská, tj.
∀ε > 0 ∃n0, ∀n > n0 a ∀m ∈ N : |sn+m − sn| = |an+1 + · · ·+ an+m| < ε.

Důkaz.

{sn} je konvergentńı právě tehdy, když je cauchyovská (R je úplný
metrický prostor).
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Nekonečné č́ıselné řady Základńı pojmy

Věta 5

Necht’
∑

an = a a
∑

bn = b jsou konvergentńı řady a α, β ∈ R.
Pak i řada

∑
(αan + βbn) je konvergentńı a plat́ı∑

(αan + βbn) = αa + βb.

Důkaz.

Vlastnosti limit – samostatné procvičeńı.

Poznámka∑
an = a a

∑
bn =∞, pak

∑
(an + bn) =∞
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s nezápornými členy

Řadami s nezápornými členy rozuḿıme řady
∑∞

n=1 an, pro které an ≥ 0
pro každé n ∈ N. (Často budemem uvažovat i řady s kladnými členy, tedy
an > 0,∀n ∈ N.)
Je žrejmé, že součet nemůže být záporný (nekladný) a nemůže nastat
oscilace. Tj. limita částečných součt̊u existuje a plat́ı 0 ≤ lim sn ≤ ∞,
p̌ričemž lim sn = 0 pouze pokud an = 0,∀n ∈ N.

Věta 6 (Prosté srovnávaćı kritérium)

Necht’ an, bn ≥ 0 a necht’ an ≤ bn plat́ı pro velká n, tj.
∃n0 ∈ N : an ≤ bn ∀n ≥ n0.

Je-li
∑

bn <∞, pak
∑

an <∞.

Naopak, je-li
∑

an =∞, pak
∑

bn =∞.

Poznámka

Řada
∑

bn je majorantńı řadou k řadě
∑

an a řada
∑

an je minorantńı
řadou k řadě

∑
bn.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s nezápornými členy

Důkaz.

Bez újmy na obecnosti p̌redpokládejme, že an ≤ bn ∀n ∈ N. Označme
sk =

∑k
j=1 aj , tk =

∑k
j=1 bj ⇒ sn ≤ tn, ∀n ∈ N.

Je-li
∑

bn <∞, pak posloupnost {tn} konverguje, tedy je shora
ohraničená. Potom je také posloupnost {sn} shora ohraničená.
Protože je nav́ıc neklesaj́ıćı, muśı konvergovat.

Sporem p̌redpokládejme, že
∑

an =∞ a
∑

bn <∞. Dle výše
dokázaného plyne z konvergence řady

∑
bn konvergence řady

∑
an.

Spor.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s nezápornými členy

Př́ıklad 6

Rozhodněte o konvergenci (divergenci) řady
∑ 1

n2 .

Pro n ≥ 2 máme 1
n2 ≤ 1

n(n−1) . Pokud dokážeme, že majorantńı řada
konverguje, lze použ́ıt p̌redchoźı větu. Pro velká m ∈ N máme

m∑
n=2

1

n(n − 1)
=

m∑
n=2

−1

n
+

1

n − 1

= −1

2
+ 1− 1

3
+

1

2
+ · · · − 1

m − 1
+

1

m − 2
− 1

m
+

1

m − 1

= 1− 1

m
→ 1 pro m→∞,

tedy
∑ 1

n2 konverguje.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s nezápornými členy

Věta 7 (Integrálńı kritérium)

Necht’
∑∞

n=1 an je nekonečná řada s nezápornými členy. Necht’ f (x) je
funkce definovaná na intervalu [N,∞) pro nějaké N ∈ [0,∞), která je na
tomto intervalu nezáporná, nerostoućı a plat́ı

f (n) = an pro všechna n ≥ N.

Potom

∞∑
n=1

an konverguje ⇔
∫ ∞
N

f (x) dx konverguje,

∞∑
n=1

an diverguje k ∞ ⇔
∫ ∞
N

f (x) dx =∞.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s nezápornými členy

Důkaz.

Bez újmy na obecnosti p̌redpokládejme, že N = 1. Vzhledem k monotonii
funkce f je tato integrovatelná na libovolném intervalu [1, t], 1 ≤ t ∈ R a
funkce horńı meze F (t) =

∫ t
1 f (x)dx je neklesaj́ıćı.

Jistě plat́ı
∑n

i=2 ai ≤
∫ n

1 f (x)dx ≤
∑n−1

i=1 ai ,

1
 2
 3
 4
 5
 n


tedy sn − a1 ≤ F (n) ≤ sn−1.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s nezápornými členy

Jestliže
∑∞

n=1 an konverguje, pak je posloupnost {sn} shora
ohraničená a tedy ∃k ∈ R : F (n) ≤ k ∀n ∈ N. Funkce F je neklesaj́ıćı,
tedy F (t) ≤ k ∀t ∈ [1,∞). Limita limt→∞ F (t) tedy konverguje, což
znamená konvergenci

∫∞
1 f (x) dx .

Jestliže
∫∞

1 f (x) dx konverguje, pak je F shora ohraničená.
Z nerovnosti sn − a1 ≤ F (n) plyne ohraničenost posloupnosti
částečných součt̊u {sn}, která je neklesaj́ıćı a ohraničená, tedy
konvergentńı.

�
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s nezápornými členy

Př́ıklad 7

Pomoćı integrálńıho kritéria snadno dokážeme, že

∞∑
n=1

1

nα
=

{
diverguje pro α ≤ 1,

konverguje pro α > 1.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s nezápornými členy

Věta 8 (Limitńı srovnávaćı kritérium)

Necht’ an, bn ≥ 0 a existuje limita limn→∞
an
bn

= L (vlastńı nebo nevlastńı).

Je-li
∑

bn <∞ a L <∞, pak
∑

an <∞.

Je-li
∑

bn =∞ a L > 0, pak
∑

an =∞.

Důkaz.

Předpokládejme, že
∑

bn <∞ a L <∞, pak

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0 : L− ε < an
bn

< L + ε︸ ︷︷ ︸. Odtud

an < (L + ε)bn ⇒
∑

an ≤
∑

(L + ε)bn ⇒
∑

an ≤ (L + ε)
∑

bn <∞.
Tedy

∑
an konverguje.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s nezápornými členy

Předpokládejme, že
∑

bn =∞ a L > 0 a uvažujme dva p̌ŕıpady.

Jestliže L <∞, pak ∃ε > 0 a ∃n0 ∈ N,∀n ≥ n0 : 0 < L− ε < an
bn

.
Tedy (L− ε)bn < an ⇒∞ ≤

∑
an.

Jestliže L =∞, pak ∃k > 0, k ∈ R, a ∃n0 ∈ N,∀n ≥ n0 : k < an
bn

.
Tedy kbn < an ⇒∞ ≤

∑
an.

�
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s nezápornými členy

Př́ıklad 8

Rozhodněte o konvergenci (divergenci) řady
∑∞

n=1 arctg 1
n .

lim
n→∞

arctg 1
n

1
n

= lim
n→∞

1
1+ 1

n2

· −1
n2

−1
n2

= 1 > 0,

tj.
∑

bn =
∑ 1

n =∞, L > 0⇒
∑

arctg 1
n =∞.

Př́ıklad 9

Rozhodněte o konvergenci (divergenci) řady
∑∞

n=1 ln
(
1 + 1

n2

)
.

limn→∞
ln
(

1+ 1
n2

)
1
n

= limn→∞
2
n

1+ 1
n2

= 0, (nelze použ́ıt)

limn→∞
ln
(

1+ 1
n2

)
1
n2

= limn→∞
1

1+ 1
n2

= 1,

tj.
∑

bn <∞, L <∞⇒
∑

an <∞.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s nezápornými členy

Věta 9 (Pod́ılové (d’Alembertovo) kritérium)

Necht’ an > 0 pro ∀n ∈ N.

1 Jestliže ∃k ∈ R, k < 1 : an+1

an
≤ k ,∀n ∈ N, pak

∑
an konverguje.

Jestliže an+1

an
≥ 1,∀n ∈ N, pak

∑
an diverguje.

2 Necht’ nav́ıc existuje limita lim an+1

an
= L, L ∈ R∗. Je-li L < 1, pak∑

an <∞; je-li L > 1, pak
∑

an =∞; je-li L = 1, nelze rozhodnout.

Poznámka

Pro an = 1
n2 i pro an = 1

n je L = 1, p̌ritom jedna řada konverguje a druhá
diverguje.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s nezápornými členy

Důkaz.

Dokážeme limitńı pod́ılové kritérium (prvńı část podobně).
Jestliže lim an+1

an
= L, pak ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0 : L− ε < an+1

an
<

L + ε⇒ (L− ε)an < an+1 < (L + ε)an.

L < 1: Necht’ ε > 0 je takové, že L + ε = q < 1⇒ an+1 ≤ qan ⇒
an0+1 ≤ qan0 , an0+2 ≤ q2an0 , . . . , an0+k ≤ qkan0 , pak

∞∑
n=1

an =

n0∑
n=1

an +
∞∑
k=1

an0+k ≤
n0∑
n=1

an︸ ︷︷ ︸
č́ıslo

+an0

∞∑
k=1

qk = č́ıslo + an0

q

1− q
,

tedy řada
∑

an konverguje.

L > 1: Porovnáńı s geometrickou řadou s q = L− ε > 1.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s nezápornými členy

Věta 10 (Odmocninové (Cauchyovo) kritérium)

Necht’ an > 0 pro ∀n ∈ N.

1 Jestliže ∃k ∈ R, k < 1 : n
√
an ≤ k ,∀n ∈ N, pak

∑
an konverguje.

Jestliže n
√
an ≥ 1 pro nekonečně mnoho n ∈ N, pak

∑
an diverguje.

2 Necht’ nav́ıc existuje limita lim n
√
an = L, L ∈ R∗. Je-li L < 1, pak∑

an <∞; je-li L > 1, pak
∑

an =∞; je-li L = 1, nelze rozhodnout.

Poznámka

Opět nap̌r. pro an = 1
n2 i pro an = 1

n je L = 1, p̌ritom jedna řada
konverguje a druhá diverguje.

Důkaz.

Opět dokážeme limitńı kritérium (prvńı část podobně).
Jestliže lim n

√
an = L⇒ L− ε < n

√
an < L + ε, pro velká n. Tedy

(L− ε)n < an < (L + ε)n a použijeme obdobně jako v p̌redchoźım důkazu
porovnáńı s geometrickou řadou.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s nezápornými členy

Poznámka

Lze ukázat, že plat́ı

lim inf
an+1

an
≤ lim inf n

√
an ≤ lim sup n

√
an ≤ lim sup

an+1

an
.

Tedy pokud existuje limita limn→∞
an+1

an
= L, potom existuje i limita

limn→∞ n
√
an a tyto dvě limity si jsou rovny.

Nav́ıc, jestliže je pod́ılové kritérium nerozhodnutelné (an+1

an
→ 1), potom je

také odmocninové kritérium nerozhodnutelné ( n
√
an → 1). Ř́ıkáme, že

odmocninové kritérium je silněǰśı, než pod́ılové kritérium (každý problém,
který lze vy̌rešit pod́ılovým kritériem, lze vy̌rešit i odmocninovým
kritériem, ale ne naopak).
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s nezápornými členy

Př́ıklad 10

Rozhodněte o konvergenci (divergenci) řady∑ nn

n!
an+1

an
= (n+1)n+1

(n+1)! ·
n!
nn = (n+1)n

nn =
(
1 + 1

n

)n n→∞−−−→ e > 1 řada diverguje∑ n
(3+ 1

n
)n

lim n

√
n

(3+ 1
n

)n
= lim

n√n
3+ 1

n

= 1
3 < 1 řada konverguje
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s nezápornými členy

Věta 11 (Raabeovo kritérium)

Necht’ an > 0 a necht’ existuje limita

lim
n→∞

n

(
1− an+1

an

)
= L, L ∈ R∗.

Pro L < 1 řada diverguje, pro L > 1 řada konverguje a pro L = 1 nelze
rozhodnout.

Poznámka

Raabeovo kritérium je ześıleńım pod́ılového kritéria. (Přibližováńı k 1
zespoda či shora.) V literatǔre lze naj́ıt (či odvodit) daľśı zobecněńı, tedy
daľśı silněǰśı kritéria. Jediné

”
univerzálńı“ je ale Cauchyovo–Bolzanovo

kritérium (věta 4).
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s nezápornými členy

Př́ıklad 11∑∞
n=1

n!
(
√

2+1)(
√

2+2)···(
√

2+n)

lim an+1

an
= lim (n+1)!(

√
2+1)(

√
2+2)···(

√
2+n)

(
√

2+1)(
√

2+2)···(
√

2+n)(
√

2+n+1)n!
= lim n+1√

2+n+1
= 1

lim n
(

1− an+1

an

)
= lim n

(
1− n+1√

2+n+1

)
= lim n(

√
2+n+1−n−1)√

2+n+1

= lim n
√

2√
2+n+1

=
√

2 > 1, tedy řada konverguje
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s nezápornými členy

Poznámka∑
an, an > 0 a člen an má n v exponentu, nebo obsahuje faktoriál. Pak je

obvykle výhodné zkusit pod́ılové nebo odmocninové kritérium.
Neńı-li tomu tak, pak zkuśıme pod́ılové srovnávaćı kritérium s 1/nα. Dále
je k dispozici integrálńı kritérium.
Nap̌r.

∞∑
n=2

1

n(ln n)α

∫∞
e

dx
x(ln x)α =

∣∣ln x = t, dx
x =dt

∣∣ =
∫∞

1
dt
tα =

{
konv. α > 1

div. α ≤ 1
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s nezápornými členy

Věta 12 (Kondenzačńı kritérium)

Necht’ {an}∞n=1 je monotónńı posloupnost kladných č́ısel. Pak je
konvergence řady

∑∞
n=1 an ekvivalentńı s konvergenćı řady

∑∞
n=0 2na2n .

Poznámka

Kondenzačńı kritérium lze někdy využ́ıt, když v odmocninovém a
pod́ılovém kritériu vyjde jednička.

Kondenzačńı kritérium se často formuluje pouze pro monotónńı
posloupnosti {an}∞n=1. Z nutné podḿınky konvergence pak plyne, že
daná posloupnost muśı být bud’ kladná a klesaj́ıćı, nebo záporná a
rostoućı, jinak jsou obě uvažované řady divergentńı. (Pro zápornou a
rostoućı posloupnost {an}∞n=1 jde pouze o

”
p̌reklopeńı“.)
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s nezápornými členy

Důkaz.

Z platnosti nutné podḿınky konvergence je žrejmé, že an ≥ an+1.
Rozepsáńım

∞∑
n=1

an = a1 + (a2 + a3) + (a4 + a5 + a6 + a7) + · · · ,

∞∑
n=0

2na2n = a1 + (a2 + a2) + (a4 + a4 + a4 + a4) + · · ·

vid́ıme, že konvergence druhé řady implikuje konvergenci prvńı řady.
Nyńı druhou řadu uprav́ıme (konvergence neńı ovlivněna) na

1

2

∞∑
n=1

2na2n = a2 + (a4 + a4) + (a8 + a8 + a8 + a8) + · · · ,

jej́ıž konvergence plyne z konvergence řady
∑∞

n=1 an.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s nezápornými členy

Př́ıklad 12

Rozhodněme o konvergenci řady

∞∑
n=2

1

n(ln n)α
, α ∈ R.

Odmocninové kritérium

lim n

√
1

n(ln n)α
= lim

1
n
√
n( n
√

ln n)α
=

1

1 · 1α
= 1,

kde ln( n
√

ln n) = ln(ln n)
n → 0⇒ n

√
ln n→ e0 = 1.

Pod́ılové kritérium nemá cenu zkoušet, pro úplnost dostaneme

lim
an+1

an
= lim

n

n + 1
·
(

ln n

ln(n + 1)

)α
= 1 · 1α = 1.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s nezápornými členy

Kondenzačńım kritériem dostaneme řadu

∞∑
n=1

2na2n =
∞∑
n=1

2n

2n(ln 2n)α
=
∞∑
n=1

1

(ln 2n)α

=
∞∑
n=1

1

(n ln 2)α
=

1

(ln 2)α

∞∑
n=1

1

nα
,

tedy
∞∑
n=2

1

n(ln n)α
=

{
diverguje pro α ≤ 1,

konverguje pro α > 1.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s libovolnými členy

Definice 2

Necht’ an > 0. Pak řada
∑∞

n=1(−1)n−1an se nazývá alternuj́ıćı řada.

Poznámka

Alternuj́ıćı řada je také řada
∑∞

n=1(−1)nan a obecně řada
∑∞

n=1 fn
splňuj́ıćı sgn fn = − sgn fn+1,∀n ∈ N.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s libovolnými členy

Věta 13 (Leibnizovo kritérium)

Necht’ an > 0 je nerostoućı posloupnost. Jestliže limn→∞ an = 0, pak
alternuj́ıćı řada

∑∞
n=1(−1)n−1an konverguje.

Poznámka

Vzhledem k platnosti nutné podḿınky konvergence lze větu 13 formulovat
i s ekvivalenćı.

Důkaz.

s2n = a1 − a2︸ ︷︷ ︸
≥0

+ · · ·+ a2n−1 − a2n︸ ︷︷ ︸
≥0

, s2n+2 = s2n + a2n+1 − a2n+2︸ ︷︷ ︸
≥0

,

tedy posloupnost {s2n} je neklesaj́ıćı. Podobně
s2n−1 = a1 − (a2 − a3)− · · · − (a2n−2 − a2n−1),
s2n+1 = s2n−1 − (a2n − a2n+1), tedy {s2n+1} je nerostoućı.
s2 = a1 − a2 ≤ s2n ≤ s2n + a2n+1 = s2n+1 ≤ s1 = a1 ⇒ {s2n}, {s2n+1} jsou
ohraničené, obě maj́ı konečnou limitu lim(s2n+1 − s2n) = lim a2n+1 = 0⇒
lim s2n+1 = lim s2n = s = lim sn ⇒

∑∞
n=1(−1)n−1an = s konverguje.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s libovolnými členy

Př́ıklad 13∑∞
n=1

(−1)n−1

n = 1− 1
2 + 1

3 −
1
4 + · · · (Leibnizova řada)

1
n → 0,

(
1

n+1 <
1
n

)
⇒
∑ (−1)n−1

n konverguje

Př́ıklad 14
∞∑
n=2

(−1)n−1

√
n + (−1)n

lim an = 0, kdyby řada konvergovala, pak bychom mohli aplikovat
asociativńı zákon (věta 3). Pro n liché máme

1√
n−1
− 1√

n+1+1
=
√
n+1+1−

√
n+1

(
√
n−1)(

√
n+1+1)

=
√
n+1−

√
n+2

(
√
n−1)(

√
n+1+1)

≥ 1
n .

Uzávorkovaná řada diverguje, tedy ve větě 13 nelze vynechat p̌redpoklad
monotonie.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s libovolnými členy

Definice 3

Řekneme, že řada
∑

an konverguje absolutně, pokud konverguje řada∑
|an|. Řekneme, že řada konverguje neabsolutně (relativně), jestliže řada∑
an konverguje, ale řada

∑
|an| diverguje.

Př́ıklad 15∑ (−1)n−1

n je neabsolutně konvergentńı – sama konverguje, ale absolutńı
hodnotou dostaneme harmonickou řadu, která diverguje.∑ (−1)n−1

n2 je absolutně konvergentńı, nebot’
∑∣∣∣ (−1)n−1

n2

∣∣∣ =
∑ 1

n2 <∞.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s libovolnými členy

Věta 14

Je-li řada
∑

an absolutně konvergentńı, pak je konvergentńı. (Tedy z
absolutńı konvergence plyne konvergence.)

Důkaz.

Podle Cauchyova–Bolzanova kritéria (věta 4) je řada
∑
|an| konvergentńı

právě tehdy, když posloupnost |a1|+ · · ·+ |an|︸ ︷︷ ︸
sn

je cauchyovská, tj.

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0,m ∈ N :

|sn+m − sn| = ||an+m|+ · · ·+ |an+1|| < ε⇒ |an+m + · · ·+ an+1| < ε.

tedy posloupnost částečných součt̊u řady
∑

an je cauchyovská, tedy řada
konverguje.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s libovolnými členy

Poznámka

Opak neplat́ı – viz Leibnizovu řadu.

Poznámka

Při rozhodováńı o konvergenci/divergenci je někdy výhodné otestovat
nejprve

∑
|an| pomoćı kritéríı o řadách s nezápornými členy. Je-li∑

|an| <∞⇒
∑

an <∞.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s libovolnými členy

Věta 15 (Abelovo kritérium)

Necht’
∑

an je konvergentńı a {bn} je ohraničená a monotónńı
posloupnost. Pak

∑
(anbn) je konvergentńı.

Věta 16 (Dirichletovo kritérium)

Necht’
∑

an má ohraničenou posloupnost částečných součt̊u a {bn} je
monotónńı posloupnost s limitou nula (bn → 0). Pak

∑
(anbn) je

konvergentńı.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s libovolnými členy

Př́ıklad 16

Otestujme konvergenci řady
∑ sin nx

n , x ∈ R. Pokud je x celoč́ıselný
násobek π, řada konverguje. Dále postupujme pro všechna ostatńı x .
Zvoĺıme an = sin nx , bn = 1

n , tedy bn → 0 a je ohraničená.

sn = sin x + · · ·+ sin nx
/
· i

cn = cos x + · · ·+ cos nx∑n
k=1(cos kx + i sin kx) =

∑n
k=1 eikx
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s libovolnými členy

n∑
k=1

eikx = eix + e2ix + · · ·+ enix = eix
eixn−1

eix −1

= eix
e

ixn
2

(
e

ixn
2 − e−

ixn
2

)
e

ix
2

(
e

ix
2 − e−

ix
2

) =
∣∣eiα− e−iα = 2i sinα

∣∣
= e

ix
2 · e

ixn
2 ·

sin xn
2

sin x
2

=

[
cos

(
n + 1

2
x

)
+ i sin

(
n + 1

2
x

)]
sin xn

2

sin x
2

.

Imaginárńı část dává

sin x + · · ·+ sin nx = sin

(
n + 1

2
x

)
sin xn

2

sin x
2

,

což je ohraničené, tedy řada konverguje podle Dirichletova kritéria.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s libovolnými členy

Konverguje absolutně?

Pokud je x celoč́ıselný násobek π, pak ano.

Pokud x neńı celoč́ıselný násobek π, pak

∑ |sin nx |
n ≥

∑ sin2 nx
n =

∑ 1−cos 2nx
2n = 1

2

∑ 1

n︸ ︷︷ ︸
=∞

−
∑ cos 2nx

n︸ ︷︷ ︸
konv. dle DK

.

Řada
∑ |sin nx |

n diverguje, tedy řada
∑ sin nx

n konverguje neabsolutně.

(
cos 2α = cos2 α− sin2 α = 1− 2 sin2 α⇒ sin2 α =

1− cos 2α

2

)
Poznámka

Leibnizovo kritérium je speciálńım p̌ŕıpadem Dirichletova pro
∑

(−1)nan.∑
(−1)n má ohraničené částečné součty a an → 0 (shora) hraje roli bn

v Dirichletově kritériu.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s libovolnými členy

Definice 4

Necht’ f : N→ N je bijekce. Řekneme, že řada
∑

bn, kde bn = af (n), je

p̌rěrazeńım řady
∑

an. Řekneme, že pro řadu
∑

an plat́ı komutativńı
zákon, jestliže pro libovolnou bijekci f : N→ N plat́ı

∑
an =

∑
af (n).
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s libovolnými členy

Věta 17 (Komutativńı zákon pro nekonečné řady)

Necht’ řada
∑

an konverguje absolutně, tj.
∑
|an| <∞. Pak pro tuto řadu

plat́ı komutativńı zákon.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s libovolnými členy

Důkaz.

Označme bn = af (n) a necht’ tn = b1 + · · ·+ bn = af (1) + · · ·+ af (n) je
posloupnost částečných součt̊u

∑
bn a necht’ sn = a1 + · · ·+ an je

posloupnost částečných součt̊u
∑

an. Protože
∑

an konverguje absolutně,
pak

∑
an konverguje, tedy existuje konečná limita s = lim sn. Dokážeme,

že tn → s.
Plat́ı

|sn − tn| = |a1 + · · ·+ an − (af (1) + · · ·+ af (n))|.

Necht’ ε > 0 je libovolné. Protože
∑
|an| je konvergentńı, tak podle

Cauchyova–Bolzanova kritéria (věta 4)

∃n0 ∈ N : ∀n ≥ n0,∀m ∈ N : ||an+1|+ · · ·+ |an+m|| < ε.

Zejména máme ||an0+1|+ · · ·+ |an0+m|| < ε. Protože n ≥ n0, máme

|a1 + · · ·+ an − (af (1) + · · ·+ af (n))|
= |a1 + · · ·+ an0 + · · ·+ an − (af (1) + · · ·+ af (n))|.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s libovolnými členy

Necht’ n1 ∈ N je takové, že {1, . . . , n0} ⊆ {f (1), . . . , f (n1)}, pak pro
n ≥ max{n0, n1} plat́ı
|a1 + · · ·+ an0 + · · ·+ an − (af (1) + · · ·+ af (n))| ≤ ||an0+1|+ · · ·+ |an0+q||︸ ︷︷ ︸

<ε

(q je
”
nejvěťśı zbývaj́ıćı index“). Tedy |sn − tn| → 0⇒

∑
an =

∑
af (n).

�
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s libovolnými členy

Definice 5

Pro posloupnost an označme

a+
n =

{
an an ≥ 0

0 an < 0
a a−n =

{
an an ≤ 0

0 an > 0
.

Potom {a+
n } nazýváme kladná část a {a−n } záporná část posloupnosti

{an}.

Poznámka

Zřejmě plat́ı a+
n = an+|an|

2 = max{an, 0}, resp. a−n = an−|an|
2 = min{an, 0}.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s libovolnými členy

Věta 18

Necht’
∑

an je neabsolutně konvergentńı, pak
∑

a+
n = +∞ a∑

a−n = −∞.

Důkaz.

1
∑

a+
n <∞ a

∑
a−n > −∞

2
∑

a+
n =∞ a

∑
a−n > −∞

3
∑

a+
n <∞ a

∑
a−n = −∞

4
∑

a+
n =∞ a

∑
a−n = −∞

Kdyby platilo 1, pak
∑
|an| =

∑
a+
n −

∑
a−n konverguje podle věty o

konvergenci součtu dvou konvergentńıch řad → spor, nebot’
∑
|an| =∞.

Kdyby platilo 2 nebo 3, pak
∑

an =
∑

a+
n +

∑
a−n a součet bude ∞

(p̌ŕıpad 2) nebo −∞ (p̌ŕıpad 3) → spor s
∑

an <∞.
Tedy nutně

∑
a+
n =∞ a

∑
a−n = −∞.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s libovolnými členy

Věta 19 (Riemannova věta o p̌rěrazeńı, velká věta o p̌rěrazeńı)

Necht’ řada
∑

an je neabsolutně konvergentńı a L1, L2 ∈ R∗, L1 ≤ L2.
Pak existuje permutace množiny N taková, že pro posloupnost částečných
součt̊u tn p̌rěrazeńı řady

∑
af (n) (tj. tn = af (1) + · · ·+ af (n)) plat́ı

lim sup tn = L2 a lim inf tn = L1. Zejména neabsolutně konvergentńı řadu
lze p̌rerovnat tak, že diverguje k ±∞ nebo osciluje.
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Nekonečné č́ıselné řady Řady s libovolnými členy

Důkaz.

Předpokládejme, že L1, L2 ∈ R, L1 < L2 a L2 > 0 (pro ostatńı p̌ŕıpady je
modifikace důkazu žrejmá). Plat́ı

∑
a+
n =∞ a

∑
a−n = −∞.

Existuje n1 : a+
1 + · · ·+ a+

n1
> L2 a necht’ n1 je nejmenš́ı takový index.

Necht’ n2 je takový index, že a+
1 + · · ·+ a+

n1
+ a−1 + · · ·+ a−n2

< L1 a
necht’ je nejmenš́ım indexem s takovou vlastnost́ı.

Důležité je, že an → 0 (což je nutná podḿınka konvergence
∑

an)
⇒ |an| → 0 a tedy velikost

”
p̌relezeńı/podlezeńı“ hodnot L1, L2 se

bĺıž́ı k nule.

Z konstrukce plyne, že lim sup tn = L2 a lim inf tn = L1.
(Nap̌r. pro L1 = −∞, L2 =∞ budeme součty

”
rozkmitávat“.)
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Nekonečné č́ıselné řady Násobeńı nekonečných řad a odhad zbytku

Poznámka

Konečné řady:

(a1 + · · ·+ an)(b1 + · · ·+ bm) = a1b1 + · · ·+ anbm.

Nekonečné řady: (∑
an
)(∑

bn
)

=?

a1b1 a1b2 · · · a1bn · · ·
a2b1 a2b2 · · · a2bn · · ·

...
...

...
anb1 anb2 · · · anbn · · ·

...
...

...
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Nekonečné č́ıselné řady Násobeńı nekonečných řad a odhad zbytku

Věta 20

Necht’ řady
∑

an,
∑

bn jsou absolutně konvergentńı a necht’
∑

cn je
libovolná nekonečná řada, v ńıž posloupnost {cn} je permutaćı
posloupnosti {aibj} (tj. {cn} je libovolná posloupnost obsahuj́ıćı permutaci
prvk̊u z uvedené tabulky). Pak

∑
cn konverguje také absolutně a plat́ı∑

cn = c = a · b, kde
∑

an = a,
∑

bn = b.

Důkaz.

Pro im = min{i1, . . . , in}, jm = min{j1, . . . , jn}, iM = max{i1, . . . , in}, jM =
max{j1, . . . , jn} máme |c1|+ · · ·+ |cn| = |ai1bj1 |+ · · ·+ |ainbjn | ≤
(|aim |+ · · ·+ |aiM |︸ ︷︷ ︸

→a(iM→∞)

)(|bjm |+ · · ·+ |bjM |︸ ︷︷ ︸
→b(jM→∞)

) ≤ A · B, kde

A =
∑
|an|,B =

∑
|bn|. Tedy posloupnost částečných součt̊u

∑
|cn| je

shora omezená, tedy
∑
|cn| <∞, tedy

∑
cn je absolutně konvergentńı a

plat́ı pro ni komutativńı zákon.∑n2

k=1 ck = a1b1+(a1b2+a2b2+a2b1)+· · ·+(a1bn+· · ·+anbn+· · ·+anb1)+
· · · = (a1 + · · ·+ an)(b1 + · · ·+ bn) = sntn → ab ⇒

∑∞
n=1 cn = ab.
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Nekonečné č́ıselné řady Násobeńı nekonečných řad a odhad zbytku

Poznámka

(a1x + a2x
2 + · · ·+ anx

n)(b1x + b2x
2 + · · ·+ bnx

n)

= x2(a1b1) + x3(a1b2 + a2b1) + x4(a1b3 + a2b2 + a3b1) + · · ·

(Postupujeme po diagonálách.)

Definice 6

Uvažujme nekonečné řady
∑

an,
∑

bn.

Necht’ cn = a1bn + · · ·+ anbn + · · ·+ anb1 (po
”
elkách“), pak se řada∑

cn nazývá Dirichlet̊uv součin řad
∑

an,
∑

bn.

Je-li cn = a1bn + a2bn−1 + · · ·+ an−1b2 + anb1 (po diagonálách), pak
se řada

∑
cn nazývá Cauchẙuv součin řad

∑
an,
∑

bn.
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Nekonečné č́ıselné řady Násobeńı nekonečných řad a odhad zbytku

Věta 21

Necht’
∑

an,
∑

bn jsou konvergentńı řady,
∑

an = a,
∑

bn = b. Pak
jejich Dirichlet̊uv součin

∑
cn také konverguje a

∑
cn = ab.

(Mertensova věta) Necht’
∑

an,
∑

bn jsou konvergentńı řady,∑
an = a,

∑
bn = b a alespoň jedna z nich konverguje absolutně.

Pak konverguje i jejich Cauchẙuv součin a
∑

cn = ab.

Poznámka

V Mertensově větě o Cauchyově součinu nelze vypustit p̌redpoklad
absolutńı konvergence alespoň jedné řady. Nap̌r. pro[(∑ (−1)n−1

√
n

)
·
(∑ (−1)n−1

√
n

)]
Cauchy

máme |cn| = 1√
1
√
n

+ 1√
2
√
n−1

+ · · ·+ 1√
n
√

1
≥ 1

n + 1
n + · · ·+ 1

n = 1,

lim cn 6= 0, neńı splněna nutná podḿınka konvergence a tedy Cauchẙuv

součin řady
∑ (−1)n−1

√
n

se sebou nemůže konvergovat.
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Nekonečné č́ıselné řady Násobeńı nekonečných řad a odhad zbytku

Definice 7

Předpokládejme, že řada
∑

an je konvergentńı. Výraz Rn =
∑∞

k=n+1 ak se
nazývá zbytek po n-tém členu, tj.

∑
an = sn + Rn.

Věta 22

Uvažujme nekonečnou řadu
∑

an se zbytkem Rn. Necht’
∑

bn je
konvergentńı řada s nezápornými členy, pro niž plat́ı |an| ≤ bn. Pak řada∑

an konverguje absolutně a pro jej́ı zbytek plat́ı |Rn| ≤ R̃n, kde R̃n je
zbytek po n-tém členu řady

∑
bn.

Důkaz.

|Rn| = |
∑∞

k=n+1 ak | ≤
∑∞

k=n+1|ak | ≤
∑∞

k=n+1 bk = R̃n.
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Nekonečné č́ıselné řady Násobeńı nekonečných řad a odhad zbytku

Věta 23

Necht’ an je nerostoućı posloupnost kladných č́ısel a lim an = 0. Pak pro
zbytek alternuj́ıćı řady

∑
(−1)n−1an plat́ı |Rn| < an+1.

Nav́ıc sgnRn = (−1)n.

Důkaz.

Dle Leibnizova kritéria je řada
∑

(−1)n−1an konvergentńı. Dále
postupujeme jako v důkazu Leibnizova kritéria pro řadu
Rn =

∑∞
k=n+1(−1)k−1ak , tedy

Rn = (−1)nan+1 + (−1)n+1an+2 + (−1)n+2an+3 + · · ·
= (−1)n (an+1 − an+2 + an+3 − an+4 + · · · )︸ ︷︷ ︸

=:r

a odtud 0<an+1−an+2< r<an+1. Tj. Rn =(−1)nr ⇒ |Rn|= r < an+1.
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Nekonečné č́ıselné řady Násobeńı nekonečných řad a odhad zbytku

Věta 24

Necht’ an je monotónńı posloupnost nezáporných č́ısel, řada
∑

an
konverguje a f : [1,∞)→ R je monotónńı a pro n ∈ N : f (n) = an. Pak
Rn ≤

∫∞
n f (x)dx.

Důkaz.

Plyne ze stejného obrázku jako důkaz integrálńıho kritéria.
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Nekonečné č́ıselné řady Násobeńı nekonečných řad a odhad zbytku

Př́ıklad 17

Kolik členů řady
∑∞

n=1
1
n2 muśıme vźıt, aby chyba (zbytek) byla menš́ı než

0,01?

Rn ≤
∫ ∞
n

1

x2
dx =

[
−1

x

]∞
n

=
1

n
≤ 1

100
⇒ n ≥ 100.
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Řady funkćı Posloupnosti a řady funkćı

Př́ıklad 18 (Motivace)

Uvažujme funkce sn(x) = xn pro x ∈ [0, 1] a n ∈ N. Jedná se tedy
o posloupnost částečných součt̊u

s1(x) = x , s2(x) = x2, s3(x) = x3, s4(x) = x4, . . .

funkćı

f1(x) = x , f2(x) = x2−x , f3(x) = x3−x2, . . . fn(x) = xn−xn−1, . . .

Všechny tyto funkce fn(x) jsou spojité na intervalu [0, 1] pro každé n ∈ N.
Dále jsou všechny funkce sn(x) spojité na intervalu [0, 1]. Přitom

sn(x) =

{
xn

n→∞−−−→ 0 x ∈ [0, 1),

1n
n→∞−−−→ 1 x = 1

.
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Řady funkćı Posloupnosti a řady funkćı

Tedy posloupnost sn(x) konverguje pro každé x ∈ [0, 1] k funkci

∞∑
n=1

fn(x) = lim
n→∞

sn(x) = s(x) =

{
0, pro x ∈ [0, 1),

1, pro x = 1,

p̌ričemž tato funkce s(x) je nespojitá (konverguje pouze bodově).
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Řady funkćı Posloupnosti a řady funkćı

Definice 8

Řekneme, že posloupnost funkćı {fn(x)}, x ∈ I , konverguje bodově na
tomto intervalu k funkci f (x), jestliže ∀x̃ ∈ I č́ıselná posloupnost {fn(x̃)}
konverguje k č́ıslu f (x̃), ṕı̌seme fn → f , tj.

∀ε > 0,∀x ∈ I ,∃n0 = n0(ε, x) ∀n ≥ n0 : |fn(x)− f (x)| < ε.

Definice 9

Řekneme, že posloupnost funkćı {fn(x)}, x ∈ I , konverguje na intervalu I
stejnoměrně k funkci f (x), jestliže

∀ε > 0 ∃n0 = n0(ε) : ∀x ∈ I , ∀n ≥ n0 : |fn(x)− f (x)| < ε,

ṕı̌seme fn ⇒ f .
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Řady funkćı Posloupnosti a řady funkćı

Poznámka

Konvergence posloupnosti fn(x) = xn, x ∈ [0, 1] neńı na [0, 1]
stejnoměrná.

P = C [a, b], ρC (f , g) = maxx∈[a,b]|f (x)− g(x)| → metrika
stejnoměrné konvergence.

Ze stejnoměrné konvergence plyne bodová konvergence. Naopak to
neplat́ı.
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Řady funkćı Posloupnosti a řady funkćı

Věta 25

Necht’ posloupnost funkćı {fn} konverguje na intervalu I k funkci f ,
označme

rn = sup
x∈I
|fn(x)− f (x)|.

Pak posloupnost fn konverguje na I k funkci f stejnoměrně právě tehdy,
když rn → 0.

Důkaz.

(⇐) lim rn = 0⇔ ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N,∀n ≥ n0 : |rn| < ε⇒
supx∈I |fn(x)− f (x)| < ε⇒ ∀x ∈ I : |fn(x)− f (x)| < ε

(⇒) triviálńı modifikace p̌redchoźı implikace
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Řady funkćı Posloupnosti a řady funkćı

Př́ıklad 19

Rozhodněte, zda posloupnost fn(x) = 2nx
1+n2x2 konverguje na I = [0, 1]

stejnoměrně.

Vy̌reš́ıme bodovou konvergenci a pak podle věty 25 rozhodneme, je-li
stejnoměrná nebo ne. Protože limn→∞

2nx
1+n2x2 = 0, konverguje posloupnost

bodově na I k funkci f (x) ≡ 0. Dále

rn = sup
x∈I
|fn(x)− f (x)| = sup

x∈[0,1]

∣∣∣∣ 2nx

1 + n2x2
− 0

∣∣∣∣
= max

x∈[0,1]

2nx

1 + n2x2
= 1, ∀n ∈ N.

Posloupnost nekonverguje stejnoměrně k nule na intervalu [0, 1].(
2nx

1+n2x2

)′
= 2n(1+n2x2)−2nx(n22x)

(1+n2x2)2 = 0⇔ 2n(1 + n2x2) = 2nx(n22x)⇔
1 +n2x2 = 2n2x2 ⇔ 1= n2x2 ⇔ x = 1

n , fn(0) = 0, fn(1) = 2n
1+n2 , fn( 1

n ) = 1
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Řady funkćı Posloupnosti a řady funkćı

Př́ıklad 20

fn(x) = sin nx
n , I = R

fn → 0, rn =
1

n
⇒ fn(x) ⇒ 0 na R
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Řady funkćı Posloupnosti a řady funkćı

Definice 10

Řekneme, že řada funkćı
∑∞

n=1 fn(x) konverguje (bodově) k funkci f (x),
jestliže posloupnost částečných součt̊u sn(x) = f1(x) + · · ·+ fn(x)
konverguje (bodově) k funkci f (x) na intervalu I , tj. sn(x)→ f (x) na I .

Řekneme, že řada funkćı
∑∞

n=1 fn(x) konverguje stejnoměrně k funkci
f (x), ṕı̌seme

∑∞
n=1 fn(x) = f (x) stejnoměrně, pokud sn ⇒ f (x) na I .

Př́ıklad 21

ex = 1 + x +
x2

2!
+ · · · =

∞∑
n=0

xn

n!

konverguje stejnoměrně na R (ukážeme později).
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Řady funkćı Posloupnosti a řady funkćı

Lemma 1 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium stejnoměrné konvergence)

Posloupnost funkćı {fn} konverguje na intervalu I stejnoměrně právě
tehdy, když

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀x ∈ I ∀m, n ≥ n0(m, n ∈ N) : |fm(x)− fn(x)| < ε.

Důkaz.

Viz skripta.
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Řady funkćı Posloupnosti a řady funkćı

Věta 26 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium pro řady funkćı)

Řada funkćı
∑∞

n=1 fn(x) je na intervalu I stejnoměrně konvergentńı právě
tehdy, když posloupnost jej́ıch částečných součt̊u sn(x) je na intervalu I
stejnoměrně cauchyovská, tj.

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀x ∈ I ∀n ≥ n0 ∀m ∈ N :

|sn+m(x)− sn(x)| = |fn+1(x) + · · ·+ fn+m(x)| < ε.

Důkaz.

Řada funkćı
∑∞

n=1 fn(x) konverguje stejnoměrně k funkci s(x), právě
tehdy, když posloupnost jej́ıch částečných součt̊u sn(x) konverguje
stejnoměrně k funkci s(x). Nyńı stač́ı využ́ıt Lemma 1.
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Řady funkćı Posloupnosti a řady funkćı

Věta 27 (Weierstrassovo kritérium stejnoměrné konvergence)

Necht’ posloupnost funkćı {fn(x)}, x ∈ I , splňuje na intervalu I nerovnost
|fn(x)| ≤ an a č́ıselná řada

∑
an je konvergentńı. Pak řada funkćı∑∞

n=1 fn(x) je na intervalu I stejnoměrně konvergentńı.

Důkaz.

Podle p̌redchoźı věty stač́ı dokázat, že posloupnost částečných součt̊u
sn(x) je na intervalu I stejnoměrně cauchyovská. Protože řada

∑
an

konverguje, pak podle Cauchyova–Bolzanova kritéria je č́ıselná
posloupnost jej́ıch částečných součt̊u cauchyovská, tzn.

∀ε ∃n0 ∈ N,∀n ≥ n0, ∀m ∈ N : |an+1 + · · ·+ an+m| < ε,

tedy

|fn+1(x) + · · ·+ fn+m(x)| ≤ ||fn+1(x)|+ · · ·+ |fn+m(x)||
≤ |an+1 + · · ·+ an+m| < ε ∀n ≥ n0,∀m ∈ N,∀x ∈ I .
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Řady funkćı Posloupnosti a řady funkćı

Věta 28 (Abelovo kritérium)

Necht’
∑

fn(x) je na intervalu I stejnoměrně konvergentńı a posloupnost
{gn(x)} je na I stejnoměrně ohraničená a monotónńı. Pak

∑
fn(x)gn(x) je

na intervalu I stejnoměrně konvergentńı.

Věta 29 (Dirichletovo kritérium)

Necht’
∑

fn(x) má stejnoměrně ohraničenou posloupnost částečných
součt̊u, posloupnost {gn(x)} je na I monotónńı a gn ⇒ 0 na I . Pak∑

fn(x)gn(x) je na intervalu I stejnoměrně konvergentńı.

• Posloupnost {fn(x)} je na I neklesaj́ıćı (nerostoućı), jestliže má tuto
vlastnost každá č́ıselná posloupnost {fn(x0)}, x0 ∈ I .
• Jestliže ∃k ∈ R, k > 0 : ∀n ∈ N,∀x ∈ I : |fn(x)| ≤ k , nazýváme
posloupnost {fn(x)} stejnoměrně ohraničenou.
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Řady funkćı Posloupnosti a řady funkćı

Věta 30

Necht’ funkce fn jsou na intervalu I spojité a fn(x) ⇒ f (x) na intervalu I .
Pak je na intervalu I spojitá i limitńı funkce f .

Důkaz.

Poťrebujeme dokázat, že limx→x0 f (x) = f (x0) ∀x0 ∈ I .

|f (x)− f (x0)| = |f (x)− fn(x) + fn(x)− fn(x0) + fn(x0)− f (x0)|
≤ |f (x)− fn(x)|︸ ︷︷ ︸

< ε
3

+|fn(x)− fn(x0)|+ |fn(x0)− f (x0)|︸ ︷︷ ︸
< ε

3

.

Necht’ ε > 0 je libovolné, protože fn(x)→ f (x) na I , k ε
3 ∃n0, ∀n ≥ n0,

∀x ∈ I : |fn(x)− f (x)| < ε
3 . Protože fn jsou spojité, pak k ε

3 ∃δ > 0,
∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) : |fn(x)− fn(x0)| < ε

3 .
Tedy ∀ε > 0 ∃δ > 0, ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) : |f (x)− f (x0)| < ε a funkce f
je spojitá v bodě x0.
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Řady funkćı Posloupnosti a řady funkćı

Poznámka

Předchoźı Věta 30 v podstatě dokazuje, že prostor spojitých funkćı s
metrikou stejnoměrné konvergence je úplný metrický prostor, a tedy lze
aplikovat (na kontraktivńı zobrazeńı) Banachovu větu o pevném bodě.
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Řady funkćı Posloupnosti a řady funkćı

Věta 31

Necht’
∑∞

n=1 fn(x) = f (x) konverguje stejnoměrně na intervalu I , tj.

sn(x) =
n∑

k=1

fk(x) ⇒ f (x) na I .

Je-li každá z funkćı fn spojitá na I , je i součet f spojitou funkćı na
intervalu I .

Důkaz.

Aplikace Věty 30 na posloupnost sn(x) = f1(x) + · · ·+ fn(x), což je spojitá
funkce, protože je konečným součtem spojitých funkćı.
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Poznámka

Derivace a integrace součtu dvou funkćı → plat́ı pro libovolný konečný
počet sč́ıtanc̊u.

Věta 32

Necht’ {fn} je posloupnost integrovatelných funkćı na intervalu [a, b] a tato
posloupnost na [a, b] konverguje stejnoměrně k funkci f . Pak i limitńı
funkce je na [a, b] integrovatelná a plat́ı∫ b

a
f (x)dx = lim

n→∞

∫ b

a
fn(x)dx ,

tj.
∫ b
a limn→∞ fn(x)dx = limn→∞

∫ b
a fn(x)dx.
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Důkaz.

Funkce f je integrovatelná na [a, b] právě tehdy, když ∀ε > 0 ∃δ > 0,
∀D(děleńı intervalu [a, b]) : ν(D) < δ : S(D, f )− s(D, f ) < ε. Máme

S(D, f )− s(D, f ) =

= S(D, f )− S(D, fn) + S(D, fn)− s(D, fn) + s(D, fn)− s(D, f )

≤ |S(D, f )− S(D, fn)|+ |S(D, fn)− s(D, fn)|+ |s(D, fn)− s(D, f )|

|S(D, f )− S(D, fn)| =

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

[Mi (f )(xi − xi−1)−Mi (fn)(xi − xi−1)]

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

|Mi (f )−Mi (fn)|(xi − xi−1) ≤ ε

5(b − a)

n∑
i=1

(xi − xi−1) ≤ ε

5

a analogicky pro dolńı součty (Mi (f ) znač́ı supremum funkce f na intervalu
[xi−1, xi ].) Pro dostatečně jemné děleńı je i |S(D, fn)− s(D, fn)| ≤ ε

5 .
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Dále poťrebujeme dokázat, že |
∫ b
a fn(x)dx −

∫ b
a f (x)dx | < ε pro

dostatečně velké n.∣∣∣∣∫ b

a
fn(x)dx −

∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|fn(x)− f (x)|dx < ε

pro n taková, že |fn(x)− f (x)| < ε
b−a na intervalu [a, b].

�
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Poznámka

Za p̌redpokladu limn→∞
∫ b
a fn(x)dx =

∫ b
a f (x)dx , kde fn(x) ⇒ f (x) na

[a, b] máme

x ∈ [a, b]⇒ lim
n→∞

∫ x

a
fn(t)dt︸ ︷︷ ︸
Fn(x)

=

∫ x

a
f (t)dt︸ ︷︷ ︸
F (x)

.

(F ′n(x) = fn(x),F ′(x) = f (x),Fn(a)︸ ︷︷ ︸
=0

= F (a)︸︷︷︸
=0

.)
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Věta 33

Necht’ {fn(x)} je posloupnost funkćı maj́ıćıch na intervalu I = (a, b)
derivaci a necht’ tato posloupnost na I konverguje k funkci f a posloupnost
{f ′n(x)} na I konverguje stejnoměrně. Pak i limitńı funkce f má na I
derivaci a plat́ı

f ′(x) = lim
n→∞

f ′n(x),

tj. [limn→∞ fn(x)]′ = limn→∞ f ′n(x).

Důkaz.

Viz skripta.
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Věta 34

Necht’ posloupnost {fn} je na intervalu I stejnoměrně konvergentńı a ke
každé z těchto funkćı existuje na intervalu I primitivńı funkce Fn. Jestliže f
je stejnoměrná limita funkćı na I , tj. fn ⇒ f na I , pak k funkci f také
existuje primitivńı funkce. Jestliže pro nějaké c ∈ I plat́ı, že
limn→∞ Fn(c) = F (c), pak i posloupnost primitivńıch funkćı Fn konverguje
stejnoměrně na intervalu I , a to k funkci F , tj. Fn ⇒ F na I .

Věta 35

Necht’
∑

fn(x) = f (x) stejnoměrně na intervalu [a, b] a každá z funkćı fn
je na [a, b] integrovatelná. Pak je na [a, b] integrovatelný i součet f a plat́ı∫ b
a f (x)dx =

∑∞
n=1

∫ b
a fn(x)dx, tj.

∫ b
a

∑∞
n=1 fn(x)dx =

∑∞
n=1

∫ b
a fn(x)dx.

Důkaz.

Aplikace Věty 32 na částečné součty řady
∑∞

n=1 fn(x).
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Řady funkćı Posloupnosti a řady funkćı

Př́ıklad 22

Vypoč́ıtejte
∫ ln 3

ln 2

∑∞
n=1 n e−nxdx .

Chtěli bychom
∑∫

n e−nxdx . To lze pokud řada stejnoměrně konverguje
na intervalu [ln 2, ln 3], použijeme Weierstrassovo kritérium

|fn(x)| ≤ an,
∑

an <∞⇒
∑

fn ⇒ f :

|n e−nx | ≤ n e−n ln 2 = n
2n , n+1

2·2n ·
2n

n = n+1
2n →

1
2 < 1⇒

∑ n
2n <∞, tedy

řada konverguje stejnoměrně a lze poč́ıtat

∞∑
n=1

[− e−nx ]ln 3
ln 2 =

∑(
1

2n
− 1

3n

)
=

1
2

1− 1
2

−
1
3

1− 1
3

= 1− 1

3
· 3

2
=

1

2
.
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Věta 36

Necht’ posloupnost funkćı {fn(x)} má na intervalu I = (a, b) derivace f ′n a
pro řadu z těchto derivaćı plat́ı

∑∞
n=1 f

′
n(x) = g(x) stejnoměrně na I a

řada
∑∞

n=1 fn(x) na I konverguje. Pak součet
∑∞

n=1 fn(x) = f (x) má na I
derivaci a plat́ı f ′(x) = g(x), tj.( ∞∑

n=1

fn(x)

)′
=
∞∑
n=1

f ′n(x).

Důkaz.

Označme {sn} a {s ′n} posloupnosti částečných součt̊u řad
∑

fn(x) a∑
f ′n(x). (Zřejmě plat́ı, že s ′n je derivaćı sn.) Z p̌redpokladů věty na I {sn}

konverguje a {s ′n} konverguje stejnoměrně. Dle Věty 33 má funkce∑
fn(x) = f (x) derivaci a plat́ı

f ′(x) = lim
n→∞

s ′n(x) = lim
n→∞

[
f ′1(x) + · · ·+ f ′n(x)

]
=
∞∑
n=1

f ′n(x).
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Věta 37

Necht’ posloupnost funkćı {fn(x)} má na intervalu I = (a, b) derivace f ′n a
pro řadu z těchto derivaćı plat́ı

∑∞
n=1 f

′
n(x) = g(x) stejnoměrně na I .

Jestliže řada
∑∞

n=1 fn(x) konverguje alespoň v jednom č́ısle c ∈ I , pak tato
řada konverguje stejnoměrně a pro jej́ı součet

∑∞
n=1 fn(x) = f (x) plat́ı

f ′(x) = g(x), tj. (
∑∞

n=1 fn(x))′ =
∑∞

n=1 f
′
n(x).

Poznámka

Lze sestrojit p̌ŕıklady, kde se ukáže, že nelze nahradit stejnoměrnou
konvergenci bodovou konvergenćı.
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Řady funkćı Mocninné řady

Definice 11

Necht’ an je posloupnost reálných č́ısel a x0 ∈ R, pak nekonečná řada
funkćı

∑∞
n=0 an(x − x0)n se nazývá mocninná řada se sťredem x0 a

koeficienty an, n ∈ N0.

Poznámka

Substitućı y = x − x0 ⇒
∑

anyn lze každou řadu p̌revést na řadu se
sťredem y0 = 0. Můžeme proto uvažovat řady

∑∞
n=0 anx

n.

Mocninná řada vždy konverguje ve svém sťredu.

Konvence:
∑

anx
n =

∑∞
n=0 anx

n.

N0 := N ∪ {0}.
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Věta 38

Necht’ a := lim sup n
√
|an|.

Je-li a = 0, pak mocninná řada
∑

anx
n konverguje ∀x ∈ R.

Je-li a =∞, pak řada konverguje pouze ve svém sťredu x0 = 0.

Je-li 0 < a <∞, pak řada konverguje ∀x ∈ R : |x | < R := 1
a a

diverguje pro x ∈ R : |x | > R.

Č́ıslo R se nazývá poloměr konvergence mocninné řady
∑

anx
n.

Poznámka

Interval I takový, že pro x ∈ I p̌ŕıslušná řada (absolutně) konverguje
nazýváme intervalem (absolutńı) konvergence této řady.
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Důkaz.

Předpokládejme pro jednoduchost, že existuje limita lim n
√
|an| = a. Pro

nějaké x ∈ R aplikujeme na řadu
∑
|anxn| odmocninové kritérium

lim n
√
|anxn| = |x | · lim n

√
|an| = a · |x |


< 1 konverguje

> 1 diverguje

= 1 nev́ıme

⇒

{
|x | < 1

a = R řada konv.

|x | > 1
a = R řada div.

Pokud limita lim n
√
an neexistuje, pak lim sup n

√
an charakterizuje jak velká

č́ısla an se v posloupnosti vyskytuj́ı a č́ım věťśı jsou an, t́ım menš́ı je
interval pro x , pro něž řada konverguje.
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Poznámka

Protože plat́ı

lim inf

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ ≤ lim inf n
√
|an| ≤ lim sup n

√
|an| ≤ lim sup

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ ,
lze v p̌ŕıpadě existence limity pod́ılu použ́ıt pro určeńı poloměru
konvergence ji.

Protože ve zḿıněných limitách jsou absolutńı hodnoty, źıskáváme
uvniťr intervalu konvergence p̌ŕımo absolutńı konvergenci.

Pro hodnoty x , kde limity vycháźı jedna (krajńı body intervalu
konvergence) tyto hodnoty dosad́ıme a řeš́ıme konvergenci p̌ŕıslušných
č́ıselných řad.
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Př́ıklad 23

1
∑

xn, a = lim n
√

1 = 1⇒ R = 1
pro x = −1 řada osciluje, pro x = 1 řada diverguje, řada konverguje
(absolutně) pro x ∈ (−1, 1)

2
∑ xn

n , an = 1
n ⇒ lim

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = lim n
n+1 = 1⇒ R = 1

pro x = 1 máme
∑ 1

n , která diverguje (harmonická řada),

pro x = −1 máme
∑ (−1)n

n , která konverguje (Leibnizova řada),
řada konverguje pro x ∈ [−1, 1), absolutně konverguje pro x ∈ (−1, 1)

3
∑ (−1)nxn

n , R = 1, konverguje pro x ∈ (−1, 1], absolutně
konverguje pro x ∈ (−1, 1)

4
∑ xn

n2 , R = 1, lim an+1

an
= 1, x = 1⇒

∑ 1
n2 konverguje absolutně,

x = −1⇒
∑ (−1)n

n2 konverguje absolutně, řada konverguje absolutně
pro x ∈ [−1, 1]
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Př́ıklad 24

R =?

1
∑ xn

n!

an = 1
n! ,R = lim 1

n! ·
(n+1)n!

1 = lim(n + 1) =∞
řada konverguje pro ∀x ∈ R

2
∑

n!xn

an = n!,R = 0, řada konverguje pouze pro x = 0
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Poznámka

Proč se ř́ıká poloměr konvergence?

Často se uvažuje řada
∑

anz
n, z ∈ C, an ∈ C, kde pak ḿısto intervalu

konvergence pracujeme s kružnicemi o poloměru |z |. Tedy hledáme takové
č́ıslo R, kdy daná řada konverguje pro všechny z ∈ C, |z | < R a diverguje
pro všechny z ∈ C, |z | > R.
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Věta 39

Necht’ mocninná řada
∑

anx
n má poloměr konvergence R > 0. Pak

∀r : 0 < r < R řada konverguje na intervalu [−r , r ] stejnoměrně
(a absolutně).

Důkaz.

Necht’ 0 < r < R je libovolné. Použijeme Weierstrassovo kritérium
stejnoměrné konvergence, tj.

∑
anx

n ⇒ |anxn| = |an| · |xn| ≤ |an| · |rn| pro
x ∈ [−r , r ], řada

∑
|an| · |rn| konverguje, nebot’ |r | < R, tedy

∑
anx

n

konverguje na [−r , r ] stejnoměrně. Absolutńı konvergence plyne z faktu, že
v nerovnosti |anxn| ≤ |an| · |rn| vystupuje absolutńı hodnota.
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Věta 40

Necht’ mocninná řada
∑

anx
n má poloměr konvergence R > 0. Pak

∀x ∈ (−R,R) plat́ı ∫ x

0

∑
ant

ndt =
∑

an
xn+1

n + 1
,

p̌ričemž řada na pravé straně rovnosti má poloměr konvergence opět R.
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Důkaz.

∫ x

0

∑
ant

ndt
st.konv .

=
∑

an

∫ x

0
tndt =

∑
an

[
tn+1

n + 1

]x
0

=
∑ an

n + 1
xn+1

Předpokládejme, že existuje limita lim n
√
|an| = a = 1

R , potom

lim
n

√
|an|
n + 1

= lim n
√
|an| · lim

(
1

n + 1

) 1
n

= a·lim
(

1

n + 1

) 1
n

= |00| = a·lim e
1
n

ln( 1
n+1 ) = a·lim e

− ln(n+1)
n = a·e0 = a,

tedy poloměr konvergence řady
∑ an

n+1x
n+1 je R.

Protože
∑ an

n+1x
n+1 = x ·

∑ an
n+1x

n mohli jsme použ́ıt n-tou odmocninu
ḿısto (n + 1)-ńı.
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Věta 41

Necht’ mocninná řada
∑

anx
n má poloměr konvergence R > 0. Pak

∀x ∈ (−R,R) plat́ı ( ∞∑
n=1

anx
n

)′
=
∞∑
n=1

nanx
n−1,

p̌ričemž derivováńım se poloměr konvergence neměńı.

Důkaz.

Opět plyne ze stejnoměrné konvergence a jednoduchého výpočtu.
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Věta 42 (Abelova věta)

Necht’ mocninná řada
∑

anx
n má poloměr konvergence 0 < R <∞ a

p̌redpokládejme, že pro x = R je tato řada konvergentńı. Pak jej́ı součet
f (x) =

∑
anx

n je funkce, která je v x = R zleva spojitá, tj.∑
anR

n = f (R) = lim
x→R−

f (x).
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Důkaz.

Pro důkaz využijeme Abelovo kritérium (věta 28).

Pro x ∈ [0,R] je č́ıselná řada
∑

anR
n konvergentńı, tedy je pro libovolné x

konvergentńı stejnoměrně (jako funkce vystupuj́ı konstanty). Přepǐsme
řadu z tvrzeńı věty takto∑

anx
n =

∑
anR

n
( x
R

)n
.

Pro použit́ı Abelova kritéria muśı být posloupnost funkćı
{(

x
R

)n}
nerostoućı a stejnoměrně ohraničená, což je pro x ∈ [0,R] splněno.
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Př́ıklad 25

Určete součet řady
∑∞

n=1
n
2n .

lim n+1
2n·2 ·

2n

n = lim n+1
2n = 1

2 < 1⇒ řada konverguje a má tedy smysl
pokračovat.

Využijeme mocninnou řadu
∑∞

n=0 n · xn. Ihned máme
R = lim| n

n+1 | = 1, tedy pro x = 1
2 absolutně konverguje.

∞∑
n=0

n · xn = x ·
∞∑
n=1

n · xn−1 = x ·

[ ∞∑
n=1

n

∫
xn−1dx

]′

= x ·

[ ∞∑
n=1

xn

]′
= x ·

(
x

1− x

)′
= x · 1− x + x

(1− x)2
=

x

(1− x)2

x = 1
2 ⇒

∑∞
n=1

n
2n = 1/2

(1−1/2)2 = 1
2 ·

4
1 = 2
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Využijeme Cauchẙuv součin (absolutně konvergentńı) řady∑∞
n=1

1
2n = 1 se sebou. Tedy

1·1 =

(∑ 1

2n

)
·
(∑ 1

2n

)
= 1· 1

22
+2· 1

23
+3· 1

24
+· · ·+n· 1

2n+1
+· · ·

=
∞∑
n=1

n

2n+1
=

1

2
·
∞∑
n=1

n

2n
,

odkud ihned
∑∞

n=1
n
2n = 2.

Př́ımo pomoćı částečných součt̊u máme

sn =
1

2
+

2

4
+

3

8
+ · · ·+ n

2n
,

sn
2

=
1

4
+

2

8
+

3

16
+ · · ·+ n

2n+1
.

Odkud odečteńım źıskáme

sn
2

=
1

2
+

1

4
+ · · ·+ 1

2n
⇒

∞∑
n=1

n

2n
= 2.
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Př́ıklad 26

Určete součet řady
∑∞

n=1
1

n2n .

Využijeme mocninnou řadu
∑∞

n=1
xn

n . Ihned máme R = lim|n+1
n | = 1, tedy

pro x = 1
2 absolutně konverguje.

∞∑
n=1

xn

n
=
∞∑
n=1

∫ x

0
tn−1dt =

∫ x

0

∞∑
n=1

tn−1dt

=

∫ x

0

1

1− t
dt = [− ln|1− t|]x0 = − ln(1− x)

∞∑
n=1

1

n2n
=
∞∑
n=1

(
1
2

)n
n

= − ln

(
1− 1

2

)
= − ln

1

2
= ln 2
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Př́ıklad 27

Určete poloměr konvergence a součet řady
∑∞

n=0 n(n + 2)xn.

R = lim

∣∣∣∣ an
an+1

∣∣∣∣ = lim
n(n + 2)

(n + 1)(n + 3)
= 1

Pro x ∈ (−1, 1) máme
∑∞

n=0 x
n = 1

1−x . Protože pro x = 0 máme ihned∑∞
n=0 n(n + 2)xn = 0, budeme p̌redpokládat, že x 6= 0.

∞∑
n=0

xn =
1

1− x

/ d

dx

∞∑
n=0

nxn−1 =

[
1

1− x

]′ /
· x3

∞∑
n=0

nxn+2 =
x3

(1− x)2

/ d

dx
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∞∑
n=0

n(n + 2)xn+1 =
3x2 − x3

(1− x)3

/
· 1

x

∞∑
n=0

n(n + 2)xn =
3x − x2

(1− x)3

Výsledný vztah plat́ı i pro x = 0, tedy lze ho použ́ıt pro všechna
x ∈ (−1, 1).
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Definice 12

Necht’ funkce f má v bodě x0 derivace všech řádů, pak se mocninná řada

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x − x0)n

nazývá Taylorova řada funkce f . Je-li x0 = 0, pak se řada nazývá
Maclaurinova řada.

Poznámka

f 7→
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn

Problém – plat́ı (a kde) f (x) =
∑∞

n=0
f (n)(0)

n! xn?
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Př́ıklad 28

Uvažujme funkci f (x) =

{
e−

1
x2 x 6= 0,

0 x = 0.
Potom a0 = 0, an = f (n)(0)

n! ,n ∈ N.

f ′(0) = lim
x→0

f (x)− f (0)

x − 0
= lim

x→0

e−
1
x2

x
= |x =

1

t
| = lim

t→±∞
(t · e−t2

)

= lim
t→±∞

t

et2 = lim
t→±∞

1

2t et2 = 0

f ′′(0) = lim
x→0

(
e−

1
x2

)′
− f ′(0)

x − 0
= lim

x→0

(
e−

1
x2

)′
x

= lim
x→0

2 e−
1
x2

x3
= 0

Podobně
f (n)(0) = 0 ∀n ∈ N0,

což znamená
f (x) 7→

∑
0 · xn = 0 6= f (x).
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Poznámka

f (x) = Tn(x) + Rn(x), Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
xn+1,

kde ξ je mezi 0 a x , Tn(x) je (n + 1)-ńı částečný součet
∑n

k=0
f (k)(0)

k! xk .
Plat́ı Tn(x)→ f (x), pokud Rn(x)→ 0.
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Věta 43

Necht’ funkce f má na intervalu I = [−r , r ] derivace všech řád̊u a existuje
konstanta K > 0 taková, že

|f (n)(x)| ≤ K ∀x ∈ I ,∀n ∈ N.

Pak Maclaurinova řada funkce f konverguje na intervalu I = [−r , r ]
stejnoměrně k funkci f .

Důkaz.

|Rn(x)| =
∣∣∣ f (n+1)(ξ)

(n+1)! xn+1
∣∣∣ ≤ K rn+1

(n+1)! → 0, nebot’ řada
∑ rn

n! konverguje.(∑ rn

n! : rn+1

(n+1)!
n!
rn = r

n+1 → 0
)
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Př́ıklad 29

ex 7→
∑∞

n=0
xn

n!

∀r ∈ R, ∀n ∈ N : (ex)(n) = ex ⇒ |ex | ≤ er ∀x ∈ [−r , r ]
⇒ |Rn(x)| ≤ er

(n+1)! → 0⇒
∑ xn

n! = ex na [−r , r ]

ex = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · , ∀x ∈ R

pro sin x , cos x plat́ı
∀r > 0, ∀n ∈ N : |(sin x)(n)| ≤ 1, |(cos x)(n)| ≤ 1 ∀x ∈ [−r , r ]

sin x = x − x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · ·+ (−1)nx2n+1

(2n + 1)!
+ · · · , ∀x ∈ R

cos x = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ · · ·+ (−1)nx2n

(2n)!
+ · · · , ∀x ∈ R
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Př́ıklad 30

ln(1 + x) 7→ x − x2

2 + x3

3 − · · ·+
(−1)n+1xn

n + · · · , R = 1,
pro [−r , r ] ⊂ (−1, 1) : |Rn(x)| ≤ 1

(1−r)n+1(n+1)
→ 0

ln(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1xn

n
, ∀x ∈ (−1, 1]

Pro x = 1 konverguje podle Abelovy věty 42. (Tedy známe součet
Leibnizovy řady 1− 1

2 + 1
3 −

1
4 + · · · = ln 2.)

(1 + x)α =

(
α

0

)
+

(
α

1

)
x + · · ·+

(
α

n

)
xn + · · · , ∀x ∈ (−1, 1)

α ∈ R, R = 1,
(
α
n

)
=

n činitel̊u︷ ︸︸ ︷
α(α− 1) · · · (α− n + 1)

n!
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Př́ıklad 31

Určete součet č́ıselné řady

∞∑
n=1

1

n2
= 1 +

1

4
+

1

9
+

1

16
+

1

25
+ · · ·

Maclaurinova řada funkce sin x
x je

sin x

x
=

1

x
·
(
x − 1

3!
x3 +

1

5!
x5 − 1

7!
x7 + · · ·

)
= 1− 1

3!
x2 +

1

5!
x4 − 1

7!
x6 + · · · =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n + 1)!
x2n

pro x ∈ R, x 6= 0.
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Kǒreny funkce sin x
x jsou žrejmě v bodech ±π, ±2π, ±3π, ±4π, atd. a

tedy tuto funkci lze
”
rozložit“ na (nekonečný) součin kǒrenových činitel̊u(

1− x

π

)
·
(

1 +
x

π

)
·
(

1− x

2π

)
·
(

1 +
x

2π

)
·
(

1− x

3π

)
·
(

1 +
x

3π

)
· · ·

=

(
1− x2

π2

)
·
(

1− x2

4π2

)
·
(

1− x2

9π2

)
·
(

1− x2

16π2

)
· · ·

Porovnáńım koeficient̊u u mocniny x2 s p̌ŕıslušným koeficientem v rozvoji
funkce sin x

x dostaneme

− 1

3!
= − 1

π2
− 1

4π2
− 1

9π2
− 1

16π2
− · · · ,

čili po vynásobeńı č́ıslem −π2 dostaneme

π2

6
= 1 +

1

4
+

1

9
+

1

16
+ · · · =

∞∑
n=1

1

n2
.
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Poznámka

Protože je sin π
2 = 1, plyne ze vzorc̊u v p̌redchoźım p̌ŕıkladu volbou x = π

2
vyjáďreńı

1
π
2

=

(
1−

π
2

π

)
·
(

1 +
π
2

π

)
·
(

1−
π
2

2π

)
·
(

1 +
π
2

2π

)
·
(

1−
π
2

3π

)
·
(

1 +
π
2

3π

)
· · ·

=

(
1− 1

2

)
·
(

1 +
1

2

)
·
(

1− 1

4

)
·
(

1 +
1

4

)
·
(

1− 1

6

)
·
(

1 +
1

6

)
· · ·

=
1

2
· 3
2
· 3
4
· 5
4
· 5
6
· 7
6
· 7
8
· 9
8
·. . . ,

neboli dostáváme tzv. Wallis̊uv vzorec

π

2
=

2

1
· 2
3
· 4
3
· 4
5
· 6
5
· 6
7
· 8
7
· 8
9
·. . .

pro vyjáďreńı č́ısla π
2 (a tedy i č́ısla π) pomoćı nekonečného součinu.
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Věta 44

Necht’ f (x) =
∑∞

n=0 anx
n pro x ∈ (−r , r), r > 0. Pak

an =
f (n)(0)

n!
∀n ∈ N ∪ {0}.

Tedy, je-li f součtem mocninné řady se sťredem x0 = 0 na (−r , r), r > 0,
pak tato řada je Maclaurinovou řadou funkce f .

Důkaz.

Pro x = 0 máme f (0) = a0. Zderivováńım dostaneme

f (x) =
∞∑
n=0

anx
n ⇒ f ′(x) =

∞∑
n=1

nanx
n−1
∣∣
x=0
⇒ f ′(0) = a1.

Postupně derivujeme a dosazujeme x = 0. Odtud f (n)(0) = n!an.
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Př́ıklad 32

Určete Maclaurinův rozvoj funkćı
a) f (x) = arctg x , b) f (x) = arcsin x , c) f (x) = ex sin x , d) f (x) = tg x .

a) f (x) = arctg x má derivaci

f ′(x) =
1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − x6 + · · ·+ (−1)nx2n =

∞∑
n=0

(−1)nx2n,

což je geometrická řada s q = −x2 a R = 1. Tedy

arctg x =

∫ x

0

∞∑
n=0

(−1)nt2ndt =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n + 1

= x − x3

3
+

x5

5
− · · ·+ (−1)nx2n+1

2n + 1
+ · · · , x ∈ [−1, 1].

Poznámka

Volbou x = 1 dostáváme historický vzoreček π
4 = 1− 1

3 + 1
5 −

1
7 + · · · .
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c)

f (x) = ex sin x =

(
1 + x +

x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · ·

)
×

×
(
x − x3

3!
+

x5

5!
− · · ·+ (−1)n+1x2n+1

(2n + 1)!
+ · · ·

)
= x + x2 + x3

(
1

2!
− 1

3!

)
+ x4

(
− 1

3!
+

1

3!

)
+ · · ·
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Řady funkćı Mocninné řady

d) f (x) = tg x

tg x =
sin x

cos x
=

x− x3

3!
+ x5

5!
−···+ (−1)n+1x2n+1

(2n+1)!
+···

1− x2

2!
+ x4

4!
− x6

6!
+···+ (1)nx2n

(2n)!
+···

= c1x + c3x
3 + c5x

5 + · · ·

vynásob́ıme kosinem a źıskáme

x−x3

3!
+
x5

5!
−x7

7!
+· · · =

(
1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ · · ·

)
·
(
c1x + c3x

3 + · · ·
)

a porovnáńım koeficient̊u máme

x1 : 1 = c1,

x3 : − 1

3!
= c3 −

c1

2!
= c3 −

1

2
⇒ c3 =

1

2
− 1

6
=

1

3
,

x5 :
1

5!
=

c1

4!
− c3

2!
+ c5 ⇒ c5 =

2

15
,

tedy f (x) = tg x = x + 1
3x

3 + 2
15x

5 + · · · .
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b) Pro f (x) = arcsin x využijeme rozvoj do binomické řady z p̌ŕıkladu 30.

(arcsin x)′ =
1√

1− x2
=

∣∣∣∣t = x2, (1− t)−1/2 = (1 + (−t))−1/2

∣∣∣∣
=

(−1
2

0

)
+

(−1
2

1

)
(−t) + · · ·+

(−1
2

n

)
(−t)n + · · ·

= 1 +
∞∑
n=1

(−1)n
(−1

2 )(−3
2 ) · · · (−2n−1

2 )

n!
tn

= 1 +
∞∑
n=1

(−1)n(−1)n
1 · 3 · · · (2n − 1)

2nn!
tn = 1 +

∞∑
n=1

(2n − 1)!!

2nn!
tn

= 1 +
∞∑
n=1

(2n − 1)!!

2nn!
x2n, x ∈ (−1, 1)

arcsin x =

x∫
0

1 +
∞∑
n=1

(2n − 1)!!

2nn!
s2nds = x +

∞∑
n=1

(2n − 1)!!

2nn!(2n + 1)
x2n+1
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sin x =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n + 1)!
, sin(arcsin x) = x , x ∈ (−1, 1)

tedy

x = arcsin x − arcsin3 x

3!
+

arcsin5 x

5!
+ · · ·

p̌redpokládejme

arcsin x = a1x + a3x
3 + a5x

5 + · · ·

potom

x =
(
a1x + a3x

3 + a5x
5 + · · ·

)
− 1

3!

(
a1x + a3x

3 + a5x
5 + · · ·

)3

+
1

5!

(
a1x + a3x

3 + a5x
5 + · · ·

)5
+ · · ·

a porovnáńım koeficient̊u

x1 : 1 = a1, x
3 : 0 = a3−

a3
1

3! ⇒ a3 = 1
6 , x

5 : 0 = a5− 3
3!a

2
1a3 + a1

5! ⇒ a5 = 3
40
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Př́ıklad 33

Určete součet mocninné řady

∞∑
n=0

2n + 1

n!
x2n.

Ćılem je využ́ıt p̌redchoźı znalosti. V́ıme, že ex =
∑ xn

n! , tedy ex
2

=
∑ x2n

n! .
S využit́ım (x2n+1)′ = (2n + 1)x2n dostaneme

∑ 2n + 1

n!
x2n =

∑ 1

n!
(x2n+1)′ =

[
x
∑ x2n

n!

]′
= (x ex

2
)′ = ex

2
+x ex

2
2x = ex

2
(2x2 + 1).
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Poznámka

Použit́ı mocninných řad (mj.):

p̌ribližný výpočet funkčńıch hodnot (f (x) =
∑

an(x − x0)n)

p̌ribližný výpočet integrál̊u

řešeńı diferenciálńıch rovnic
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Př́ıklad 34 ∫ 1
0

sin x
x dx s p̌resnost́ı 10−3.

sin x

x
= 1− x2

3!
+

x4

5!
− x6

7!
+ · · ·

⇒
∫ 1

0

sin x

x
dx = 1− 1

3 · 3!
+

1

5 · 5!︸ ︷︷ ︸
stač́ı pro naši p̌resnost

− 1

7 · 7!
+ · · ·
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Př́ıklad 35

y ′′ + y = 0

Hledáme řešeńı ve tvaru y =
∑∞

n=0 anx
n = a0 + a1x + a2x

2 + · · · , tedy
y ′′ =

∑∞
n=2 n(n − 1)anx

n−2. Rovnice má potom tvar

y ′′ + y =
∞∑
n=2

n(n − 1)anx
n−2 +

∞∑
n=0

anx
n

= (a0 + 2 · 1 · a2) + x(a1 + 3 · 2 · a3) + x2(a2 + 4 · 3 · a4) + · · ·
+ xn−2(an−2 + n(n − 1)an) + · · · = 0

Odtud an = − an−2

n(n−1) . Volbou a0 = 0, a1 = 1 dostaneme

a2n = 0, a2n−1 = − (−1)n

(2n + 1)!
⇒ y =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n + 1)!
x2n+1 = sin x .
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Volbou a0 = 1, a1 = 0 dostaneme podobně y = cos x . Pokud bychom
nepokládali a1 rovno 1, resp. a0, źıskali bychom řešeńı y = a1 sin x , resp.
y = a0 cos x . Řešeńı je tedy

y = a1 sin x + a0 cos x , a1, a2 ∈ R.
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Př́ıklad 36

y ′′ + xy = 0

Řešeńı hledáme ve tvaru y =
∑∞

n=0 anx
n ⇒ y ′′ =

∑∞
n=2 n(n − 1)anx

n−2,
tedy

y ′′ + xy =
∞∑
n=2

n(n − 1)anx
n−2 +

∞∑
n=0

anx
n+1

= 2a2x
0 + x1(3 · 2 · a3 + a0) + x2(4 · 3 · a4 + a1) + · · ·

+ xn−2(n(n − 1)an + an−3) + · · · = 0.

Odtud

a2 = 0, a3 = − a0

3 · 2
, a4 = − a1

4 · 3
, · · · , an = − an−3

n(n − 1)
,

tedy a5 = a8 = · · · = 0,

a3 =
−a0

3 · 2
, a6 =

−a3

6 · 5
=

a0

6 · 5 · 3 · 2
, a9 =

−a0

9 · 8 · 6 · 5 · 3 · 2
, · · ·
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a4 =
−a1

4 · 3
, a7 =

a1

7 · 6 · 4 · 3
, a10 =

−a1

10 · 9 · 7 · 6 · 4 · 3
, · · ·

Proto

y = a0 + a1x −
a0

3 · 2
x3 − a1

4 · 3
x4 +

a0

6 · 5 · 3 · 2
x6 +

a1

7 · 6 · 4 · 3
x7 + · · ·

= a0

1− x3

3 · 2
+

x6

6 · 5 · 3 · 2
+ · · ·︸ ︷︷ ︸

y1

+ a1

x − x4

4 · 3
+

x7

7 · 6 · 4 · 3
+ · · ·︸ ︷︷ ︸

y2

 .
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Řady funkćı Mocninné řady

Poznámka

Řady lze využ́ıt k zavedeńı elementárńıch funkćı, studiu jejich vlastnost́ı,
pop̌r. pro rozš́ı̌reńı jejich definice do komplexńıho oboru.

f (x) =
∑

anx
n, |x | < R, z 7→

∑
anz

n

Nap̌r.

ez =
∑ zn

n!
, sin z =

∑ (−1)nz2n+1

(2n + 1)!
, cos z =

∑ (−1)nz2n

(2n)!
.

V C pak lze takto zjistit, že ln(−1) = iπ, nebo řešit rovnici sin z = 2.
(sin(x + iy) dosad́ıme do řady a vyjde nám součet vedoućı na
sin x cosh y + i cos x sinh y , z = 1.5708± 1.31696i .)
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Řady funkćı Mocninné řady

Poznámka (Sč́ıtáńı divergentńıch řad)

Cesàrova sumace:

(C)
∞∑
n=1

an := lim
n→∞

s1 + · · ·+ sn
n

,

kde sn = a1 + · · ·+ an. Nap̌r. pro Grandiho řadu dostaneme

(C)
∞∑
n=1

(−1)n = lim
n→∞

{
−1

1
,−1

2
,−2

3
,−2

4
,−3

5
,−3

6
, . . .

}
= −1

2
.
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Řady funkćı Mocninné řady

Abelova sumace:
Pro

∑
an uvažujeme

∑
anx

n. Pokud konverguje pro x ∈ (−R,R)
k funkci, která má pro x → R− limitu, nazveme tuto limitu Abelovou
sumou, tj.

(A)
∑

anR
n := lim

x→R−
f (x), f (x) =

∑
anx

n, x ∈ (−R,R).

(Konzistence s p̌redchoźı teoríı plyne z Abelovy věty 42.)
Sečtěme Grandiho řadu použit́ım

∞∑
n=1

(−1)nxn =
∞∑
n=1

(−x)n

což je geometrická mocninná řada s poloměrem R = 1 a součtem
−x

1+x . Tedy

(A)
∞∑
n=1

(−1)n = lim
x→1−

−x
1 + x

= −1

2
.
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Řady funkćı Mocninné řady

Poznámka (Konstrukce spojitých funkćı bez derivace)

Uvažujme funkci f : R→ R danou p̌redpisem f (x) = arcsin
(
sin
(
π
2 x
))

a posloupnost funkćı

f1(x) = f (x), f2(x) =
f (2x)

2
, . . . , fn(x) =

f (2nx)

2n
.

Je žrejmé, že |f (2nx)| ≤ π
2 ⇒ |fn(x)| ≤ π

2 ·
1
2n . Přitom π

2

∑∞
n=1

1
2n <∞,

tedy řada
∑∞

n=1
1
2n f (2nx) stejnoměrně konverguje podle Weierstrassova

kritéria (věta 27). Označme součet této řady F (x).

Funkce F je spojitá na R, protože je stejnoměrným součtem spojitých
funkćı, ale nemá derivaci v č́ıslech m

2n ,m ∈ Z, n ∈ N0. (Č́ısla tvaru m
2n se

nazývaj́ı dyadická č́ısla a jsou hustá v R.)
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Řady funkćı Fourierovy řady

f (x) 7→
∑

anx
n =

∑
fn(x), an =

f (n)(0)

n!

. . . Maclaurinova řada

f (x) periodická s periodou 2π . . .

f (x) 7→ a0

2
+
∑

(an cos nx + bn sin nx)

(rezonančńı kmitočet LC obvodu – elektromagnetického oscilátoru
tvǒreného ćıvkou a kondenzátorem)
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Řady funkćı Fourierovy řady

Definice 13

Na množině P = C [a, b] definujeme skalárńı součin

〈f , g〉 =

∫ b

a
f (x)g(x)dx

a normu (velikost funkce)

‖f ‖ =
√
〈f , f 〉 =

[∫ b

a
f 2(x)dx

]1/2

.

Takto definovaný skalárńı součin má obvyklé vlastnosti, zejména je
komutativńı

〈f , g〉 = 〈g , f 〉

a bilineárńı
〈αf1 + βf2, g〉 = α〈f1, g〉+ β〈f2, g〉.
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Řady funkćı Fourierovy řady

Dále, takto definovaná norma jistě splňuje

‖f ‖ = 0⇔ f ≡ 0

‖αf ‖ = |α| · ‖f ‖
‖f + g‖ ≤ ‖f ‖+ ‖g‖[∫ b

a (f (x) + g(x))2dx
]1/2
≤
[∫ b

a f 2(x)dx
]1/2

+
[∫ b

a g2(x)dx
]1/2

(Minkowského nerovnost)

Metrika na prostoru C [a, b]:

ρ(f , g) = ‖f − g‖ =

[∫ b

a
(f (x)− g(x))2dx

]1/2

.
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Řady funkćı Fourierovy řady

Definice 14

Řekneme, že funkce f a g jsou ortogonálńı na intervalu [a, b], pokud

〈f , g〉 = 0, tj.

∫ b

a
f (x)g(x)dx = 0.

Dále řekneme, že funkce f je normovaná, pokud ‖f ‖ = 1. Pokud f 6= 0,
pak g = f

‖f ‖ je normovaná.

Řekneme, že systém funkćı ϕn ∈ C [a, b] je ortogonálńı, pokud 〈ϕi , ϕj〉 = 0
pro i 6= j . Jestliže nav́ıc plat́ı, že ‖ϕi‖ = 1, řekneme, že systém funkćı je
ortonormálńı.

C [a, b] je vektorový prostor, f , g ∈ C [a, b], α, β ∈ R⇒ αf + βg ∈ C [a, b].
Dimenze tohoto prostoru je ∞, nebot’ polynomy jsou spojité funkce,
prostor polynomů má dimenzi ∞ a je podprostorem spojitých funkćı.
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Řady funkćı Fourierovy řady

Poznámka

Z ortonormality systému ϕn plyne jeho nezávislost, tedy ϕn je
ortonormálńı báze.
Jestliže 〈f , ϕn〉 = 0 ∀n ∈ N, potom f ≡ 0.

Poznámka

Úvahy lze samožrejmě dělat i na všech funkćıch integrovatelných
s kvadrátem, tj.

L2[a, b] =

{
f : [a, b]→ R;

∫ b

a
f 2(x) dx <∞

}
.
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Řady funkćı Fourierovy řady

Máme-li generátory gi s vlastnost́ı

〈gi , gj〉 =

{
0 pro i 6= j

1 pro i = j

hovǒŕıme o ortonormálńı bázi (pracujeme také s ortogonálńı).
Grammova–Schmidtova ortogonalizace vytvǒŕı z libovolného spočetného
systému generátor̊u fi nové ortogonálńı generátory gi téhož prostoru, tj.
〈gi , gj〉 = 0 pro všechny i 6= j . Spočteme je postupně: g1 = f1 a formulemi

g`+1 = f`+1 + a1g1 + · · ·+ a`g`, ai = −〈f`+1, gi 〉
‖gi‖2

pro ` > 1.
Př́ıkladem jsou nap̌r. ortogonálńı polynomy.
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Řady funkćı Fourierovy řady

Aplikujme tuto proceduru na prvńı ťri polynomy 1, x , x2 na intervalu
[−1, 1]. Dostaneme g1 = 1,

g2 = x − 1

‖g1‖2

∫ 1

−1
x · 1 dx · 1 = x − 0 = x

g3 = x2 − 1

‖g1‖2

∫ 1

−1
x2 · 1 dx · 1− 1

‖g2‖2

∫ 1

−1
x2 · x dx · x

= x2 − 1

3
.

Př́ıslušná ortogonálńı báze prostoru R2[x ] na intervalu [−1, 1] je tedy
1, x , x2 − 1/3. Normalizaćı, tj. vhodným násobeńım skalárem tak, aby
prvky v bázi měly velikost jedna dostaneme ortonormálńı bázi

h1 =

√
1

2
, h2 =

√
3

2
x , h3 =

1

2

√
5

2
(3x2 − 1).

Takovým ortonormálńım generátor̊um Rk [x ] se ř́ıká Legendreovy
polynomy.
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Řady funkćı Fourierovy řady

Poznámka

Budeme-li uvažovat skalárńı součin∫∞
0 Pn(x)Pm(x)xa e−xdx , n 6= m, a > −1, źıskáme tzv. Laguerrovy

polynomy (viz numerické metody).
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Řady funkćı Fourierovy řady

Věta 45

Systém funkćı

{1, sin x , cos x , sin 2x , cos 2x , . . . , sin nx , cos nx , . . . }

tvǒŕı ortogonálńı systém na intervalu [−π, π] (obecně na každém intervalu
délky 2π).

Důkaz.

Př́ımým výpočtem. Pro m ∈ N, n ∈ N0, v druhém a ťret́ım p̌ŕıpadě m 6= n,
máme∫ π

−π sinmx cos nxdx = 1
2

∫ π
−π sin(m+n)xdx + 1

2

∫ π
−π sin(m−n)xdx = 0∫ π

−π sinmx sin nxdx = 1
2

∫ π
−π cos(m−n)xdx− 1

2

∫ π
−π cos(m+n)xdx = 0

analogicky
∫ π
−π cosmx cos nxdx = 0

⇒ {1, sin x , cos x , . . . } je ortogonálńı systém na [−π, π].
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Řady funkćı Fourierovy řady

Poznámka

Pokud f ≡ 1, potom ‖f ‖ =
[∫ π
−π f

2(x)dx
]1/2

=
√

2π.

‖sin nx‖ =
√∫ π
−π sin2 nxdx =

√∫ π
−π

1−cos 2nx
2 dx =

√
π − 0 =

√
π.

‖cos nx‖ =
√
π.

Necht’ f je libovolná 2π-periodická funkce, pak pro každé a ∈ R plat́ı∫ 2π

0
f (x)dx =

∫ a+2π

a
f (x)dx .

Tedy {1, sin x , cos x , sin 2x , cos 2x , . . . } ⊆ L2[a, a + 2π], ∀a ∈ R.

∫ a+2π

a
f (x)dx =

∫ 2π

a
f (x)dx +

∫ a+2π

2π
f (x)dx = |x = t + 2π,dx =dt|

=

∫ 2π

a
f (x)dx+

∫ a

0
f (t+2π)dt =

∫ 2π

a
f (x)dx+

∫ a

0
f (x)dx =

∫ 2π

0
f (x)dx .
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Řady funkćı Fourierovy řady

Předpokládejme nyńı, že je možné funkci f ∈ L2[a, b] zapsat jako
kombinaci funkćı z daného ortogonálńıho systému {ϕ1, ϕ2, . . .}, tedy

f (x) =
∞∑
i=1

ciϕi (x),

p̌ričemž řada napravo konverguje k funkci f na intervalu [a, b] stejnoměrně.
Vynásobeńım funkćı ϕj a následnou integraćı od a do b obdrž́ıme∫ b

a
f (x)ϕj(x) dx =

∫ b

a

∞∑
i=1

ciϕi (x)ϕj(x) dx .

Nyńı s použit́ım věty 35 zaměńıme sumaci a integraci (koeficient ci je
vzhledem k integrálu konstantńı, tedy je možné ho vytknout)∫ b

a
f (x)ϕj(x) dx =

∞∑
i=1

ci

∫ b

a
ϕi (x)ϕj(x) dx .
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Řady funkćı Fourierovy řady

Nyńı vezmeme v úvahu, že systém funkćı {ϕ1, ϕ2, . . .} je ortogonálńı. To
znamená, že na pravé straně z̊ustane jediný nenulový sč́ıtanec, tedy∫ b

a
f (x)ϕj(x) dx = cj

∫ b

a
ϕ2
j (x) dx .

Odtud snadno vyjáďŕıme koeficient cj jako

cj =
1

||ϕj ||2

∫ b

a
f (x)ϕj(x) dx .

Takto vypočtené koeficienty budeme nazývat Fourierovy koeficienty funkce
f v systému {ϕ1, ϕ2, . . .}.
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Řady funkćı Fourierovy řady

Věta 46

Necht’ je {ϕn} ortogonálńı systém (posloupnost) funkćı na intervalu [a, b]
a {cn} ⊆ R č́ıselná posloupnost. Jestliže řada

∑∞
n=1 cnϕn(x) konverguje

stejnoměrně k funkci f na intervalu [a, b], potom

cn =
〈f , ϕn〉
‖ϕn‖2

.
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Řady funkćı Fourierovy řady

Definice 15

Necht’ {ϕn} je ortogonálńı systém funkćı na [a, b], tj.∫ b

a
ϕn(x)ϕm(x)dx = 0, n 6= m.

Necht’ cn = 〈f ,ϕn〉
‖ϕn‖2 , pak řadu

∑
cnϕn(x) funkćı nazýváme Fourierova řada

funkce f vzhledem k ortogonálńımu systému {ϕn} a č́ısla cn Fourierovy
koeficienty funkce f vzhledem k {ϕn}.

Poznámka

Uvažujeme f (x) 7→
∑

cnϕn(x) a budeme zkoumat, kdy můžeme šipku
nahradit rovńıtkem a kdy je

”
rovńıtko stejnoměrné“.
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Řady funkćı Fourierovy řady

Věta 47

Necht’ ϕ1, . . . , ϕn je ortogonálńı systém funkćı na intervalu [a, b]. Označme
Ln lineárńı obal tohoto systému. Necht’ f ∈ C [a, b] a necht’ c1, . . . , cn jsou
Fourierovy koeficienty funkce f .
Pak vzdálenost f od Ln je

ρ(f , Ln) = ‖f −
∑

ckϕk‖,

tj. prvek g = c1ϕ1 + · · ·+ cnϕn je ten prvek prostoru Ln, pro nějž
ρ(f , Ln) = ρ(f , g).

Poznámka

Řeš́ıme problém, jak aproximuj́ı částečné součty Fourierovy řady funkci f .
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Řady funkćı Fourierovy řady

Definice 16

Č́ıslo ‖f − g‖ =
[∫ b

a (f (x)− g(x))2dx
]1/2

se nazývá kvadratická odchylka

funkćı f a g .
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Řady funkćı Fourierovy řady

Věta 48

Necht’ f je integrovatelná na [a, b] a necht’ {ϕn} je ortogonálńı systém
funkćı na [a, b]. Mezi všemi lineárńımi kombinacemi funkćı ϕ1, . . . , ϕn má
od funkce f nejmenš́ı kvadratickou odchylku ta lineárńı kombinace, jej́ıž
koeficienty jsou Fourierovy koeficienty funkce f , tj.

‖f −
n∑

k=1

dkϕk‖ → min pro dk = ck =
〈f , ϕk〉
‖ϕk‖2

.
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Řady funkćı Fourierovy řady

Důkaz.

Plat́ı

‖f −
n∑

k=1

dkϕk(x)‖2 =

∫ b

a

[
f −

n∑
k=1

dkϕk(x)

]2

dx

=

∫ b

a
f 2dx − 2

∫ b

a
f ·

n∑
k=1

dkϕk(x)dx +

∫ b

a

[
n∑

k=1

dkϕk(x)

]2

dx

= ‖f ‖2 − 2
n∑

k=1

dk〈f , ϕk〉+
n∑

k=1

d2
k

∫ b

a
ϕ2
kdx

= ‖f ‖2 − 2
n∑

k=1

dkck‖ϕk‖2 +
n∑

k=1

d2
k‖ϕk‖2

= ‖f ‖2 +
n∑

k=1

‖ϕk‖2
[
(ck − dk)2 − c2

k

]
→ min

minimum nastává pro dk = ck .
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Řady funkćı Fourierovy řady

Poznámka

Z důkazu plyne pro dk = ck a libovolné n ∈ N, že

0 ≤ ‖f −
n∑

k=1

ckϕk‖2 = ‖f ‖2 −
n∑

k=1

c2
k‖ϕk‖2 ⇒ ‖f ‖2 ≥

n∑
k=1

c2
k‖ϕk‖2,

což je tzv. Besselova nerovnost. Odtud plyne, že
∑∞

n=1 c
2
k‖ϕk‖2 je

ohraničená (zdola nulou a shora normou funkce) a protože je to řada
s nezápornými členy, pak tato řada konverguje a lim ck‖ϕk‖ = 0.

Poznámka

Jestliže v Besselově nerovnosti plat́ı rovnost, ř́ıkáme, že pro funkci f plat́ı
Parsevalova rovnost. Řekneme, že Fourierova řada

∑
cnϕn konverguje

podle sťredu k funkci f , jestliže

‖f −
n∑

k=1

ckϕk‖
n→∞−−−→ 0.
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Řady funkćı Fourierovy řady

Důsledek

Fourierova řada
∑

ckϕk konverguje podle sťredu k funkci f právě tehdy,
když plat́ı ‖f ‖2 =

∑∞
n=1 c

2
n‖ϕn‖2.
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Řady funkćı Fourierovy řady vzhledem k {1, sin x, cos x, . . . }

Věta 49

Fourierova řada integrovatelné funkce f na intervalu [−π, π] má vzhledem
k systému {1, sin x , cos x , . . . } tvar

a0

2
+
∞∑
n=1

(an cos nx + bn sin nx),

kde

an =
1

π

∫ π

−π
f (x) cos nxdx , n ∈ N0,

bn =
1

π

∫ π

−π
f (x) sin nxdx , n ∈ N.
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Řady funkćı Fourierovy řady vzhledem k {1, sin x, cos x, . . . }

Důkaz.

Př́ımo vytvǒŕıme řadu
∑∞

n=0 cnϕn(x), kde cn = 〈f ,ϕn〉
‖ϕn‖2 . Již v́ıme, že

‖1‖ =
√

2π, ‖cos nx‖ =
√
π a ‖sin nx‖ =

√
π, takže p̌reznačeńım

cn, n ∈ N, dostáváme

an =
1√
π2

∫ π

−π
f (x) cos nxdx , bn =

1√
π2

∫ π

−π
f (x) sin nxdx , n ∈ N,

a pro prvńı koeficient c0 máme

c0 =
〈f , ϕ0〉
‖ϕ0‖2

=

∫ π
−π f (x)dx

2π
.

Jestliže prvńı koeficient zahrneme do an, máme ihned c0 = a0
2 .
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Řady funkćı Fourierovy řady vzhledem k {1, sin x, cos x, . . . }

Poznámka

Je-li f lichá, pak f · cos nx je také lichá. Proto an = 0 ∀n ∈ N0.

Je-li f sudá, pak f · sin nx je lichá. Proto bn = 0 ∀n ∈ N.

Důsledek

Necht’ f je integrovatelná na [−π, π].

a) Je-li f sudá funkce, pak má jej́ı Fourierova řada tvar

a0

2
+
∞∑
n=1

an cos nx , kde an =
2

π

∫ π

0
f (x) cos nxdx , n ∈ N0.

b) Je-li f lichá funkce, pak má jej́ı Fourierova řada tvar

∞∑
n=1

bn sin nx , kde bn =
2

π

∫ π

0
f (x) sin nxdx , n ∈ N.
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Řady funkćı Fourierovy řady vzhledem k {1, sin x, cos x, . . . }

Definice 17

Necht’ f je integrovatelná na [−π, π]. Funkci f ∗ nazveme 2π periodické
rozš́ı̌reńı funkce f , jestliže

f ∗(x) =


f (x) x ∈ (−π, π),

f (x − 2kπ) x ∈ ((2k − 1)π, (2k + 1)π),
1
2 (f (−π+) + f (π−)) x = (2k + 1)π.

Označeńı f (a+) = limx→a+ f (x), resp. f (a−) = limx→a− f (x).
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Definice 18

Necht’ f je integrovatelná na [0, π], sudé rozš́ı̌reńı funkce f na interval
[−π, π] je funkce

fs(x) =

{
f (x) x ∈ [0, π],

f (−x) x ∈ [−π, 0)

a Fourierova řada se pak nazývá kosinová řada.

Liché rozš́ı̌reńı funkce f na interval [−π, π] je funkce

f`(x) =


f (x) x ∈ (0, π],

0 x = 0,

−f (−x) x ∈ [−π, 0)

a Fourierova řada se pak nazývá sinová řada.

© Petr Hasil (MUNI) Nekonečné řady Matematická analýza 164 / 187
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Věta 50 (Dirichletova věta)

Necht’ funkce f je 2π periodická, na intervalu [−π, π] po částech spojitá a
po částech monotónńı, tj. [−π, π] =

⋃n
k=1[αk , βk ] tak, že (αk , βk) jsou po

dvou disjunktńı, funkce f je spojitá na [αk , βk ] a monotónńı na (αk , βk),
zejména body nespojitosti funkce f jsou skoky. Pak plat́ı

1 Pro každé x0 ∈ (−π, π), v němž je funkce f spojitá je součet
Fourierovy řady roven f (x0).

2 Pro x0 ∈ (−π, π), v němž má funkce f skok je součet Fourierovy řady
roven

1

2

[
lim

x→x−0

f (x) + lim
x→x+

0

f (x)

]
,

tj. součet je aritmetickým pr̊uměrem limity zleva a limity zprava.

3 V krajńıch bodech ±π je součet Fourierovy řady roven

1

2

[
lim

x→−π+
f (x) + lim

x→π−
f (x)

]
.
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Předchoźı úvahy lze samožrejmě provést i na libovolném intervalu [a, b]
pro funkci g ∈ L2[a, b]. Ortogonálńı systém bude ḿıt potom tvar{

1, sin
2πx

b − a
, cos

2πx

b − a
, sin

4πx

b − a
, cos

4πx

b − a
, . . . , sin

2nπx

b − a
, cos

2nπx

b − a
, . . .

}
a Fourierova řada bude

F (x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(
an cos

2nπx

b − a
+ bn sin

2nπx

b − a

)
s koeficienty

an =
2

b − a

∫ b

a
g(x) cos

2nπx

b − a
dx , n ∈ N0,

bn =
2

b − a

∫ b

a
g(x) sin

2nπx

b − a
dx , n ∈ N.
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Př́ıklad 37

Určete Fourierovu řadu funkce g(x) = x , x ∈ (−π, π) a rozhodněte k jaké
funkci źıskaná řada konverguje na R.

Př́ımým výpočtem s použit́ım metody per-partes obdrž́ıme koeficienty

a0 = 0, an = 0, bn = (−1)n+1 2

n
.

bn =
2

π

∫ π

0
x sin nxdx =

∣∣∣∣ u = x u′ = 1
v ′ = sin nx v = − cos nx

n

∣∣∣∣
=

2

π

[
−x cos nx

n

]π
0

+
2

π

∫ π

0

cos nx

n
dx︸ ︷︷ ︸

=0

=
2

πn
[−π cos nπ] =

2

n
(−1)n+1
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Řada je tedy tvaru

F (x) = 2

(
sin x − sin 2x

2
+

sin 3x

3
− sin 4x

4
+ . . .

)
, x ∈ (−π, π).

Vzhledem ke spojitosti a spojitosti derivace funkce g(x) pro x ∈ (−π, π)
konverguje tato řada k zadané funkci, tj.

F (x) = x , x ∈ (−π, π).

Pro rozhodnut́ı k jaké funkci źıskaná řada konverguje na R poťrebujeme
ještě hodnoty v krajńıch bodech intervalu (body nespojitosti uvniťr
intervalu nejsou). Hodnoty v krajńıch bodech intervalu snadno dopoč́ıtáme
jako F (π) = F (−π) = 0. Součet řady na R je pak dán periodickým
opakováńım intervalu [−π, π].
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Obr.: Součet pro n = 1, 2, 3, 4, 5

Obr.: Součet pro n = 100
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Poznámka

Pro x = π
2 máme

π

2
= 2

∞∑
n=0

(−1)n

2n + 1
⇒ π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · ·

protože

sin n
π

2
=

{
0 n = 2k ,

(−1)k n = 2k + 1, k ∈ Z.
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Př́ıklad 38

Určete Fourierovu řadu funkce g(x) = sgn x , x ∈ (−1, 1) a rozhodněte
k jaké funkci źıskaná řada konverguje na R.

Jde o lichou funkci, tedy

a0 = 0, an = 0.

Dále

bn =

∫ 1

−1
sgn x sin(nπx) dx = 2

∫ 1

0
sin(nπx) dx = 2

[
− cos(nπx)

nπ

]1

0

=
2

nπ
[(−1)n+1 − (−1)] =

2

nπ
[1− (−1)n]

Řada je tedy tvaru

F (x) =
4

π

(
sinπx +

sin 3πx

3
+

sin 5πx

5
+ . . .

)
.
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Vzhledem ke spojitosti a spojitosti derivace funkce g(x) pro
x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1) konverguje tato řada k zadané funkci, tj.

F (x) =

{
−1, x ∈ (−1, 0),

1, x ∈ (0, 1).

Pro rozhodnut́ı k jaké funkci źıskaná řada konverguje na R poťrebujeme
ještě hodnoty v krajńıch bodech intervalu a v bodě nespojitosti uvniťr
intervalu. Tyto hodnoty snadno dopoč́ıtáme jako
F (1) = F (−1) = F (0) = 0. Součet řady na R je pak dán periodickým
opakováńım intervalu [−1, 1].
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Obr.: Součet pro n = 1, 2, 3, 4, 5

Obr.: Součet pro n = 100
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Př́ıklad 39

Necht’ f (x) je 2π periodické rozš́ı̌reńı funkce x2 z intervalu [−π, π].

Pomoćı Fourierova rozvoje této funkce sečtěte
∑∞

n=1
1
n2 a

∑∞
n=1

(−1)n−1

n2 .

Sudá funkce ⇒ bn = 0. Vypoč́ıtáme

a0 =
2

π

∫ π

0
x2dx =

2

π

π3

3
=

2

3
π2,

an =
2

π

∫ π

0
x2 cos nxdx =

2

π

[
x2 sin nx

n

]π
0︸ ︷︷ ︸

=0

− 4

πn

∫ π

0
x sin nxdx

= − 4

πn

[
−x cos nx

n

]π
0
− 4

πn2

∫ π

0
cos nxdx︸ ︷︷ ︸

=0

=
4

πn
π

(−1)n

n
=

4

n2
(−1)n.
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Pro x ∈ [−π, π] máme

x2 =
π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n

n2
cos nx .

Zvolme x = 0, potom

0 =
π2

3
+ 4

∞∑
n=1

(−1)n

n2
⇒

∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
=
π2

12
.

Zvolme x = π, potom

π2 =
π2

3
+ 4

∞∑
n=1

1

n2
⇒

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.
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Věta 51

Necht’ f je 2π periodická funkce, která je spojitá na R, jej́ı derivace je na
intervalu [−π, π] po částech spojitá. (Body nespojitosti f ′ jsou skoky.) Pak
Fourierova řada funkce f konverguje na R stejnoměrně k funkci f .

Věta 52

Necht’ f (x) = a0
2 +

∑∞
n=1(an cos nx + bn sin nx) stejnoměrně na [−π, π],

kde f je spojitá 2π periodická funkce. Pak an = 1
π

∫ π
−π f (x) cos nxdx,

n ∈ N0, a bn = 1
π

∫ π
−π f (x) sin nxdx, n ∈ N.
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Důkaz.

f (x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cos nx + bn sin nx)
/
· cosmx ,

∫ π

−π
dx

∫ π

−π
f (x) cosmxdx =

∫ π

−π

[
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cos nx + bn sin nx)

]
cosmxdx

=
a0

2

∫ π

−π
cosmxdx +

∞∑
n=1

[
an

∫ π

−π
cos nx cosmxdx

+bn

∫ π

−π
sin nx cosmxdx

]
= am

∫ π

−π
cos2 mxdx = πam ⇒ am =

1

π

∫ π

−π
f (x) cosmxdx
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Př́ıklad 40

Určete Fourier̊uv rozvoj funkce f (x) = cos4 x , x ∈ [−π, π].

an =
2

π

∫ π

0
cos4 x cos nxdx =


a0 = 3

4 ,

a2 = 1
2 ,

a4 = 1
8 ,

ostatńı an a bn jsou rovny nule. Ke stejnému závěru dospějeme i p̌ŕımou
úpravou

cos4 x = (cos2 x)2 =

(
1 + cos 2x

2

)2

=
1

4
+

1

2
cos 2x +

1

4
· 1 + cos 4x

2
=

3

8
+

1

2
cos 2x +

1

8
cos 4x .
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Komplexńı zápis Fourierova rozvoje: Využijeme

cos x =
eix + e−ix

2
, sin x =

eix − e−ix

2i

⇒ cos nx =
einx + e−inx

2
, sin nx =

einx − e−inx

2i
.

Odtud ihned

a0

2
+
∞∑
n=1

(an cos nx + bn sin nx)

=
a0

2
+
∞∑
n=1

(
an

einx + e−inx

2
+ bn

einx − e−inx

2i

)

=
a0

2
+
∞∑
n=1

(
an − ibn

2
einx +

an + ibn
2

e−inx
)

=
∞∑

n=−∞
cn einx ,
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kde

cn =
1

2
(an−ibn) =

1

2π

∫ π

−π
f (x)(cosnx−i sin nx)dx =

1

2π

∫ π

−π
f (x) e−inxdx

a podobně

c−n =
1

2π

∫ π

−π
f (x) einxdx , c0 =

1

2π

∫ π

−π
f (x)dx .

Komplexńı Fourierova řada funkce f je tedy

f (x) 7→
∞∑

n=−∞
cn einx ,

kde

cn =
1

2π

∫ π

−π
f (x) e−inxdx .
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Definice 19

Necht’ H je vektorový prostor nad tělesem reálných č́ısel, na kterém je
definován skalárńı součin, tj. zobrazeńı 〈·, ·〉 : H × H → R, které je
bilineárńı. Pokud je prostor H v metrice definované skalárńım součinem
(ρ(x , y) =

√
〈x − y , x − y〉) úplný, pak se nazývá Hilbert̊uv prostor.

〈·, ·〉 : H × H → R, ∀x , y , z ∈ H, ∀a, b ∈ R:

〈x , x〉 ≥ 0 a 〈x , x〉 = 0⇔ x = 0,

〈x , y〉 = 〈y , x〉,
〈ax + by , z〉 = a〈x , z〉+ b〈y , z〉.

(Prostor se skalárńım součinem je unitárńı prostor. Metrický prostor je
úplný, jestliže každá cauchyovská posloupnost je v něm konvergentńı.)
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Př́ıklad 41

1 Prostor En je Hilbert̊uv prostor. (En je euklidovský prostor (Rn, %2).)

2 Prostor `2 =
{
{xn}∞n=1 :

∑∞
n=1 x

2
n <∞

}
je Hilbert̊uv prostor.

(x = {xn}, y = {yn}, 〈x , y〉 =
∑

xnyn)

3 Prostor C [a, b] s metrikou ρ(f , g) =
[∫ b

a (f (x)− g(x))2dx
]1/2

neńı

úplný, zúplněńım prostoru C [a, b] s výše uvedenou metrikou je L2[a, b]
(prostor funkćı, jejichž kvadrát je na [a, b] integrovatelný v
Lebesgueově smyslu).
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Definice 20

Řekneme, že metrický prostor (P, ρ) je separabilńı, pokud obsahuje nejvýše
spočetnou množinu A ⊆ P, která je v P hustá, tj. A = P.

Př́ıklad 42

En je separabilńı (Q je spočetná hustá podmnožina R);

prostor `2 je separabilńı – množina A je tvǒrena posloupnostmi
racionálńıch č́ısel s konečným počtem nenulových členů;

L2[a, b] – hů̌re se dokazuje, ke každé funkci lze naj́ıt polynom –
množina polynomů je hustá, ale nespočetná (reálné koeficienty),
avšak lze vźıt polynomy s racionálńımi koeficienty.
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Věta 53

Necht’ H je separabilńı Hilbert̊uv prostor, pak existuje zobrazeńı
T : H → `2, které je lineárńı a izometrické, tj.

ρ`2(T (x),T (y)) = ρH(x , y), ∀x , y ∈ H.

Jak ztotožnit L2 a `2?
L2(−π, π) ⊇ C (−π, π). Pro f ∈ L2(a, b) máme

f
T7→
{a0

2
, a1, b1, a2, b2, . . .

}
,

kde an = 1
π

∫ π
−π f (x) cos nxdx , bn = 1

π

∫ π
−π f (x) sin nxdx .

T je lineárńı.

Nálež́ı posloupnost Fourierových koeficient̊u do `2? Nemůže nastat
p̌ŕıpad, že by kvadrát posloupnosti divergoval – viz Besselova
nerovnost

∑
c2
k‖ϕk‖2 ≤ ‖f ‖2.

{1
2 , cos nx , sin nx ; n ∈ N} je ortogonálńı systém, tedy T zachovává

velikost.
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Definice 21

Necht’ H je Hilbert̊uv prostor a {ϕn} je ortogonálńı systém funkćı v H.
Řekneme, že systém {ϕn} je úplný, pokud 〈f , ϕn〉 = 0, ∀n ∈ N, pak f = 0.
Systém funkćı {ϕn} nazveme uzav̌rený, jestliže lineárńı obal prvk̊u {ϕn},
tj. množina konečných lineárńıch kombinaćı prvk̊u ϕn, je hustý v H.

Poznámka

Je-li f ≡ 0 a g(x) = f (x) všude mimo odstranitelné nespojitosti nap̌r.
g
(
a+b

2

)
= 1, potom ‖f ‖L2 = 0 a ‖g‖L2 = 0 – prvky L2(a, b) jsou

ťŕıdy funkćı (nikoli samotné funkce).

∀f ∈ H ∃d1, . . . , dn : ‖f −
∑

dkϕk‖ < ε.
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Věta 54

Necht’ H je (separabilńı) Hilbert̊uv prostor. Pak jsou následuj́ıćı výroky
ekvivalentńı

(i) ortogonálńı systém {ϕn} je úplný,

(ii) systém {ϕn} je uzav̌rený,

(iii) plat́ı Parsevalova rovnost:
∑

c2
k‖ϕk‖2 = ‖f ‖2.

Věta 55

Systém {1
2 , cos nx , sin nx} je úplný (uzav̌rený, plat́ı Parsevalova rovnost)

v L2(−π, π).
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Př́ıklad 43

Pomoćı Fourierova rozvoje periodického rozš́ı̌reńı funkce x2 na [−π, π]
sečtěte řadu

∑∞
n=1

1
n4 .

a0 =
2

3
π2, an =

4

n2
(−1)n

Parsevalova rovnost dává

a2
0

2
+
∞∑
n=1

(a2
n + b2

n) =
1

π

∫ π

−π
f 2(x)dx

⇒ 2

9
π4 +

∞∑
n=1

16

n4
=

1

π

∫ π

−π
x4dx =

2

π

∫ π

0
x4dx =

2

5
π4.

∑∞
n=1

1
n4 = 1

16

(
2
5π

4 − 2
9π

4
)

= π4

16 ·
18−10

45 = π4

90 .
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