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Nekone&né &iselné fady Z3kladni pojmy

Definice 1

Necht {a,}52, je posloupnost redlnych &isel. PoloZzme s, = a; + - -+ + ap.
Tuto posloupnost nazyvame posloupnost Edstecnych souctd Yady Yo7 1 ap,
pFicemZ symbolem Y °° ; a, rozumime nekoneZny soucet
a;+---+an+---, jehoZ hodnotu definujeme takto:

o Jestlize existuje kone&na limita s = lim,,_, s, definujeme
oo
E an :s<: lim s,,)
n—o0
n=1

a fekneme, Ze nekonetnd Yada 2, a, konverguje.

@ Jestlize limita neexistuje, nebo je rovna nekoneénu, fekneme, Ze tato
fada diverguje, a to k 00 v pFipadé& nevlastni limity (pieme
Y02, an = £00), resp. fekneme, Ze osciluje, kdyZ limp_.oc Sn
neexistuje.

Cislo a, se nazyva n-ty ¢len, &islo s, se nazyva n—ty &astecny soucet ¥ady.
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@ Nekonetné ¢iselné Yady
@ /Z3kladni pojmy
@ Rady s nezdpornymi &leny
@ Rady s libovolnymi &leny
® Ndasobeni nekoneénych ¥ad a odhad zbytku

ady funkci

Posloupnosti a Fady funkcf

Mocninné ¥ady

Fourierovy ¥ady

Fourierovy ¥ady vzhledem k {1,sinx,cosx, ...}
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Nekone&né &iselné fady Z3kladni pojmy

Priklad 1
Geometrickd Fada je soulet tvaru

(o) (o0
at+ag+aq’+ag®+ - +aq" o= ag" =) aq",
n=1 n=0

kde a, g € R jsou pevné zvolena &isla. Tedy je to nekonetna ¥ada, kde

a, :=aq" ! pro n e N. Cislo q se nazyva kvocient geometrické ¥ady,
pficemz g miZe byt kladné &i zaporné. Posloupnost ¢asteénych souctil pro
geometrickou ¥adu odvodime snadno:

sp = a+ag+aq’+- - -+aq" 2+aq" L, gs, = ag+ag’*+aq>+- - +aq" t+aq".

Odettenim druhé rovnice od prvni dostaneme

S —as=a—ag" = s,(1-q)=a(l-q".
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Nekonetné &iselné Fady [VAEIIEGLIE-IIY

o Je-li g =1, potom je zfejmé& s, = na.

e Je-li g # 1, potom je

Ihned tedy dostavame
o Geometricka Yada s a=0 (a g € R libovolnym) konverguje (k 0),
protoZe v tomto pfipadé jsou s, = 0.

o Geometricka ¥ada s a # 0 a g = 1 zfejm& diverguje (k oo podle
znaménka &isla a), protoZe v tomto p¥ipadé jsou s, = na.

@ Geometrickd ¥ada s a # 0 a g = —1 z¥ejmé osciluje, protoZe je
v tomto p¥ipadé s, = {a,0,a,0,a,0,...} a limita této posloupnosti
neexistuje.
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Nekone&né &iselné fady Zakladni pojmy

Priklad 2

1
n 1
°ZZO:12*1'1:Z?;1(%) :1_2%21 (a:%7q:%)

@ Plocha Sierpinského koberce (o stran& 1 jednotka)
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Nekonetné &iselné Fady [VAEINELLINII

Véta 1

Necht a # 0. Potom geometrickd ¥ada - ; aq"! konverguje pravé tehdy
kdyZ? |q| < 1. V tomto pFipadé (a také v pFipadé a = 0) je pak jeji soucet

> a
doa" =" al<1.
n=1 q
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Nekone&né &iselné fady Zakladni pojmy

Priklad 3

1
o0 1 _ © A B _ © 2
° Zn:l n24+2n Zn:l n + n+2 — Zn:l n~ n+2

SIS

H _ 3 o0 1 _ 3
||m,,_>oo Sp — 7 = anl m4on 4
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Nekonetné &iselné Fady [VAEIIEGLIE-IIY

P¥iklad 4
e >~ ,(—1)" (Grandiho ¥ada)

—1 nliché

0 n sudé

Sph=a1+:---+ap=

Limita s, neexistuje, fada osciluje.

o > °°, 1 (harmonicks ¥ada)

1

1 1 1 1
I+ o424+t Fo =t

2 3 4 8
1 1

16

1 1 1
Sl 4+ -+ 4 -8

2 4 4 8 16

oo 1

szn—>oo,1+n-%—>ooizn:15:oo
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Nekone&né &iselné fady Zakladni pojmy
Véta 2 (Nutnd podminka konvergence)
JestliZe Fada > a, konverguje, pak limita lim a, = 0.
Dikaz.
Kdyz s = lims, = lim(a; + - - - + a,) existuje a je kone¢nd, pak
an = Sy, — Sp—1, tedy lima, = lims, — lims,_1 =s—s=0. ]
Poznamka
Opai&né tvrzeni neplati — viz harmonickou ¥adu.
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Nekonetné &iselné Fady [EVEINELLINII

Poznamka

Q@ > a,...rozumise ) 7 ap

@ Charakter chovani fady (konvergence, divergence, oscilace)
zachovame, jestlize zménime kone&ny pocet €lend posloupnosti ap,.
(ZvIasté vynechdme-li koneny potet prvkl nap¥. na za&atku.)

@ Casto nds spite ne? soulet Yady zajima, zda Yada konverguje, resp.
diverguje, aniZ nas zajima konkrétni hodnota souétu.
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Nekonetné &iselné fady Zakladni pojmy
Véta 3 (Asociativni zakon pro nekonetné fady)

Necht 3 a, = a je konvergentni. Necht ny je libovolnd rostouci
posloupnost pfirozenych Cisel, ng =0 a by = an, 41+ -+ ap,.
Pak Fada "2 | bx konverguje se stejnym sou¢tem jako pivodni Fada, tj.

Zbk:a.

Diikaz.

At tantamt o fanfo =Y an=a

by by

Oznalme s, = Zle aj, tx = Zjlle b; =
ty = Sp, to = b1 + by = sp,, ..., tx = sp,. ProtoZe limita s, je a, pak
liMk_y00 Sn, = liMp00 te = a, tedy D by = a.
(Posloupnost {t;} je vybrana podposloupnost {s;}.) O
Priklad 5

> (—1)" — asociativni zdkon neplati!
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Nekonetné &iselné Fady [VAEIIEGLIE-IIY

Véta 4 (Cauchyovo—Bolzanovo kritérium konvergence)

Rada > a, je konvergentni pravé tehdy, kdyZ posloupnost jejich
&astecnych souctli s, je cauchyovska, tj.
Ve > 03ng,Vn>ng aVm € N : |spym — Sp| = |ant1 + -+ antm| < €.

Dukaz.

{sn} je konvergentni pravé tehdy, kdyZ je cauchyovskd (R je tplny
metricky prostor). O
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Radami s neza’porng/mi ¢leny rozumime ¥ady > >°, ap, pro které a, > 0
pro kazdé n € N. (Casto budemem uvaZovat i Yady s kladnymi &leny, tedy
ap > 0,¥Yn e N.)

Je zfejmé, Ze soulet nemiize byt zdporny (nekladny) a nemiZe nastat
oscilace. Tj. limita &astecnych souétll existuje a plati 0 < lims, < oo,
pficemZ lim s, = 0 pouze pokud a, = 0,Vn € N.

Véta 6 (Prosté srovnavaci kritérium)

Necht ap, b, > 0 a necht a, < b, plati pro velkd n, tj.
dng e N:a, < b,Vn> ng.

o Je-li Y by < 00, pak > ap < oco.
o Naopak, je-Ii Y an = 00, pak > b, = 0.

Poznamka

Rada 3 b, je majorantni ¥adou k ¥adé 3" a, a ¥ada 3 a, je minorantni
fadou k ¥ad& > bj,.
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Nekonetné &iselné Fady [EVEINELLINII

Véta b

Necht >~ a, =a a Y. b, = b jsou konvergentni fady a a, 3 € R.
Pak i Fada ) (can + Bbp) je konvergentni a plati

Z(aan + Bbp) = aa+ Bb.

Diikaz.
Vlastnosti limit — samostatné procviceni. ]

Pozndmka
dYan=aa) b, =00, pak > (an+ by) = 0
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi ¢&leny

Diikaz.

Bez ujmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze a, < b, Vn € N. Oznalme
Sk = Zj'(:l aj, ty = Zf:l bj = s, <ty VneN.

e Je-li > b, < oo, pak posloupnost {t,} konverguje, tedy je shora
ohranitend. Potom je také posloupnost {s,} shora ohranitena.
ProtoZe je navic neklesajici, musi konvergovat.

@ Sporem predpokladejme, Ze >~ a, =00 a > b, < 0. Dle vyZe
dokézaného plyne z konvergence ¥ady Y b, konvergence ¥ady > aj.
Spor.

O

v
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Nekonetné &iselné Fady Rady s nezépornymi &leny

Priklad 6
Rozhodnéte o konvergenci (divergenci) Yady > %

Pro n > 2 mame % < ﬁ Pokud dokadZeme, Ze majorantni ¥ada

konverguje, lze pouZit ptedchozi v&tu. Pro velkd m € N mame

1
=1—— —1prom— oo,
m

tedy > % konverguje.

m m
1 -1 1
I R D
p n(n—1) ‘~n n-1
B 1le 1+1+ 1 N 1 1+ 1
2 32 m—1 m—2 m m-1
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Nekone&né &iselné fady }V?ady s nezdpornymi &leny

Diikaz.

Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze N = 1. Vzhledem k monotonii
funkce f je tato integrovatelné na libovolném intervalu [1,t],1 <t€cR a
funkce horni meze F(t fl f(x)dx je neklesaJ|C|

Jist& plati Y7, a; < fl x)dx < 70 1 ai,

1 2 3 4 5 n

tedy s, — a1 < F(n) < sp_1.

4
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Nekonetné &iselné Fady Rady s nezpornymi &leny

Véta 7 (Integrélni kritérium)

Necht 3°°° | a, je nekone&nd ¥ada s nezapornymi &leny. Necht f(x) je
funkce definovand na intervalu [N, o0) pro néjaké N € [0, 00), kterd je na
tomto intervalu nezdpornd, nerostouci a plati

f(n)=ap pro véechna n > N.
Potom
[e.9]
Z a, konverguje & / f(x)dx konverguje,
n=1 N
0 9]
Z a, diverguje k 0o & / f(x = 0.
n=1 N
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Nekonetné &iselné fady }V?ady s nezdpornymi &leny

o Jestlize Y77, a, konverguje, pak je posloupnost {s,} shora
ohrani¢end a tedy 3k € R: F(n) < k Vn € N. Funkce F je neklesajici,
tedy F(t) < k Vt € [1,00). Limita lim;_,o F(t) tedy konverguje, coz
znamen3 konvergenci [ f(x)dx.

o Jestlize fl x) dx konverguje, pak je F shora ohranitena.

Z nerovnosti s,, — a1 < F(n) plyne ohrani&enost posloupnosti
Castetnych soultl {sp}, kterd je neklesajici a ohranitena, tedy
konvergentni.

© Petr Hasil (MUNI)

Matematicka analyza 22 /187




Nekonetné &iselné Fady Rady s nezapornymi &leny

Priklad 7
Pomoci integrdiniho kritéria snadno dokdZeme, Ze

i 1 diverguje pro a < 1,
= n” konverguje pro o > 1.

Matematickd analyza
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Nekone&né &iselné fady ﬁady s nezapornymi &leny

P¥edpoklddejme, Ze > b, = co a L > 0 a uvaZujme dva ptipady.

@ Jestlize L < oo, pakE|€>OaEInOGN,VnZnO:O<L—6<z—:.

Tedy (L —¢e)b, < ap =00 <> ap.

o Jestlize L = oo, pak dk > 0,k € R, aEInoeN,VnZno:k<z—:.

Tedy kb, < ap = 00 < > ap.

Matematickd analyza
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Nekonetné &iselné Fady Rady s nezpornymi &leny

Véta 8 (Limitni srovnavaci kritérium)

Necht a,, b, > 0 a existuje limita lim,_,so Z—: = L (vlastni nebo nevlastni).

@ Je-li Y by, < oo al <oo, pak ) ap < oc.
o Je-liy by =00al >0, pak ) a, = cc.

Dikaz.
PYedpokladejme, Ze >~ b, < 0o a L < oo, pak
Ve>03meN,Yn>np:L—e< ? < L+e. Odtud

n

———

apn<(L4+e)bp=> an <> (L+e)bp=> an<(L+¢)> by < 0.
Tedy > a, konverguje.
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Nekone&né &iselné fady ﬁady s nezapornymi &leny
Priklad 8
“ . . N v o) 1
Rozhodnéte o konvergenci (divergenci) Yady » | ° ; arctg -..
1 1. =1
. arctg = 1L
lim T = lim 7 =1>0,
n—oo = n—oo P
n n?
: _ 1 _ 1 _
t. Y ba=> - =00,L>0= ) arctg, = oo.
Priklad 9
. . Ny 00 1
Rozhodnéte o konvergenci (divergenci) Yady > 77 In (1 + =).
i In(l—i—%) i 2 o,
o limp oo —14 =limp_oo 1+”% = 0, (nelze pouzit)
n n
_ n(14%)
o limy oo —1 =limpoo 11 =1,
s I+:5
n n
tj. > bp<oo,L<o0o= 3 a,<oo.
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Nekonetné &iselné Fady Rady s nezépornymi &leny

Véta 9 (Podilové (d'Alembertovo) kritérium)
Necht a, > 0 pro Vn € N.

Q Jestlize Ik e R, k < 1: a"“ < k,¥n €N, pak > a, konverguje.
Jestlize 21 > 1,Yn € N, pak > an diverguje.

@ Necht navic existuje limita lim a"“ =L LeR* Je-li L <1, pak
doan < oo, je-li L>1, pak a,, = 00, je-li L =1, nelze rozhodnout.

y

Poznamka

Pro a, = 712 i pro a, = % je L =1, pfitom jedna ¥ada konverguje a druha

diverguje.
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Véta 10 (Odmocninové (Cauchyovo) kritérium)
Necht a, > 0 pro Vn € N.

Q Jestlize Ik e R,k < 1: y/a, < k,Vn €N, pak ) a, konverguje.
Jestlize \/a, > 1 pro nekonecné mnoho n € N, pak > an diverguje.

@ Necht navic existuje limita lim {/a, = L,L € R*. Je-li L < 1, pak

Y anp < oo je-li L>1, pak Y a, = oo, je-li L =1, nelze rozhodnout.

Poznamka

Opét napf¥. pro a, = % i pro a, = % je L =1, pfitom jedna ¥ada

konverguje a druhd diverguje.

Dikaz.

Opét dokdzeme limitni kritérium (prvni &ast podobné).

Jestlize limy/a, = L= L —¢ < y/a, < L+¢, pro velkd n. Tedy

(L—¢€)" < ap < (L+¢€)" a pouzijeme obdobn& jako v pfedchozim dikazu
porovnani s geometrickou fadou. [

v
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Nekonetné &iselné Fady Rady s nezpornymi &leny

Diikaz.

Dokézeme limitni podilové kritérium (prvni &ast podobng).
JestliZe lim a"“ =L, pakVe >0dng e N,Vn>np: L—e < a"“ <
L+e= (L—E)an < apt1 < (L+¢€)ap.
@ L < 1: Necht ¢ >0 je takové, 2e L +c=qg < 1= apy1 < qa, =
anyt1 < Gany, Ang2 < GPang - -+ Angrk < G an,, pak

[e'e) no [e%s) no [e%s) q

Kk wy
E an = g an + E ang+k < E an+an, E q" = Cislo + a,,oli,
n=1 n=1 k=1 n=1 k=1

&islo

tedy fada > a, konverguje.

@ L > 1: Porovnani s geometrickou fadous g =L —¢ > 1.

@© Petr Hasil (MUNI)
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Nekone&né &iselné fady Rady s nezdpornymi &leny

Poznamka

Lze ukazat, Ze plati

.. a
liminf

.. . . a
+1 < liminf /a, < limsup y/a, < lim sup—+1

dn an

Tedy pokud existuje limita lim,_ "'3’:1 = L, potom existuje i limita
lim,_ 00 v/an a tyto dvé limity si jsou rovny.

Navic, jestlize je podilové kritérium nerozhodnutelné (%22 — 1), potom je
také odmocninové kritérium nerozhodnutelné (/a, — 1). Rikidme, e
odmocninové kritérium je siln&jsi, nez podilové kritérium (kaZdy problém,
ktery lze vyFesit podilovym kritériem, Ize vyFesit i odmocninovym
kritériem, ale ne naopak).
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Nekone&né &iselné ¥

Priklad 10

OZ%[;

ant1 _ (D)™ al _ (nt1)"

an (nFD)I " nm n"
n
"]
Z (3+%)n

ady Rady s nezépornymi &leny

Rozhodnéte o konvergenci (divergenci) fady

=(1+ %)n 27 & > 1 ¥ada diverguje

lim \n/%: lim ;ﬁ = % < 1 ¥ada konverguje

© Petr Hasil (MUNI)

Nekone&né &iselné ¥

Priklad 11

o] n!
2inm1 (V2+1)(V2+2)-(v2+n)

o lim 22 — [im

Matematickd analyza

ady }V?ady s nezdpornymi &leny

(n+1)!(v2+1)(v2+2)-(v2+n)

o limn(1—22) =limn(1-

V2+4n+1

an (V2+1)(V2+2)-+(v2+n)(V2+n+1)n!

n+1 — i
ﬁ+n+1) lim

= lim 2t —

V2+n+1

=lim—22_ =2 >1, tedy ¥ada konverguje

V2+ntl 1
n(v2+n+1—n—1)
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Nekonetné &iselné Fady Rady s nezpornymi &leny

Véta 11 (Raabeovo kritérium)

Necht a, > 0 a necht existuje limita

lim n (1— a”“) — I, LeR"

n—o0 an

Pro L < 1 Fada diverguje, pro L > 1 Fada konverguje a pro L =1 nelze
rozhodnout.

Poznamka

Raabeovo kritérium je zesilenim podilového kritéria. (P¥iblizovani k 1
zespoda & shora.) V literatu¥e Ize najit (& odvodit) daldi zobecnéni, tedy
dal$i silngjsi kritéria. Jediné ,univerzalni* je ale Cauchyovo—Bolzanovo
kritérium (véta 4).
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Nekonetné &iselné fady }V?ady s nezdpornymi &leny

Poznamka

> an,an > 0 a &len a, ma n v exponentu, nebo obsahuje faktoridl. Pak je
obvykle vyhodné zkusit podilové nebo odmocninové kritérium.

Neni-li tomu tak, pak zkusime podilové srovndvaci kritérium s 1/n®. Déle
je k dispozici integralni kritérium.

Napf.
[ee]
1
nz_;n(lnn)a
konv. a>1
o d _ _ 4 dx _ _ [oodt _
J& mmge = Inx =65 =dt| = [P =9~}
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Nekonetné &iselné Fady Rady s nezépornymi &leny

Vé&ta 12 (Kondenza&ni kritérium)

Necht {an}°°; je monoténni posloupnost kladnych &isel. Pak je
konvergence Fady )7 | an ekvivalentni s konvergenci Fady >~ 2" apn.

Pozndmka

o Kondenzalni kritérium lze nékdy vyuzit, kdyZz v odmocninovém a
podilovém kritériu vyjde jednicka.

o Kondenzadni kritérium se &asto formuluje pouze pro monoténni
posloupnosti {a,}°° ;. Z nutné podminky konvergence pak plyne, Ze
dand posloupnost musi byt bud kladnd a klesajici, nebo zdpornd a
rostouci, jinak jsou ob& uvazované ¥ady divergentni. (Pro zdpornou a
rostouci posloupnost {a,}°, jde pouze o ,pteklopeni*.)

Matematicka analyza 35/187

© Petr Hasil (MUNI)

Nekonetné &iselné Fady Rady s nezpornymi &leny

Diikaz.
Z platnosti nutné podminky konvergence je zfejmé, Ze a, > anpy1.
Rozepsanim

Zan:al+(az+ag)+(a4+35+36+37)+---,

(o)
22"azn:a1+(az+a2)+(a4+a4+a4+a4)+---

vidime, Ze konvergence druhé ¥ady implikuje konvergenci prvni ¥ady.
Nyni druhou ¥adu upravime (konvergence neni ovlivn&na) na

1 oo
§Z2n32":32+(34+34)+(38+88+88+88)+---,

Nekone&né &iselné fady Rady s nezapornymi &leny

Pr¥iklad 12
Rozhodnéme o konvergenci fady

— 1
Sl acm
n(In n)«

@ Odmocninové kritérium

1 1 1
lim ¢ = lim = =1,

n(In n)e o/n(vVInn)> 1.1«

kde In(v/In n) = I"(I"") —0=VInn—e =1

@ Podilové kritérium nema cenu zkou$et, pro tplnost dostaneme

a1 . n Inn @ o
m an M (In(n+1)>
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n=1
C v 00
jejiz konvergence plyne z konvergence Yady » 77, ap. O
v
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Nekone&né &iselné fady }V?ady s nezdpornymi &leny
@ Kondenza&nim kritériem dostaneme ¥adu
oo o0 (o0}
n 2n 1
22 dan = Z 2n(| 2n)a = Z (| 2n)a
n n
n=1 n=1 n=1
o oo
> i o O
a nin2)e  (In2) na’
2 (nin2)r ~ (in2)" &
tedy
oo . .
Z diverguje pro a < 1,
- n( In n) konverguje pro a > 1.
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Nekonetné &iselné Fady Rady s libovolnymi &leny

Definice 2

Necht a, > 0. Pak ¥ada >_°° ,(—1)""1a, se nazyva alternujici Fada.

Pozndmka
Alternujici fada je také ¥ada > 2 ;(—1)"a, a obecn& Yada ) 77, f,
spliujici sgn f, = —sgn f,11,Vn € N.
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Nekone&né &iselné fady lv?ady s libovolnymi &leny

Priklad 13
et (YL . 3+31— 1+ (Leibnizova ¥ada)
( 1

n

Priklad 14

foﬂ 1)

lim a, = 0, kdyby ¥ada konvergovala, pak bychom mohli aplikovat
asociativni zdkon (véta 3). Pro n liché mame

Y WY/ s e v/, 16 U/ v/, 1t S
V=1 VniIrl - (Ve D)(VtIitD) | (VAo D)(Vatltl) =

Uzdvorkovana ¥ada diverguje, tedy ve vété 13 nelze vynechat pfedpoklad
monotonie.
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Nekonetné &iselné Fady Rady s libovolnymi &leny

Véta 13 (Leibnizovo kritérium)

Necht a, > 0 je nerostouci posloupnost. JestliZe lim,_,o, a, = 0, pak
alternujici Fada > 0%, (—1)""ta, konverguje.

Poznamka

Vzhledem k platnosti nutné podminky konvergence lze vétu 13 formulovat
i s ekvivalenci.

Duikaz.
Son=2a1 —ax+---+ -1 — a2n, 2n+2 = S2n + 32n+1 — A2n+2,

—— S —— —_——

>0 >0 >0

tedy posloupnost {sp,} je neklesajici. Podobné
Sop—1=a1 — (a2 —a3) — -+ — (az2n—2 — @2n-1),
S2n+1 = S2n—1 — (@20 — a2n41), tedy {s2n41} je nerostouci.
=a1—a << Sop+ a1 = n41 < 51 = a1 = {2}, {S2n41} jsou
ohrani&ené, ob& maji kone¢nou limitu lim(syp+1 — S2n) = limagp41 =0 =
limsypy1 =limspy, = s =lims, = Ziozl(—l)"_la,, = s konverguje. O

D
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Nekone&né &iselné fady lv?ady s libovolnymi &leny

Definice 3

Rekneme, Ze fada > an konverguje absolutné, pokud konverguje Yada
>lan|. Rekneme, Ze ¥ada konverguje neabsolutné& (relativng), jestliZe ¥ada
> an konverguje, ale fada >_|a,| diverguje.

Priklad 15

_1\n—1
> (G ) je neabsolutn& konvergentni — sama konverguje, ale absolutni
hodnotou dostaneme harmonickou ¥adu, kterad diverguje.

> (Gl 1) Je absolutn& konvergentni, nebot > ‘%_1

=Y 5 <o
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Nekonetné &iselné Fady Rady s libovolnymi &leny

Véta 14

Je-li Fada >~ a,, absolutné& konvergentni, pak je konvergentni. (Tedy z
absolutni konvergence plyne konvergence.)

Dikaz.

Podle Cauchyova—Bolzanova kritéria (v&ta 4) je ¥fada ) _|a,| konvergentni
pravé tehdy, kdyZ posloupnost |ai| + - - - + |an| je cauchyovska, tj.
—_——

Sn

Ve >0dng e NVn>ng,me N:

ISnem — Snl = [|antm| + -+ + |an+1l] <& = |antm+ -+ ant1] <e.

tedy posloupnost &asteénych souttil fady > a, je cauchyovskd, tedy fada

konverguje. ]

4
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Nekone&né &iselné fady lv?ady s libovolnymi &leny

Véta 15 (Abelovo kritérium)

Necht >~ a,, je konvergentni a {b,} je ohraniend a monotdnni
posloupnost. Pak > (anby) je konvergentni.

Véta 16 (Dirichletovo kritérium)

Necht >~ a, m3 ohrani&enou posloupnost &dstecnych souttii a {b,} je
monotdnni posloupnost s limitou nula (b, — 0). Pak > (anbs) je
konvergentni.
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Nekonetné &iselné Fady Rady s libovolnymi &leny

Poznamka

Opak neplati — viz Leibnizovu ¥adu.

Pozndmka

P¥i rozhodovani o konvergenci/divergenci je n&kdy vyhodné otestovat
nejprve Y |an| pomoci kritérii o Yadach s nezapornymi &leny. Je-li
dolan] <00 = > a, < oo.
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Nekone&né &iselné fady lv?ady s libovolnymi &leny

Priklad 16

Otestujme konvergenci fady > Si”%, x € R. Pokud je x celo&iselny
nasobek m, fada konverguje. Déle postupujme pro v8echna ostatni x.
Zvolime a, = sinnx, b, = % tedy b, — 0 a je ohranicena.

sn:sinx—|—~~~+sinnx/-i
Cn = COSX + - -+ + COS nx
S h_q(coskx + isinkx) = > p_, e
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Nekonetné &iselné Fady Rady s libovolnymi &leny

n

§ elkx — e _|_e2IX N enlx — X

eixn -1

ex —1
k=1

ko [ xn _in
e2 (e2 —e 2
ix

e e

ix ix _ix
e2 (e2 —e 2

ix ixn Sinﬁ 1 1 Sinﬁ
—e2 .2 -— )2< :[cos<n+ x>—i—isin<’hL x>] " )2<
sin 5 2 2 sin 5

ia

— e '* = 2/sin a|

Imagindrni ¢ast dava

: . . <n+1 >sinX2”
sinx 4+ -4 sin nx = sin X

—,
2 sin3

coZ je ohranitené, tedy ¥ada konverguje podle Dirichletova kritéria.
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Nekone&né &iselné fady ﬁady s libovolnymi &leny

Definice 4

Necht f: N — N je bijekce. Rekneme, e ¥ada >_ bn, kde by, = ag(p, je
prefazenim ¥ady 3" a,. Rekneme, e pro ¥adu " a, plati komutativni
zdkon, jestlize pro libovolnou bijekci f: N — N plati Y S a, = > ar(p).-
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Nekonetné &iselné Fady Rady s libovolnymi &leny

Konverguje absolutné?

@ Pokud je x celodiselny nasobek 7, pak ano.
@ Pokud x nenfi celo&iselny ndsobek 7, pak

Z |sin nx| > Z sin? nx __ l-cos2nx __ 1 Z 1 _ Z cos 2nx
n = n 2n -2 n n
——
=00 konv. dle DK
™ |sinnx| . - v sin nx : %
Rada ) =~ diverguje, tedy Yada ) *"™ konverguje neabsolutn&.

4

2

a:1—25in2a:>sin2azlc2052a>

(cos 20 = cos® o — sin

Poznamka

Leibnizovo kritérium je specidlnim p¥ipadem Dirichletova pro > (—1)"ap.
> (—1)" ma ohranitené &aste¢né soutty a a, — 0 (shora) hraje roli b,
v Dirichletové& kritériu.
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Nekone&né &iselné fady }V?ady s libovolnymi &leny

Véta 17 (Komutativni zdkon pro nekonené ¥ady)

Necht ¥ada Y a,, konverguje absolutné, tj. > |a,| < co. Pak pro tuto Fadu
plati komutativni zakon.
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Nekonetné &iselné Fady Rady s libovolnymi &leny

Diikaz.

Oznatme b, = ag(n) a necht t, = by + -+ by = aga) + - - - + ag(n) Je
posloupnost &astednych soulti > by, a necht s, = a; +---+ a, je
posloupnost &astetnych souttl Y a,. ProtoZe ) a, konverguje absolutng,
pak > a, konverguje, tedy existuje kone&nd limita s = lims,. DokdZeme,
ze t, — s.
Plati

|5n - tn| = |al e dan — (af(l) +oet af(n))"

Necht € > 0 je libovolné. Protoze Y |a,| je konvergentni, tak podle
Cauchyova—Bolzanova kritéria (véta 4)

dng € N:Vn> nog,Vm e N: ||apt1] + - + |antml|| < &

Zejména mame ||apy+1| + -+ + |ang+ml|| < €. Protoze n > ng, mame

|al_|_.‘._|_an—(af(1)+"'+af(n))’
:|31+"'+ano+“‘+an_(af(1)+...+af(n))"

v
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Nekone&né &iselné fady lv?ady s libovolnymi &leny

Definice 5
Pro posloupnost a, oznaéme

L+ Jan an=0 _Jan an<0
a, = a

n an *
0 a,<0 0 a,>0

Potom {a}} nazyvame kladnd &dst a {a;, } zdpornd &dst posloupnosti

{an}.

Poznamka

Z¥ejmé plati af = %"—""l = max{a,, 0}, resp. a, = a"%"—""‘ = min{a,,0}.

4
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Nekonetné &iselné Fady Rady s libovolnymi &leny

Necht n; € N je takové, ze {1,...,no} C {f(1),...,f(n)}, pak pro
n > max{ng, n1} plati
a1+ Fan + -+ an = (ar) + -+ apm)| < langril + -+ lang4qll

<e
(g je ,nejve&tsi zbyvajici index"). Tedy [s, — ta| = 0= > an = > ar(n)-

0

v
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Nekone&né &iselné fady lv?ady s libovolnymi &leny

Véta 18

Necht 3" a, je neabsolutné& konvergentni, pak >~ a} = +oo a
Y a, = —o0.
Diikaz.
Q> al<xad a,
Q@ )Y al=xad a,
Q@ Y al<xada, =—x
Q@ >at=xada =-x
Kdyby platilo 1, pak Y |an| = > af — >~ a, konverguje podle véty o
konvergenci sou¢tu dvou konvergentnich ¥ad — spor, nebot _|a,| = oo.
Kdyby platilo 2 nebo 3, pak >~ a, =3 a/ + > a, a soulet bude oo

(p¥ipad 2) nebo —oo (p¥ipad 3) — spors ) a, < oo.
Tedy nutng Y af =ocoa > a, = —oo. O

VAR
!
g

4
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Nekonetné &iselné Fady Rady s libovolnymi &leny

Véta 19 (Riemannova véta o pretazeni, velkd v&ta o prefazeni)

Necht ¥ada Y a, je neabsolutné& konvergentni a L1, L, € R* Ly < L;.

Pak existuje permutace mnoZiny N takova, Ze pro posloupnost ¢dstecnych
souctii t, pFefazeni fady ) a(ny (Y. tn = af1) + -+~ + ag(m)) plati
limsupt, = Ly aliminf t, = L1. Zejména neabsolutné konvergentni Fadu
Ize pFerovnat tak, Ze diverguje k £00 nebo osciluje.
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Nekone&né &iselné fady Ndsobeni nekone¢nych fad a odhad zbytku

Poznamka

Konetné fady:
(a14---+an)(br+ -+ bm) =arb1 + - + apnbm.

Nekoneéné Fady:

(So) (58) =

aiby aib> -+ aiby
axby  apby - asb,
anbl anb2 te anbn
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Nekonetné &iselné Fady Rady s libovolnymi &leny

Diikaz.
PYedpokladejme, Ze L1,L € R,L; < Ly a Ly > 0 (pro ostatni pFipady je
modifikace dilkazu zfejmd). Plati Y af = oo a ) a, = —oo.

o Existuje ny : a1+ + -+ a,,+1 > Ly a necht n; je nejmensi takovy index.

° Nech,t' ny je takovy index, Ze af +---+a} +a; +---+a, <Llia
necht je nejmensim indexem s takovou vlastnosti.

e Dilezité je, Ze a, — 0 (coZ je nutnd podminka konvergence > a,)
= |ap| — 0 a tedy velikost ,pfelezeni/podlezeni” hodnot Ly, L se

bliZzi k nule.
Z konstrukce plyne, Ze limsup t, = Ly a liminf t, = L;.
(Nap¥. pro L1 = —o0, Ly = 0o budeme soulty , rozkmitavat™.) Ol
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Nekone&né &iselné fady Ndsobeni nekoneénych ¥ad a odhad zbytku

Véta 20

Necht Fady > an, > b, jsou absolutné& konvergentni a necht >_ c, je
libovolnd nekone&nd Fada, v niZ posloupnost {c,} je permutaci
posloupnosti {ajb;} (tj. {cn} je libovolnd posloupnost obsahujici permutaci
prvkii z uvedené tabulky). Pak ) c, konverguje také absolutné& a plati
Yeh=c=a-b, kded a,=a, Y b,=b.

Diikaz.

Pro im = min{it,...,in},jm = min{j1, ..., jn}, i = max{in, ..., in},jp =
max{j1,...,jn} mdme |c1| + -+ [cp| = |aj by | + -+ - + |aj, bj,| <

((ain| + -+ 412y [)(|bjn| 4+ - -+ + |bjy|) < A- B, kde

~~

—a(iy—00) —b(jp—00)
A=>"|an|,B=73|bn|. Tedy posloupnost &astetnych souttl Y |c,| je
shora omezend, tedy  |c,| < oo, tedy Y ¢, je absolutn& konvergentni a
plati pro ni komutativni zdkon.
222:1 ¢k = aibi+(arbo+acbo+ashy )+ - -+(arbp+- - -+anby+- - -+anb1)+
co-=(ar+---+an)(bi+ -+ by) =spt, > ab=> ", c, = ab. O

4
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Nekonetné &iselné Fady Nd&sobeni nekone&nych ¥ad a odhad zbytku

Poznamka

(arx + apx® + -+ + apx")(bix + box® + -+ + bpx")
= x%(a1b1) + x3(a1bo + aoby) + x*(arbs + axby + azby) + - --

(Postupujeme po diagondlach.)

Definice 6
UvaZujme nekonené Yady > a,, > bp.
@ Necht ¢, = a1b, + -+ apby + -+ + anb1 (po ,elkidch"), pak se ¥ada
>~ ¢n nazyva Dirichletiiv soucin ¥ad 3 an, > by.
e Je-li ¢y =aib,+ azby—1+ -+ an—1b2 + apb1 (po diagonalach), pak
se Yada >_ ¢, nazyvad Cauchyiiv soucin ¥ad Y an, > by.
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Nekone&né &iselné fady Ndsobeni nekone¢nych fad a odhad zbytku

Definice 7

P¥edpoklddejme, Ze ¥ada ) a, je konvergentni. Vyraz R, = > ;2 1 ax se
nazyva zbytek po n-tém &lenu, tj. > ap = sp + R.

Véta 22

UvaZujme nekone&nou ¥adu > a, se zbytkem R,. Necht >_ b, je
konvergentni Fada s nezapornymi ¢leny, pro niZ plati |a,| < b,. Pak Fada
> an konverguje absolutné a pro jeji zbytek plati |R,| < Ry, kde R, je
zbytek po n-tém ¢&lenu Fady > by.

Diikaz.

|Rn| = ’22ozn+1 ak’ < Ziozn+1|ak| < Ziozn+1 bk = R”' [
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Nekonetné &iselné Fady Nd&sobeni nekone&nych ¥ad a odhad zbytku

Véta 21

e Necht >~ ap, > by, jsou konvergentni Fady, > a, = a, > b, = b. Pak
Jejich Dirichletiiv soucin ) c, také konverguje a > ¢, = ab.

o (Mertensova véta) Necht >_ a,, > b, jsou konvergentni Fady,
Y an=a, Y by, = b aalespori jedna z nich konverguje absolutné.
Pak konverguje i jejich Cauchyiiv soucin a ) c, = ab.

Poznamka

V Mertensové vété o Cauchyové soulinu nelze vypustit pfedpoklad
absolutni konvergence alespoii jedné ¥ady. Nap¥. pro

(=) 5 ),

4 -1 4 1 4. .. 1 1,1, 41 _
mame [co| = fm+ st b A 2 L b= 1
lim ¢, # 0, neni spIn&na nutnd podminka konvergence a tedy Cauchyiv

vy —1)n! oy
sou&in Yady > % se sebou nemUZe konvergovat.

v
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Nekone&né &iselné fady Ndsobeni nekoneénych ¥ad a odhad zbytku

Véta 23

Necht a,, je nerostouci posloupnost kladnych &isel a lim a, = 0. Pak pro
zbytek alternujici Yady >~ (—1)""1a, plati |R,| < ant1.
Navic sgn R, = (—1)".

Diikaz.

Dle Leibnizova kritéria je ¥ada > (—1)""'a, konvergentni. Déle
postupujeme jako v ditkazu Leibnizova kritéria pro fadu
Rn = Zio:nﬂ(_l)k_lak: tedy

Ry = (—1)"aps1 + (=1)"ania + (—1)"Pap3 + - -
= (_1)” (an+1 — dnp42 + ant3 — ant4 4+ .. 2

=r

aodtud 0<apt1—ant2<r<apti. Tj. Ra=(=1)"r = |Ry|=r < apy1. O

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 64 /187




Nekonetné &iselné Fady Nd&sobeni nekone&nych ¥ad a odhad zbytku

Véta 24

Necht a, je monotdnni posloupnost nezdpornych &isel, Fada > a,
konverguje a f: [1,00) — R je monoténni’ a pro n € N : f(n) = a,. Pak
Rn < [° f(x)dx.

Diikaz.

Plyne ze stejného obrdzku jako diikaz integrdlniho kritéria. O
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

P¥iklad 18 (Motivace)

UvaZujme funkce s,(x) = x" pro x € [0,1] a n € N. Jedna se tedy
o posloupnost ¢aste¢nych soudti

s(x)=x, s(x)=x% s(x)=x3, s(x)=x%...
funkcf
fi(x)=x, hx)=x>—x, Bx)=x3—x% ... f(x)=x"—x""1 ..
V&echny tyto funkce f,(x) jsou spojité na intervalu [0, 1] pro kazdé n € N.

Déle jsou viechny funkce s,(x) spojité na intervalu [0, 1]. P¥itom

n—o0

x" 20 xeo,1),
sa(x) =1, B :
1n 2% x=1
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Nekonetné &iselné Fady Nd&sobeni nekone&nych ¥ad a odhad zbytku

Priklad 17

Kolik ¢leni ¥ady Y77 Flg musime vzit, aby chyba (zbytek) byla mensi nez
0,017
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Tedy posloupnost s,(x) konverguje pro kazdé x € [0, 1] k funkci

> 0, proxe]0,1),
S f(x) = lim sa(x) = s(x) = P 0.1)
— n—00 1, prox=1,

pricemZ tato funkce s(x) je nespojitd (konverguje pouze bodovg).
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Definice 8

Rekneme, Ze posloupnost funkci {f,(x)},x € I, konverguje bodové& na
tomto intervalu k funkci f(x), jestlize VX € | &iselna posloupnost {f,(X)}
konverguje k &islu f(X), piseme f, — f, tj.

Ve > 0,Vx € 1,3ng = no(e,x) Vn > ng : |fa(x) — F(x)] < e.

Definice 9

Rekneme, Ze posloupnost funkci {f,(x)}, x € I, konverguje na intervalu |
stejnomé&rné k funkci f(x), jestlize

Ve > 03ng = ng(e) : Vx € 1,Vn > ng : |fp(x) — F(x)| < e,

piseme f, = f.
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Véta 25

Necht posloupnost funkci {f,} konverguje na intervalu | k funkci f,
oznacéme

rn = sup|fp(x) — f(x)|.

xel

Pak posloupnost f, konverguje na | k funkci f stejnomérné pravé tehdy,
kdyZ r, — 0.

Diikaz.
(<) limr,=0&Ve>03np e N,Vn>no:|m <e=
sup,e/|fa(x) — f(x)| <e = Vx el :|fh(x) —f(x)|<e

(=) trividlni modifikace p¥edchozi implikace
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Pozndmka
e Konvergence posloupnosti f,(x) = x", x € [0,1] neni na [0, 1]
stejnomérna.
o P = Cla,b], pc(f,g) = maxyc[ap|f(x) — g(x)| — metrika
stejnomé&rné konvergence.
@ Ze stejnomérné konvergence plyne bodova konvergence. Naopak to
neplati.
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Priklad 19

Rozhodnéte, zda posloupnost fp(x) = % konverguje na | = [0, 1]
stejnomé&rné.
Vy¥esime bodovou konvergenci a pak podle véty 25 rozhodneme, je-li

stejnomé&rna nebo ne. ProtoZe lim,_o % = 0, konverguje posloupnost
bodové na | k funkci f(x) = 0. Déle

rn = sup|fp(x) — f(x)| = sup
xel x€[0,1]

2nx
1+nx2 ‘

2nx
xrg[g,):(l] 1+ n2x?

=1 VneNlN

Posloupnost nekonverguje stejnomé&rn& k nule na intervalu [0, 1].

() = 2020002 _ g o o1 4+ 2a) = 2mx(P2x)

1+n2x2 (1+n2x2)2
1+ =27 & 1= X2 & x = £, 7,(0) = 0,75(1) = 225, fo(5) = 1
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P¥iklad 20
fn(X) _ sinnx’/ =R

~  n

1
fn—=0,mm=—==1p(x) =0na R
n
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Lemma 1 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium stejnomé&rné konvergence)

Posloupnost funkci {f,} konverguje na intervalu | stejnomé&rné pravé
tehdy, kdyz

Ve >03ng e NVx € I Vm,n > ng(m,n € N) : |fn(x) — fa(x)| < &.

Diikaz.
Viz skripta. L]
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Definice 10

Rekneme, e Yada funkci 3207, f,(x) konverguje (bodové) k funkci f(x),
jestlize posloupnost &astetnych soutti s,(x) = fi(x) + - - + fo(x)
konverguje (bodové) k funkci f(x) na intervalu /, tj. sp(x) — f(x) na [.

Rekneme, e Yada funkci S°°°, f,(x) konverguje stejnomérné k funkci
f(x), piseme Y7, fo(x) = f(x) stejnomé&rn&, pokud s, =% f(x) na /.

Priklad 21
2 0 n
x _ X ..\
e =ldx+or+ Zon!
n—=

konverguje stejnomé&rné na R (ukdzeme pozdgji).
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Véta 26 (Cauchyovo-Bolzanovo kritérium pro ¥ady funkci)

Rada funkci Y7 | fo(x) je na intervalu | stejnomé&rné& konvergentni pravé
tehdy, kdyZ posloupnost jejich Edstenych souctii s,(x) je na intervalu |
stejnomérné cauchyovska, tj.

Ve >0dng e NVxelVn>ngVmeN:
[Sn4m(X) = $n(X)| = |fat1(x) + -+ + Form(X)| <e.

v

Diikaz.

Rada funkci >2°°, f,(x) konverguje stejnom&rn& k funkci s(x), pravé
tehdy, kdyZ posloupnost jejich &aste¢nych souctl s,(x) konverguje
stejnom&rné& k funkci s(x). Nyni sta&i vyuzit Lemma 1. Ol
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Véta 27 (Weierstrassovo kritérium stejnomé&rné konvergence)

Necht posloupnost funkci {f,(x)},x € I, splfiuje na intervalu | nerovnost
|fa(x)| < ap, a &iselnd Fada > aj, je konvergentni. Pak Fada funkci
>0 1 fa(x) je na intervalu | stejnomérné& konvergentni.

Diikaz.

Podle pfedchozi véty stai dokazat, Ze posloupnost ¢aste¢nych souctl
sn(x) je na intervalu I stejnomé&rn& cauchyovskd. ProtoZe Yada > a,
konverguje, pak podle Cauchyova—Bolzanova kritéria je &iselnd
posloupnost jejich ¢aste¢nych souctl cauchyovska, tzn.

Ve dng € N,Vn > ng,Vm € N : |api1 + -+ anem| < &,

tedy

[frp1 (%) + -+ FormO)| < 1 ()] + -+ + [farm(X)]
<l|ant1+ -+ antm| <e Vn>ng,Vme N,Vx € I.
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Véta 30

Necht funkce f, jsou na intervalu | spojité a f,(x) = f(x) na intervalu I.
Pak je na intervalu | spojitd i limitni funkce f.

Diikaz.
Potfebujeme dokazat, Ze limy_,, f(x) = f(x0) Vxo € I.

[F(x) = F(x0)| = [F(x) = fa(x) + fa(x) = fa(x0) + falx0) — f(x0)]
< [F(X) = T +1a(x) = fa(x0)[ + [fa(x0) = F(x0)] -
S—— —

< <

wlm
wim

Necht € > 0 je libovolné, protoZe f,(x) — f(x) na I, k § 3ng,¥n > ng,

Vx € 11 |fa(x) — f(x)| < 5. Protoze f, jsou spojité, pak k 5 36 > 0,

Vx € (x0 — d0,x0 + 9) : |fo(x) — fu(x0)| < 5.

Tedy Ve > 036 > 0,Vx € (xo — d,x0 + 0) : |[f(x) — f(x0)| < € a funkce f
je spojita v bodé xp. O

v
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Véta 28 (Abelovo kritérium)

Necht > fy(x) je na intervalu | stejnomérn& konvergentni a posloupnost
{gn(x)} je na | stejnomé&rné ohraniena a monotdnni. Pak »_ f,(x)gn(x) je
na intervalu | stejnomérné konvergentni.

v

Véta 29 (Dirichletovo kritérium)

Necht >~ f,(x) md stejnomé&rné& ohranienou posloupnost &dste&nych
souctd, posloupnost {gn(x)} je na | monoténni a g, = 0 na I. Pak
> fa(x)gn(x) je na intervalu | stejnomérné konvergentni.

e Posloupnost {f,(x)} je na I neklesajici (nerostouci), jestlize ma tuto
vlastnost kazd3 &iselnd posloupnost {f,(x0)}, x0 € 1.

e Jestlize Ik € R, k > 0: Vn € N,Vx € | : [fo(x)| < k, nazyvdme
posloupnost {f,(x)} stejnomé&rn& ohrani&enou.
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Rady funkei Posloupnosti a fady funkei

Pozndmka

P¥edchozi V&ta 30 v podstaté dokazuje, Ze prostor spojitych funkci s
metrikou stejnomérné konvergence je tplny metricky prostor, a tedy Ize
aplikovat (na kontraktivni zobrazeni) Banachovu v&tu o pevném bodg.
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Veta 31 Poznamka

oo ) ) ) ) Derivace a integrace sou¢tu dvou funkci — plati pro libovolny koneény
Necht > | fo(x) = f(x) konverguje stejnomérné& na intervalu |, tj.

pocet s€itancd.

n
sn(x) = fi(x) = F(x) na I. Véta 32
k=1 , . . . P
Necht {f,} je posloupnost integrovatelnych funkci na intervalu [a, b] a tato
Je-li kaZdd z funkci f, spojita na I, je i soucet f spojitou funkci na posloupnost na [a, b] konverguje stejnomérné& k funkci f. Pak i limitni
intervalu I. ) funkce je na |a, b] integrovatelnd a plati

o b b
Dikaz. /f(x)dx: Iim/ fo(x)dx,

Aplikace Véty 30 na posloupnost sp(x) = fi(x) + - - + fa(x), coZ je spojita n—00
funkce, protoZe je koneénym souétem spojitych funkci. ]

< t. fab liMp—so0 fo(X)dx = im0 fab f(x)dx.
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Diikaz.

Funkce f je integrovatelnd na [a, b] prav& tehdy, kdyz Ve > 036 > 0,
VD(d&leni intervalu [a, b]) : (D) < : S(D,f) —s(D, f) < e. Madme

S(D,f)—s(D,f) = Déle potfebujeme dokdzat, Ze \fab fo(x)dx — fab f(x)dx| < € pro
=S(D,f)—S(D, )+ S(D,f,) —s(D, f,) + s(D, f,) —s(D, f) dostate¢né velké n.
< |S(D,f)—S(D,f,)| +|S(D, f,) — s(D, f,)| + |s(D, f,) — s(D, f)] b b
/ fo(x)dx — / f(x)dx

IS(D, f) — S(D, f,)| = Z[Mi(f)(xi — xi-1) — Mi(£,)(x; — xi—1)] pro n takova, Ze |f,(x) — f(x)| < =5 na intervalu [a, b].
i=1

b
g/ﬁguy—a@mx<a

a analogicky pro dolni soutty (M;(f) zna&i supremum funkce f na intervalu
[xi—1,xi].) Pro dostate¢né& jemné d&leni je i [S(D, f,) — s(D, f,)| < .
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Poznamka

Za predpokladu lim, oo [ fo(x)dx = [P f(x)dx, kde f,(x) = f(x) na
[a, b] mdme

x€[ab] = n'L”;o/X fn(t)dt:/x F(t)dt .
Falx) o
(Fa(x) = fa(x), F'(x) = f(x), Fa(a) = F(a) .)
pnrali
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Rady funkci Posloupnosti a fady funkci

Véta 34

Necht posloupnost {f,} je na intervalu | stejnomé&rné& konvergentni a ke
kaZdé z téchto funkci existuje na intervalu | primitivni funkce F,. JestliZe f
je stejnomérnd limita funkci na I, tj. f, = f na |, pak k funkci f také
existuje primitivni funkce. JestliZe pro néjaké c € | plati, Ze

limp— o0 Fn(c) = F(c), pak i posloupnost primitivnich funkci F,, konverguje
stejnomérné na intervalu I, a to k funkci F, tj. F, = F na | .

v

Véta 35

Necht Y f,(x) = f(x) stejnomé&rné& na intervalu [a, b] a kaZd4 z funkci f,
Je na [a, b] integrovatelnd. Pak je na [a, b] integrovatelny i soucet f a plati

JEEO)dx = 3202 [T fa(x)dx, g [7 5700 fa(x)dx = 3700, [ fa(x)dx.

4

Diikaz.
Aplikace Véty 32 na Eistetné soulty Fady > o fn(x). O

v
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Véta 33

Necht {f,(x)} je posloupnost funkci majicich na intervalu | = (a, b)
derivaci a necht tato posloupnost na | konverguje k funkci f a posloupnost
{f}(x)} na | konverguje stejnomé&rné&. Pak i limitni funkce f ma na |
derivaci a plati

f'(x) = lim f/(x),

n—oo

tj. [Iim,,_>oo fn(X)]/ = im0 f,;(x).

Diikaz.
Viz skripta. L]
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Rady funkei Posloupnosti a fady funkei

P¥iklad 22
Vypotitejte fllnn; S0 ne”™dx.

Cht&li bychom Y [ ne”™dx. To Ize pokud ¥ada stejnomé&rn& konverguje
na intervalu [In2,In 3], pouZijeme Weierstrassovo kritérium

()| < an » an<oo= Y fr=f:

—nx —nln2 _ n n4l1 2" _ n+l 1 n
lne=™| < ne =5, oo =5 = 5 <1= 3 5 < oo, tedy

Fada konverguje stejnomérné a Ize poditat

00 1 1
1 1 5 3 1 3 1

§ : —nx1Iln3 § : 2 3

n:1[ (S ]In2 <2n 3n> 1 _ % 1 _ 3 2 2
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Véta 36

Necht posloupnost funkci {f,(x)} md na intervalu | = (a, b) derivace f, a
pro Fadu z t&chto derivaci plati’y >, fi(x) = g(x) stejnomémé& na | a

Fada Y07, fo(x) na | konverguje. Pak soucet Y | fo(x) = f(x) md na |
derivaci a plati f'(x) = g(x), tj.

Diikaz.

Oznatme {sp} a {s,} posloupnosti ¢astenych souttd fad ) f,(x) a

> f(x). (Ztejmé plati, Ze s/, je derivaci s,.) Z ptedpokladi véty na / {s,}
konverguje a {s;,} konverguje stejnomé&rng&. Dle V&ty 33 m3 funkce

> fa(x) = f(x) derivaci a plati

o
Fi(x) = lim s,(x) = lim [f(x) 4+ +f(x)] = El 2 (%)-
n=
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Rady funkci Mocninné fady

Definice 11

Necht a, je posloupnost redlnych &isel a xo € R, pak nekone?na ¥ada
funkei >~07 5 an(x — xo)" se nazyva mocninnd Fada se stfedem xg a
koeficienty a,, n € Np.

Poznamka

@ Substituci y = x — xp = >_ anyn lze kaZdou ¥adu prevést na ¥adu se
stfedem yp = 0. MiZeme proto uvaZovat fady » .- anx”.

@ Mocninna ¥ada vZdy konverguje ve svém stfedu.
e Konvence: 3 apx" =377 anx".
e Np:=NuU{0}.
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Véta 37

Necht posloupnost funkci {f,(x)} md na intervalu | = (a, b) derivace f,, a
pro Fadu z téchto derivaci plati’ )" | f/(x) = g(x) stejnomé&rné na I.
JestliZze Fada Y72 ; fo(x) konverguje alespori v jednom ¢&isle ¢ € I, pak tato
Fada konverguje stejnomérné& a pro jeji soucet Y 1 fo(x) = f(x) plati

Fi(x) = g(x), ti. (o1 fa(x))' = 2021 f(x).

Poznamka

Lze sestrojit ptiklady, kde se ukdze, Ze nelze nahradit stejnomérnou
konvergenci bodovou konvergenci.
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Rady funkci Mocninné ¥ady

Véta 38
Necht a := limsup {/|an|.
@ Je-lia=0, pak mocninnd Fada ) apx" konverguje Vx € R.
o Je-li a = 0o, pak Fada konverguje pouze ve svém stfedu xg = 0.

® Je-li 0 < a < oo, pak Fada konvergujeVx e R: [x| < R:=1a
diverguje pro x € R : |x| > R.

Cislo R se nazyvd polomé&r konvergence mocninné Fady " apx".

Poznamka

Interval I takovy, Ze pro x € [ p¥islusna ¥ada (absolutn&) konverguje
nazyvdme intervalem (absolutni) konvergence této ¥ady.
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Diikaz.
P¥edpokladejme pro jednoduchost, Ze existuje limita lim \"/m = a. Pro
n&jaké x € R aplikujeme na ¥adu ) |a,x"| odmocninové kritérium
<1 konverguje

lim ¢/Janx"] = |x| - lim ¢/]an| = a2+ |x|{ > 1 diverguje =

=1 nevime
= R ¥ada konv.
= R Yada div.

x| <
x| >

[N

Pokud limita lim y/a, neexistuje, pak limsup y/a, charakterizuje jak velkd
&isla a, se v posloupnosti vyskytuji a &im v&tsi jsou a,, tim mensi je
interval pro x, pro néz ¥ada konverguje. O

4
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Rady funkci Mocninné fady

P¥iklad 23
Q0> x", a=limVi=1=R=1
pro x = —1 ¥ada osciluje, pro x = 1 Yada diverguje, fada konverguje
(absolutn&) pro x € (—1,1)
@YX a=Il=lm2 =lm =1=>R=1

pro x =1 méme > % kterd diverguje (harmonickd ¥ada),
_ . (=1)" . .
pro x = —1 mame ) *—>, kterd konverguje (Leibnizova ¥ada),
fada konverguje pro x € [—1, 1), absolutn& konverguje pro x € (—1,1)
o> 7(_13'7’(", R =1, konverguje pro x € (—1,1], absolutn&
konverguje pro x € (—1,1)
QY% R=11lm =1, x=1=3 L konverguje absolutng,

x=-1=5%" (772)" konverguje absolutné&, Yada konverguje absolutné

pro x € [—1,1]
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Poznamka
@ Protoze plati

an+1
dn

liminf

<liminf y/|ap| < limsup v/|ap| < limsup

an+1
dn

)

Ize v p¥ipadé existence limity podilu pouZit pro ureni polomé&ru
konvergence ji.

@ Protoze ve zminénych limitach jsou absolutni hodnoty, ziskavdme
uvnit¥ intervalu konvergence p¥imo absolutni konvergenci.

@ Pro hodnoty x, kde limity vychdzi jedna (krajni body intervalu
konvergence) tyto hodnoty dosadime a ¥eSime konvergenci p¥islusnych
Ciselnych ¥ad.
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Rady funkci Mocninné ¥ady

Ptiklad 24
R =7
Xy
ap =1 R=1limL . DY jim(n 1 1) = o
¥ada konverguje pro Vx € R
Q@ > nlx"
an = n!, R =0, ¥ada konverguje pouze pro x =0
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Poznamka
Pro¢ se ¥ikd polomér konvergence?

Casto se uvaZuje ¥ada Y- anz",z € C,a, € C, kde pak misto intervalu
konvergence pracujeme s kruZnicemi o poloméru |z|. Tedy hleddme takové
&islo R, kdy dand ¥ada konverguje pro viechny z € C, |z| < R a diverguje
pro vdechny z € C, |z| > R.
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Rady funkci Mocninné fady

Véta 40

Necht mocninnd Fada >~ a,x" md polomér konvergence R > 0. Pak
Vx € (—R, R) plati

1
/OX Z ant”dt = Z an:,j:_l,

pFicemZ Fada na pravé strané rovnosti ma polomér konvergence opét R.
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Véta 39

Necht mocninnd ¥ada >~ a,x" md polomér konvergence R > 0. Pak
Vr:0 < r < R Fada konverguje na intervalu [—r, r] stejnomé&rné
(a absolutng).

Diikaz.
Necht 0 < r < R je libovolné. PouZijeme Weierstrassovo kritérium
stejnomé&rné konvergence, tj. Y apx" = |apx"| = |an| - [x"| < |an| - "] pro

x € [—r,r], ¥ada >_|ap| - |r"| konverguje, nebot |r| < R, tedy > apx”
konverguje na [—r, r] stejnomé&rn&. Absolutni konvergence plyne z faktu, Ze
v nerovnosti |a,x"| < |a,| - |r"| vystupuje absolutni hodnota. O

y
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Rady funkci Mocninné fady

Diikaz.

[ S a5 a, [Frae= 0, [P0 2 e
— = = X
0 n n 0 n n+10 n+].

P¥edpokladejme, Ze existuje limita lim {/|a,| = a = L botom
p ) I R' P

1
1 \n
lim { 20| = lim {/|ap| - lim ()

n+1 n+1
1 1
. " . 1y (L . =In(n+1)
= a-lim = |0 = alimer"(#1) = 2.lime— " =ael =g,
n+1
Y M a 1
tedy polomé&r konvergence fady nJ:lx”+ je R.
y an_ n+1 _ . an ,,n N ¥ ;
ProtoZe ) , -yx =X ~rpx" mohli jsme pouZit n-tou odmocninu
misto (n + 1)-ni. O

v
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Véta 41

Necht mocninnd Fada Y a,x" md polomér konvergence R > 0. Pak
Vx € (—R, R) plati

! 00

o0
E anx" :E napx" 1,
n=1

n=1

pFicemZ derivovanim se polomér konvergence neméni.

Diikaz.

Opé&t plyne ze stejnomé&rné konvergence a jednoduchého vypottu. O
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Rady funkci Mocninné fady

Dikaz.

Pro dikaz vyuZijeme Abelovo kritérium (v&ta 28).

Pro x € [0, R] je &iselnd ¥ada ) a,R" konvergentni, tedy je pro libovolné x
konvergentni stejnom&rn& (jako funkce vystupuji konstanty). P¥episme
Fadu z tvrzeni véty takto

Za,,x" = ZanR” (%)n

Pro pouZziti Abelova kritéria musi byt posloupnost funkci {(%)n}

nerostouci a stejnomé&rn& ohranitend, coz je pro x € [0, R| spln&no. ]

w
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Véta 42 (Abelova vé&ta)

Necht mocninnd Fada > a,x" md polomér konvergence 0 < R < oo a
predpokladejme, Ze pro x = R je tato Fada konvergentni. Pak jeji soulet
f(x) = >_ anx" je funkce, kterd je v x = R zleva spojita, tj.

Y aR"=f(R)= lim f(x).

x—R~
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Rady funkci Mocninné fady

P¥iklad 25
Urtete soutet fady D 72 o%.
lim ’2’,,+§ . 2—: = lim ”;;1 = % < 1 = ¥ada konverguje a ma tedy smysl
pokralovat.
e VyuZijeme mocninnou fadu »_,7 o n- x". Ihned mame
R =lim|35] =1, tedy pro x = % absolutng konverguje.

) /

o o
E n~x”:x-E n-x"1=x. E n/x”_ldx
n=0 n=1 n=1

> X ! 1—x+x X
— . n — . —_ — . —
=X | 20| = (1—x> X2 T @ x2
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° Vyuiijeme Cauchytv soutin (absolutn& konvergentni) ¥ady
S0 1 & =1 se sebou. Tedy

1 1 1 1 1 1
11— <Z 2)(22) L T I
_ n 1 = n
_Z2n+1 _5'257
n=1 n=1
odkud ihned }~7° | &% = 2.

@ P¥imo pomoci &astednych souétli mame

1,23, n s 1+2+3+ o
=574 g on D 8" 16 ont1

Odkud odettenim ziskame

1 n

2 2 4 2n 2n
n=1
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P¥iklad 27

Urtete polom&r konvergence a soutet Yady Y 72 o n(n + 2)x"

n(n+2)
(n+1)(n+3)

an

R =Ilim = |im =1

an+1

Pro x € (—1,1) mame >_° ; x" = t2. Proto¥e pro x = 0 mame ihned
Yoo n(n—+2)x" =0, budeme predpoklddat, Ze x # 0.

> 1 d

S /o

= 1—x dx
o0 /
an"_l: L /-X3
— 1—x
o

n+2

nz_%nx 1—x /dx

v
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P¥iklad 26
Uréete soulet Fady > °°

n=1 n2"'

VyuZijeme mocninnou fadu )7 % Ilhned mdme R = Iim|inl| =1, tedy
pro x = % absolutné konverguje.

= Ln_ = X n—1 _ R n—1
Zn_Z/Ot dt—/Zt dt
n=1 n=1
/ 7dt—[—|n\1 t|]6<:—|n(1—x)

SETRNC) A
ann_z - ——In<1—2)——ln2—ln2
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Rady funkci Mocninné fady

o0

3x2 — x3 1

o2yt 2 2

nz% (1—x)3 X
> 3x — x2
n(n+2)x"= ——
2 e

Vysledny vztah plati i pro x = 0, tedy lze ho pouZit pro viechna

€ (-1,1).
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P¥iklad 28
Definice 12 -4
. . e 2 x#0, £(7)(0)
Necht funkce f ma v bod& xg derivace viech ¥adii, pak se mocninnd ¥ada UvaZujme funkei f(x) = 0 X — Potom a = 0,2, = —;=,n € N.
> 00y 1
(x =0 f(x) — f(0 e 2 1 >
n—=0 ! '(0) = lim ) = F0) = lim =|x==|= lim (t-e")
x=»0 x—0 x—=0 X t t—+oo
nazyva Taylorova Fada funkce f. Je-li xo = 0, pak se ¥ada nazyva — im 25— im —0
Maclaurinova Fada. | t—too et?  t—too 2t et?
) 1 , 1y )
Pozndmka e ) —f'(0) e < e 2
1" . . . e «x
f7(0) = lim = lim = lim =0
x—0 x—0 x—0 X x—=0 X
Podobné
F(MN(0) =0 Vne Ny,
) COZ znamena
F(x) = > 0-x"=0#f(x).
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Rady funkci Mocninné ¥ady Rady funkci Mocninné ¥ady

Véta 43

Necht funkce f md na intervalu | = [—r, r] derivace vech Fidii a existuje

- konstanta K > 0 takovd, Ze
Poznamka

Fr(e) 1fM(x)] < K Vxel,¥neN.

X
| Y
(n+1)! Pak Maclaurinova Fada funkce f konverguje na intervalu | = [—r, |

kde £ je mezi 0 a x, Tp(x) je (n+ 1)-ni Eastetny soulet » ,_, k)(o)xk stejnomé&rné k funkci f.
Plati T,(x) — f(x), pokud Rp(x) — 0.

F(x) = Ta(x) + Ra(x),  Ra(x) =

’ Diikaz.
|Ra(x)| = "11()51) "+1‘ <K ’j:ll), — 0, nebot Yada > ;—',' konverguje.
Mmoot opl
( o e = e 0) O
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Priklad 29

° &y 30T
Vr e R,Vne N: (e)(") = e :>]ex\<e’Vx€[—r,r]

= |Rn(x )\<(+1) 0= 3% =¢ nal[-r,r|
2 3 n
& =l4x+ 4+ 4o, VxER

@ pro sin x, cos x plati
Vr>0,¥ne N: |(sinx)M] <1, |(cosx)(M| <1Vx € [~r,r]

3 5 7 n,2n+1
x> x> X (—1)"x
S|nX_X—§+§—W W+, VXGR
X2 X4 X6 (_1)nX2n
cosx:l—j H—a+---+W+---, Vx € R
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P¥iklad 31
Urlete soucet &iselné Fady
i =14+- + L + L + ! +
9 16
="
Maclaurinova ¥ada funkce $"X je
sinx 1 1 5 1 ¢ 7
== | X—=X 4+ =X — =X +
X X < 3! 5! 7!
1 1 = (=1)"
—1— x4 b= 2n
3! 5! 7! nz_; (2n+1)!
prox € R, x #0.
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Priklad 30

)n+1

+(1I‘l +1R:11

° |n(1—|—x)»—>x—%2 —
t|Rn(x )|<W—>O

pro [—r,r] C (—1,1

~ +
w‘x

In(1+x) = Z fx’ Vx € (—1,1]

n=1
Prox=1 konverguje podle Abelovy véty 42. (Tedy zndme soulet
Leibnizovy Yady 1 — § + 7— 3 + =1In2)
o |(1+x)*= (3) + <Clx>x+---+ <a>x”+ -, Vx e (-1,1)
n
néiﬁi\telﬁ
ala—1)---(a—n+1)

aeR, R=1, (f;):

n!
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Rady funkci Mocninné ¥ady

Koteny funkce s'% jsou z¥ejmé v bodech +7, 427, 437, +4m, atd. a
tedy tuto funkci lze ,rozloZit" na (nekone&ny) soutin kofenovych &initeld

(=205 0oz (o) (o5) (o)
(-5 (i) (o) ()

Porovnanim koeficienti u mocniny x? s p¥islusnym koeficientem v rozvoji
funkce *3* dostaneme

&ili po vynasobeni &islem —72 dostaneme

w2 1 1 1 <1
=14 _ — .
6 T2t " 22
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Poznamka

ProtoZe je sin 7 = 1, plyne ze vzorcli v pfedchozim p¥ikladu volbou x = 7
vyjadreni

I
/N

=

I
N = 3
N———
7/ N

[—y

+

- 6D -0

2 13355779

pro vyjadreni &isla 7 (a tedy i &isla ) pomoci nekone¢ného soutinu.

0D DB A D )
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Rady funkci Mocninné fady

Priklad 32

Uréete Maclauriniv rozvoj funkci
a) f(x) = arctg x, b) f(x) = arcsinx, c) f(x) =e*sinx, d) f(x) = tgx.

a) f(x) = arctg x ma derivaci

1 oo
f/(X) = m = 1 — X2 + X4 — X6 + -4 (_1)nX2n = ;}(—l)nxzn,
coZ je geometrické fadas g = —x%® a R =1. Tedy
0 2n+1
2n nX
t = dt = -1
arctg x = / ;( ) il
X5 (_1)nX2n+1
= x— SR Sl 1.1
3+5 T a R

Poznamka

Volbou x = 1 dostavdme historicky vzoretek 7 =1 — % + % - % + -

J
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Véta 44

Necht f(x) = > 02y anx" prox € (—r,r),r > 0. Pak
£(n)
a, = n|(0) ¥n e NU {0}.

Tedy, je-li f souctem mocninné Fady se stfedem xo =0 na (—r,r),r >0,
pak tato Fada je Maclaurinovou Fadou funkce f.

Duikaz.

Pro x =0 mdme f(0) = ag. Zderivovdnim dostaneme

Za,,x = f'(x Znanx 1X 0

Postupn& derivujeme a dosazujeme x = 0. Odtud f("(0) = nla,. O

= f/(O) = a1.

4
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Rady funkci Mocninné fady

2 3 n
f(x) =€ sinx = <1+X+X+X+~-+XI+---> X
n!

31
X3 X5 (_1)n+1X2n+1
XG‘&*&‘“+@wn!+”>

21 3l 331
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d) f(x) =tgx
sin x N C AL il
oSyt
tgx = =— G —— = ax + ax® + X+

2
Cos X R L LR s

vyndsobime kosinem a ziskame

X3 X5 X7 X2 X4 X6 3
ﬁ_}—il ?‘1' (1—2|+| E‘i‘ )‘(C1X+C3X +)

a porovnanim koeficientl mame

xt:1= c1,
3 1 c N 1 1 1
x> == —— = — = G3=———=—
TR T S S A B S &
1 (5] C3
5
X —==—— =40 =ac
51 41 21 TRy
tedy f(x) =tgx =x+ 33+ Zx5 4.
© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 123 /187
0 X2n+1
sinx = —1)"——— . sin(arcsinx) =x, xe€(-1,1
n=0
tedy
_ _ arcsin®x  arcsin® x
X = arcsin x — 3] -+ 5l

predpokladejme
arcsin x = ajx + asx° + asx> + - - -
potom
x = (a1x + a3x® + asx® + - +) —%(alx+a3x3+a5x5+...)3
+$(31X+a3x3~|—a5x5+---)5+...

a porovnanim koeficienti

x>

[

1 3 a 3 3
l=a,x>:0=a3—3 = a3 = 0=a5— 3,3133—1— = a5 = 75
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b) Pro f(x) = arcsin x vyuZijeme rozvoj do binomické ¥ady z p¥ikladu 30.

:‘tzxz’(l— 07 = (L ()7

(@) (D)o (o

n!
n=1
(o) oo
1-3---(2n—1) (2n — )N
_ _1\n(_1\n n __ n
=1+ (-1)"(-1) o t _1+272nn! t
n=1 n=1
— (2n—1)ll ,
=1+ S " xe(-11)
n=1
[ & (20— 1) < (20— 1)
o B 2n B 2n+1
arcsmx—/1+z i ds = X+Zznn| 2n+1)X
0 n=1
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P¥iklad 33
Urlete soucet mocninné fady
o0
2 1
3 entloon
n!
n=0
Cilem je vyuZit pfedchozi znalosti. Vime, Ze ¢* = );—',1 tedy e = Xn—z,"

S vyuZitim (x2"1) = (2n 4 1)x2" dostaneme

Z2nn—!klxzn:z;|( 2n+1y _ {Xziln]/

= (x ex2)’ = 4xe 2x = ex2(2x2 +1).
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Pozndmka

PouZiti mocninnych ¥ad (mj.):
@ priblizny vypocet funk&nich hodnot (f(x) =Y an(x — x0)")
@ priblizny vypocet integrall

@ fedeni diferencidlnich rovnic
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P¥iklad 35

y'+y=0

Hleddme Yedeni ve tvaru y = > 72 g apx" = ap + aix + ax? 4+ -+, tedy

y" =37, n(n—1)a,x"~2. Rovnice m4 potom tvar

oo o0
y' +y= Z n(n—1)ax""2 + Z apx"
n=2 n=0

=(ap+2-1-a))+x(ar+3-2-a3) +x*(ax+4-3-a4)+ -

+x"2(ap_24+n(n—1a,)+---=0
Odtud a, = —n?;j). Volbou ap = 0, a; = 1 dostaneme
(=1)" — (1" 1
= 0 = = = D ——— = .
azp = 0,a2,-1 20+ 1)l y ; ont 1)!x sin x
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P¥iklad 34
fol SinXdx s presnosti 1073
smx_l X2+X4 X6+
X 3! 5! 7!
:/lsinxd o L1 1o,
x=1-— —
0 X 3.3 ' 5.5 7.7l
sta&i pro nasi pfesnost
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Rady funkci Mocninné ¥ady

Volbou ag = 1, a; = 0 dostaneme podobné y = cos x. Pokud bychom
nepokladali a; rovno 1, resp. ag, ziskali bychom ¥eSeni y = aj sin x, resp.
y = ag cos x. ReSeni je tedy

y =aisinx+ agcosx, ai,ax€R.
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P¥iklad 36
y'+xy =0 J

Regeni hleddme ve tvaru y = Y0% Ja,x" =y = 3"°° ) n(n — 1)ax"~2,

tedy

o0 [e.9]
y' +xy = Z n(n—1)ax""2 + Z anx"1

n=2 n=0
:232X0+X1(3'2'33+ao)+X2(4'3’34+31)+"'
+x"2(n(n —1)ap + ap-3) +--- = 0.
Odtud
32:0 33:—i a :—i a :_ﬁ
’ 3.2 4.3’ T n(n—1)
tedy as = ag=--- =0,
=0 =2 D IO
3732 ®7 6.5 6.53.22 ° 0.8.6-5-3.-2’

Matematicka analyza 131 /187

© Petr Hasil (MUNI)

Rady funkci Mocninné fady

Poznamka

Rady Ize vyuzit k zavedeni elementarnich funkei, studiu jejich vlastnosti,
pop¥. pro rozsiteni jejich definice do komplexniho oboru.

f(x) = Z apx", x| <R, zw Z anz"
Napt¥.
zZn (_1)nz2n+1 (_1)n22n
z __ - _ —
e —Zn!,smz_Z @n+ 1) ,cosz-Z el

V C pak Ize takto zjistit, Ze In(—1) = im, nebo ¥esit rovnici sinz = 2.
(sin(x + iy) dosadime do ¥ady a vyjde ndm soucet vedouci na
sinx cosh y + i cos xsinhy, z=1.5708 £+ 1.31696/.)
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a _7_31 a _731 a = —a
T3 77643 1071097643
Proto
. _d0 3 91 4 90 6 a1 7.
Y=t ax s X 3 e 5.32° 76430 T
Y PR S AN
= . X — °
0 3.2 6532 ! 4.3 7643
" P
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Rady funkci Mocninné fady

Pozndmka (S¢itani divergentnich ¥ad)

@ Cesarova sumace:

n—o0 n

(o)
€ a:= lim it At
n=1

kde s, = a1 + - - - + a,. Nap¥. pro Grandiho ¥adu dostaneme

11 2 2 3 3

D R I

Matematickd analyza

(© Petr Hasil (MUNI)
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@ Abelova sumace:
Pro > a, uvaZujeme > a,x". Pokud konverguje pro x € (—R, R)
k funkci, kterd ma pro x — R~ limitu, nazveme tuto limitu Abelovou
sumou, tj.

(A)Y aR":= lim f(x), f(x)=) ax",x€(-R,R).

x—R~

(Konzistence s pfedchozi teorii plyne z Abelovy véty 42.)
Sectéme Grandiho ¥adu pouZitim

S (1) =3 ("
n=1 n=1

cozZ je geometrickd mocninna ¥Yada s polomé&rem R =1 a soultem

T Tedy

(A (-1)" = lm —= ——%.

x—=1- 14+ x -

n=1

v
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Rady funkci Mocninné fady

—f —f: —f —fofef]
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Poznamka (Konstrukce spojitych funkci bez derivace)

UvaZujme funkei f: R — R danou predpisem f(x) = arcsin (sin (gx))
a posloupnost funkci

f(2x f(2"x
00 = £, ) = o2, () = T2
Je ztejmé, Ze |£(2"X)| < T = |fo(x)| < § - 5. PHitom 35772, L < o0,

tedy Yada .o ; 2. f(2"x) stejnomérné& konverguje podle Weierstrassova
kritéria (v&ta 27). Ozname soulet této fady F(x).

Funkce F je spojitd na R, protoZe je stejnomérnym souétem spojitych
funkci, ale nema derivaci v &islech 53, m € Z, n € Np. (Cisla tvaru 77 se
nazyvaji dyadicka &isla a jsou hustd v R.)
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Rady funkci Fourierovy fady

(0
) Y = S (), = )

... Maclaurinova ¥ada

f(x) periodicka s periodou 27 ...

ao :
f(x) >+ Z(an cos nx + by sin nx)

(rezonan&ni kmitoet LC obvodu — elektromagnetického oscilatoru
tvofeného civkou a kondenzatorem)
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Definice 13
Na mnoZing& P = C|a, b] definujeme skaldrni soucin Dale, takto definovana norma jist& spliiuje
, o |[f=0<f=0
(frg) = | Felx)ax o Jlaf| = ol - |
: o [[f +gll <[]+ llgll
i 1/2 1/2 1/2
b 1/2 (Minkowského nerovnost)
I = VTR = | [ e
a
Metrika na prostoru Cla, b]:
Takto definovany skaldrni sou¢in ma obvyklé vlastnosti, zejména je
komutativni . . b p 2 1/2
F.8) = (&) plf.8) = I — el = | [ ()~ g() e
a bilinedrn{
(afi + B, 8) = alfi, &) + B(f, 8).
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Rady funkci Fourierovy fady Rady funkci Fourierovy fady

Definice 14

Rekneme, e funkce f a g jsou ortogondini na intervalu [a, b], pokud Poznamka

Z ortonormality systému ¢, plyne jeho nezdvislost, tedy ¢, je

b oy
. ortonormalni baze.
(f.g) =0, 4 /a f(x)g(x)dx = 0. Jestlize (f,p,) = 0Vn €N, potom f = 0.

Déle Yekneme, Ze funkce f je normovand, pokud ||f|| = 1. Pokud f # 0,

T i Pozndmka
pak g = 17T J& normovana.

Uvahy Ize samoz¥ejmé délat i na vSech funkcich integrovatelnych

Rekneme, Ze systém funkci ¢, € Cla, b] je ortogonalni, pokud (p;, p;) =0 s kvadrétem. tj

pro i # j. Jestlize navic plati, Ze ||p;|| = 1, fekneme, Ze systém funkci je
ortonormaini.

b
: L2[a,b]:{f:[a,b]—>R;/ f2(x)dx<oo}.
Cla, b] je vektorovy prostor, f,g € Cla,b],a, 5 € R = af + g € C|a, b]. a

Dimenze tohoto prostoru je oo, nebot polynomy jsou spojité funkce,
prostor polynomid ma dimenzi oo a je podprostorem spojitych funkci.
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Mame-li generdtory g; s vlastnosti

0 proi#j

(gi,gj) = o
1 proi=j

hovofime o ortonormdini bazi (pracujeme také s ortogondlnf).

Grammova—-Schmidtova ortogonalizace vytvo¥i z libovolného spocetného

systému generdtorl f; nové ortogonalni generdtory g; téhoZ prostoru, tj.

(gi,gj) = 0 pro v8echny i # j. Spotteme je postupn&: g = f; a formulemi

(fot1,8i)
ger1=frpi+ag 4 +ag, ai= el
1
pro ¢ > 1.
P¥ikladem jsou nap¥. ortogonalni polynomy.
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Rady funkci Fourierovy fady

Poznamka

Budeme-li uvazovat skalarni soudin

f0°° Po(X)Pm(x)x? e *dx, n # m,a > —1, ziskdme tzv. Laguerrovy
polynomy (viz numerické metody).
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Aplikujme tuto proceduru na prvni tfi polynomy 1, x, x? na intervalu
[-1,1]. Dostaneme g1 =1,

1 1
82 = _”g‘]_Hz/ X].dX].:X—OZX
-1
1 1 1 1
g3 = x> — 2/ x?-ldx-1— 2/ x? . xdx - x
gl |
1
_ 2 =
=X 3

P¥isluind ortogondlni baze prostoru Ry[x] na intervalu [—1,1] je tedy
1, x,x% — 1/3. Normalizaci, tj. vhodnym ndsobenim skaldrem tak, aby
prvky v bazi mély velikost jedna dostaneme ortonormalni bazi

h1—\/§ hz—\[ \/7(3)( 1).

Takovym ortonormdlnim generdtorim Ry[x]| se ¥ikd Legendreovy
polynomy.
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Rady funkci Fourierovy fady

Véta 45
Systém funkci

{1, sin x, cos x, sin 2x, cos 2x, . .., sin nx, cos nx, ... }

tvoFi ortogondlini systém na intervalu [—m, 7| (obecné& na kaZdém intervalu
délky 27).

Diikaz.
P¥imym vypo&tem. Pro m € N, n € Ny, v druhém a t¥etim p¥ipadé m # n,
mdame

o [T sinmxcosnxdx =3 [T sin(m+n)xdx+21 [T sin(m—n)xdx =0
o [T sinmxsinnxdx =1 [T cos(m—n)xdx—1 [T cos(m-+n)xdx =0

. ™
@ analogicky f_7T cos mx cos nxdx = 0

= {1,sinx,cosx, ...} je ortogonalni systém na [—m, 7]. O

v
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Pozndmka
. 1/2
e Pokud f =1, potom ||f| = [fiw fz(x)dx} = V2.

e |[[sinnx| = \/ffﬂ sin? nxdx = \/fir7T Imcosamx gy = /7 — 0 = /7.
@ ||cos nx|| = /7.

@ Necht f je libovolnd 27-periodicka funkce, pak pro kazdé a € R plati

/027r f(x)dx = /:+27T f(x)dx.

Tedy {1, sin x, cos x, sin 2x, cos 2x, ... } C L[?[a,a+ 27], Va € R.

a+2m 27 a+2m
/ f(x)dx = / f(x)dx + / f(x)dx = |x = t + 2m,dx =dt|
a a

2

— /327r f(x)dx—i—/oa f(t+2m)dt = /jﬂ f(x)dx—i—/oa f(x)dx = /027r f(x)dx.
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Rady funkci Fourierovy fady

Nyni vezmeme v dvahu, Ze systém funkci {¢1, p2,...} je ortogondlni. To
znamena, Ze na pravé strané zlstane jediny nenulovy séitanec, tedy

b b
| redeax=g [ e dx
Odtud snadno vyjadfime koeficient ¢; jako

1 /b
=175 f(x)p;(x)dx.
1= i J, eI

Takto vypottené koeficienty budeme nazyvat Fourierovy koeficienty funkce
f v systému {1, 2,...}.
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Predpokladejme nyni, Ze je moZné funkci f € L2[a, b] zapsat jako
kombinaci funkci z daného ortogondlniho systému {1, ¢2,...}, tedy

F(x) = cipi(x),
i=1

pri¢emZ ¥ada napravo konverguje k funkci f na intervalu [a, b] stejnomé&rné&.
Vyndsobenim funkci ¢; a ndslednou integraci od a do b obdrZime

b b 0O
/ f(x)pj(x)dx = / ZC,'(,D,'(X)QDJ'(X) dx.
a a =1

Nyni s pouZitim v&ty 35 zam&nime sumaci a integraci (koeficient ¢; je
vzhledem k integralu konstantni, tedy je moZné ho vytknout)

b oo b
| feitex=>"a [ b x
a i=1 a
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Rady funkci Fourierovy fady

Véta 46

Necht je {¢n} ortogondini systém (posloupnost) funkci na intervalu [a, b]
a {cn} C R ¢&iselnd posloupnost. Jestlize ¥ada >~ | capn(x) konverguje
stejnomé&rné k funkci f na intervalu [a, b], potom

<f750n>
Ch = .
H‘PnH2
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Definice 15
Necht {p,} je ortogondlni systém funkci na [a, b], tj.

b
/ ©n(x)em(x)dx = 0,n # m.

Necht ¢, = ﬁ';ﬂ’"g, pak fadu Y cppn(x) funkei nazyvame Fourierova Fada

funkce f vzhledem k ortogonalnimu systému {¢,} a &isla ¢, Fourierovy
koeficienty funkce f vzhledem k {¢p}.

Poznamka

UvaZujeme f(x) — > chpn(x) a budeme zkoumat, kdy mizeme Sipku

nahradit rovnitkem a kdy je ,,rovnitko stejnomé&rné".
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Rady funkci Fourierovy fady

Definice 16

y 1/2
Cislo ||f — g|| = [fab(f(x) — g(x))%dx se nazyva kvadraticka odchylka

funkci f a g.
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Véta 47
Necht @1, ..., ¢, je ortogondini systém funkci na intervalu [a, b]. Ozna&me
L, linedrni obal tohoto systému. Necht f € Cla, b] a necht cy,...,c, jsou

Fourierovy koeficienty funkce f.
Pak vzdalenost f od L, je

p(f,Ln) = IF = ciprlls

tj. prvek g = c11 + - - - + cpipn je ten prvek prostoru L, pro né&jZz
p(f, Ln) = p(f.g).

Poznamka

Regime problém, jak aproximuji &aste¢né soutty Fourierovy Fady funkci f.

y
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Rady funkci Fourierovy fady

Véta 48
Necht f je integrovatelnd na [a, b] a necht {p,} je ortogondini systém
funkci na [a, b]. Mezi viemi linedrnimi kombinacemi funkci ¢1, ..., o, ma

od funkce f nejmensi kvadratickou odchylku ta linedrni kombinace, jejiz
koeficienty jsou Fourierovy koeficienty funkce f, tj.

n
f
Hf— deSOkH — min pro dx = cx = < 780k2>'
k=1 el
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Dikaz.
Plati
2

b n
| — deSDk )|? = / F— " depi(x)| dx
a k=1
b b [ n 2
= / f2dx — 2/ f- Z dror(x)dx —l—/ Z dror(x)| dx
a a k=1

IR =23 dlfap) + > / FRdx
k=1 k=1 a

n n
= [IfI1> =2 decklloul® + D dilloxl?

k=1 k=1
n
= 1P+ D _llerll? [(ek — di)® = cz] — min
k=1
minimum nastdva pro dyx = c. L]

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 156 / 187

Rady funkci Fourierovy fady

Disledek

Fourierova Fada >~ cxpk konverguje podle stfedu k funkci f pravé tehdy,
kdy2 plati [|£]]* = 32021 c;llenll*.
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Poznamka
Z dikazu plyne pro dix = ¢ a libovolné n € N, Ze

0 <|If - ZCkSOkH2 =|IfI* - chHsakH2 = ||flI* > ZCkH‘PkH2

k=1 k=1

co? je tzv. Besselova nerovnost. Odtud plyne, Ze > 0% c2|l¢«l|? je
ohrani&end (zdola nulou a shora normou funkce) a protoZe je to ¥ada
s nezapornymi &leny, pak tato Yada konverguje a lim cx||pk|| = 0.

Poznamka

Jestlize v Besselové nerovnosti plati rovnost, ¥ikime, Ze pro funkci f plati
Parsevalova rovnost. Rekneme, ¥e Fourierova ¥ada > cnpn konverguje
podle stfedu k funkci f, jestlize

If — Z crprl| =

v
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RECVRTLISEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ... }

Véta 49

Fourierova Fada integrovatelné funkce f na intervalu [—m, 7] md vzhledem
k systému {1,sin x, cos x, ...} tvar

o0
24 Z(an cos nx + by sin nx),

2 n=1
kde

1 T

ap = / f(x) cos nxdx, n € Ny,
™J—x
1 [7 _

b, = / f(x)sin nxdx, ne N.
™ -7
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Diikaz.

P¥imo vytvotime Yadu D77 ) chpn(x), kde ¢, = ﬁ';;fl”g. Jiz vime, Ze
11|l = V27, ||cos nx|| = /7 a ||sin nx|| = /7, takZe pfeznatenim

Cn, N € N, dostavdme

1 ™ 1 s
= — f(x)cos nxdx, b,=——= f
V 7T2 - " V 7T2 -
a pro prvni koeficient ¢cg mame

= <f7 <)00> _ fjw f(X)dX
[l [? or

ap (x)sinnxdx, neN,

Jestlize prvni koeficient zahrneme do a,, mdme ihned ¢y = %
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RECVRTUISEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ... }

Definice 17

Necht f je integrovatelnd na [—m, w]. Funkci f* nazveme 27 periodické
rozsiteni funkce f, jestlize

f(x) x € (—m,m),
f*(x) = f(x — 2km) x € ((2k — )7, (2k + 1)7),
%(f(—w*‘)—l—f(w‘)) x = (2k + 1)7.

Oznaleni f(a™) = lim,_, .+ f(x), resp. f(a~) = lim,_, - f(x).

© Petr Hasil (MUNI)
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Pozndmka
o Jeli f licha, pak f - cos nx je také lichd. Proto a, = 0Vn € Ng.
o Je-li f sudd, pak f - sin nx je lichd. Proto b, =0Vn e N.

Disledek
Necht f je integrovatelnd na [—m, 7).

a) Je-li f sudd funkce, pak md jeji Fourierova Fada tvar

o
2 ™
2 + Z ancos nx, kde a, = / f(x) cos nxdx, n € Np.
2 —1 Y 0

b) Je-li f lichd funkce, pak md jeji Fourierova Fada tvar

Z bpsin nx, kde b, = 2/ f(x)sin nxdx, n € N.
T Jo
n=1

Matematickd analyza
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RECVRTLISEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ... }

Definice 18

Necht f je integrovatelnd na [0, 7], sudé rozsi¥eni funkce f na interval
[—7, 7] je funkce

f(x) xe][0,n],

folx) = f(—x) x¢€[-m,0)

a Fourierova ¥ada se pak nazyva kosinova Fada.

Liché rozsiteni funkce f na interval [—m, 7] je funkce

f(x) x € (0,7,
fi(x) =<0 x =0,
—f(—x) x € [-m,0)

a Fourierova ¥ada se pak nazyva sinovd Fada.

Matematickd analyza
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V&ta 50 (Dirichletova vé&ta)

Necht funkce f je 2r periodickd, na intervalu [—m, | po &dstech spojitd a
po &dstech monoténni, tj. [—m, 7] = Jj_; [k, Bk] tak, Ze (a, k) jsou po
dvou disjunktni, funkce f je spojitd na [a, Bk| @ monoténni na (a, Bk),
zejména body nespojitosti funkce f jsou skoky. Pak plati
Q Pro kaZdé xo € (—m, ), v némZ je funkce f spojita je soucet
Fourierovy Fady roven f(xp).

@ Pro xg € (—m,m), vnédmZ md funkce f skok je soucet Fourierovy Fady
roven

- +
X=Xy X—xg

;[ lim f(x)+ lim f(x)],

tj. soucet je aritmetickym priimérem limity zleva a limity zprava.

© V krajnich bodech -+ je soucet Fourierovy Fady roven

2 |x——mt X—T

1[ lim  £(x) + lim f(x)].

W
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RECVRTUISEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ... }

Priklad 37

Urgete Fourierovu fadu funkce g(x) = x,x € (—m,7) a rozhodnéte k jaké
funkci ziskana Yada konverguje na R.

P¥imym vypoltem s pouZitim metody per-partes obdrZime koeficienty

2
ag =0, an=0, b, = (—1)”*1;.

u=x =1
— COS nNxX
n

v =sinnx v=

30

iy
b, = / X sin nxdx =
0

_2 [XCOS nxr + 2 /W CO M dix = i[—7r cos nr| = g(—l)nJrl
0 n o TJo n m™n n

=0
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PY¥edchozi tvahy |ze samoz¥ejmé& provést i na libovolném intervalu [a, b]
pro funkci g € L?[a, b]. Ortogonalni systém bude mit potom tvar

cos sin cos ..sin cos
b—a’ ’ T b—a’ b—a’

. 27X 2nx . 4mx dmx . 2nTx 2nmx
1,sin , .
b—a b—a

a Fourierova fada bude

o0
F(x) = ? + Z (a,,cos
n=1

2nmx 4 bos 2nmx
in
b—a ns b—a

s koeficienty

2
bmrx dx, n € Np,

2 b
a :/ (x) cos
" b-a ag a
2 b

2
b, = b—a/a g(x)sin bnj);dx, neN.
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RECVRTLISEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ... }

Rada je tedy tvaru

sin2x  sin3x  sin4dx
F(x)=2{(sinx — —
(x) (sm X > + 3 2

) ; x € (—m,m).

Vzhledem ke spojitosti a spojitosti derivace funkce g(x) pro x € (—m, )
konverguje tato ¥ada k zadané funkci, tj.

F(x) = x, x € (—m,m).

Pro rozhodnuti k jaké funkci ziskana ¥ada konverguje na R potfebujeme
jest& hodnoty v krajnich bodech intervalu (body nespojitosti uvnit¥
intervalu nejsou). Hodnoty v krajnich bodech intervalu snadno dopotitdme
jako F(m) = F(—m) = 0. Soutet ¥ady na R je pak ddn periodickym
opakovanim intervalu [—, 7].
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Obr.: Sou&et pro n=1,2,3,4,5

-z

Obr.: Soutet pro n = 100
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o
Priklad 38

Urcete Fourierovu ¥adu funkce g(x) = sgnx,x € (—1,1) a rozhodnéte
k jaké funkci ziskana ¥ada konverguje na R.

Jde o lichou funkci, tedy

ag =0, a, =0.

1

1 1 B
bn = / sgn x sin(nmx) dx = 2 / sin(m)dX:z[cos(m)]
0

nm 0

= 21— (1)) = 1 (1))

Rada je tedy tvaru

F(x) =

SEES

<sin X +

sin 3mx + sin bwx +
3 :
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Poznamka

Pro x = g mame

o0
™ (=1)" T 1 1 1
= = —=1-= =
2 Z 2n+1 4 3 * *
n=0
protoze
.m 0 n =2k,
sinn- =
2 (—1)" n=2k+1,keZ.
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RECVRTLISEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ... }

Vzhledem ke spojitosti a spojitosti derivace funkce g(x) pro
x € (—1,0) U (0, 1) konverguje tato ¥ada k zadané funkci, tj.

-1, xe(-1,0),
Flg = {1, x € (0,1).

Pro rozhodnuti k jaké funkci ziskana ¥ada konverguje na R potfebujeme
jesté hodnoty v krajnich bodech intervalu a v bodé nespojitosti uvnit¥
intervalu. Tyto hodnoty snadno dopod&itame jako

F(1) = F(—1) = F(0) = 0. Soutet fady na R je pak dan periodickym
opakovanim intervalu [—1,1].
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Obr.: Soutet pro n = 100
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Pro x € [—7, 7] mame
2 0 n
2 _ T (-1)
x“=—44 5— COS nx.
3 n
n=1
@ Zvolme x = 0, potom
oo oo .
7T2 (_1)n (_1)n 1 7T2
0=+ +4 § : 2 = § : 2 - :
3 n n 12
n=1 n=1
@ Zvolme x = 7, potom
o0 o0
R Y
m = — _ _ = —
3 n? n? 6
n=1 n=1
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P¥iklad 39
Necht f(x) je 27 periodické roz&iteni funkce x? z intervalu [—, 7].
_1\yn—1
Pomoci Fourierova rozvoje této funkce settéte > 00, & a > 00 ) %
Sudd funkce = b, = 0. Vypotitdme
2 [T, 27 2,
ag = — x‘dx = —— = —m*,
0T & /0 3 3
2 [T 2 [ ,sinnx]™ 4 [T
an = / x% cos nxdx = = [xz] — / x sin nxdx
7 Jo ™ n |, mnJg
—_——
=0
4 cos nx7m 4 [T 4 (-1)" 4
=—— [—x } — ——> [ cosnxdx = —Tr( ) = —(=1)".
n n lo wn? J, ™ n n
—_—
=0

© Petr Hasil (MUNI)

Matematicka analyza 174 /187

RECVRTUISEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ... }

Véta 51

Necht f je 27 periodickd funkce, kterd je spojitd na R, jeji derivace je na
intervalu [—m, 7] po &dstech spojitd. (Body nespojitosti f' jsou skoky.) Pak
Fourierova Fada funkce f konverguje na R stejnomérné k funkci f.

Véta 52

Necht f(x) = % + >0 1(an cos nx + by sin nx) stejnomérné na [—m, 7],
kde f je spojita 2 periodickd funkce. Pak a, = L [T _f(x) cos nxdx,
neNy, ab,= %ffﬂ f(x)sin nxdx, n € N.
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Diikaz.

f(x) = % + Z(a,, cos nx + bysin nx)/ - cos mx,/ dx

[y

n=

/ f(x) cos mxdx = / % + Z(an cos nx + by, sin nx) | cos mxdx

- - n=1
s 0 T
ao
= — cos mxdx + E [a,, / Cos nx cos mxdx
2 -7 n=1 -7
s
+b, / sin nx cos mxdx
—Tr
™ 5 1 ™
=am cos” mxdx = mam = am = — f(x) cos mxdx
T L
DJ
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RECVRTUISEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ... }

Komplexni zapis Fourierova rozvoje: VyuZijeme
eix 4 e—ix ) eix o e—ix
COSX = ———, sinx = ————
2 7 2i
_ einx 4 efinx . einx _ efinx
Ccos NX = ———, sinnx = -
2 ’ 2i
Odtud ihned
oo
a0 .
> + E (an cos nx + by sin nx)
n=1

0 inx —inx inx —inx
e’ +e e'™ —e
+ E (an + b, . )
p 2 2i

D&

a > (a,—ib ap + ib >
0 — . . ,
— E + z : < n 2 n e/nx + n 2 n e mx> — § Cn eInX7

n=1

n=—0o0
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Priklad 40
4 |

Urcete Fouriertiv rozvoj funkce f(x) = cos” x, x € [—m, ].

_3

T ao = )

2 4 1

an, = — Cos” x cos nxdx = ¢ ar = 3
™ 0 1
34: g,

ostatni a, a b, jsou rovny nule. Ke stejnému zavéru dospéjeme i p¥imou
tpravou

1 2x\ 2
cos* x = (cos? x)? = <+COSX)

2
1+1cos2 +1 1 + cos4x 3+1cos2 —|—1cos4
= -4 = X+ - — == 4 = X 4+ — X.
4 2 4 2 8 2 8
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RECVRTLISEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ... }

kde

L L [" 1 .
cn = 5(an—ibp) = / f(x)(cosnx—isin nx)dx = — f(x) e ™ dx

2 2 J_ . 27 )
a podobné
1 (7 ; 1 (7
Cn= oo . f(x)e™dx, ¢ = ) f(x)dx.

Komplexni Fourierova Fada funkce f je tedy

f(x) — Z cpe™,
kde 1
Cn =5 » f(x) e~ "™dx.
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Definice 19

Necht H je vektorovy prostor nad t&lesem redlnych &isel, na kterém je
definovén skalarni soutin, tj. zobrazeni (-,-): H x H — R, které je
bilinedrni. Pokud je prostor H v metrice definované skalarnim souinem

(p(x,¥) = /{(x —y,x —y)) tplny, pak se nazyvd Hilbertiv prostor.

() HxH—=R, Vx,y,ze H, Va,be R:

o (x,x)>0a(x,x)=0&x=0,

o (x,y) ={y,x),

e (ax+ by, z) = a(x, z) + b(y, z).
(Prostor se skaldrnim sou¢inem je unitarni prostor. Metricky prostor je
dplny, jestlize kazdd cauchyovskd posloupnost je v n&m konvergentni.)

Matematicka analyza 181 /187
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RECVRTUISEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ... }

Definice 20

Rekneme, e metricky prostor (P, p) je separabilni, pokud obsahuje nejvyse
spotetnou mnozinu A C P, kterd je v P hust3, tj. A= P.

4

Priklad 42
e [E” je separabilni (Q je spocetnd hustd podmnoZina R);
@ prostor /2 je separabilni — mnoZina A je tvofena posloupnostmi
raciondlnich &isel s kone€nym poétem nenulovych €lend;
@ [?[a, b] — hiife se dokazuje, ke kazdé funkci Ize najit polynom —
mnoZina polynomd je hustd, ale nespocetnd (redlné koeficienty),
avsak lze vzit polynomy s raciondlnimi koeficienty.
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P¥iklad 41

@ Prostor E” je Hilbertav prostor. (E" je euklidovsky prostor (R", 07).)

@ Prostor 12 = {{x,}22; : 372 | x2 < oo} je Hilbertiv prostor.
(X = {Xn}vy = {Yn}v <X7}/> = zxn)/n)

1/2

© Prostor Cla, b] s metrikou p(f,g) = [fab(f(x) — g(x))%dx nen{
Gplny, zipln&nim prostoru Cla, b] s vy$e uvedenou metrikou je L2[a, b]
(prostor funkci, jejichZ kvadrat je na [a, b] integrovatelny v
Lebesgueov& smyslu).
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RECVRTLISEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ... }

Véta 53

Necht H je separabilni Hilbertiiv prostor, pak existuje zobrazeni
T: H — (2, které je linedrni a izometrické, tj.

pee(T(x), T(y)) = pH(x,y), Vx,y € H.

Jak ztotoznit L? a (27
L?(—m,7) D C(—m, 7). Pro f € L?(a, b) mame

fil{?,al,bl,az,bg,...},

kde a, = L [T f(x)cosnxdx, b, = L [T f(x)sin nxdx.

o T je linearni.

o Nale¥i posloupnost Fourierovych koeficientti do £2? Nemiize nastat
p¥ipad, Ze by kvadrat posloupnosti divergoval — viz Besselova
nerovnost Y. c2lokl® < [If]2.

° {%,cos nx,sin nx; n € N} je ortogondlni systém, tedy T zachovéva

velikost.
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Definice 21 Véta 54
I}lecht’ H je Hilbertiiv prostor a {¢n} je ortogondlni systém funkei v H. Necht H je (separabilni) Hilbertiv prostor. Pak jsou ndsledujici vyroky
Rekneme, Ze systém {@,} je dplny, pokud (f,pn) =0,Vn € N, pak f = 0. ekvivalentni

Systém funkci {p,} nazveme uzavieny, jestlize linedrni obal prvki {¢,},

i) ortogonalni systém je tplny,
tj. mnoZina koneénych linedrnich kombinaci prvkil ¢,, je husty v H. (M) s Y {on} Jje dpiny

‘ (ii) systém {pn} je uzavFeny,
Borrdiilke (iii) plati Parsevalova rovnost: Y c2|lokl® = |||
e Jeli f =0 a g(x) = f(x) v8ude mimo odstranitelné nespojitosti nap¥. 5
g (#F2) =1, potom ||f||;2 =0 a ||g]|;2 = 0 — prvky L?(a, b) jsou Veta 55
t¥idy funkci (nikoli samotné funkce). Systém {3, cos nx,sin nx} je dplny (uzav¥eny, plati Parsevalova rovnost)
2
o Vfe Hidy,...,dy: ||If =D drpkl <e. v L*(—m, 7). )
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RECVRTUISEN Fourierovy fady vzhledem k {1, sinx, cosx, ... }

Pr¥iklad 43

Pomoci Fourierova rozvoje periodického roz&iteni funkce x? na [, 7]

settéte Yadu Y 00| &

2
ap = §7r2, ap = —(-1)"

Parsevalova rovnost dava
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