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@ Metrické prostory
e Uvod
e Otevfené a uzaviené mnoziny
° Uplné a kompaktni prostory
® Zobrazeni mezi metrickymi prostory



Metrické prostory Uvod

Definice 1

Necht P je libovolnd neprdzdnd mnoZina. UvaZujme zobrazeni
p: P x P — R{, které spliiuje pro kazdé x,y,z € P
Q p(x,y) =20ap(x,y)=0&x=y,
Q@ p(x,y) = ply,x),
@ o(x,y) + ply,2) = p(x, 2).
Zobrazeni p se nazyvd metrika na P, dvojice (P, p) je metricky prostor.

Poznamka

PoZadavek na nezdpornost je v definici uveden jiz p¥i prvni zmince o p,
nemusi byt tedy v axiomu 1, ktery se pak nazyvd axiom totoZnosti.
Axiom 2 je axiom symetrie a axiom 3 je trojuhelnikovd nerovnost.

Prvky mnoZiny P jsou body metrického prostoru (P, p) a &islo p(x,y) je
vzdalenost bodi x,y v prostoru (P, p).

Axiomy 2 a 3 Ize zapsat dohromady jako p(y, x) + p(y, z) > p(x, 2).

v
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Metrické prostory Uvod

P¥iklad 1 (P¥iklady metrik)

@ vzdalenost na p¥imce (,,obvykla" metrika)

P=R, plx,y)=Ix—y|
@ souttova (taxikd¥skd) metrika
P=R? pi(lx,yl [, y2]) = ba — x| + [y1 — yol

e Euklidovsky prostor E?

P=R2  pa(ba, il b, yal) = /(3 — 202 + (11 — o)

@ maximalni metrika

P=R2 peo([x1,y1], P2, y2]) = max{|xs — x|, |y1 — y2|}
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Metrické prostory

P¥iklad 2 (Jednotkova kruZnice)

P1

Poo

Uvod

P2

v
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Metrické prostory Uvod

P¥iklad 3 (P¥iklady metrik)
UvaZujme body A, B € R", A= [a1,...,an], B =[b1,..., by

@ souctova metrika

n

P=R", pi(AB)=) |a— bjl
i=1

o Euklidovsky prostor E"

P=R", p(AB)=

@ maximalni metrika

P = Rn7 pOO(A7 B) = 1r2ia<xn |ai - bl|

o (Minkowski) P =R", p,(A,B)=<¢/> i lai—bilP, p>1
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Metrické prostory Uvod

P¥iklad 4 (P¥klady metrik)

@ metrika stejnomé&rné konvergence

P = C[aa b]? pC(f7g):Xrg[g)l()]|f(x)_g(x)’

@ integralni metrika

b
P—Clabl, pifg)= / 1£(x) — g(x)] dx

o P=Clatl. pplf.g) = {/[1F(x) —g(x)IP dx, p>1

Pozndmka

V metrice stejnomé&rné konvergence jsme vyuZili faktu, Ze spojitd funkce
nabyva na uzavfeném intervalu svého maxima. Pokud bychom uvaZovali
funkce jen integrovatelné, v definici bychom misto maxima pouZili
supremum. )
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Metrické prostory Uvod

P¥iklad 5 (P¥iklady metrik)

@ pampeliskovy prostor

P=R? p([xi, ) e, y]) =
\/xf +yE+ /X2 +y3,
(*) pro body na stejné polop¥imce prochazejici potatkem

o diskrétni (trividlni) prostor

0, A=B

P#0, ABEP, pd(A,B)—{l A4B

Vi —x)2+ (1 — )3,

(%)

jinak

Poznamka

Samoziejmé Ize zavést metriku na dal$ich mnoZinach, nap¥. mnoziné

ohranicenych posloupnosti, slov,. ..

v
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Metrické prostory Uvod

Definice 2

Necht (P, p) je metricky prostor a A C P. Vzdalenost bodu od mnoZiny je
hodnota

p(x,A) = inf p(x, a).
acA

Vzdélenost dvou mnoZin A, B C P je definovadno jako

A B)= inf b).
p(A, B) [avb]IQApr(a, )

Definice 3

Necht (P, p) a (Q, o) jsou metrické prostory. Rekneme, ¥e zobrazenf
f: P— Q je izometrické, pokud

o (f(x), f(y)) = p(x,y), Vx,y €P.
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(VST WISl  Oteviené a uzaviené mnoZiny

Definice 4 (Okoli bodu)

Necht (P, p) je metricky prostor, a € P. Okolim bodu a rozumime mnoZinu

Necht A C P,a € P, fekneme, e bod a je

O(a,e) ={x € P:p(x,a) < e}.

vnitini bod mnoZiny A, pokud Je > 0 takové, Ze O(a,ec) C A,
hrani¢ni bod mnoziny A, pokud Ve > 0 je

O(a,e)NA#£D A Oa,e)N (P~ A)#0,

vné&jsi bod mnoZiny A, pokud Je > 0 takové, Zze O(a,e) C P\ A,

hromadny bod mnoziny A, pokud Ve > 0 obsahuje O(a, ) nekone¢né
mnoho bod{ mnoZiny A,

izolovany bod mnoziny A, pokud Je > 0 takové, ze O(a,e)NA = {a}.
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OtevFené a uzavfené mnoZiny

Pozndmka

MnoZina O(a, ) se také nazyva e-okoli, pfitemz ¢ se €asto vynechdva.
S ohledem nap¥. na topologii Ize okoli zadefinovat jako libovolnou
otevienou mnoZinu obsahujici p¥islusny bod. Tyto definice jsou
ekvivalentni.
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(VST WISl  Oteviené a uzaviené mnoZiny

Definice 5

Necht (P, p) je metricky prostor. Rekneme, ¥e posloupnost x, € P
konverguje k prvku x € P, jestlize p(x,x,) — 0, tj.

Ve>03dng e NVn>ng: p(xnx)<e.

P¥iklad 6
o P=R, p(x,y) = |x — y|,xn 2 x je obvykl4 konvergence na R
o P =2, [xm, yn] =5 [x,y] & X0 = X Ay =y

@ P libovolna, p diskrétni metrika, x, LN je skorostacionarni
posloupnosti (od urcitého indexu jsou prvky stejné).

Definice 6

Rekneme, 7e metriky p, p jsou ekvivalentni, pokud pro kaZdou posloupnost

x,,EPpIatl'X,,ﬁ>x<:>xnﬁ>x.

v
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(VST WISl  Oteviené a uzaviené mnoZiny

Priklad 7
e P=R?: Vp > 1 jsou viechny p, ekvivalentni
e P=Cla,b]: pc a p; nejsou ekvivalentni

Posloupnost funkci z obrazku niZe (nalevo) konverguje v integralni
metrice k nulové funkci, tj. p(f,,0) — 0.

fn n—o0 ° f

a
n b 1 b

N[
3=

1_
2

3=

1
2

Posloupnost &isel (funkZnich hodnot) {7,(x)} konverguje k funkci na
obrazku vy3e (napravo), vysledek neni spojitd funkce.
Déle pc(fn,0) > 0, tedy v pc limita neexistuje.
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(VST WISl  Oteviené a uzaviené mnoZiny

Definice 7

Necht (P, p) je metricky prostor a A C P.
e Uzdvér mnoZiny A definujeme jako A = {x € P: p(x, A) = 0}.
o Rekneme, e A je uzaviend, pokud je stejnd jako jeji uzavér, tj. A = A.
o Vhnitfek mnoZiny A je mnoZina v8ech vnit¥nich bodi mnoZiny A,
znatime int(A), nebo A°.
@ Hranici mnoZiny A tvofi mnoZina v8ech hrani¢nich bod{, zna¢ime
h(A) nebo 0A.

@ Derivaci mnoziny A tvofi mnoZina v8ech hromadnych bod,
znatime A’.

@ Adherenci mnoZiny A tvofi mnoZzina vsech izolovanych bodd.

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 16 /61



Metrické prostory OtevFené a uzavfené mnoZiny

Véta 1
Pro A, B C P plati
a) A= h(A)UAL,

b) h(A) = A~ A°,

<) h(A) = ANP <A,

d) (ANB)® = A% BY,

e) A je oteviend pravé tehdy, kdyZ A = A°. )
Dikaz.
Bod a).

o xCA = p(x,A)=0 = infecap(x,a)=0
= Ja, € A:p(an,x) =0
= Ve>0:a,€0(x,e)pron>ny = x € h(A)VxeA
= x € h(A)U A
o x € h(A)UAY = (x€ A%V (x € h(A)) = p(x,A)=0 = x€ A
0l
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(VST WISl  Oteviené a uzaviené mnoZiny

Véta 2

Necht (P, p) je metricky prostor a A C P. MnoZina A je uzavFend pravé
tehdy, kdyZ kaZda konvergentni posloupnost ma v A sviij limitni bod, tj.

VXHGA,X,,£>X:>X€A.

Dikaz.

= A je uzavfend, x, € A, x, — x je lib. = A= A.
Kdyby x ¢ A = p(x,A)=e>0 = O(x,5)NA=0 asoutasn&
Xp = X = p(Xp,x) = 0,x, € A, p(xn, x) < 5 — spor.

< Kdyby A nebyla uzaviend, pak AZA = Jac ANagd A=
p(a,A) =0,Ve > 03a, : p(an,a) < &, an 2y a, co? je spor
SX, > X=x€A.
(Nasli jsme konvergentni posloupnost {a,}, pro kterou to, dosadime-li
ji za {x»}, neplati.)

O

V.
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(VST WISl  Oteviené a uzaviené mnoZiny

Poznamka
Véta 2 ¥ika, Ze uzavér je mnoZina limit konvergentnich posloupnosti.

V diskrétnim prostoru (P, pg) je kazdd mnoZina A C P otev¥ena
i uzavfend zaroveii (tzv. obojakd mnoZina), nebot A= A A? = A.

Diikaz druhé &asti poznamky.
Bud A C P libovoln3.
e A: co pridat? Vechny body vzdalené od A o nula — to jsou ale jen
body té mnoZiny, tedy A = A.
0 A0:c=1 (mezi 0 a 1 libovolng), pak kazdy bod je vnitfnim bodem,

2
protoZe lze najit okoli, které je celé pod tou mnoZinou

O(a,3)={a} CAproac A tedy A° = A.
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(VST WISl  Oteviené a uzaviené mnoZiny

Véta 3

MnoZina A C P v metrickém prostoru (P, p) je uzaviend pravé tehdy, kdyZ
Je jeji doplnék (P ~. A) otevFend mnoZina.

v

Diikaz.

= Necht A C P je uzav¥end, pak A= A. Necht x € P ~ A je lib. bod,
pak x E PNA = x € A= p(x,A) =¢ > 0. Pak
O(x,5)NA=0 = O(x,5)CP~A = xe(P\ AP = P\A
je otevfend mnozina.

< P¥edpokldddme, Ze P \ A je oteviend mnoZina. Necht x € A. Protoze
vzdy plati A C A, stadi ukézat, 7e x € A.
Sporem predpokladejme, Ze x € A = x € P . A (otevfend, tedy
kazdy bod je vnit¥ni)
= F3e>0:0(x,e) CPNA = O(x,e)NA=0 = p(x,A) >¢e =
xZA = spor = x€A = ACA = A=A = A je uzavrend.

L]

v
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(VST WISl  Oteviené a uzaviené mnoZiny

Poznamka

Pro konecny pocet mnoZin lze p¥imo z definice ukdzat, Ze jsou-li A1, Az
oteviené (uzav¥ené), pak A; U Az a A; N A jsou opét oteviené (uzaviené)
mnoziny.

Pozndmka
Z definice Ize dokazat také:
e Je-li A;,i €1, libovolny systém otevfenych mnozin, pak | J;c, Ai je
otevfend mnoZina.
o Je-li A;,i € 1, libovolny systém uzavfenych mnoZin, pak [;c; Ai je
opét uzavfend mnoZina.
POZOR:

o A, = (—1,1) jsou otevfeng, ale (), o An = {0} je uzavrend.
0 A, = [ 1+ + 11— f] jsou uzavtené, ale |,y An = (—1,1) je

7

otevfena.
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Metrické prostory Uplné a kompaktni prostory

Definice 8

Rekneme, Ze poslopnost prvkil x, € P je cauchyovskd, jestlize ke kazdému
e > 0 existuje ng € N takové, Ze pro m,n > ng je p(xm, xn) < €.
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Uplné a kompaktni prostory

Véta 4

Je-li posloupnost prvki x, € P konvergentni, tj. 3x € P : x, 2 x, pak je
posloupnost x, cauchyovska.

Dikaz.

Necht ¢ > 0 libovolné. Proto¥e x, 2 x, k &islu 5 existuje ng € N takové,
Ze pro kazdé n > ng je p(xn,x) < 5.
Nyni uvaZujme m, n > ng libovolné, pak

9

2~ &

g
,O(Xm’xn) < p(Xmax) + p(XnaX) < § +

tedy p(xm, xn) < €. O

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 24 /61



Metrické prostory Uplné a kompaktni prostory

Definice 9

Necht je (P, p) metricky prostor a A C P. Pokud na mnoZin& A zavedeme
metriku jako

O'(X,y):p(X,y), Vx,y € A,
fekneme, Ze metricky prostor (A, o) je vnoteny do prostoru (P, p) a
metrika o je indukovdana metrikou p.

Problém: Necht je x, cauchyovskd, existuje x : x, 2 x?
@ na R tvrzeni plati — viz princip vnofenych intervalii, tedy kazda
cauchyovska posloupnost je konvergentni,

e uvazujme P = Q, p(p, q) = |p — g| indukovand metrika z R,
Xp = {(1+%)n} €Q, alex, > e ¢ Q.

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 25 /61



Metrické prostory Uplné a kompaktni prostory

Definice 10

Necht (P, p) je metricky prostor. Rekneme, e tento prostor je dplny,
jestlize kazda cauchyovska posloupnost x, € P ma v P svoji limitu.

P¥iklad 8

° R,p(p,q) = |p— gl je tplny

® Q p(x,y) =[x —y| neni dplny

o I =R~ Q neni aplny, nap¥. x, = ? el,alex, > 0€Q

e Diskrétni metricky prostor (P, pg): x, € P je cauchyovska pravé
tehdy, kdyZ je skorostacionarni, tedy x, je konvergentni, tedy kazdy
diskrétni metricky prostor je tplny.
P = Cla, b], pc(f,g) = maxxe[a b]lf(X) — g(x)| je dplny
P = Cla, b],pi(f,g) = f |f(x) — g(x)| dx nenf dplny
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Metrické prostory Uplné a kompaktni prostory

Definice 11

Necht (P, p) je metricky prostor, ktery neni dplny. Rekneme, Ze prostor
(Q, o) je dplny obal metrického prostoru (P, p), pokud plati

a P g Q,
(2] 0'|P><P = p (zlZeni, restrikce),

© uzdvér P v metrice o je Q (p¥iddme jen to, co je nutné k zdpln&ni).

v

Priklad 9
e P =Q, dplnym obalem je R (nap¥. s metrikou p(x,y) = |x — y|)
e P = Cla, b] s metrikou p;, zipIn&ni tohoto prostoru se zna&i L(a, b) a
je to mnoZina v8ech s kvadratem integrovatelnych funkci na intervalu
(a, b) v Lebesgueové smyslu.
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Metrické prostory Uplné a kompaktni prostory

Véta b

Necht (P, p) je metricky prostor. Pak existuje (v jistém smyslu jediny)
metricky prostor (Q, o), ktery je uplnym obalem metrického prostoru
(P, p).

Existence v jistém smyslu jediného:

Jsou-li (Q1,01) a (@2, 02) dva prostory s uvedenou vlastnosti, pak existuje
zobrazeni f: Q1 — Qu, které je izometrické (zachovéava vzdélenost), tj.
oa(f(x), f(y)) = o1(x,y) Vx,y € Q1, takové, Ze jeho zdZenim na P je
identita.

Diikaz.

N4dstin ve skriptech. DJ
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Metrické prostory Uplné a kompaktni prostory

Véta 6

Necht (P, p) je dplny metricky prostor, A C P je uzavFend podmnoZina
v P, pak (A, p) je také dplny metricky prostor.

Duikaz.

P¥imo z definice. Necht x, € A je libovolnd cauchyovskd posloupnost, pak
je xp, cauchyovska i v (P, p), tedy (dplnost P) existuje x takové, e x, 2 x,
a tedy (uzavfenost A) x € A, tudiz (A, p) je tplny metricky prostor. O

v

Priklad 10
A=a,b]CR
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Metrické prostory Uplné a kompaktni prostory

Definice 12

Rekneme, ¥e mnoZina A je hustd v P, jestlize je jeji uzavér roven P, tj.

A=P.

P¥iklad 11
(P,p) = R s obvyklou metrikou, A = Q, pak A =R.
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Véta 7

MnoZina A je husta v metrickém prostoru (P, p) pravé tehdy, kdyZ ke
kaZzdému prvku x € P a ke kaZdému ¢ > 0 existuje a € A : p(x,a) < e.

Dikaz.

= P¥edpoklddejme A= P a necht x € P a ¢ > 0 jsou libovolna. Sporem
predpokldddme, Ze neexistuje prvek a € A : p(x, a) < . Protoze
x€P=A=p(x,A)=0 = Ve >03ac A:p(x,a) <e¢, co? je
spor, tedy prvek a s vlastnosti p(x, a) < ¢ existuje.

< Ptedpokladejme, Ze ke kazdému x € P a kazdému € > 0 existuje
a € A:p(x,a) < e, chceme dokazat, ¢ A= P. Sporem
predpokldddme, 7e A # P, tedy
IxEPNA = xZA = p(x,A)=c>0 = O(x,5)NA=0, pro
5 > 0 neexistuje prvek a € A takovy, Ze p(x,a) < 5 — spor.

O

v

© Petr Hasil (MUNI) Metrické prostory Matematicka analyza 31/61



Metrické prostory Uplné a kompaktni prostory

P¥iklad 12

C[av b]?/)C(f?g) = maxxe[a,b]‘f(x) - g(X)
libovolného stupné, pak A C P. Pokud

A= Cla,b] = Vf € Cla, b] 3Pn(x) = anx"+---+a1x+ao : pc(f, Pn) <e.
Lze dokazat, Ze opravdu A = C|a, b], tj. spojité funkce na intervalu [a, b]

miZeme s libovolnou p¥esnosti aproximovat polynomy.

, A je mnoZzina polynomi
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Metrické prostory Uplné a kompaktni prostory

Definice 13

Necht (P, p) je metricky prostor a A C P. Rekneme, e mnoZina A je
kompaktni, jestlize z kaZdé posloupnosti x, prvkl z A Ize vybrat
podposloupnost, kterd ma limitu v A, tj. Ix,, 5 xeA

P¥iklad 13
('Dvp) = (R? :02)?A = [a, b]

Xn € [a, b] = x, je ohranitend a dle Bolzanovy—Weierstrassovy véty
existuje x, — x € R, [a, b] je uzavfend mnozina v R, tedy obsahuje
vdechny limity vSech konvergentnich posloupnosti prvki z [a, b], tedy i
limita podposloupnosti xp, je v [a, b].
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Uplné a kompaktni prostory

Definice 14

Necht (P, p) je metricky prostor, A C P. Rekneme, e mno¥ina A je
omezend (ohrani¢end), jestlize diam(A) = sup, peca p(a, b) < 0o, kde
diam(A) se nazyva primér mnoziny A.

Véta 8

Necht A je kompaktni mnoZina v metrickém prostoru (P, p), pak A je
uzavfend a ohranicend.
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Dikaz.

Sporem predpokldddme, Ze A neni ohrani¢end. Necht x; € A je lib,,

Ixa € A p(x1,x2) > 1 (kdyby neexistovalo, pak by A C O(x1,1)). Déle
indukei, x1,...,x, € A jsou takové, Ze p(xj,x;) > 1,i#j,i,j=1,...,na
necht x,11 € A je takové, Ze p(xpt+1,x;) > 1,i = 1,...,n. Kdyby takovy
prvek neexistoval, A C |Ji_; O(xi,1), A je omezend — spor, tedy xpi1 s
vySe uvedenou vlastnosti existuje. Vysledkem konstrukce je posloupnost
xn € At p(xi,xj) > 1,Vi,j € N,i # j. Z této posloupnosti nelze vybrat
konvergentni podposloupnost, coz vede ke sporu, a tedy kompaktni
mnoZina je ohranicena.

Sporem predpokladame, Ze A neni uzaviend, tj. A # A, tedy

Ix:x € AAx &€ A. ProtoZe x € A, tj. p(x,A) = 0 = infea p(x, a), tzn.
existuje posloupnost x, € A : x, 4 x, pro libovolnou podposloupnost

Xny 2y x ¢ A, spor s kompaktnosti A. Ol

v
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Metrické prostory Uplné a kompaktni prostory

P¥iklad 14 (Kompaktni mnoZina v diskrétnim metrickém prostoru)

UvaZujme prostor (P, py), kde P je libovolnd mnoZina. Necht je A C P
libovolnd, pak je A uzavfend a diam(A) = sup, pca pa(a, b) =1, tzn. A je
omezena. Pokud A C P m3a nekonetné& mnoho prvkd, tj. existuje
posloupnost

Xn €A X X1 F#J,0,j €N,

pak A neni kompaktni. Pokud ma kone¢né& mnoho prvki, pak je A
kompaktni.

Priklad 15

UvaZujme mnoZinu A = {[x,y] € R?, x?> + y? = 1} v pampeli¥kovém
prostoru (pod R?). Tato mnoZina je uzaviend a omezend (diam(A) = 2),
ale neni kompaktni, vzdalenost dvou libovolnych prvki je 2, nelze vybrat
konvergentni podposloupnost.
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Metrické prostory Uplné a kompaktni prostory

Véta 9

Necht A C R je uzaviend a ohrani¢end, pak A je kompaktni v R.

Duikaz.

Necht x, € A je libovolnd, pak x, je ohrani¢end a

z Bolzanovy—\Weierstrassovy véty plyne, ze Ix,, € A — x € A, nebot A je

uzavfend, a tedy obsahuje limity v8ech konvergentnich posloupnosti svych

prvki (v&ta 2). O

v

Véta 10

Necht A je podmnoZina v E", pak je kompaktni pravé tehdy, kdy? je
uzavfend a ohranicend.
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Metrické prostory Uplné a kompaktni prostory

Véta 11

Necht (P, p) je metricky prostor. UvaZujme Q = P" =P x --- x P.
Na Q definujeme metriku op, p > 1, ndsledujicim zpisobem. Pro

[x1, .- s xn], 1y 5 vn] € Q

je vzdalenost

1
n P

op (X1, s xn)s 1, -y yn]) = [

k=1

(P (XK, Yk))p]

Je-li A C P kompaktni mnoZina v P, pak A" = A X --- x A je kompaktni
mnoZina v (Q, op).
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Uplné a kompaktni prostory

Diikaz.
Dikaz provedeme pro (P,p) =R a p =2, tj.

aa([x1, -y xnls [v1, - - -5 ¥n]) =

Necht X™ = [x{",...,x/"] € A" je libovolna posloupnost. Posloupnost X™
obsahuje konvergentni podposloupnost s limitou opét v A”, tzn. A” je
kompaktni. []

v
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Uplné a kompaktni prostory

Disledek 1

Kartézsky soucin kone¢ného poctu kompaktnich mnoZin je kompaktni
mnoZina. Odtud — libovolnd uzavFend a ohrani¢end mnoZina A C R” je
kompaktni. Tedy A C R" je kompaktni pravé tehdy, kdyZ? je uzavrena a
ohranicena.
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Metrické prostory Uplné a kompaktni prostory

Priklad 16
n
2= {x: {xn}o2i €R: nIl_)rr;onf < oo},
k=1
x={aby ={yb 0 y) =D 0%~y

k=1

2 |ze chépat jako kartézsky soutin spoetn& mnoha R, tj. R¥o.

Necht A= {e,: ne N}, kde ¢, ={0,...,0,1,0,...,0,...}, jednitka je
na n-tém misté, A je uzavfena a omezenad, ale neni kompaktni, protoZe
vzdalenost px(en, em) = V2 pro n # m, tedy nelze z ni vybrat konvergentni
podposloupnost. Dale nap¥. pro B =[0,1],A C B0 neni kompaktni.

v
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(VS WISl Zobrazeni mezi metrickymi prostory

Poznamka

Izometrické zobrazeni znamena

o(f(x), f(y)) = p(x,y). f: (P,p) = (Q,0).

UZ zndme zobrazeni f: R — R, coZ je funkce jedné redlné proménné,
poditali jsme se s¢itdnim a ndsobenim a jinymi operacemi, ale metrické

prostory jsou ,holé" mnoZiny se vzdalenosti. MZeme ale snadno ,,pfenést”
spojitost funkce. Funkce je spojitd v xg, pokud limy_,, f(x) = f(x0), tj.

VO(f(x0),e) 3O(x0,9), Vx € O(x0,d): f(x)e€ O(f(x),€)-
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(VS WISl Zobrazeni mezi metrickymi prostory

Definice 15
Necht (P, p),(Q, o) jsou metrické prostory a f: P — Q.

o Rekneme, Ye zobrazeni f je spojité v bod& xg € P, jestlize ke kazdému
okoli O(f(xp)) existuje okoli O(xp) takové, ze Vx € O(xp) je
f(x) € O(f(x0))-

o Rekneme, ¥e zobrazeni f je spojité na P, je-li spojité v kazdém
bodé P.
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(VS WISl Zobrazeni mezi metrickymi prostory

Véta 12

Necht (P, p), (Q, o) jsou metrické prostory. Zobrazeni f: (P, p) — (Q, o)
je spojité v bodé xg € P pravé tehdy, kdyZ pro kaZdou posloupnost
xn L xo plati, Ze posloupnost f(x,) < f(xo).

Poznamka

Tato véta je Casto uvadéna jako definice spojitosti zobrazeni (diky
ekvivalenci).
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(VS WISl Zobrazeni mezi metrickymi prostory

Dikaz.

= PYedpoklddejme, Ze f je spojité v xp. Necht x, je libovolna
posloupnost x, 2 xp. Chceme dokazat, Ze

f(x) S f(x0) © o (f(xn), f(x0)) = 0 <
Ve > 03ng € N:Vn> ng,o(f(xn), f(x0)) < e.

Necht £ > 0 je lib. K O(f(xp), ¢) dle definice spojitosti existuje
O(xp,0) takové, ze x € O(xp,d) = f(x) € O(f(x0),€).
ProtoZe x, 2 xo, tj. k &islu 6 > 0dng € N:Vn > ng je
p(xn, X0) < 6 = xn € O(x0,0). Tedy pro n > ng je x, € O(xp,0), a
tedy f(x,) € O(f(x0),€), tzn. o(f(xn), f(x0)) < €.

< Sporem, stejn& jako v pt¥ipadé funkci jedné promé&nné.
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Metrické prostory Zobrazeni mezi metrickymi prostory

Priklad 17

Uvazujme (P, pc), kde P = Cla, b], a F: C[a, b] — R.
a) f € Cla,b] = F(f) = f (2£2) (dosazen)
b) f e Cla,b] = F(f) = [Pf(x)dx (integrdl)
UkaZme, Ze jsou ob& tato zobrazeni spojita na Cla, b].
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(VS WISl Zobrazeni mezi metrickymi prostory

a) Necht f € Cla, b] a f, 25 £ je libovolna posloupnost. Dokazujeme, e

F(f) 25 F(F), fn(a:b> N f(azb>,

2(55) - (%)

max |f,(x) — f(x)| — 0.
x€[a,b]

tedy

n—oo
—

0.

Pro pc plati

ProtoZze maximum jde do nuly, pak

a+b a+b
f,,< : )—f( : )‘ﬁo.

Tzn., Ze F je spojité v f € C|a, b] a jelikoz f bylo libovolné, pak F je
spojité na celém Cla, b].
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(VS WISl Zobrazeni mezi metrickymi prostory

b) Postupujeme podobng, tedy

max |f,(x) — f(x)| === 0.
x€|a,b]

n—o0

Chceme dokdzat, ze |F(f,) — F(f)] —— 0, tj.

/ab fo(x) dx — /ab f(x) dx

Necht & > 0. JelikoZ pc(fp, f) = 0, pak k &islu 35 > 0 existuje ng :

n—o0o
— 0.

13 g
> fo, f f(x) —f _—
Vn > ng pc(fa, f) < . Xren[g,)l()]\ (x) — f(x)| < P
= |fi(x) — F(x)| < rfa, Vx € [a, b],

- / " 100 — £(x) dx

/ab fo(x) dx — /ab f(x) dx

b b
§/ |f,,(x)—f(x)|dx</ deze(pronZno).
a 2 b—a
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(VS WISl Zobrazeni mezi metrickymi prostory

Priklad 18

Charakterizujte spojité zobrazeni mezi prostory P = R s obvyklou (p) a
diskrétni (pg) metrikou.

a)

(R, pd) — (R, p)

Xn 24 x9 = |f(xn) — f(x0)] = 0 Vxo € R, kazdé zobrazeni je spojité.
Posloupnost v (R, pg) je skorostaciondrni, tj. od jistého indexu je
pordd xp, tedy od tohoto indexu je |f(x,) — f(xo)| = 0.

f: (R, p) = (R, pa)

spojitost je ekvivalentni tomu, %e x, & xo = f(xn) 2% f(x0), coZ
Ize pouze pokud je posloupnost {f(x,)} skorostacionarni, tj.

dng : f(xp) = f(xnt1) ¥Yn > ng. ProtoZe posloupnost {x,} je
libovolna (konv. k xg), musi byt zobrazeni f konstantni.

Tedy f je spojité pravé tehdy, kdyZ je konstantni

(3c eR: f(x) =cVx € R).
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(VS WISl Zobrazeni mezi metrickymi prostory

Definice 16

Necht (P, p), (Q, o) jsou metrické prostory. Rekneme, ¥e zobrazenf
f: P — Q je kontraktivni (kontrakce), jestliZe existuje k € [0,1)
s vlastnosti

o(f(x),f(y)) < k-p(x,y)  Vx,y€P.

Poznamka

@ Zobrazeni f splfiujici

a(f(x), f(y)) < p(x,y)

se nazyva neexpanzivni.

@ Pokud existuje konstanta k > 0, pak zobrazeni f nazyvdme
lipschitzovské (a konstantu k, obvykle zna&enou L, Lipschitzova
konstanta).
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Zobrazeni mezi metrickymi prostory

Priklad 19

Stejnolehlost v rovin& s koeficientem stejnolehlosti k.

Poznamka

Je-li zobrazeni f kontrakce, pak je spojité, nebot

p(xn, x0) = 0 = o(f(xa), f(x0)) — 0.

Pozndmka

Je-li zobrazeni f kontrakce, pak rovnice typu x = f(x) lze ¥eSit nejen
graficky &i ndahradou funkce Taylorovym polynomem, ale také pomoci
nasledujici véty. ..
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(VS WISl Zobrazeni mezi metrickymi prostory

Véta 13 (Banachova véta o pevném bodg&)

Necht (P, p) je dplny metricky prostor a f: P — P je kontrakce. Pak
existuje pravé jeden bod xy € P s vlastnosti

f(x0) = xo.

Bod xqg se nazyva pevny bod zobrazeni f.

Poznamka

Tento bod najdeme jako limitu postupnych aproximaci.

Necht je x; € P libovolny a definujeme x,.1 = f(x,), pak plati x, 2 xo,
kde xp je pevny bod.
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Zobrazeni mezi metrickymi prostory

Priklad 20
UvaZujme napfF. rovnici x = cos x, potom lze postupovat iteracemi jak je
zobrazeno na obrazku.
A
y
y=x
Fx) |-
Frg) |
Fg) | .
FOq) e
y=[f)
) x4 X3 X1 x
Obrazek ze skript Z. Dogla, O. Dogly: Metrické prostory, MU Brno 2006
v
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Diikaz.

@ Necht x; € P libovolny a x,41 = f(x,), n € N. Pak Ize ukdzat, Ze
posloupnost {x,} je cauchyovska (plyne z faktu, Ze zobrazeni f je
kontrakce).

Q (P, p) je tplny, pak existuje xg € P : x, 2 xo (kaZda cauchyovska
posloupnost ma limitu, tedy i ta, kterou jsme vytvofili).

© DokaZeme, Ze xg je pevny bod zobrazeni f. Sporem ptedpokladdme,
Ze p(xo, f(x0)) =€ > 0, coZ nelze, protoZe x, — xp. PFesndji

0 < p(x0, f(x0)) < p(x0, Xnt1) +  p(Xny1, f(Xx0)) — 0.
S——r —
—0 p(f(xn).f(x0))<q-p(Xn, X0)
—0

© Kdyby xp,x byly dva rizné pevné body, tj. p(xo,X) > 0, dostdvame
spor z kontraktivity zobrazeni f, nebot k € [0,1) a tedy

p(x0,X) = p(f(x0), F(X)) < k- p(x0,X) < p(x0,%)-

O

4
(© Petr Hasil (MUNI) Metrické prostory Matematicka analyza 55 /61




(VS WISl Zobrazeni mezi metrickymi prostory

Priklad 21

ReSme podatedni tlohu

y'+2xy=0,  y(0)=1

Rovnici pfepiSeme na y’ = —2xy, integrujeme na intervalu [0, x] a
pouzijeme pocdate¢ni podminku, &imz dostaneme

y(x) =y(0)=y(x) - 1= —2/0X ty(t) dt.

Hleddme tedy pevny bod zobrazeni

y£>1—2/ ty(t) dt,
0

které zobrazuje spojitou funkci y na spojitou funkci (integral jako funkce
horni meze je spojita funkce) na jistém intervalu [—d, d],0 > 0. UvaZujeme
tedy zobrazeni F : P — P, kde (P, p) = (C[-9, 4], pc) je dplny metricky
prostor (pc je metrika stejnomérné konvergence).
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(VS WISl Zobrazeni mezi metrickymi prostory

Ov&fime, 2e F(y) =1— 2fOX ty(t) dt je kontrakce. Necht
y,z € C([-96,6]), potom

pe(F(). F(2) = max |F(y(x)) ~ F(z(x))

= max 1—2/ ty(t)dt—1+2/ tz(t) dt
x€[—46,8] 0 0
<2 t[z(t) — y(t)] dt
<2 max / [2(£) (2]
52
< = o
2X€rr[1ag<6]\z \/ tdt= 2 max \y() z(x)| 5

er‘r[1a§<6]|y(X) z(x)| ,OC()/,Z)

a jednd se o kontrakci kdykoli 6 < 1, tj. [—d,d] C (—1,1).

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 57 /61



(VS WISl Zobrazeni mezi metrickymi prostory

K ¥eZeni tedy Ize pouZit Banachovu v&tu (postupné aproximace). Zvolme
yo =1, pak

X X
y1:1—2/ tyo(t)dt:1—2/ tdt=1-—x°
0 0

X X X4
y2:1—2/ tyl(t)dt:1—2/ t—t3dt=1-x>+">=,
0 0 2
X 4 6
y3:1—2/ tyg(t)dtzl—x2+x——x—,
0 2 6
X 4 6 2n
1 S T ST S I GNC LY S
yn=1 2/0 tyn—1(t)dt=1—x"+ 5 5 +--4+(-1) o
Jednd se o Maclaurintiv polynom ¥adu n funkce y = e, kters je

hledanym YeSenim zadaného problému (dosazenim snadno ové&fime, Ze jde
skute¢n& o feSeni Vx € R).
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(VS WISl Zobrazeni mezi metrickymi prostory

Disledek 2

Necht funkce g zobrazuje interval [a, b] do sebe a necht m3 na tomto
intervalu derivaci. JestliZe existuje &islo o € [0,1) tak, Ze

') <a Vxelab],

pak v intervalu [a, b] existuje pevny bod £ funkce g(-) a posloupnost
postupnych aproximaci k nému konverguje pro libovolnou pocate¢ni
aproximaci xp € |a, b].
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Zobrazeni mezi metrickymi prostory

Poznamka

PouZitim konceptu stejnomérné konvergence v teorii nekone¢nych ¥ad
funkci 1ze snadno dokazat, Ze

o 2n
e = Z(—l)”);—‘ Vx € R.
n=0 ’

Matematicka analyza
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(VS WISl Zobrazeni mezi metrickymi prostory

Poznamka

Weierstrassovy vé&ty Fikaly, Ze pro f: [a, b] — R je f([a, b]) op&ét uzav¥ena a
ohrani¢end mnoZina (,,spojity obraz spojitého je spojity").

Véta 14

Necht (P, p), (Q, o) jsou metrické prostory, f: P — Q je spojité zobrazeni
a A C P je kompaktni. Pak jeji obraz f(A) C Q je kompaktni mnoZina
v Q.

Dikaz.

UvaZme posloupnost {y,} v f(A), y, ma sviij vzor x, v A, existuje

Xp, — X0, posloupnost y,, = f(xp,) = f(x0) = yo € f(A). Nasli jsme
konvergentni podposloupnost (kterd diky spojitosti ziistala zachovana). [

v
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