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Limita posloupnosti a funkce J

Posloupnosti redlnych &isel [EMOVY

Definice 1 (Roz3ifend mnoZina redlnych &isel)
Rozsifenou mnoZinou redlnych &isel R* rozumime mnoZinu redlnych &isel R
rozsitenou o body —oo a +0o0, tj

R* = RU {—o00, +00}.

Body £00 nazyvdme nevlastni body, zatimco body mnozZiny R nazyvame
vlastni body.
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@ Posloupnosti redlnych &isel
e Uvod
@ Limita posloupnosti

© Limita a spojitost funkce
® Limita funkce
® Spojitost funkce
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Posloupnosti redlnych &ise Uvod

Pro a € R definujeme:

@ a+ oo = 00,
@ a—00=—00,

@ 00+ 00 = o,

@ Jellia>0, pak a-00o=00,a(—0) = —oc.
@ Jellia<O, pak a-00=—00,a"(—00) = 0.
Pozndmka

Nejsou definovany vyrazy

Tyto vyrazy nazyvame neurcité vyrazy.

Samoz¥ejmé& neni definovdno déleni nulou.
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Posloupnosti redlnych &isel Uvod

Definice 2

Posloupnost redlnych C&isel je zobrazeni, jehoZz definiénim oborem je
mnozina N a oborem hodnot podmnozina R, tj. a: N — R, vétSinou misto
a(n) piseme ap,.

Priklad 1
1 11
°oa=5={l23 -}
e {a,}>,, a, = ,vzorec pro a,"

® a, = nsin(ng) — {1,0,-3,0,5,0,-7,...}
e a,=1{1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,...}
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Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Definice 4 (Okoli bodu)

Libovolny otevfeny interval / C R obsahujici bod xg € R nazyvdme okol/
bodu xg a znatime jej O(xo).

Definice 5 (Okoli £00)

Necht A € R je libovolné. Interval (A, ), resp. (—oo, A), nazyvdme okolf
+00, resp. —o0.

Pozndmka
(i) Pranik dvou okoli bodu xq je op&t okolim bodu xo.
(ii) Pro dva body x; # x existuji jejich okoli tak, Ze O(x1) N O(x2) = 0.

4
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Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Definice 3 (Limita posloupnosti)

Rekneme, Ze posloupnost a, konverguje k &islu a € R, piseme
lim, o a, = a, jestlize

ke Ve > 0 dng € N: pro Vn > ng plati |a, — a| < ¢,

tj. a, € (a—e,a+ ). Rekneme, Ze posloupnost a, diverguje k +oo(—0c0),
piseme lim,_,oc @, = +00(—00), jestlize

ke VA € R dng € N takové, Ze pro Vn > ng je a, > A (a, < A).

Jestlize posloupnost nekonverguje ani nediverguje, fekneme, Ze osciluje.
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Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Specialni typy okoli bodu

@ J-okoli bodu xg
Os(x0) = (x0 — 0, x0 + ).

@ Prstencové (ryzi) d-okoli bodu xg

’Pg(Xo) = O(;(Xo) \ {Xo} = (XO — 9, Xo) U (Xo,XO + 5)

@ Levé a pravé d-okoli bodu xp

Oy (x0) = (x0 — 9, x0), OF (x0) = [x0, %0 + 9).

@ Levé a pravé prstencové d-okoli bodu xg

Py (x0) = (x0 — &,x0),  Pj (x0) = (x0, X0 + 6).
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Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Definice limity posloupnosti pomoci okoli bodu
lim a, =a€ R*:VO(a) 3ng € NVn > ng: a, € O(a).

n—oo

Priklad 2

Limita posloupnosti a, = (—1)""!

neexistuje.
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Posloupnosti redlnych &isel Limita posloupnosti

P¥iklad 3
DokaZte, Ze posloupnost a, = %, n € N, je klesajici a Zze lim, o a, = 0. J
neN: 3<%t & n<nt+l & 0<L  V

Necht € > 0 je libovolné. Hleddme ng : n > ng = |a, — a| < ¢, tj.

1 1 1
5—0l<e & <& & n>-:.
Oznatime ng := [1] +1 (> 1).
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Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Definice 6

o Rekneme, %e posloupnost je a, je shora (zdola) ohranicend, jestlize
existuje M € R takové, Ze a, < M (a, > M) pro kazdé n € N.

@ Posloupnost a, je ohrani¢end, pokud je ohrani¢ena shora i zdola.

o Rekneme, Ze a, je rostouci (neklesajici, nerostouci, klesajici), jestlize
ant1 > an (@n+1 > an, an+1 < an, an+1 < ap) pro Vn € N.
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Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Véta 1

KaZda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Diikaz.
Sporem predpoklddejme, Ze

Ja,b € R*,a# b: a, — a a soutasn& a, — b.

Pro VO(a) 3n1 € N'¥n > ny: a, € O(a) a soutasn& YO(b) In, € N
Vn > ny: a, € O(b). Oznatme ng = max{ny, 2}, pak pro n > ng:
an € O(a)NO(b) —  spor pokud O(a) N O(b) = 0.

UvaZujme ¢ < @, potom O(a) N O(b) = 0. U
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Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Diikaz bodu (2).

Potfebujeme dokazat, Ze pro Ve > 0 existuje ng € N, Vn > ng:
Véta 2

. . o ) |anb, — ab| < e.
Necht a, je konvergentni posloupnost, tj. lima, = a, a € R. Pak a, je

ohrani¢ena posloupnost.

- |anb, — ab| = |apbp, — anb + apb — ab| < |apb, — apb| + |anb — ab|
Véta 3 = |an| |bn — b| +[b] |2y — 2|
7 . . e
Necht lima, = a, limb, = b, a, b € R. Pak plati M <3 <z
(1) lim(ap = by) = a £ b, _ . . ,
o | b, (Existence M plyne z ohrani&enosti ap, tj. |a,| < M,¥n € N.)
(2) lim(ap - by) = a- Pro libovolné € > 0 zvolime ny, n tak, Ze |b, — b| < 53; pron>ny a
(3) je-li b#0, lim(§2) = 3, lan — a| < 31 Pro n = np. Oznatime no := max{ni, nz}, potom
(4) lim|a,| = |a|. ) .
Vn > ng : |anb, — ab| < /\/l2 +‘b‘2\b\ E.

(Kdyby b = 0, pak jim nedé&lime, ale cely €len je roven nule a sta&f

b, — bl < = O
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Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Véta 4

Necht posloupnost a,, je neklesajici (nerostouci) a shora (zdola)
ohrani¢ena. Pak posloupnost a, je konvergentni, tj. existuje a € R:
ap — a, pfiemZ a = sup{ap, n € N} (a =inf{a,,n € N}).

Pozndmka (Bernoulliova nerovnost)

ProVx € R,x > —1 a n € N plati

(1+x)">1+4 nx.

Diikaz.

Necht posloupnost a, je neklesajici a shora ohranigend. Ohrani€enost shora Pro x # 0, > 1 plati nerovnost ostfe. )
= JA: a, < A, tedy existuje supremum. Ozna&me jej a.

Potom Ve > 0 dng € N: a,, > a — e. Kdyby to neplatilo, pak by a nebylo (Diikaz matematickou indukci.)

sup{an}. Posloupnost je neklesajici, tedy

an>ap, >a—c,Yn>n = lima,=a. ]

v
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Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Priklad 4

Posloupnosti a, = (1 + %)n a b, = (1 + %)nﬂ jsou konvergentni a maji

stejnou limitu.

n+1
n

S G M I £ W B St AN
an_1 ( n )”_1 n—11\-" n—1 n?
n 1\" n 1 n n—1
— 1- = 1--) = —1
n—1< n? >n—1< n) n—1 n

= ap > ap—1,Vn > 1 (pouZita ,ostrd" varianta Bernoulliovy nerovnosti),
tedy posloupnost je rostouci.

. Iy N n . ,
Nejprve ukdzeme, Ze a, = ( ) je rostouci.

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 19 / 90

Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Definice 8

Rekneme, 7e a € R* je hromadny bod posloupnosti a,, jestlize v kazdém
okoli O(a) existuje nekone&né& mnoho indexti n € N takovych, Ze

ap € O(a). MnoZinu viech hromadnych bodii posloupnosti a, budeme
znatit H(ap).

P¥iklad 5
o an:(_l)n—l :{17—1717_1,}, H(an) :{—171}

°a,=(-1)"1+1 H(ap) = {-1,1}
e lima, = a, a € R, H(a,) = {a}
@ a,=1{1,1,2,1,2/3,1,2,3.4 ... }; H(an) = NU {oo}
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Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti
Podobné ukdzeme, Ze posloupnost b, je klesajici.

bn—l

=..e> ..o =1
by

= by—1 > bp,Vn > 1, tedy posloupnost je klesajici.
Nyni stadi uvazit

bp=(1+3)" = (1+1)a,>a,, VneN,

tj. a1 < ap, < by, < b1,Vn € N. Tim jsme potvrdili tvrzeni o ohranienosti
posloupnosti a, (shora) a b, (zdola).
ODb& posloupnosti jsou konvergentni a maji stejnou limitu, tj.

lim b, = lim [(1 + ;)a,,] = lim a,.
n—o0 n—o0 n—o0
Definice 7
. . . n e v 7 v 7
Limitu I|m,,_>oo(1 + %) nazyvame Eulerovo Cislo a znadime e. J
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Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Definice 9

Necht n; < np < n3 < ng < --- je rostouci posloupnost p¥irozenych &isel.
Pak posloupnost a,, se nazyva vybrand podposloupnost posloupnosti ap.

v

Véta b

Necht a, — a, a € R*, pak pro kaZdou vybranou podposloupnost
posloupnosti a, plati, Ze a,, — a pro k — oo.

Diikaz.
Vybirdme, ale nepfehazujeme, tj.

an€(a—c,a+e),n>n = a, €(a—c,a+e),ne>no.
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Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Véta 6

Cislo a € R* je hromadnym bodem posloupnosti a, pravé tehdy, kdyz
existuje vybrand podposloupnost a,, posloupnosti a, takovd, Ze a,, — a
pro k — oo.

Dukaz.

(=) Hromadny bod = nekone&n& mnoho bodi posloupnosti v jeho
libovolném okoli = pro g, = 2% Jap, :|an, —a| < 2%

(«<=) Z definice limity a hromadného bodu.

@© Petr Hasil (MUNI)

Matematicka analyza 23 /90

Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Véta 8 (Bolzano-Weierstrass)

Z kaZdé ohranicené posloupnosti Ize vybrat konvergentni podposloupnost.

4

Diikaz.

Diikaz je zaloZen na metodg piileni intervalii.Necht a, je ohrani¢end
posloupnost, pak existuje M > 0: |a,| < M VneN & a, € [-M, M|
Aspoii jeden z intervalii [-M, 0], [0, M] obsahuje nekone&n& mnoho prvki
ap.Ptedpokladejme, Ze to je [0, M] — [0, M /2] a [M/2, M], jeden z nich
obsahuje nekone¢n& mnoho &lend a, ... Metodou pileni intervald
obdrZime posloupnost vnotenych intervalil /,, z nichZ kazdy obsahuje
nekone¢n& mnoho prvki{i posloupnosti a, a pro délku intervalu

In = d(l,) — 0 existuje podle véty 7 pravé jedno a € (I, tak, Ze kaZzdy
interval Iy, k € N, obsahuje nekone¢né mnoho &lenil posloupnosti a,.Vzdy
vybereme jeden z téchto prvkii a ozna&ime jej a,, tak, aby posloupnost ny
byla rostouci, tj. a,, je vybrana podposloupnost z a,, a,, € Ik,

lan, —a| < d(lx) — 0 pro k — oo, tzn. a,, — a. O

v
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Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

V&ta 7 (Princip vnofenych intervall)

Necht I, = [an, by] je posloupnost uzavienych intervali na mnoZing R
s vlastnosti, Ze intervaly jsou do sebe vnoFeny (I,11 C I,) a
limp_oo(bn — an) = 0. Pak existuje pravé jedno ¢ € R s vlastnosti ¢ € I,

Vn € N, pFicemz plati {c} = () In= () [an, bn)-
neN neN

Diikaz.

Posloupnost dolnich krajnich bodii a, je neklesajici a posloupnost hornich
krajnich bodd b, je nerostouci (plyne z I,4+1 C I,), navic posloupnost a,
(bn) je shora (zdola) omezend. Podle véty 4 existuji limity lim a, = a,

lim b, = b. Pak plati a = b. (Ur<ité plati a < b, nebot a, < b, a kdyby
a< b — sporslim(a, — b,) =0< lima, = lim b,.) Tedy hledané &islo
c=a=bhbnebota,<a=c=b<b,=ccl, VneEN, tedy lezi v
priiniku ¢ € (,cn /n- Kdyby existovala c¢1,co € (), a c2 > ¢ — spor s

b, — an — 0, nebot by pak [c1, c2] € () /. O

4
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Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Dasledek (Véty 8)

Pro libovolnou posloupnost redlnych &isel je mnoZina jejich hromadnych
bodi neprazdna (H(a,) # 0).

Dikaz.

Je-li posloupnost a, ohranitend, podle véty 8 existuje a,, — a, tj. a je
hromadny bod (podle véty 6). Neni-li posloupnost shora (zdola)
ohranitena, pak co € H(a,) (—oo € H(an)). O
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Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Definice 10

Necht a, je posloupnost redlnych &isel a H(a,) je mnoZina jejich
hromadnych bodid. Hodnoty b = sup H(a,) € R*, ¢ = inf H(a,) € R*
(s konvenci: je-li H(a,) shora (zdola) neomezend, pak jeji sup = oo

(inf = —00)), se nazyvaji limita superior, limita inferior posloupnosti a, a
znadi se
b = limsup ap, ¢ = liminf a,.
n—o0 n—oo
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Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Véta 10

Necht a,, je ohrani¢end posloupnost, b = limsup a,, ¢ = liminf a,
(b,c €R, tj. b,c # +0). Pak ¥e > 0 3nyg € N tak, Ze pro¥n > ng je
apn<b+e ap>c—e.

Diikaz.

Sporem necht pro ohrani¢enou posloupnost a, 3¢ > 0 Vng € N 3n > n:
ap > b+ e. Pak existuje nekone&n& mnoho bodii nad (nebo rovno) b+ ¢,
tj. je zde alespoil jeden hromadny bod (v&etn& moZnosti b+ ¢ a )

— spor. L]

v
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Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Véta 9

Pro posloupnost redlnych &isel a, definujme b, = sup{ax, k > n} a
¢n = inf{ak, k > n}. Pak plati, Ze lim b, = limsup a, a limc, = liminf a,.

v

Diikaz.

Z ptredpokladd je vidét, ze bp11 < by, cpt1 > cp, tedy b, je nerostouci a
¢n neklesajici, pak existuje b = lim b, (b € R nebo b = —0), podobn&
existuje ¢ = lim ¢, (¢ = 0o nebo ¢ € R). Z konstrukce posloupnosti b, a
¢n plyne, Ze jsou supremem, resp. infimem H(a,). O

v
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Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Véta 11

Plati, Zelima, =a < limsupa, = liminfa, = a.

Diikaz.
(=) lima,=a = H(ap) ={a},
limsup a, = sup H(a,) = a = inf H(a,) = liminf a,,.
(<) Podle véty 10 ke Ve > 0 dng € N: Vn > ng je a, < limsupa,+¢ a
—_———

b=a
soulasné a, > liminfa, —¢ = a, € (a—¢,a+¢) = lima, = a.
N——

c=a
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Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Definice 11

Rekneme, ¥e posloupnost je Cauchyovskd, jestlize ke Ve > 0 3ng € N
takové, Ze pro Vm,n € N, m,n > ng je |ap — am| < €.
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Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Dilkaz (=).

Necht je a, konvergentni a lima, = a. Bud € € R libovolné.
Potom 3ng € N:Vn > ng je [a, — a| < 5. Tedy pro m,n € N,m,n > ng
plati

|am — an| = |am — a+a— an| = |(am — a) — (an — 3)|
<l|lam—al+lan—al<5+5=c¢

Posloupnost a,, je tedy Cauchyovska.

O

v
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Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Véta 12

Posloupnost a,, je konvergentni (a, — a € R) pravé tehdy, kdyZ je
Cauchyovska.

Poznamka

s

alee € Q.

Pokud by $lo o raciondlni &isla (Q), tak véta neplati. Nap¥. (1 + %)" IS

Q
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Posloupnosti realnych &isel Limita posloupnosti

Ditkaz (<=).

Necht je a, je Cauchyovskd a ¢ € RT je libovolné.
dno € N:Vm,n> ng: |am — an| < 5. Specialné plati |a, —

any — 5 <an<an+s, Vn>ng.
Oznatme ¢, := inf{ax, k > n} a d, := sup{ax, k > n}. Potom
any — 5 < <dp<ap+5, Yn>ng,
tedy plati
an, — 5 < liminfa, <limsupa, < ap, +5, Vn=>no.
Tj. limsupa, € R,liminfa, € R a pro libovolné ¢ € Rt mdme
limsup a, — liminf a, <e¢,

coZ znamena, Ze limsup a, = liminf a, = a, je konvergentni.

any| < 5, tedy
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Posloupnosti readlnych &isel

Limita posloupnosti

P¥iklad 6
o 23042 mPR+2+3%) 1
oo And—n nteo pd(A— L)
Poznamka

@ st. ditatele <
@ st. Citatele >

@ st. Citatele =

st. jmenovatele = 0
st. jmenovatele = +o00

st. jmenovatele = podil koeficienti
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Limita a spojitost funkce Limita funkce
Motivace:
Ptiklad 8
2
X<+ x =2
f(x) = , 1¢D(f)
x—1
2
.o X+ x-=2 . (x+2)(x—-1 )
lim = li ( X ):hm(x—l—2):3
x—=1 X — x—1 x—1 x—1
P¥iklad 9
2
x- x#0 .
g(x) = 70 im g =0
1 X = x—0
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Posloupnosti redlnych &isel

Limita posloupnosti

Priklad 7

n—o00 n—00 n++vn2+n
n>—n®>—n % -1
= |im T: lim ———
n—>00n+\/n2_|_n s n—>001+ /n2_£_n
n
. -1 1
= lim =-3
n—o00 1
14+4/1+ "
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Limita funkce

Limita a spojitost funkce

Definice 12 (Limita)

Ve > 0 35 > 0 takové, Ze pro Vx € (xo — d,x0 + 0) ~ {xo} plati
|f(x) — L| < e. PiSeme
lim f(x) = L.

X—rX0

Rekneme, Ze funkce f ma v bod& xg € R limitu rovnu L € R, jestlize

Definice 13 (Limita pomoci okoli)

VO:(L) 305(x0) : Vx € Ps(xo) f(x) € O(L).

Poznamka

ani definovéna).

Limita funkce nezdvisi na funk&ni hodnot& f(xp) (ta nemusi byt dokonce
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Limita a spojitost funkce Limita funkce Limita a spojitost funkce Limita funkce
Ay Definice 14 (Limita, nevlastni limita, limita v nevlastnim bodg)
Necht xp, L € R*. JestliZe ke kazdému O(L) existuje P(xp) takové, Ze pro
Ltef o L kazdé x € P(xp) plati f(x) € O(L), pak fekneme, Ze limy_,, f(x) = L.
L Neptesné, ale ilustrativné: P¥iklad 10
E “Je-li x blizko xq, pak je f(x) Nap¥. pro xp = —00, L = 0o mdme lim f(x) = oo, tj.
Logf 0 B blizko L.” e
_ YVAER3IBER: Vx < B je f(x) > A
X ’
i ) »
X;0 X, X:O P¥iklad 11
Limita limx_ oo Sin x neexistuje.
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Limita a spojitost funkce Limita funkce Limita a spojitost funkce Limita funkce

; : >X
X-0 X, X+o X X

Obr.: Nevlastni limita Obr.: Limita v nevlastnim bod&
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Limita a spojitost funkce Limita funkce

Definice 15 (Jednostranna limita)

Limitu zprava lim f(x) = L definujeme takto
x—rxg

YO(L) 3PT(x0) : Vx € Pt (x0) je f(x) € O(L).

Limitu zleva definujeme analogicky.

(x0,x0+0) xeR
PF(x0) = (—o0, B) X = —00

nema smysl x = o0
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Limita a spojitost funkce Limita funkce

Neni-li mozné ¢&islo do funkce dosadit jinak nez “limitn€”, miZeme
pfedstavu o limitnim chovani funkce ziskat i empiricky a to dosazovanim
blizkych &isel. Podivejme se na chovani funkce 2% pro x — 0.

Limita a spojitost funkce Limita funkce
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Limita a spojitost funkce Limita funkce

POZOR - nejde o nepriistfelnou metodu:

X 110,1|0,01|0,001 | 0,0001

sin

X

= o

0

0

0

X
X 1 0,1 0,01 0,001 0,0001
'“% 0,841470985 | 0,998334167 | 0,999983333 | 0,999999833 | 0,999999998

P¥itom lim sin 7 neexistuje.
x—07t

Z tabulky vidime, Ze hodnoty se bliZi jedni¢ce. A skute¢né Iim+ 5'% =1
x—0

0,24
0,6
0,44

0.2

TN & ¢
0]
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1

-1

(Zkuste dosazovat ndhodna &isla blizici se k nule zprava.

NapF. sin 523 = —0,8660253055.)
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Limita a spojitost funkce Limita funkce

Véta 13

(1) Funkce ma v libovolném bodé& xo nejvyse jednu limitu.

(2) Je-lilimy_yy, f(x) = L € R, pak existuje P(xp) takové, Ze funkce f je
v tomto okoli ohrani¢ena. Tj. 3M >0 : |f(x)| < M pro Vx € P(xp).

v

Diikaz.

(1) Obdobné& jako u limity posloupnosti. (Sporem predpokladdme
existenci dvou limit.)

(2) limy_x, f(x) = L znamend, Ze pro Ve > 0 IP(xo) takové, Ze pro
Vx € P(xp) f(x) € (L—e,L+¢). Stadi vzit
M = max{|L —¢|,|L+¢|} = |f(x)] < M.

Limita a spojitost funkce Limita funkce

Dilkaz (<).

IimX_»g f(x)=La lim, f(x) = L, tj. podle definice

lim f(X) =L & VO(L) 461 >0: Vx € (Xo — 51,X0) f(X) € O(L)

X—}XO

a podobné

lim_ f(x)=L < YO(L) 352 > 0: Vx € (x0,x0 + 92) f(x) € O(L).

Oznaéme § := min{d1,d2}= VO(L) 36 > 0:Vx € (xo — 3, x0 +I) ~ {xo}
plati f(x) € O(L) = limy_, f(x) = L. (Toto J jsme nasli.) O

o
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Véta 14
Necht xp € R, pak limy_,x, f(x) = L € R* prdvé& tehdy, kdy?

lim f(x)=L= lim f(x).

- +
X—)XO X—)XO

Ditkaz (=).

limx_sx, (x) = L, pak podle definice VO(L) 36 > 0:
Vx € (xo — d,x0 + ) ~ {xo} jsou funk&ni hodnoty f(x) € O(L)=

VO(L) 36 > 0Vx € (xo — 9, x0) f(x) € O(L),
tj. podle definice IimX_>X0_ f(x) =L,

VO(L) 36 > 0 Vx € (xo,x0 + ) f(x) € O(L),

tj. podle definice I|mX_>X0+ f(x) = L. n
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Limita a spojitost funkce Limita funkce

Véta 15 (Véta o tfech limitach)

PFedpokladejme, Ze existuje P(xp), v némZ pro trojici funkci f, g, h plati
nerovnost g(x) < f(x) < h(x) pro ¥x € P(xp). Jestlize limy_x, g(x) = L
alimy_ h(x) = L, pak limy_,, f(x) = L.

Diikaz.
P¥imo z definice limity. O
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Limita a spojitost funkce Limita funkce

Véta 16

Necht limy_x, f(x) =0 a IP(x0), v némZ je funkce g ohraniéend
(t. IM > 0, |g(x)] < M Vx € P(x0)), pak limy_,,[f(x) - g(x)] = 0.

Diikaz.
Necht & > 0 je lib., chceme |f(x) - g(x) — 0| < & (pro x ,blizko xp*)

1f(x) g0l < [F(x)] - |g(x)]
—— ——

malé v okoli xp <M na P(xg)

<[F)[-M

Protoze lim,_,, f(x) = 0, k &islu 5 (> 0) existuje P(x0): Vx € P(x)
£(x)| < 5.Necht P(x0) := P(x0) N P(x0), pak

Vx € P(xo) : |f(x)-g(x) =0 <|f(x)]-M < %M =¢

& limyg_yy, f(x) - g(x) = 0. O
w
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Limita a spojitost funkce Limita funkce
Poznamka
P¥edpoklddejme limy_,x, f(x) = 0.
lim — =7
X—X0 f(X)
Napt. f(x) =x,x =0 = Iimx_>o)1—( neexistuje, protoZe
lim %:—oo;éoo: lim %
x—0~ x—0F
w
@© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 54 /90

Limita a spojitost funkce Limita funkce

Véta 17

Necht limy_, f(x) = 0o (—o0) a IP(xp), v némZ je funkce g zdola
(shora) ohrani¢end, pak

Jim [£(x) + g()] = o0 (—o0)

Pyiklad 12
e PouzZiti véty 16:
lim x-sinl =0
x—0 x

o Pouziti véty 17:

lim (x + sin x) = 4o0.
X—>00
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Limita a spojitost funkce Limita funkce

Véta 18

Necht limy_,, f(x) = 0 a existuje P(xp), v némZ je funkce kladnd
(zdporna), pak

B S

S 7oy — > (5%

Poznamka
1 1

—_— = = —-00
»kladnd nula

»zaporna nula“

@© Petr Hasil (MUNI)

Matematickd analyza

55 / 90




Limita a spojitost funkce

Limita funkce

Véta 19

Necht xp € R*, limy_x, f(x) = L1, limy_sx, g(x) = Lo, L1, L2 € R.
Pak plati

(1) limyos[F(x) £ g(x)] = L1 =+ L,
(2) limxosolf(x) - g(x)] = L1 - Lo,
(3) Ly # 0: limy o 204 = 12,
(4) My [F(X)] = [La].

Dikaz.

Podobné jako u posloupnosti.
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Limita a spojitost funkce

Limita funkce

Véta 20
Necht
lim f(x) = li =1L
Jim f(x) =y, Jim g(y)
a existuje P(xp), v némZ f(x) # yo, pak
lim g(f(x)) = L.

X—rX0

Limita a spojitost funkce

Limita funkce

Dikaz.
Necht ¢ > 0 je libovolné.

lim,,, g(y)=L < podle definice k ¢ > 0 existuje P(yo):

pro Vy € P(yo) je g(y) € Oc(L).
limx—x f(X) =yo &  podle definice k § > 0 existuje P(xp):
pro Vx € P(x0) je f(x) € Os(yo0)-

Necht'_P(xo) je prstencové okoli bodu xg, v némZ f(x) # yo.Pak pro
Vx € P(x0) N P(x0), plati f(x) € (yo — 6, y0 +6) \ {yo} = P(y0), tedy
g(f(x)) € O:(L) a podle definice limy_, g(f(x)) = L.

O
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Limita a spojitost funkce

Limita funkce

P¥iklad 13
1 y=
f(x) =0, = ,
(x) g(y) {0 L £0
pak
lim f(x) =0, limg(y) =0,
ale

lim g(f(x)) = lim 1 =1.

x—0 x—0
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Limita a spojitost funkce Limita funkce

Poznamka

Tvrzeni uvedend dosud v této kapitole plati i pro jednostranné limity (po
prisluiné modifikaci).
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Dilkaz (<=).

Sporem predpokladejme, Ze Vx, — xo plati f(x,) — L a neplat/
limy_x, f(x) = L, tedy Ze

Je > 0V6 > 03x € Ps(xo) : f(x) & O(L).
Necht 61 =1, 3x1 € Ps,(x0): f(x1) & O=(L)
0y = %, dx, € P§2(X0): f(XQ) Q Oa(L)

On = 51, Ixn € Ps,(%0): f(xn) & Oc(L)

Tim mame

tedy existuje x, — xo a zdroveii f(x,) € O:(L), coz je spor
s predpokladem (Vx, — xo f(xn) — L). O
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Limita a spojitost funkce Limita funkce

Véta 21

limy_sx, f(x) = L pravé tehdy, kdyZ pro kaZdou posloupnost x, — xo plati,
Ze posloupnost f(xp) — L.

Dilkaz (=).
PY¥edpokladejme xp, L € R (Pro xg, L = 00 obdobn&.)
limy_x, f(x) =L < podle definice Ve > 0 3§ > 0:

pro Vx € Ps(xo) je f(x) € O (L).

Necht x, je libovolnd posloupnost, pro niZ plati x, — xo, pak (dle definice)
Vo > 0 dng € N:

proVn>ng xp€ Os(x) = f(xn) € O:(L).

Oznakeny text = definice toho, Ze lim,_ f(x,) = L. O

y
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Limita a spojitost funkce Limita funkce

Ptiklad 14

@ limy_,osinx =20

Vx>0: 0<sinx < x

z véty o tfech limitach =

lim 0< lim sinx < lim x,
x—0t x—07t x—0t

tedy lim,_ g+ sin x = 0.ProtoZe sin x je licha funkce, limita zleva je
také nula = limy_gsinx = 0.

@ limy_gcosx =1

lim cosx = lim (cos? X —sin2 %) = lim (1 — 2sin% %
x—0 x—)O( 2 2) x—>0( 2)
= lim 1 -2 limsin®% =1
x—0 x—0
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Limita a spojitost funkce Limita funkce

Ptiklad 15

@ limy_o3nx =1

VxE(,z).

X 1
sinx < x<tgx = 1< —<
sinx  cosx

vdechny jdou do 1 pro x — 0%.
Protoze " je sudd funkce, plati to i pro x — 0~

= 1>

sin x
—— > Cos X
X
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Odetteme jedna a podélime x (> 0)
-1 1
x+1 1-2x-°
T v v . e, , . X _
Pro x — 07 s pouZitim vé&ty o tfech limitdch mame lim,_,o+ € = -1
Limita zleva podobné.
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Limita a spojitost funkce Limita funkce

Priklad 16

o limy_o&— _1 =1
Z deﬁnlce e mame

1 n+1 1 \"
(1+:4) <e<(1+:)

Necht x € (0,1) a n € N spliiuje %

x < %.Potom platf

1 x 1
14+ <entl <e” <en

1

n+1
< 1 . 1 1

ProtoZe n < T platin+1< ;+1:Xi' tedy n+ > 25

=g
Vztah n+1> 1 dava n—1> 1 —2 =12 tedy
ﬁ < 1255 -Celkem jsme dostali

1+X+1<ex<1+ﬁ.
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Limita a spojitost funkce Limita funkce

P¥iklad 17
° I|mx_>o— Ina
-1 exlna_1|na exlna_l
Im ——=Ilm —— =1Ina:- lim —— =Ina.
x—=0 X x—0 X Ina x—=0 xlna
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Limita a spojitost funkce IS ARTIT}I N

Definice 16 (Spojitost v bod&)

Rekneme, e funkce f je spojitd v bod& xo € D(f), jestlize limy_sx, f(x)
existuje a je rovna f(xp), tj.

Ve > 030 >0: Vx € Os(xo) plati f(x) € O(f(x0))-

Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bod& xo zprava (zleva), je-li

lim f(x) = f(xo) lim f(x)=f(xo)

+ —
X—)XO X—)Xo

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 69 / 90

Limita a spojitost funkce [EEJISIfiXSARTITyI N

Priklad 18

0 xe@Q

1
(limx—x, X(x) neexistuje — libovoln& malé okoli obsahuje 1 i 0).

Dirichletova funkce x(x) = neni spojitd v zddném bod&

P¥iklad 19
Funkce f(x) = x - x(x) je spojitd v bod& xo = 0 a neni spojitd v Zzddném
jiném bodé.

li =
fm (g =0
—0

ohraniena
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Limita a spojitost funkce IS ARTIT;I N

Definice 17 (Spojitost na intervalu)

Rekneme, Ze funkce f je spojitd na otevieném intervalu (a, b), je-li spojita
v kazdém x € (a, b).

Rekneme, e funkce f je spojitd na uzavieném intervalu [a, b], je-li spojita
na otevieném intervalu (a, b) a v bodech a (b) je spojitd zprava (zleva).
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Poznamka

P¥edstava, Ze funkce je spojitd jestlize se ,,nep¥etrhne” plati, ale je
zavadgjici. Nap¥. funkce f(x) = x(x — 1)(x — 2)x(x) je spojita v bodech
0,1a2.
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Limita a spojitost funkce IS ARTIT}I N

Véta 22 (Spojitost operaci se spojitymi funkcemi)
Necht f, g jsou funkce spojité v xy. Pak jsou v xo spojité i funkce f & g,
f-g ajelig(xo) #0, je spojitd i funkce f/g.

Je-li h funkce, kterd je spojitda v bodé yy = f(xp), pak je v xo spojita
i funkce (ho f)(x) = h(f(x)).

Diikaz.
Tvrzeni plyne z p¥isludnych vét pro limitu funkce. ]
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Limita a spojitost funkce [ESJeIeIiteIaR{TTI N

Dikaz.
(i) limy_y X = X0, tedy f(x) = x je spojitd na R. Ze spojitosti operaci
(V.22) vyplyva spojitost P(x) na R.

(ii) F(x) = g pak f je spojits na R\ {a: Q(a) = 0}.

Q
(iii) Pro f(x) = sin x pot¥ebujeme dokdzat, Ze limy_,,(sin x — sinxp) = 0.

. . . . X+Xo . X—X
lim (sinx —sinxp) = 2 lim (cos 0 s %) = 0.
X—Xp X—Xp 2 2
TV
ohraniena —0

(iv) limyoy (2 — @) = limy,, @°(@*° —1) = 0.

—1
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Véta 23 (O spojitosti elementdrnich funkei)
(i) Polynom P(x) = anx" + -+ + a1x + ag je funkce spojitd na celém R.

(i) Racionalni lomend funkce je spojita ve vsech bodech, kde je polynom
ve jmenovateli rizny od nuly.

(iii) Funkce sin x a cos x jsou spojité na R; funkce tg x je spojitd na
R~ A{(2k +1)75, k € Z}; funkce cotg x je spojitd na R\ {(km, k € Z}.
(iv) Funkce a* je spojitd na R.
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Véta 24

Necht f je spojitd a rostouci (klesajici) na itervalu I, pak inverzni funkce
f~=1 je také spojitd a rostouci (klesajici) na

f(l)y={yeR:3xel f(x)=y}

Diikaz.

P¥edpokladejme, Ze f je rostouci (pro klesajici postupujeme obdobng).
Tvrzeni o monotonii £~ bylo dokadzano u¥ d¥ive, sta&i tedy dokazat
spojitost.

Necht yp € f(/). Potfebujeme dokazat, Ze ke Ve > 0 35 > 0:
y€0s(n) = fHy)€ O (w)).

Tuto konstrukci lze provést zdmé&nou ¢ a § v definici spojitosti funkce f v
bod& xo = f (o), tj. v definici limy—x f(Xx) = f(x0)- O

v
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Limita a spojitost funkce IS ARTIT}I N

Véta 25 (1. Weierstrassova véta)

Necht funkce f je na uzavieném intervalu [a, b] spojitd. Pak je na tomto
intervalu ohranitend, tj. existuje M > 0: |f(x)| < M Vx € [a, b], neboli
f([a, b]) je ohrani¢end mnoZina.

Diikaz.

Sporem predpoklddejme, Ze f neni shora ohranitend (pro ohranitenost
zdola by se postupovalo obdobng), tj.

Vn € N 3x, takové, Ze f(x,) > n.

Posloupnost x,, € [a, b], tzn. Ze je ohrani¢end a podle
Bolzanovy-Weierstrassovy véty existuje vybrand konvergentnfi
podposloupnost x,, — ¢ € [a, b].Ze spojitosti f plyne f(x,, ) — f(c) a
souasné f(x,, ) > nx — 0o. Spor — posloupnost nemtiZe jit soutasn& ke
konstanté a do nekonetna.

0

v
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Diikaz.

Dokazeme pro M (pro m analogicky).Podle definice suprema

Ve>03x€[ab]: f(x) >M—caM>f(x).

51:1:>E|x1€[a,b]: MZf(X1)>M—&‘1,

52:%:>3X2€[a,b]: M > f(x2) > M — &5,

€n= 51 = Ixn € [a,b] 1 M > f(xp) > M — &,

Vysledkem konstrukce je posloupnost x,, € [a, b]: M > f(x,) > M — 2,,—1,1

w
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Véta 26 (2. Weierstrassova véta)

Necht funkce f je spojitd na uzavreném intervalu [a, b], ddle necht
M = sup{f(x),x € [a, b]} a m = inf{f(x),x € [a, b]}.

Pak existuji &isla x1, xp takovd, Ze f(x1) = M, f(x2) = m. Tedy spojitd
funkce nabyva na uzavieném intervalu své nejvétsi a nejmensi hodnoty.

@© Petr Hasil (MUNI)

Matematicka analyza 78 / 90

Limita a spojitost funkce [EJeIeIiteS aRiTTI N

Posloupnost x,, je ohranitend, tedy (podle Bolzanovy-Weierstrassovy véty)
existuje vybranad konvergentni podposloupnost, tj.

Ixn, =X c € [a, b].
Funkce f je spojitd, pak podle véty 21

lim f(xn,) = f(c) a soutasn& M > f(xp,) > M — 2,,%1,
k—o00

tj. limgo0 f(Xn,) = M a tedy f(c) = M. Bod c je proto hledanym
bodem, v némz funkce nabyvd hodnotu M. O
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V&ta 27 (1. Bolzanova véta)

Necht funkce f je spojitd na intervalu [a, b] a v krajnich bodech intervalu
nabyva hodnot s opaénym znaménkem (f(a) - f(b) < 0). Pak existuje &islo
c € (a, b) takové, Ze f(c) = 0.

Limita a spojitost funkce [ESJeIeIiteIaR{TTI N

Tedy b, — a, — 0, pak (dle principu vnofenych intervall)
dlc € m Ih, tj. c=Ilima, a ¢ = lim by,
neN
Ze spojitosti plyne

~——
<0 <0

limf(a,) = f\(f-l A lim f(by) = f(c)

4
{

f(c)<OAf(c)>0 = f(c)=0.
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Diikaz.

PouZijeme metodu piileni intervalli. Necht x; € (a, b). Pak nastdva jedna z
nasledujicich moZnosti.

(4 ] f(Xl):0=>C:X1
@ f(x1) # 0, pak alespofi jeden z intervalii [a, x1], [x1, b] ma funkce f v
krajnich bodech opané znaménko — zvolime x» z tohoto intervalu.
0 f(x)=0=>c=x
@ f(x2) # 0, pak alespoii jeden z intervald . ..
Tuto konstrukci opakujeme a bud po koneZném pottu krokil najdeme
c: f(c) =0, nebo je vysledkem posloupnost vnofenych uzav¥enych
intervald h D b D -+ D I, = [apn, by] s opa&nymi znaménky v krajnich
bodech.
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Véta 28 (2. Bolzanova véta)

Necht funkce f je spojita na intervalu [a, b] a
M = sup{f(x),x € [a, b]}, m=inf{f(x),x € [a, b]}.

Pak
Vy € [m,M] 3c € [a,b] : f(c)=1y.

Tj. spojita funkce na uzavfeném intervalu nabyva vsech hodnot mezi svou
nejvétsi a nejmensi hodnotou.
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Diikaz.
Pokud y = M, nebo y = m, tvrzeni plyne z 2. Weierstrassovy véty.

Pokud y € (m, M), pak uvaZzujme funkci

Necht x1, x> € [a, b] jsou takovd, Ze f(x1) = m, f(x2) = M, pak
gha)=m-y <0, gle)=M-y>0.

Funkce g je spojita a podle 1. Bolzanovy vé&ty existuje &islo ¢: g(c) =0,
tedy f(c) =y. O

4
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Body nespojitosti

RozliSujeme nasledujici typy bod{ nespojitosti.
(a) Odstranitelnd nespojitost:
Existuje vlastni limita limy_, f(x) = L, ale L # f(xo).
(f(x0) nemusi byt ani definovana.)
(b) Nespojitost prvniho druhu (skok):
Existuji ob& vlastni jednostranné limity IimX_)X(; f(x)=1L; a
“mx_»(ar f(X) = L2, ale L1 7& L2.
(c) Nespojitost druhého druhu:
Aspori jedna jednostranna limita neexistuje, nebo je nevlastni.
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Poznamka

@ Disledek — ,,spojity obraz spojitého je spojity"

f([a, b]) = [m, M].

e Ptedpoklad spojitosti na uzavieném intervalu [a, b] nelze zeslabit,
nap¥. nahradit spojitostni na (a, b):

f(x) = L je na (0,1) spojita, ale ne omezena.

@ Polynom P(x) lichého stupn& ma aspoii jeden redlny koten.

le,moo P(x) = oo,XﬂToo P(x) = —oo (nebo obrécené).

= musi protnout osu x.

e Metoda piileni intervall = numerické ¥eSeni rovnice f(x) = 0.
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Spojité dodefinovani

muZeme ji v tomto bod& spojité dodefinovat jako

L, X = Xo,

)= F. x e D(F) ~ Do),

Ma-li funkce f v bod& xp odstranitelnou nespojitost a limy_x, f(x) = L,
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P¥iklad 20
sin x 0
=1~ <7
0 x=0
Funkce neni spojitd v bod& x = 0, nebot lim,_,q %

odstranitelnd nespojitost.

=1+ f(0), x=0je

Priklad 21

f(x) = arctg
Funkce ma skok v x = 0.
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Priklad 22
1
F(x) = sin, x#0
0 x=0
Limita limx_q sin )l( neexistuje, tedy x = 0 je nespojitost druhého druhu.
Priklad 23
f(x) = el/>

Jedna jednostrannd limita je nevlastni, tedy x = 0 je bod nespojitosti
druhého druhu.
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