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Konstrukce

n = 1 :

∫ b

a
f (x) dx = F (b)− F (a), F ′ = f

n = 2 : D ⊆ R2, f : D → R,
∫∫

D
f (x , y) dx dy =?

n = 3, 4, . . .
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Podmnožině Rn p̌rǐrad́ıme reálné č́ıslo.
Pro A ⊆ Rn znač́ı m(A) ḿıru množiny A (tj. m(·) je zobrazeńı z množiny
podmnožin Rn do R+

0 = [0,∞)).
Mı́ra by měla splňovat (p̌rirozené) podḿınky pro (mě̌ritelné) A,B ⊆ Rn

A = B ⇒ m(A) = m(B)

A ⊆ B ⇒ m(A) ≤ m(B)

A ∩ B = ∅ ⇒ m(A ∪ B) = m(A) +m(B)

V posledńı podḿınce se někdy nahrazuje A ∩ B = ∅ za slabš́ı podḿınku
m(A ∩ B) = 0 (platnost dokážeme jako Větu 3). Pojem ḿıry sjednocuje a
zobecňuje pojem obsahu a objemu množin z Rn, je tedy také p̌rirozené
očekávat nap̌r. v R2, že m([0, 1]× [0, 1]) = 1.
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Formálně množinovou funkci m(·) nazýváme ḿırou, jestliže

1 m(∅) = 0,

2 m(A) ≥ 0 ∀A (nezápornost),

3 An, n ∈ M ⊆ N, po dvou disjunktńı množiny, pak

m(
⋃

An) =
∑

m(An).

Jestliže vztah plat́ı pro spočetnou množinu M, tedy lze i M = N, pak
mluv́ıme o spočetné aditivitě, neboli σ-aditivitě, pokud plat́ı jen pro
konečné počty množin An, jedná se o konečnou aditivitu.
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Definice 1

Necht’ n, j , k ∈ Z, n ≥ 0. Množinu

W n
j ,k =

{
[x , y ] ∈ R2 :

j

2n
≤ x ≤ j + 1

2n
,
k

2n
≤ y ≤ k + 1

2n

}
nazýváme čtverec řádu n.

Množinu všech čtverc̊u řádu n nazýváme śıt’ řádu n.

Śıt’ řádu 0 nazýváme základńı śıt’.

Konečné sjednoceńı čtverc̊u řádu n nazýváme elementárńı množina
řádu n.

Č́ıslo m(W n
j ,k) =

(
1
2n

)2
= 1

4n nazýváme ḿırou čtverce řádu n.

Mı́ra elementárńı množiny řádu n je součtem měr všech čtverc̊u, které
ji tvǒŕı.

Klademe m(∅) = 0.
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Poznámka

Často nezálež́ı na konkrétńı poloze daného čtverce a dolńı indexy se
proto vynechávaj́ı.

Každý čtverec řádu n je sjednoceńım čty̌r čtverc̊u řádu n + 1, tedy
plat́ı

m(W n) = 4 ·m(W n+1).
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Definice 2

Jádro řádu n omezené množiny A, označ́ıme Jn(A), je elementárńı
množina řádu n tvǒrená čtverci, které jsou podmnožinami vniťrku
množiny A.

Obal řádu n omezené množiny A, označ́ıme On(A), je elementárńı
množina řádu n tvǒrená čtverci, které maj́ı neprázdný pr̊unik s
uzávěrem množiny A.
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Plat́ı
Jn(A) ⊆ Jn+1(A), On(A) ⊇ On+1(A),

tedy

m(Jn(A)) ≤ m(Jn+1(A)), m(On(A)) ≥ m(On+1(A)).

Dále plat́ı ∀n,m ∈ N : Jn(A) ⊆ Om(A), nebot’

Jn(A) ⊆ A◦ ⊆ A ⊆ Om(A) ⇒ m(Jn(A)) ≤ m(Om(A)).

Odtud ihned dostáváme, že posloupnost m(Jn(A)) je neklesaj́ıćı a shora
ohraničená. Podobně posloupnost m(On(A)) je nerostoućı a zdola
ohraničená.
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Tedy existuj́ı konečné limity

m∗(A) = lim
n→∞

m(Jn(A)), m∗(A) = lim
n→∞

m(On(A)).

m∗(A) se nazývá dolńı (vniťrńı) Jordanova ḿıra a m∗(A) se nazývá horńı
(vněǰśı) Jordanova ḿıra.
Samožrejmě plat́ı

0 ≤ m∗(A) ≤ m∗(A).

Definice 3

Řekneme, že omezená množina A je Jordanovsky mě̌ritelná (dále jen
mě̌ritelná), pokud m∗(A) = m∗(A), a definujeme jej́ı Jordanovu ḿıru jako

m(A) = m∗(A) = m∗(A).
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Poznámka

1 Pokud m∗(A) = 0, je A mě̌ritelná a m(A) = 0, nebot’ m∗(A) ≥ 0 a
m∗(A) ≤ m∗(A), což plat́ı pro každou omezenou množinu A ⊆ R2.

2 Pokud je A tvǒrena konečným počtem bodů v rovině, pak m(A) = 0.

3 V teorii Riemannova integrálu bylo uvedeno tvrzeńı:
Funkce f je integrovatelná na intervalu [a, b] právě tehdy, když
∀ε > 0 ∃δ > 0 takové, že pro každé děleńı D intervalu [a, b] s normou
ν(D) < δ plat́ı

S(D, f )− s(D, f ) < ε.

Podobné tvrzeńı plat́ı pro ḿıru:
Omezená množina A ⊆ R2 je mě̌ritelná právě tehdy, když

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 : m(On(A))−m(Jn(A)) < ε.
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Budeme použ́ıvat značeńı

A◦ = vniťrek množiny A,

A = uzávěr množiny A,

h(A) = hranice množiny A,

Ac = doplněk množiny A.

Př́ıklad 1

Necht’ A = [0, 1]2 ∩Q2, tj. body z jednotkového čtverce s racionálńımi
soǔradnicemi, pak A neńı mě̌ritelná.

A◦ = ∅,m∗(A) = 0,A = [0, 1]2

⇒ m(On(A)) ≥ 1 (A ⊆ On(A)) ⇒ m∗(A) ≥ 1
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Věta 1

Omezená množina A ⊆ R2 je mě̌ritelná právě tehdy, když m(h(A)) = 0.

Důkaz.

Tvrzeńı plyne z rovnosti

m(On(A))︸ ︷︷ ︸
→m∗(A)

= m(Jn(A))︸ ︷︷ ︸
→m∗(A)

+m(On(h(A)))︸ ︷︷ ︸
m∗(h(A))

pro n→∞, A = A◦ ∪ h(A).
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Věta 2

Necht’ A,B jsou mě̌ritelné množiny, pak množiny

A ∪ B,A ∩ B,A∖ B,B ∖ A

jsou také mě̌ritelné.

Důkaz.

A,B jsou mě̌ritelné, tedy m(h(A)) = 0 = m(h(B)).

h(A ∪ B) ⊆ h(A) ∪ h(B)⇒
0 ≤ m∗(h(A∪B)) ≤ m∗(h(A))+m∗(h(B)) = 0⇒ A∪B je mě̌ritelná.

h(A∖ B) = h(A ∩ Bc) ⊆ h(A) ∪ h(Bc) = h(A) ∪ h(B)
⇒ 0 ≤ m∗(h(A∖ B)) ≤ m∗(h(A)) +m∗(h(B)) = 0
⇒ A∖ B je mě̌ritelná.

h(A ∩ B) ⊆ h(A) ∪ h(B)⇒ m∗(h(A ∩ B)) = 0⇒ A ∩ B je mě̌ritelná.
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Poznámka

Jestliže A1, . . . ,An jsou mě̌ritelné množiny, pak množina A1 ∪ · · · ∪ An je
mě̌ritelná.

Toto tvrzeńı neplat́ı pro spočetná sjednoceńı!

Hlavńı nevýhodou Jordanovy ḿıry je, že je pouze konečně aditivńı, ale neńı
spočetně aditivńı. Nap̌r. A = [0, 1]2 ∩Q2 je spočetná, ḿıra jednobodové
množiny je nula, p̌ritom A neńı mě̌ritelná.
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Věta 3

Jsou-li A,B mě̌ritelné a m(A ∩ B) = 0, pak

m(A ∪ B) = m(A) +m(B).

Důkaz.

Předpokládejme, že A ∩ B = ∅, pak

m∗(A) +m∗(B) ≤ m∗(A ∪ B) ≤ m∗(A ∪ B) ≤ m∗(A) +m∗(B),

tedy vzhledem k mě̌ritelnosti A a B máme

m(A) +m(B) ≤ m∗(A ∪ B) ≤ m∗(A ∪ B) ≤ m(A) +m(B).
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Necht’ plat́ı pouze p̌redpoklady věty, zejména m(A ∩ B) = 0. Máme
A ∪ B = A ∪ (B ∖ A), p̌ričemž A ∩ (B ∖ A) = ∅, tedy v́ıme, že

m(A ∪ B) = m(A) +m(B ∖ A). (1)

Jistě plat́ı B = (B ∖ A) ∪ (A ∩ B), kde (B ∖ A) ∩ (A ∩ B) = ∅, tedy

m(B) = m(B ∖ A) +m(A ∩ B). (2)

Odečteńım rovnice (2) od rovnice (1) obdrž́ıme

m(A ∪ B) = m(A) +m(B)−m(A ∩ B).

□
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Lemma 1

Jordanova ḿıra rovnoběžńıku R o straně a s výškou va je

m(R) = a · va.

Lemma 2

Jordanova ḿıra rovnoběžńıku R daného vektory u = (u1, u2), v = (v1, v2)
je rovna absolutńı hodnotě determinantu∣∣∣∣u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣ .
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Je-li L : R2 → R2 lineárńı zobrazeńı, pak existuje matice L =

(
l11 l12
l21 l22

)
taková, že (

x
y

)
L7→ L ·

(
x
y

)
.

Věta 4 (Závislost ḿıry na lineárńı transformaci)

Necht’ A ⊆ R2 je mě̌ritelná, L : R2 → R2 je regulárńı lineárńı zobrazeńı a L
je libovolná matice reprezentuj́ıćı toto zobrazeńı. Pak množina L(A) je
mě̌ritelná a

m(L(A)) = |det L| ·m(A).

Regulárńı lineárńı zobrazeńı: det L ̸= 0.
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Důkaz.

Lineárńı zobrazeńı transformuje systém rovnoběžných stejně vzdálených
p̌ŕımek na jiný systém rovnoběžných stejně vzdálených p̌ŕımek, tj. śıt’

čtverc̊u řádu n je transformována na soustavu shodných rovnoběžńık̊u.
Poťrebujeme tedy nejprve určit m(L(W n)) (nap̌r. m(L(W n

0,0))).

Čtverec W n
0,0 je dán vektory (2−n, 0) , (0, 2−n) a rovnoběžńık L(W n

0,0) je

dán vektory u =
(
ℓ11
2n ,

ℓ21
2n

)
, v =

(
ℓ12
2n ,

ℓ22
2n

)
, tedy

m(L(W n
0,0)) =

∣∣∣∣ ℓ112n ℓ12
2n

ℓ21
2n

ℓ22
2n

∣∣∣∣ = 1

22n
| det L| = m(W n

0,0)| det L|.
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Předpokládejme, že se jádro Jn(A) množiny A skládá z k čtverc̊u řádu n.
Protože z Jn(A) ⊆ A plyne L(Jn(A)) ⊆ L(A), máme

m∗(L(A)) ≥ m∗(L(Jn(A))) = m∗

L
 ⋃

(p,q)∈I

W n
p,q

 ,

kde I je k-prvková množina dvojic celých č́ısel. Jistě plat́ı

⋃
(p,q)∈I

L(W n
p,q) ⊆ L

 ⋃
(p,q)∈I

W n
p,q

 .

Každá z množin L(W n
p,q) je mě̌ritelná a vzájemně maj́ı společnou nejvýše

hranici o ḿı̌re nula.
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Konstrukce Jordanova ḿıra

T́ım dostáváme

m∗(L(A)) ≥ m∗

L
 ⋃

(p,q)∈I

W n
p,q

 ≥ m∗

 ⋃
(p,q)∈I

L
(
W n

p,q

)
=

∑
(p,q)∈I

m
(
L
(
W n

p,q

))
=

∑
(p,q)∈I

| det L|m
(
W n

p,q

)
= | det L|

∑
(p,q)∈I

m
(
W n

p,q

)
= | det L|m(Jn(A)).

Analogicky plat́ı
m∗(L(A)) ≤ | det L|m(On(A)).

Celkem tedy máme

| det L|m(Jn(A)) ≤ m∗(L(A)) ≤ m∗(L(A)) ≤ | det L|m(On(A)).

Nyńı stač́ı použ́ıt limitńı p̌rechod n→∞ a větu o ťrech limitách. □
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Poznámka

L : R2 → R2 : ∥x∥ = ∥Lx∥ ∀x ∈ R2 (izometrie), L : Lx + q a plat́ı
⟨x , y⟩ = ⟨Lx , Ly⟩ = ⟨x , LTLy⟩ = ⟨x , y⟩ (L je ortogonálńı matice), tedy
Jordanova ḿıra je invariantńı vzhledem k ortogonálńımu zobrazeńı
(m(L(A)) = m(A)).
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Poznámka

Jordanovu ḿıru v Rk pro k ∈ N lze konstruovat analogicky s použit́ım
k-rozměrných krychĺı řádu n

W n
m1,...,mk

=

{
[x1, . . . , xk ] ∈ Rk :

m1

2n
≤ x1 ≤

m1 + 1

2n
, . . .

. . .
mk

2n
≤ xk ≤

mk + 1

2n

}
s Jordanovou ḿırou m(W n) = 1

2kn
.
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Věta 5

Necht’ funkce f : [a, b]→ R je na uzav̌reném intervalu [a, b] spojitá, pak
jej́ı graf G (f ) = {[x , f (x)], x ∈ [a, b]} má ḿıru nula v prostoru E2, tj.
m(G (f )) = 0. Zejména podgraf nezáporné funkce je mě̌ritelná množina,
nebot’ ḿıra jej́ı hranice je nula.

Poznámka

Řekneme, že funkce f je stejnoměrně spojitá na intervalu [a, b], pokud

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x1, x2 ∈ [a, b], |x1 − x2| < δ : |f (x1)− f (x2)| < ε.

Pro funkci f na uzav̌reném intervalu [a, b] je stejnoměrná spojitost
ekvivalentńı s (

”
normálńı“) spojitost́ı.
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Důkaz.

Funkce f je stejnoměrně spojitá na [a, b]. Necht’ ε > 0 je libovolné, pak
k ε

b−a > 0 existuje δ > 0 takové, že

|x1 − x2| < δ ⇒ |f (x1)− f (x2)| <
ε

b − a
.

Množinu G (f ) pokryjeme obdélńıky s výškou ε
b−a a základnou δ. Pro

součet těchto obdélńık̊u plat́ı∑ ε

b − a
(xi+1 − xi ) =

ε

b − a

∑
(xi+1 − xi ) =

ε

b − a
(b − a) = ε.

Protože ε bylo libovolné, m∗(G (f )) = 0.
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Shrnut́ı

Jordanova ḿıra m(A) je konečně aditivńı (neńı spočetně aditivńı).

Tř́ıda jordanovsky mě̌ritelných množin se nezměńı, pokud śıt’

zjemňujeme nikoliv 22-krát (1 čtvereček na 4 malé), ale n2-krát, kde
n je libovolné p̌rirozené č́ıslo.

V E1 jde v podstatě o děleńı intervalu (ḿısto čtverečk̊u máme
úsečky).

Náčrt konstrukce Lebesgueovy ḿıry
Lebesgueova ḿıra je založena na následuj́ıćım tvrzeńı.
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Věta 6

Necht’ A ⊆ R je otev̌rená množina. Pak existuje nejvýše spočetně mnoho
otev̌rených, po dvou disjunktńıch interval̊u (αn, βn), n ∈ N, tak, že
A =

⋃∞
n=1(αn, βn).

mL(A) =
∑∞

n=1(βn − αn) pro omezenou otev̌renou množinu A ⊆ R
A ⊂ R uzav̌rená a omezená, tj. ∃c , d ∈ R : A ⊆ (c , d)⇒ (c , d)∖ A
je otev̌rená množina a tedy mL(A) = (d − c)−mL((c , d)∖ A)

necht’ A ⊆ R je libovolná omezená množina, pak m∗
L(A) = infm(B),

A ⊆ B, B je otev̌rená; m∗L(A) = supm(B), B ⊆ A, B je uzav̌rená

m∗
L = m∗L, pak je množina lebegueovsky mě̌ritelná
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Konstrukce Jordanova ḿıra

Př́ıklad 2

mL([0, 1]
2 ∩Q2) =?

Je rovno nule, každý bod má ḿıru nula a Lebesgueova ḿıra je spočetně
aditivńı.

Existuje A ⊆ R omezená, pro niž m∗L(A) < m∗
L(A), tj. neńı lebesgueovsky

mě̌ritelná?

(Lze je zkonstruovat s použit́ım axiomu výběru, nap̌r. Vitaliho nebo Bernsteinova

konstrukce.)
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrálu

Necht’ A ⊆ R2 je mě̌ritelná, omezená množina a f : A→ R je omezená
funkce na A. Śıt’ řádu n vytvǒŕı tzv. pokryt́ı řádu n množiny A. Čtverce

s touto dohodou jsou navzájem disjunktńı množiny. Polož́ıme
A =

⋃m
j=1Dj , kde množiny Dj jsou tvaru Dn

j = A ∩ Cn
j , kde Cn

j je nějaký
čtverec śıtě řádu n.

Systém {Dn
1 , . . . ,D

n
m} se nazývá pokryt́ı řádu n množiny A. Každá

z množin Dn
j je mě̌ritelná, nebot’ je pr̊unikem mě̌ritelných množin.
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrálu

Poznámka

Obecně v Rk použ́ıváme tzv. krychlové množiny řádu n

Cn
j1,...,jk

=

{
[x1, . . . , xk ] ∈ Rk :

i1
2n
≤ x1 <

i1 + 1

2n
, . . . ,

ik
2n
≤ xk <

ik + 1

2n

}
,

což jsou (neuzav̌rené) po dvou disjunktńı mě̌ritelné množiny pokrývaj́ıćı
Rk s ḿırou m(Cn) = 2−kn.

Konstrukci a vlastnosti si pro p̌rehlednost p̌redvedeme v R2.
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrálu

Necht’

Mj = sup
[x ,y ]∈Dn

j

f (x , y), mj = inf
[x ,y ]∈Dn

j

f (x , y),

pak definujeme

Sn(f ,A) =
m∑
j=1

Mj ·m(Dn
j ), sn(f ,A) =

m∑
j=1

mj ·m(Dn
j )

horńı a dolńı součet řádu n a plat́ı

Sn+1(f ,A) ≤ Sn(f ,A), sn+1(f ,A) ≥ sn(f ,A),

tj. posloupnost {Sn(f ,A)} je nerostoućı a zdola ohraničená a posloupnost
{sn(f ,A)} je neklesaj́ıćı a shora ohraničená, pak existuj́ı

lim
n→∞

Sn(f ,A) =:

∫∫
A
f (x , y) dx dy , lim

n→∞
sn(f ,A) =:

∫∫
A

f (x , y) dx dy

horńı a dolńı Riemann̊uv integrál funkce f na množině A.
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrálu

Definice 4

Pokud se horńı Riemannův integrál rovná dolńımu, tj.∫∫
A
f (x , y) dx dy =

∫∫
A

f (x , y) dx dy ,

řekneme, že funkce f je na A riemannovsky integrovatelná a definujeme∫∫
A
f (x , y) dx dy =

∫∫
A
f (x , y) dx dy =

∫∫
A

f (x , y) dx dy .
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrálu

Poznámka

Pro n = 1 lze použ́ıt libovolné děleńı D, pop̌r. se omezit na dyadické děleńı
D [2] (dyadická č́ısla m

2n ,m, n ∈ N). Samožrejmě plat́ı D ⊃ D [2], tedy∫ b

a

f (x) dx ≥ [2]

∫ b

a

f (x) dx ,

∫ b

a
f (x) dx ≤ [2]

∫ b

a
f (x) dx ,

odkud ihned plyne, že [2]
∫
≤
∫
≤
∫
≤ [2]

∫
. Tento vztah muśı platit i

naopak, jinak by šlo o jinou konstrukci.

Nap̌r. v́ıme, že plat́ı: Je-li Dn nulová posloupnost děleńı, pak∫ b

a

f (x) dx = lim
n→∞

s(f ,Dn).
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrálu

Věta 7

Necht’ A ⊆ R2 je mě̌ritelná a omezená množina, f , g : A→ R. Jsou-li f , g
integrovatelné na A, pak jsou na A integrovatelné i funkce f ± g a plat́ı∫∫

A
f (x , y)± g(x , y) dx dy =

∫∫
A
f (x , y) dx dy ±

∫∫
A
g(x , y) dx dy .

Dále, pro α ∈ R libovolné je integrovatelná i funkce α · f a plat́ı∫∫
A
α · f (x , y) dx dy = α ·

∫∫
A
f (x , y) dx dy .
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrálu

Důkaz.

∫∫
A

(f + g) dx dy = lim
n→∞

sn(f + g ,A) = lim
n→∞

m∑
j=1

inf
Dn

j

(f + g) ·m(Dn
j )

≥ lim
n→∞

m∑
j=1

(
inf
Dn

j

f + inf
Dn

j

g

)
m(Dn

j ) = lim
n→∞

[sn(f ,A) + sn(g ,A)]

= lim
n→∞

sn(f ,A) + lim
n→∞

sn(g ,A) =

∫∫
A

f dx dy +

∫∫
A

g dx dy ,

podobně
∫∫

A(f + g) dx dy ≤
∫∫

Af dx dy +
∫∫

Ag dx dy .
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrálu

Celkem tedy máme∫∫
A

f dx dy+

∫∫
A

g dx dy ≤
∫∫

A

(f +g) dx dy ≤
∫∫

A
(f +g) dx dy

≤
∫∫

A
f dx dy +

∫∫
A
g dx dy .

Jsou-li f , g integrovatelné, sev̌rou integrály mezi sebou.
Násobeńı konstantou dokážeme podobně. Jen je poťreba hĺıdat znaménko
konstanty α, tj. je-li α ≥ 0, je vše v pǒrádku; je-li α < 0, potom nap̌r.

sup(αf ) = α inf(f ).

Rozd́ıl je triviálńım důsledkem p̌redchoźıho. □
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrálu

Věta 8

Necht’ f je integrovatelná na omezené mě̌ritelné množině A ⊆ R2 a B ⊆ A
je mě̌ritelná množina. Pak funkce f je integrovatelná i na B.
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrálu

Důkaz.

Necht’ je {Dn
1 , . . . ,D

n
m} pokryt́ı řádu n množiny A. Toto pokryt́ı vytvá̌ŕı

p̌rirozeným způsobem pokryt́ı

{Dn
1 ∩ B, . . . ,Dn

m ∩ B}, {Dn
1 ∩ (A∖ B), . . . ,Dn

m ∩ (A∖ B)}

množin B a A∖ B. Plat́ı

sn(A, f ) ≤ sn(B, f )+ sn(A∖B, f ), Sn(A, f ) ≥ Sn(B, f )+Sn(A∖B, f ),

a pro n→∞ máme∫∫
B

f dx dy +

∫∫
A∖B

f dx dy ≥
∫∫

A
f dx dy

≥
∫∫

B
f dx dy +

∫∫
A∖B

f dx dy .
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrálu

Tedy

0 ≥
∫∫

B

f dx dy −
∫∫

B
f dx dy

≥
∫∫

A∖B
f dx dy −

∫∫
A∖B

f dx dy ≥ 0.

Odtud ihned∫∫
B

f dx dy =

∫∫
B
f dx dy ,

∫∫
A∖B

f dx dy =

∫∫
A∖B

f dx dy .

□
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrálu

Věta 9

Necht’ f je integrovatelná na mě̌ritelných, omezených a disjunktńıch
množinách A,B ⊆ R2. Pak je f integrovatelná i na A ∪ B a plat́ı∫∫

A∪B
f (x , y) dx dy =

∫∫
A
f (x , y) dx dy +

∫∫
B
f (x , y) dx dy .

Důkaz.

Tři druhy čtverečk̊u – pouze A, pouze B
a sḿı̌sené. Mı́ra sḿı̌sených jde k nule.
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrálu

Věta 10

Necht’ funkce f je omezená na A a m(A) = 0. Pak je f na A
integrovatelná a plat́ı ∫∫

A
f (x , y) dx dy = 0.

Důkaz.

Máme |f (x , y)| ≤ M na A, odtud

−M ·m(A) ≤ sn(f ,A) ≤ Sn(f ,A) ≤ M ·m(A).
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrálu

Důsledek 1

Necht’ A,B jsou mě̌ritelné množiny a plat́ı m(A ∩ B) = 0. Je-li funkce f
integrovatelná na A i na B, pak je integrovatelná i na A ∪ B a plat́ı∫∫

A∪B
f (x , y) dx dy =

∫∫
A
f (x , y) dx dy +

∫∫
B
f (x , y) dx dy .

Plyne ihned z Vět 9 a 10 a faktu, že

A ∪ B = (A∖ B) ∪ (A ∩ B) ∪ (B ∖ A).

(Jedná se o ześıleńı Věty 9.)
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrálu

Věta 11

Necht’ je funkce f spojitá a omezená na omezené mě̌ritelné množině
A ⊆ R2. Pak je funkce f na množině A integrovatelná.

Důkaz.

Podobně jako u jednorozměrných integrál̊u je důkaz založen na tvrzeńı, že
f je integrovatelná právě tehdy, když

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 : Sn(f ,A)− sn(f ,A) < ε.
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrálu

Snadno pro integrál v R2 (Rk) dostaneme i daľśı tvrzeńı známá z R1.

Věta 12

Necht’ jsou funkce f , g integrovatelné na mě̌ritelné množině A ⊆ R2 a plat́ı
f (x , y) ≤ g(x , y), ∀(x , y) ∈ A. Pak∫∫

A
f (x , y) dx dy ≤

∫∫
A
g(x , y) dx dy .

Věta 13

Necht’ je funkce f integrovatelné na mě̌ritelné množině A ⊆ R2. Pak je
i funkce |f | na množině A integrovatelná a plat́ı∣∣∣∣∫∫

A
f (x , y) dx dy

∣∣∣∣ ≤ ∫∫
A
|f (x , y)| dx dy .
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrálu

Definice 5

Řekneme, že funkce f : A→ R má skoro všude na množině A vlastnost V ,
jestliže existuje množina B taková, že B ⊆ A,m(B) = 0 a funkce f má
vlastnost V ve všech bodech množiny A∖ B.
(Tj. vlastnost neńı splněna na množině ḿıry nula, p̌ričemž m(∅) = 0.)
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Věta 14

Necht’ A ⊆ R2 je omezená mě̌ritelná množina a f , g : A→ R, kde f je na
A integrovatelná a g je na A omezená. Pokud plat́ı f (x , y) = g(x , y) skoro
všude na A, pak je na A funkce g integrovatelná a∫∫

A
g(x , y) dx dy =

∫∫
A
f (x , y) dx dy .

Důkaz.

Funkce F (x , y) = f (x , y)− g(x , y) = 0 skoro všude na A, tedy
∃B ⊆ A,m(B) = 0 a F (x , y) = 0 na A∖ B. Potom∫∫

A
F =

∫∫
B
F +

∫∫
A∖B

F = 0 + 0 = 0⇒
∫∫

A
f =

∫∫
A
g .
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrálu

Věta 15

Necht’ A ⊆ R2 je omezená a mě̌ritelná množina a necht’ f : A→ R je
omezená a skoro všude spojitá na A. Pak je funkce f na A integrovatelná.

Důkaz.

Existuje množina B ⊆ A taková, že m(B) = 0 a f je spojitá na A∖B. Pak
podle Věty 11 je funkce f integrovatelná na A∖ B a podle Věty 10 je∫∫

B f = 0, tedy
∫∫

A f existuje a je roven
∫∫

A∖B f .
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Výpočet Riemannova integrálu Základńı postup

∫∫
A f (x , y) dx dy . . . dvojný integrál∫ b

a

(∫ d
c f (x , y) dy

)
dx . . . dvojnásobný integrál

Věta 16

Necht’ A = [a, b]× [c , d ] je obdélńık v R2 a funkce f : A→ R je na
množině A spojitá. Pak∫∫

A
f (x , y) dx dy =

∫ b

a

(∫ d

c
f (x , y) dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a
f (x , y) dx

)
dy .
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Výpočet Riemannova integrálu Základńı postup

Důkaz.

Označme F (x) =
∫ d
c f (x , y) dy . Tato funkce je korektně definována,

nebot’ integrand je spojitá funkce proměnné y . Śıt’ řádu n, označme
{Dn

1 , . . . ,D
n
m}, tvǒŕı pokryt́ı A = [a, b]× [c, d ] a současně vytvá̌ŕı děleńı

interval̊u [a, b] i [c , d ]. Necht’ [a, b] =
⋃p

i=1 K
n
i a [c , d ] =

⋃q
i=1 J

n
i .

Dále označme

unij = inf
[x ,y ]∈Kn

i ×Jnj

f (x , y), Un
ij = sup

[x ,y ]∈Kn
i ×Jnj

f (x , y).

Potom

Sn(f ,A) =

p∑
i=1

q∑
j=1

Un
ij m(Kn

i )m(Jnj )︸ ︷︷ ︸
m(Dn

ij )

,

sn(f ,A) =

p∑
i=1

q∑
j=1

unijm(Kn
i )m(Jnj ).
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Výpočet Riemannova integrálu Základńı postup

Máme tedy pro
∫ b
a F (x) dx a ξi ∈ Kn

i libovolné, že

sn(F , [a, b]) =

p∑
i=1

inf
x∈Kn

i

F (x)m(Kn
i )

≤
p∑

i=1

F (ξi )m(Kn
i )︸ ︷︷ ︸∑p

i=1

(∫ d
c f (ξi ,y) dy

)
m(Kn

i )

≤
p∑

i=1

sup
x∈Kn

i

F (x)m(Kn
i )

a pro
∫ d
c f (ξi , y) dy , ηi ∈ Jni libovolné, p̌ri označeńı G (y) := f (ξi , y)

sn(G , [c , d ]) =

q∑
j=1

inf
y∈Jni

G (y)m(Jni )

≤
q∑

j=1

G (ηi )m(Jni ) ≤
q∑

j=1

sup
y∈Jni

G (y)m(Jni ).
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Výpočet Riemannova integrálu Základńı postup

Spojeńım p̌redchoźıch nerovnost́ı obdrž́ıme

p∑
i=1

q∑
j=1

unijm(Kn
i )m(Jni )︸ ︷︷ ︸

→
∫∫

f dx dy

≤
∫ b

a

∫ d

c

f dx dy ≤
∫ b

a

∫ d

c
f dx dy

≤
∫ b

a

∫ d

c

f dx dy ≤
∫ b

a

∫ d

c
f dx dy ≤

p∑
i=1

q∑
j=1

Un
ijm(Kn

i )m(Jni )︸ ︷︷ ︸
→

∫∫
f dx dy

.

Opačné pǒrad́ı integrace źıskáme zcela analogicky (p̌reznačeńım). □
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Výpočet Riemannova integrálu Základńı postup

Věta 17 (Fubiniho věta)

Necht’ f je spojitá na množině

A = {[x , y ] : a ≤ x ≤ b, g(x) ≤ y ≤ h(x)},

kde g , h : [a, b]→ R jsou funkce spojité na intervalu [a, b]. Pak∫∫
A
f (x , y) dx dy =

∫ b

a

(∫ h(x)

g(x)
f (x , y) dy

)
dx .

Podobně pro

A = {[x , y ] : y ∈ [c , d ], g(y) ≤ x ≤ h(y)}, g , h ∈ C [c , d ],

plat́ı ∫∫
A
f (x , y) dx dy =

∫ d

c

(∫ h(y)

g(y)
f (x , y) dx

)
dy .
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Výpočet Riemannova integrálu Základńı postup

Důkaz.

Necht’ Q = [a, b]× [c , d ], A ⊆ Q a definujme funkci f̃ : Q → R jako

f̃ (x , y) =

{
f (x , y) [x , y ] ∈ A

0 [x , y ] ∈ Q ∖ A

f̃ je spojitá s výjimkou graf̊u g , h, tedy je skoro všude spojitá na Q, odtud∫∫
A
f (x , y) dx dy =

∫∫
Q
f̃ (x , y) dx dy =

∫ b

a

∫ d

c
f̃ (x , y) dy dx

=

∫ b

a


∫ g(x)

c
f̃ dy︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫ h(x)

g(x)
f̃ dy +

∫ d

h(x)
f̃ dy︸ ︷︷ ︸

=0

 dx

=

∫ b

a

(∫ h(x)

g(x)
f (x , y) dy

)
dx .
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Výpočet Riemannova integrálu Základńı postup

Poznámka

Je-li ve větě o integraci p̌res obdélńık funkce f pouze integrovatelná, plat́ı∫∫
[a,b]×[c,d ]

f (x , y) dx dy =

∫ b

a

(∫ d

c

f (x , y) dy

)
dx =

∫ b

a

(∫ d

c
f (x , y) dy

)
dx .

Pokud označ́ıme

F (x) =

∫ d

c

f (x , y) dy , G (x) =

∫ d

c
f (x , y) dy ,

může nastat p̌ŕıpad, kdy F (x) < G (x) v jistých bodech x ∈ [a, b], ale
množina těchto bodů má Jordanovu ḿıru rovnu nule, tedy∫ b

a
F (x) dx =

∫ b

a
G (x) dx .
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Př́ıklad 3

Vypočtěte
∫∫

A x3y dx dy , kde A = {[x , y ] : 0 ≤ x ≤ 1, x3 ≤ y ≤ x}.

∫∫
A
x3y dx dy =

∫ 1

0

∫ x

x3
x3y dy dx

=

∫ 1

0
x3
[
y2

2

]x
x3

dx =
1

2

∫ 1

0
x3(x2 − x6) dx

=
1

2

∫ 1

0
x5 − x9 dx =

1

2

[
x6

6
− x10

10

]1
0

=
1

2

(
1

6
− 1

10

)
=

1

30∫∫
A x3y dx dy =

∫ 1
0

∫ 3
√
y

y x3y dx dy =
∫ 1
0 y
[
x4

4

] 3
√
y

y
dy

= 1
4

∫ 1
0 y(y4/3 − y4) dy = 1

4

∫ 1
0 y7/3 − y5 dy = 1

4

[
3
10y

10/3 − y6

6

]1
0

= 1
4

(
3
10 −

1
6

)
= 1

30
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Výpočet Riemannova integrálu Základńı postup

Př́ıklad 4

Zaměňte pǒrad́ı integrace
∫ 1
0

∫ √
2x−x2

x2 f (x , y) dy dx .

y =
√
2x − x2

y2 = 2x − x2

x2 − 2x + 1 + y2 − 1 = 0

(x − 1)2 + y2 = 1

x = 1±
√

1− y2

y = x2 → x = ±√y

Vybereme odpov́ıdaj́ıćı horńı, resp. dolńı kousky, tedy∫ 1

0

∫ √
y

1−
√

1−y2

f (x , y) dx dy .
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Poznámka

Samožrejmě plat́ı

m(A) =

∫∫
A
1 dx dy .

Př́ıklad 5

Vypoč́ıtejte ḿıru množiny A = {[x , y ] : −1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤
√
1− x2}.

I =

∫ 1

−1

∫ √
1−x2

0
dy dx =

∫ 1

−1
[y ]

√
1−x2

0 dx = 2

∫ 1

0

√
1− x2 dx

=

∣∣∣∣ x = sin t, dx = cos t dt
0 = sin 0, 1 = sinπ/2

∣∣∣∣ = 2

∫ π/2

0

√
1− sin2 t cos t dt

= 2

∫ π/2

0
cos2 t dt =

∫ π/2

0
1 + cos 2t dt =

∫ π/2

0
dt +

∫ π/2

0
cos 2t dt︸ ︷︷ ︸
=0

=
π

2
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Věta 18

Uvažujme reálný interval [a, b]. Necht’

A =
{
[x , y , z ] ∈ R3 : a ≤ x ≤ b, g(x) ≤ y ≤ h(x),G (x , y) ≤ z ≤ H(x , y)

}
,

kde funkce g , h : [a, b]→ R jsou na [a, b] spojité a funkce G ,H : B → R
jsou spojité na množině

B =
{
[x , y ] ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, g(x) ≤ y ≤ h(x)

}
.

Pak, je-li f : A→ R spojitá na A, plat́ı∫∫∫
A
f (x , y , z) dx dy dz =

∫ b

a

(∫ h(x)

g(x)

(∫ H(x ,y)

G(x ,y)
f (x , y , z) dz

)
dy

)
dx .
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Př́ıklad 6

Vypoč́ıtejte
∫∫∫

A dx dy dz , kde

A =

{
[x , y , z ] ∈ R3 : −1 ≤ x ≤ 1,−

√
1− x2 ≤ y ≤

√
1− x2,

−
√
1− x2 − y2 ≤ z ≤

√
1− x2 − y2

}
.
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∫ 1

−1

∫ √
1−x2

−
√
1−x2

∫ √1−x2−y2

−
√

1−x2−y2

dz dy dx =

∫ 1

−1

∫ √
1−x2

−
√
1−x2

2
√
1− x2 − y2 dy dx

=

∣∣∣∣ y =
√
1− x2 sin t, dy =

√
1− x2 cos t dt

y = −
√
1− x2 → t = −π/2, y =

√
1− x2 → t = π/2

∣∣∣∣
=

∫ 1

−1

(
2

∫ π/2

−π/2

√
(1− x2)− (1− x2) sin2 t

√
1− x2 cos t dt

)
dx

= 2

∫ 1

−1
(1− x2)

∫ π/2

−π/2
cos2 t dt dx

= 2

∫ 1

−1
(1− x2)

∫ π/2

−π/2

1 + cos 2t

2
dt dx =

∫ 1

−1
(1− x2)π dx

= 2π

∫ 1

0
1− x2 dx = 2π

[
x − x3

3

]1
0

= 2π
2

3
=

4

3
π
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Poznámka

Necht’ f : Rn → R a A = [a1, b1]× · · · × [an, bn] je n-rozměrný kvádr.
Je-li f spojitá na A, pak∫

A
f (x) dx =

∫ b1

a1

· · ·
∫ bn

an

f (x1, . . . , xn) dxn · · · dx1.
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Př́ıklad 7∫∫∫∫
A dx1 dx2 dx3 dx4, kde A = {[x1, x2, x3, x4] : x1 ∈ [0, 1], x2 ∈

[0, 1− x1], x3 ∈ [0, 1− x1 − x2], x4 ∈ [0, 1− x1 − x2 − x3]}.

Takové množině A se ř́ıká jednotkový simplex, použ́ıvá se k triangulaci
n-rozměrných těles a v optimalizaci (

”
n-rozměrný trojúhelńık“).∫ 1

0

∫ 1−x1
0

∫ 1−x1−x2
0

∫ 1−x1−x2−x3
0 dx4 dx3 dx2 dx1

=
∫ 1
0

∫ 1−x1
0

∫ 1−x1−x2
0 (1− x1 − x2 − x3) dx3 dx2 dx1

=
∫ 1
0

∫ 1−x1
0

[
(1− x1 − x2)x3 −

x23
2

]1−x1−x2

0
dx2 dx1

=
∫ 1
0

∫ 1−x1
0 (1− x1 − x2)

2 − 1
2(1− x1 − x2)

2 dx2 dx1

= 1
2

∫ 1
0

∫ 1−x1
0 (1− x1 − x2)

2 dx2 dx1 =
1
2

∫ 1
0

[
− (1−x1−x2)3

3

]1−x1

0
dx1

= 1
2

∫ 1
0

1
3(1− x1)

3 dx1 = − 1
2·3·4 [(1− x1)

4]10 =
1
4!
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Př́ıklad 8

Vypočtěte plochu obrazce daného nerovnostmi

x2 − 2x + y2 ≤ 0, x2 − 2y + y2 ≤ 0.

x2 − 2x + y2 ≤ 0

(x − 1)2 + y2 ≤ 1

x = 1−
√
1− y2, y =

√
2x − x2

x2 − 2y + y2 ≤ 0

x2 + (y − 1)2 ≤ 1

x =
√
2y − y2, y = 1−

√
1− x2
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∫∫
A
dx dy =

∫ 1

0

∫ √
2x−x2

1−
√
1−x2

dy dx =

∫ 1

0

√
2x − x2 − 1 +

√
1− x2 dx

=
π

4
− 1 +

π

4
=
π − 2

2

∫ 1

0

√
2x − x2 dx =

∫ 1

0

√
1− (x − 1)2 dx = |x − 1 = t, dx = dt|

=

∫ 0

−1

√
1− t2 dt = | sudá funkce | =

∫ 1

0

√
1− t2 dt

=
1

2

[
arcsin x + x

√
1− x2

]1
0
=
π

4
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Sťredńı hodnota:

av(f ) =

∫∫
A f (x , y)dxdy

m(A)
.

Uvažujme
∫∫

A F (x , y)dxdy . Je-li σ(x , y) plošná hustota v bodě [x , y ]
a ρ(x , y) vzdálenost bodu [x , y ] od osy otáčeńı o, pak

funkce F integrál z funkce F

1 Obsah množiny A (S)

σ(x , y) hmotnost množiny A (m)

yσ(x , y) lineárńı moment vzhl. k ose x (Ux)

xσ(x , y) lineárńı moment vzhl. k ose y (Uy )

y2σ(x , y) moment setrvačnosti vzhl. k ose x (Jx)

x2σ(x , y) moment setrvačnosti vzhl. k ose y (Jy )

ρ2(x , y)σ(x , y) moment setrvačnosti vzhl. k ose o (Jo)

y2 kvadratický moment pr̊ǔrezu vzhl. k ose x (Ix)

x2 kvadratický moment pr̊ǔrezu vzhl. k ose y (Iy )

ρ2(x , y) kvadratický moment pr̊ǔrezu vzhl. k ose o (Io)
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Výpočet Riemannova integrálu Základńı postup

Soǔradnice těžǐstě pr̊ǔrezu [xT , yT ] (σ(x , y) = 1):

xT =

∫∫
A xdxdy

S
, yt =

∫∫
A ydxdy

S
.
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Výpočet Riemannova integrálu Transformace dvojného a trojného integrálu

n = 1∫ b

a
f (x) dx = |x = φ(t), dx = φ′(t) dt| =

∫ β

α
f (φ(t))φ′(t) dt,

kde a = φ(α), b = φ(β). Také lze psát jako∫ g(b)

g(a)
f (x) dx =

∫ b

a
f (g(t))g ′(t) dt,

kde g ′ ̸= 0 (g je prostá).
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Výpočet Riemannova integrálu Transformace dvojného a trojného integrálu

n = 2 zobrazeńı g : E2 → E2, x = x(u, v), y = y(u, v)
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Výpočet Riemannova integrálu Transformace dvojného a trojného integrálu

Věta 19 (O transformaci)

Necht’ M ⊆ E2 je otev̌rená množina v rovině (u, v), g je prosté zobrazeńı
množiny M do roviny (x , y) dané funkcemi x = x(u, v), y = y(u, v), které
maj́ı na M spojité parciálńı derivace prvńıho řádu. Necht’ funkce

J(u, v) =

∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣
je r̊uzná od nuly a ohraničená na M. Necht’ M a g(M) jsou mě̌ritelné
množiny a funkce f je spojitá a ohraničená na g(M). Pak plat́ı∫∫

g(M)
f (x , y) dx dy =

∫∫
M
f
(
x(u, v), y(u, v)

)
· |J(u, v)| du dv .
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Výpočet Riemannova integrálu Transformace dvojného a trojného integrálu

Hlavńı idea důkazu.

Necht’ D1, . . . ,Dm je pokryt́ı řádu n množiny g(M), pak

D̃1 = g−1(D1), . . . , D̃m = g−1(Dm)

pokrývaj́ı množinu M. Zvolme [ξi , ηi ] ∈ Di a označme
[ξ̃i , η̃i ] = g−1([ξi , ηi ]). Utvǒrme integrálńı součet p̌ŕıslušný dvojnému
integrálu p̌res g(M)

m∑
i=1

f (ξi , ηi )m(Di )
n→∞−−−→

∫∫
g(M)

f (x , y) dx dy .

Jsou-li Di malé, jsou také D̃i malé a pro [x , y ] ∈ Di lze zobrazeńı g
aproximovat jeho diferenciálem g ′ v bodě [ξ̃i , η̃i ], tj. lineárńım zobrazeńım.
Transformace ḿıry p̌ri lineárńım zobrazeńı je

m(Di ) = |det g ′(ξi , ηi )|m(D̃i ).
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Výpočet Riemannova integrálu Transformace dvojného a trojného integrálu

Dosazeńım dostáváme∑m
i=1 f (ξi , ηi )m(Di ) ≈

∑m
i=1 f

(
x(ξ̃i , η̃i ), y(ξ̃i , η̃i )

)
|det g ′(ξi , ηi )|m(D̃i )

↓ n→∞ ↓ n→∞∫∫
g(M) f (x , y) dx dy

∫∫
M f
(
x(u, v), y(u, v)

)
|det g ′| du dv

Nejobt́ıžněǰśı technická záležitost je dokázat, že
”
≈“ mezi sumami p̌rejde

v limitě na rovnost mezi integrály. Lze to dokázat podobně jako pro
jednorozměrný integrál pomoćı Lagrangeovy věty o sťredńı hodnotě. □
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Výpočet Riemannova integrálu Transformace dvojného a trojného integrálu

Transformace v E2 do polárńıch soǔradnic je dána

x = ρ cosφ,

y = ρ sinφ,

kde ρ ∈ [0,∞) je vzdálenost od počátku (poloměr) a φ ∈ [0, 2π] (pop̌r.
[−π, π]) je odchylka od kladné poloosy x v kladném smyslu.

J(ρ, φ) =

∣∣∣∣cosφ −ρ sinφ
sinφ ρ cosφ

∣∣∣∣ = ρ ̸= 0 ⇔ ρ ̸= 0
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Výpočet Riemannova integrálu Transformace dvojného a trojného integrálu

Př́ıklad 9

Vypoč́ıtejte obsah množiny

M : x2 + y2 ≤ 2x , y ≥ 0.

x2 + y2 ≤ 2x ⇒ (x − 1)2 + y2 ≤ 1,

m(M) =

∫
M

dx dy =

∣∣∣∣ x = ρ cosφ
y = ρ sinφ

ρ ∈ (0, 2 cosφ]
φ ∈ [0, π/2]

J(ρ, φ) = ρ ̸= 0

∣∣∣∣
=

∫∫
D
ρ dφ dρ =

∫ π/2

0

∫ 2 cosφ

0
ρ dρ dφ =

∫ π/2

0

4 cos2 φ

2
dφ

= 2

∫ π/2

0

1 + cos 2φ

2
dφ =

π

2
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Př́ıklad 10

Vypoč́ıtejte obsah množiny

M = {[x , y ] ∈ R2 : (x − 1)2 + y2 − 1 ≥ 0, (x − 2)2 + y2 − 4 ≤ 0}.

φ ∈ [0, π/2],

ρ ∈ [2 cosφ, 4 cosφ]

m(M) =

∫∫
M

dx dy = 2

∫∫
D
ρ dρ dφ =

∫ π/2

0
[ρ2]4 cosφ2 cosφ dφ = · · · = 3π
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Poznámka

Obsah obrazce v polárńıch soǔradnićıch

a) n = 1,P = 1
2

∫ φ2

φ1
ρ2(φ) dφ (aproximace kruhovou výseč́ı),

b) n = 2, pomoćı dvojného integrálu snadno odvod́ıme

P =

∫∫
M

dx dy =

∫∫
D
ρ dρ dφ =

∫ φ2

φ1

∫ ρ(φ)

0
ρ dρ dφ

=

∫ φ2

φ1

[
ρ2

2

]ρ(φ)
0

dφ =
1

2

∫ φ2

φ1

ρ2(φ) dφ.

Poznámka

Volba transformace pro n = 1 byla dána funkćı, pro n = 2, 3, . . . je dána
tvarem množiny, p̌res kterou integrujeme.
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Věta 20 (O transformace trojného integrálu)

Necht’ M ⊆ E3 je otev̌rená množina v prostoru (u, v ,w), g je prosté
zobrazeńı na M do prostoru (x , y , z) dané funkcemi x = x(u, v ,w),
y = y(u, v ,w), z = z(u, v ,w), které maj́ı na M spojité parciálńı derivace
prvńıho řádu. Necht’ J(u, v ,w) ̸= 0 je ohraničené na M. Necht’ M a g(M)
jsou mě̌ritelné a funkce f je spojitá a ohraničená na g(M). Pak plat́ı∫∫∫

g(M)
f (x , y , z) dx dy dz

=

∫∫∫
M
f
(
x(u, v ,w), y(u, v ,w), z(u, v ,w)

)
· |J(u, v ,w)| du dv dw .
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Transformace v E3

válcové (cylindrické) soǔradnice

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, z = z , J(ρ, φ, z) = ρ,

kde ρ ∈ [0,∞) je vzdálenost od osy z (poloměr válce) a φ ∈ [0, 2π]
(pop̌r. [−π, π]) je odchylka od kladné poloosy x v kladném smyslu
v rovině rovnoběžné s rovinou xy .

sférické (kulové) soǔradnice

x = ρ cosφ sinϑ, y = ρ sinφ sinϑ, z = ρ cosϑ, J(ρ, φ, ϑ) = −ρ2 sinϑ

kde ρ ∈ [0,∞) je vzdálenost od počátku (poloměr koule), φ ∈ [0, 2π]
(pop̌r. [−π, π]) je odchylka od kladné poloosy x v projekci do roviny
xy (rovina z = 0) a ϑ ∈ [0, π] je odchylka od kladné poloosy z .
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Výpočet Riemannova integrálu Transformace dvojného a trojného integrálu

Transformace v En do hypersférických soǔradnic

x1 = ρ cosφ sinϑ1 sinϑ2 · · · sinϑn−3 sinϑn−2,

x2 = ρ sinφ sinϑ1 sinϑ2 · · · sinϑn−3 sinϑn−2,

x3 = ρ cosϑ1 sinϑ2 · · · sinϑn−3 sinϑn−2,

...

xn−1 = ρ cosϑn−3 sinϑn−2,

xn = ρ cosϑn−2,

kde ρ ∈ [0,∞), φ ∈ [0, 2π] (pop̌r. [−π, π]) a ϑi ∈ [0, π], i = 1, . . . , n − 2.

J(ρ, φ, ϑ1, . . . , ϑn−2) = (−1)nρn−1 sinϑ1 sin
2 ϑ2 · · · sinn−2 ϑn−2

n∑
i=1

x2i = ρ2
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Výpočet Riemannova integrálu Transformace dvojného a trojného integrálu

Poznámka

ρ ∈ [0,∞) je vzdálenost od počátku,

φ ∈ [0, 2π] (pop̌r. [−π, π]) je odchylka pr̊uvodiče projekce daného
bodu do roviny x1x2 . . . xn−1 (rovina xn = 0) od kladné poloosy x1,

ϑn−2 ∈ [0, π] je odchylka pr̊uvodiče daného bodu od kladné poloosy
xn,

ϑn−3 ∈ [0, π] je odchylka pr̊uvodiče projekce daného bodu do roviny
xn = 0 od kladné poloosy xn−1,

ϑn−4 ∈ [0, π] je odchylka pr̊uvodiče projekce daného bodu do roviny
xn = 0 proḿıtnuté do roviny xn−1 od kladné poloosy xn−2,

. . . .
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Výpočet Riemannova integrálu Transformace dvojného a trojného integrálu

Poznámka

Samožrejmě existuje celá řada daľśıch často použ́ıvaných transformaćı
(nap̌r. zobecněné sférické pro elipsoidy) a snadno lze dle tvaru
množiny vytvǒrit transformaci

”
na ḿıru“.

Uvedené vzorce pro transformace nejsou jediné možné, (hyper)sférické
soǔradnice (a tedy i polárńı) lze použ́ıt i nap̌r. takto

x1 = ρ cosφ cosϑ1 cosϑ2 · · · cosϑn−3 cosϑn−2,

x2 = ρ sinφ cosϑ1 cosϑ2 · · · cosϑn−3 cosϑn−2,

x3 = ρ sinϑ1 cosϑ2 · · · cosϑn−3 cosϑn−2,

...

xn−1 = ρ sinϑn−3 cosϑn−2,

xn = ρ sinϑn−2,

kde J(ρ, φ, ϑ1, . . . , ϑn−2) = ρn−1 cosϑ1 cos
2 ϑ2 · · · cosn−2 ϑn−2.
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Výpočet Riemannova integrálu Nevlastńı v́ıcerozměrné integrály

Nevlastńı integrál z neohraničené funkce

Uvažujme funkci f definovanou na neprázdné množině Ω ⊆ R2.

Definice 6

Bod A ∈ Ω se nazývá singulárńı bod funkce f , jestliže f neńı ohraničená
na žádné množině tvaru Ω ∩ O(A), kde O(A) je libovolné kruhové okoĺı
bodu A.

Protože bod A nemůže být izolovaným bodem množiny Ω, jsou možné dva
p̌ŕıpady. Bud’ je A vniťrńım bodem množiny Ω, nebo je jej́ım hromadným
hraničńım bodem; v druhém p̌ŕıpadě nemuśı A ležet v množině Ω.

© Petr Hasil (MUNI) Riemannův integrál v Rn Matematická analýza 88 / 251
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Definice 7

Řekneme, že posloupnost omezených množin {Mn},Mn ⊆ R2, n ∈ N, se
smřst’uje k bodu A, jestliže

1 Bod A je vniťrńım bodem každé z množin Mn.

2 Plat́ı limn→∞ d(Mn) = 0.

Č́ıslo d(M) = sup{ρ(X ,Y ) : X ,Y ∈ M} je pr̊uměr množiny M ⊆ R2,
p̌ritom ρ je eukleidovská metrika v R2.

Množiny Mn nemuśı být souvislé.

Posloupnost množin Mn nemuśı být monotónńı vzhledem k inkluzi.

Předpoklad 1

Funkce f je integrovatelná na každé množině Ω∖M, kde M ⊂ R2 je
libovolná mě̌ritelná množina obsahuj́ıćı A ve svém vniťrku. (Z tohoto
p̌redpokladu plyne, že množina Ω je mě̌ritelná.)
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Definice 8

Necht’ funkce f je definovaná na omezené množině Ω∖ {A},Ω ⊂ R2, kde
A je singulárńı bod funkce f splňuj́ıćı Předpoklad 1. Řekneme, že nevlastńı
integrál z funkce f konverguje na množině Ω, jestliže existuje č́ıslo K ∈ R
takové, že

lim
n→∞

∫∫
Ω∖Mn

f (x , y) dxdy = K

pro libovolnou posloupnost mě̌ritelných množin {Mn} smřst’uj́ıćıch se k
bodu A. Pak ṕı̌seme ∫∫

Ω
f (x , y) dxdy = K .

V opačném p̌ŕıpadě, tj. pokud takové č́ıslo neexistuje, ř́ıkáme, že nevlastńı
integrál z funkce f na množině Ω diverguje.
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Lemma 3

Necht’ funkce f je integrovatelná na mě̌ritelné množině Ω ⊂ R2. Necht’

posloupnost mě̌ritelných množin {Mn} se smřst’uje k bodu A ∈ Ω. Pak
plat́ı

lim
n→∞

∫∫
Ω∖Mn

f (x , y) dxdy =

∫∫
Ω
f (x , y) dxdy .

Poznámka

Pokud tedy použijeme postup pro nevlastńı integrál na vlastńı integrál,
dostaneme správný výsledek.
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Důkaz.

Podle p̌redpokladu je funkce f integrovatelná na Ω, tedy existuje
konstanta k taková, že |f (x , y)| ≤ k pro každé [x , y ] ∈ Ω. Dále pro každé
n ∈ N plat́ı rovnost Ω∖ (Ω∖Mn) = Ω ∩Mn. Jelikož d(Mn)→ 0 pro
n→∞, bude m(Mn)→ 0 pro n→∞. Protože množiny Ω ∩Mn jsou
mě̌ritelné a Ω ∩Mn ⊆ Mn, dostaneme

0 ≤ m(Ω ∩Mn) ≤ m(Mn),

tedy m(Ω ∩Mn)→ 0 pro n→∞. Odtud ihned∣∣∣∣∫∫
Ω
f (x , y) dxdy −

∫∫
Ω∖Mn

f (x , y) dxdy

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫∫
Ω∩Mn

f (x , y) dxdy

∣∣∣∣ ≤
≤
∫∫

Ω∩Mn

|f (x , y)| dxdy ≤
∫∫

Ω∩Mn

k dxdy = k ·m(Ω ∩Mn)→ 0

pro n→∞, což dokazuje tvrzeńı.
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Věta 21

Necht’ funkce f , g jsou definované na omezené množině Ω∖ {A},Ω ⊂ R2,
a A je jejich společný singulárńı bod. Necht’ obě funkce splňuj́ı
Předpoklad 1. Jestliže nevlastńı integrály∫∫

Ω
f (x , y) dxdy ,

∫∫
Ω
g(x , y) dxdy

konverguj́ı a α, β jsou libovolné konstanty, pak konverguje také integrál∫∫
Ω

[
αf (x , y) + βg(x , y)

]
dxdy (pokud je v̊ubec nevlastńı) a plat́ı∫∫

Ω

[
αf (x , y) + βg(x , y)

]
dxdy

= α

∫∫
Ω
f (x , y) dxdy + β

∫∫
Ω
g(x , y) dxdy .

(3)
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Důkaz.

Necht’ {Mn} je libovolná posloupnost mě̌ritelných množin, která se
smřst’uje k bodu A. Podle p̌redpokladů plat́ı rovnosti

lim
n→∞

∫∫
Ω∖Mn

f (x , y) dxdy =

∫∫
Ω
f (x , y) dxdy

lim
n→∞

∫∫
Ω∖Mn

g(x , y) dxdy =

∫∫
Ω
g(x , y) dxdy .

Z linearity vlastńıho integrálu vzhledem k integrandu plyne, že∫∫
Ω∖Mn

[
αf (x , y) + βg(x , y)

]
dxdy

= α

∫∫
Ω∖Mn

f (x , y) dxdy + β

∫∫
Ω∖Mn

g(x , y) dxdy .
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Odtud limitńım p̌rechodem pro n→∞ dostáváme

lim
n→∞

∫∫
Ω∖Mn

[
αf (x , y) + βg(x , y)

]
dxdy

= α

∫∫
Ω
f (x , y) dxdy + β

∫∫
Ω
g(x , y) dxdy .

Pokud je
∫∫

Ω

[
αf (x , y) + βg(x , y)

]
dxdy nevlastńı, znamená to podle

Definice 8, že je konvergentńı, protože posloupnost {Mn} byla libovolná,
a že plat́ı rovnost (3). Vzhledem k Lemmatu 3 je tato rovnost platná
i v p̌ŕıpadě, že je zḿıněný integrál vlastńı. □
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Věta 22

Necht’ je nezáporná funkce f definovaná na omezené množině
Ω∖ {A},Ω ⊂ R2, kde A je singulárńı bod funkce f splňuj́ıćı Předpoklad 1.
Pak je nevlastńı integrál ∫∫

Ω
f (x , y) dxdy

konvergentńı právě tehdy, když existuje posloupnost mě̌ritelných množin
{Mn} smřst’uj́ıćı se k bodu A taková, že č́ıselná posloupnost maj́ıćı členy∫∫

Ω∖Mn

f (x , y) dxdy , n ∈ N,

je ohraničená.

Důkaz.

Viz skripta.
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Důsledek 2

Necht’ je nezáporná funkce f definovaná na omezené množině
Ω∖ {A},Ω ⊂ R2, kde A je singulárńı bod funkce f splňuj́ıćı Předpoklad 1.
Bud’ {Kn}∞n=1 posloupnost kruh̊u se sťredy v bodě A a poloměry rn,
p̌ričemž posloupnost {rn} je klesaj́ıćı a rn → 0 pro n→∞. Pak je intergál∫∫

Ω
f (x , y) dxdy

konvergentńı právě tehdy, když je posloupnost∫∫
Ω∖Kn

f (x , y) dxdy , n ∈ N

ohraničená.
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Př́ıklad 11

Necht’ M ⊂ R2 je mě̌ritelná množina, A = [x0, y0] je jej́ı vniťrńı bod a α je
reálné č́ıslo. Označme

r =
√
(x − x0)2 + (y − y0)2.

Dokažte, že nevlastńı integrál ∫∫
M

dxdy

rα

konverguje pro 0 < α < 2 a diverguje α ≥ 2 (pro α ≤ 0 jde o vlastńı
integrál).
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Bod A je pro α > 0 žrejmě singulárńım bodem integrandu 1/rα, protože
1/rα →∞ pro [x , y ]→ [x0, y0].

D́ıky aditivitě vlastńıho integrálu vzhledem k integračńımu oboru, lze
množinu M p̌ri vyšeťrováńı konvergence nahradit kruhem K se sťredem A
o dostatečně malém poloměru R > 0. (Může se tak změnit hodnota, ale
nikoli konvergence/divergence.)

Označme Kn kruh se sťredem v A a poloměrem 1/n, n ∈ N. Posloupnost
{Kn} se smřst’uje k singulárńımu bodu A a pro každé n ≥ n0, kde
n0 = ⌊1/R⌋+ 1, je Kn ⊂ K . Vypoč́ıtáme integrály∫∫

K∖Kn

dxdy

rα
, n ≥ n0.

Protože množina K ∖Kn je mezikruž́ı se sťredem v bodě A s poloměry 1/n
a R, použijeme transformaci, která je složeńım transformace do polárńıch
soǔradnic a posunut́ı o vektor (x0, y0).
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Tedy x = x0 + ρ cosφ, y = y0 + ρ sinφ, J = ρ. Množina K ∖ Kn je
obrazem obdélńıku Ln = [1/n,R]× [0, 2π]. Vyjde∫∫

K∖Kn

dxdy

rα
=

∫∫
Ln

ρ dρdφ

ρα
=

∫ 2π

0
dφ

∫ R

1/n
ρ1−α dρ

=

2π
[
ρ2−α

2−α

]R
1/n

= 2π
2−α(R

2−α − nα−2) pro α ̸= 2,

2π[ln ρ]R1/n = 2π(lnR + ln n) pro α = 2.

Odtud je vidět, že pro 0 < α < 2 je

lim
n→∞

∫∫
K∖Kn

dxdy

rα
=

2πR2−α

2− α

a pro α ≥ 2 je

lim
n→∞

∫∫
K∖Kn

dxdy

rα
=∞.
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Protože integrand je kladná funkce, podle Důsledku 2 integrál konverguje
právě pro 0 < α < 2. Na obrázćıch je horńı a dolńı hranice tělesa
omezeného shora grafem funkce 1/rα a zdola rovinou z = 0 na mezikruž́ı
K ∖ K3 pro α = 1, x0 = y0 = 3 a R = 2.

x

y

x0 = 3

y0 = 3

K ∖ K3
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Poznámka

Analogicky lze dokázat zobecněńı výsledku z p̌redchoźıho p̌ŕıkladu.

Necht’ M ⊂ Rn je mě̌ritelná množina, A = [y1, . . . , yn] je jej́ı vniťrńı bod a
α je reálné č́ıslo. Označme r =

√
(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2. Pak

nevlastńı integrál
∫
· · ·
∫
M

1
rα dx1 · · · dxn konverguje pro 0 < α < n a

diverguje pro α ≥ n (pro α ≤ 0 jde o vlastńı integrál).

Při výpočtu použijeme sférické soǔradnice. Je-li speciálně M = K , kde K
je n-rozměrná koule se sťredem v bodě A a poloměrem R > 0, vyjde pro
α < n konvergentńı integrál s hodnotou∫

· · ·
∫
M

1

rα
dx1 · · · dxn =

Rn−α

(n − α)(n − 2)!!
· 2⌊

n+1
2

⌋ · π⌊
n
2
⌋.

(Pro n = 1 polož́ıme (−1)!! = 1.)

Vzorec plat́ı i pro α ≤ 0, kdy jde o vlastńı integrál.
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Věta 23 (Srovnávaćı kritérium)

Necht’ jsou nezáporné funkce f , g definované na omezené množině
Ω∖ {A},Ω ⊂ R2, a A je jejich společný singulárńı bod. Necht’ obě funkce
splňuj́ı Předpoklad 1. Předpokládejme, že plat́ı f (x , y) ≤ g(x , y) pro každé
[x , y ] ∈ Ω.

1 Jestliže integrál
∫∫

Ω g(x , y) dxdy konverguje, konverguje i integrál∫∫
Ω f (x , y) dxdy .

2 Jestliže integrál
∫∫

Ω f (x , y) dxdy diverguje, diverguje i integrál∫∫
Ω g(x , y) dxdy .
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Lemma 4

Necht’ je funkce f definovaná na omezené množině Ω∖ {A},Ω ⊂ R2, kde
A je singulárńı bod funkce f splňuj́ıćı Předpoklad 1. Jestliže nevlastńı
integrál ∫∫

Ω
|f (x , y)| dxdy

konverguje, konverguje i integrál∫∫
Ω
f (x , y) dxdy .

Důkaz.

Položme g = |f | − f . Pak plat́ı 0 ≤ g ≤ 2|f | na Ω. Ze srovnávaćıho
kritéria (Věta 23) a p̌redpokladu, že integrál

∫∫
Ω|f (x , y)| dxdy konverguje,

plyne, že rovněž integrál
∫∫

Ω g(x , y) dxdy konverguje. Protože f = |f | − g ,
vyplývá z Věty 21, že integrál

∫∫
Ω f (x , y) dxdy je konvergentńı.
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Věta 24

Necht’ funkce f , g jsou definované na omezené množině Ω∖ {A},Ω ⊂ R2,
a A je jejich společný singulárńı bod a necht’ obě splňuj́ı Předpoklad 1.
Předpokládejme, že funkce g je nezáporná, |f (x , y)| ≤ g(x , y) pro každé
[x , y ] ∈ Ω∖ {A} a integrál

∫∫
Ω g(x , y) dxdy je konvergentńı. Pak je

konvergentńı i integrál
∫∫

Ω f (x , y) dxdy .

Důkaz.

Tvrzeńı plyne z Věty 23 a Lemmatu 4.
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Definice 9

Řekneme, že nevlastńı integrál
∫∫

Ω f (x , y) dxdy konverguje absolutně,
jestliže konverguje integrál

∫∫
Ω|f (x , y)| dxdy .

Věta 25

Necht’ funkce f je definovaná na omezené množině Ω∖ {A},Ω ⊂ R2, kde
A je singulárńı bod funkce f splňuj́ıćı Předpoklad 1. Jestliže nevlastńı
integrál

∫∫
Ω f (x , y) dxdy konverguje, pak konverguje i integrál∫∫

Ω
|f (x , y)| dxdy .

Tedy všechny konvergentńı integrály jsou absolutně konvergentńı.
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Nevlastńı integrál na neomezené množině

Pro každé r > 0 označme K (r) kruh se sťredem v počátku a poloměrem r .

Definice 10

Bud’ Ω ⊆ R2 neomezená množina. Řekneme, že posloupnost omezených
množin {Mn},Mn ⊆ R2, n ∈ N, vyčerpává množinu Ω, jestliže

1 Plat́ı Mn ⊂ Ω pro každé n ∈ N.
2 Ke každému r > 0 existuje m ∈ N tak, že pro každé n ≥ m plat́ı

Ω ∩ K (r) ⊂ Mn.

Množiny Mn nemuśı být souvislé.

Posloupnost množin Mn nemuśı být monotónńı vzhledem k inkluzi.
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Uvažujme funkci f definovanou na neomezené množině Ω ⊆ R2. O funkci
f učińıme následuj́ıćı p̌redpoklad.

Předpoklad 2

Funkce f je integrovatelná na každé (omezené) mě̌ritelné množině M ⊂ Ω.
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Definice 11

Necht’ funkce f je definovaná na neomezené množině Ω ⊆ R2 a splňuje
Předpoklad 2. Řekneme, že nevlastńı integrál z funkce f konverguje na
množině Ω, jestliže existuje č́ıslo K ∈ R takové, že

lim
n→∞

∫∫
Mn

f (x , y) dxdy = K

pro libovolnou posloupnost mě̌ritelných množin {Mn}, která vyčerpává
množinu Ω. Pak ṕı̌seme ∫∫

Ω
f (x , y) dxdy = K .

V opačném p̌ŕıpadě, tj. pokud takové č́ıslo neexistuje, ř́ıkáme, že nevlastńı
integrál z funkce f na množině Ω diverguje.
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Př́ıklad 12

Ukažte, že nevlastńı integrál∫∫
Ω
sin(x2 + y2) dxdy , Ω = {[x , y ] ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0},

diverguje.

Najdeme dvě vyčerpávaj́ıćı posloupnosti {Kn} a {Mn} takové, že

lim
n→∞

∫∫
Kn

sin(x2 + y2) dxdy ̸= lim
n→∞

∫∫
Mn

sin(x2 + y2) dxdy .

T́ım bude dokázáno, že daný integrál diverguje.
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Označme

KR = {[x , y ] ∈ R2 : x2 + y2 ≤ R2, x ≥ 0, y ≥ 0},
Ma = {[x , y ] ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ a}

pro R > 0, a > 0. Pak transformaćı do polárńıch soǔradnic dostaneme∫∫
KR

sin(x2 + y2) dxdy =

∫ π/2

0

∫ R

0
ρ sin ρ2 dρ dφ

=
π

2

[
− cos ρ2

2

]R
0

=
π

4
(1− cosR2),

tedy limita limR→∞
∫∫

KR
sin(x2 + y2) dxdy neexistuje.
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Oproti tomu

lim
a→∞

∫∫
Ma

sin(x2+y2) dxdy = lim
a→∞

∫∫
Ma

(sin x2 cos y2+cos x2 sin y2) dxdy

= lim
a→∞

(∫ a

0
sin x2 dx

∫ a

0
cos y2 dy

)
+ lim

a→∞

(∫ a

0
cos x2 dx

∫ a

0
sin y2 dy

)
= 2

∫ ∞

0
sin x2 dx

∫ ∞

0
cos x2 dx =

π

4
,

protože pro Fresnelovy integrály plat́ı (nap̌r. pomoćı metod komplexńı
analýzy) ∫ ∞

0
sin x2 dx =

∫ ∞

0
cos x2 dx =

√
2π

4
.

Přitom posloupnosti {Kn}, {Mn}, kde n ∈ N, jsou posloupnosti množin
vyčerpávaj́ıćı Ω.
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Nyńı je možné p̌renést na tento typ nevlastńıho integrálu všechna tvrzeńı
z p̌redchoźı sekce. Zejména plat́ı, že každý integrál konverguje absolutně.
(Důkazy jsou témě̌r analogické.)

Př́ıklad 13

Necht’ M ⊂ R2 je vněǰsek otev̌reného kruhu se sťredem v bodě [x0, y0] a
poloměrem R > 0 a α je reálné č́ıslo. Označme

r =
√

(x − x0)2 + (y − y0)2.

Dokažte, že nevlastńı integrál ∫∫
M

dxdy

rα

konverguje pro α > 2 a diverguje pro α ≤ 2.
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Výpočet bude podobný jako v p̌ŕıkladu 11.

Označme Kn mezikruž́ı se sťredem v bodě A = [x0, y0], vniťrńım
poloměrem R a vněǰśım poloměrem n, n ∈ N, n ≥ n0, kde n0 = ⌊R⌋+ 1.
Posloupnost {Kn} žrejmě vyčerpává množinu M.

Vypoč́ıtáme integrály ∫∫
Kn

dxdy

rα
, n ≥ n0.

Protože množina Kn je mezikruž́ım se sťredem v bodě A s poloměry R a n,
použijeme transformaci, která je složeńım transformace do polárńıch
soǔradnic a posunut́ı o vektor (x0, y0). Tedy

x = x0 + ρ cosφ, y = y0 + ρ sinφ, J = ρ.

Množina Kn je obrazem obdélńıku Ln = [R, n]× [0, 2π].
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Výpočet Riemannova integrálu Nevlastńı v́ıcerozměrné integrály

Dostaneme∫∫
Kn

dxdy

rα
=

∫∫
Ln

ρ dρdφ

ρα
=

∫ 2π

0
dφ

∫ n

R
ρ1−α dρ

=

2π
[
ρ2−α

2−α

]n
R
= 2π

2−α(n
2−α − R2−α) pro α ̸= 2,

2π[ln ρ]nR = 2π(ln n − lnR) pro α = 2.

Odtud je vidět, že pro α > 2 je

lim
n→∞

∫∫
Kn

dxdy

rα
=

2πR2−α

α− 2

a pro α ≤ 2 je

lim
n→∞

∫∫
Kn

dxdy

rα
=∞.

Protože integrand 1/rα je kladná funkce, podle analogie Důsledku 2
integrál konverguje právě pro α > 2.
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Výpočet Riemannova integrálu Integrály závislé na parametru

Uvažujme p̌rirozená č́ısla p, q a označme jejich součet p + q = k. Dále
uvažujme funkci k proměnných f : Rk → R

f (x1, . . . , xp, y1, . . . , yq) = f (x, y).

Necht’ A ⊆ Rp a B ⊆ Rq jsou mě̌ritelné množiny a necht’ je funkce f (·, y)
integrovatelná na A. Definujme funkci g : B → R jako

g(y) =

∫
A
f (x, y) dx.

Poznámka

Protože p̌redchoźı tvrzeńı formulovaná pro integrál v R2 lze analogicky
dokázat i pro integrály v Rk , k ∈ N, budeme se na tato tvrzeńı odvolávat
ve smyslu jejich zobecněńı v Rk .
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Věta 26

Necht’ je f spojitá na A× B, kde A a B jsou kompaktńı mě̌ritelné
množiny. Potom je funkce g spojitá na množině B, tj.

lim
y→y0

∫
A
f (x, y) dx =

∫
A

[
lim
y→y0

f (x, y)

]
dx.

Poznámka

Protože plat́ı

Spojitý obraz kompaktńı množiny je kompaktńı množina. (Spojité
zobrazeńı mezi metrickými prostory.)

Je-li daná množina v metrickém prostoru kompaktńı, pak je uzav̌rená
a ohraničená.

je funkce f ohraničená a vzhledem k Větě 11 je integrovatelná. Tedy
funkce g je zavedena korektně.
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Výpočet Riemannova integrálu Integrály závislé na parametru

Důkaz.

Nejprve vy̌rešme p̌ŕıpad m(A) = 0. Potom dle Věty 10 je g(y) = 0 ∀y ∈ B
a tvrzeńı triviálně plat́ı.
Nyńı necht’ m(A) > 0 a y0 ∈ B je libovolný bod a ε > 0 je libovolné č́ıslo.
Dále označme

ε̃ =
ε

2m(A)
.

Protože f je spojitá na kompaktńı množině A× B, je zde spojitá
stejnoměrně, tj. k ε̃ > 0 existuje δ > 0 tak, že

|f (x1, y1)− f (x2, y2)| < ε̃

pro každé (x1, y1), (x2, y2) ∈ A× B splňuj́ıćı ρ
(
(x1, y1), (x2, y2)

)
< δ.

Tento fakt použijeme spolu s linearitou integrálu vzhledem k funkci (Věta
7), monotonii vzhledem k funkci (Věta 12) a integrálu absolutńı hodnoty
(Věta 13).
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Pro libovolné y ∈ B splňuj́ıćı ρ(y, y0) < δ plat́ı

|g(y)− g(y0)| =
∣∣∣∣∫

A
f (x, y) dx−

∫
A
f (x, y0) dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
A
f (x, y)− f (x, y0) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
A
|f (x, y)− f (x, y0)| dx

≤
∫
A
ε̃ dx = ε̃m(A) =

ε

2
< ε,

tedy funkce g je v y0 spojitá. □
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Věta 27

Necht’ A ⊆ Rp je kompaktńı mě̌ritelná množina a necht’ je funkce f spojitá
na množině A× [a, b] a má na této množině spojitou parciálńı derivaci
podle posledńı proměnné. Pak má funkce g : [a, b]→ R,

g(y) =

∫
A
f (x, y) dx,

na intervalu [a, b] spojitou derivaci a plat́ı

g ′(y) =

∫
A

∂f (x, y)

∂y
dx.
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Důkaz.

Necht’ y ∈ [a, b] je libovolné. Zaved’me funkci φ : A× [−δ, δ],
δ = min{b − y , y − a}, jako

φ(x, h) =

{
f (x,y+h)−f (x,y)

h , h ̸= 0
∂f (x,y)
∂y , h = 0.

Tato funkce je spojitá, protože ∂f /∂y je spojitá. Dle Věty 26 je spojitá i
funkce

ψ(h) =

∫
A
φ(x, h) dx, ψ : [−δ, δ]→ R,

tj.

lim
h→0

ψ(h) =

∫
A
lim
h→0

φ(x, h) dx =

∫
A

∂f (x, y)

∂y
dx.
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Tedy

g ′(y) = lim
h→0

g(y + h)− g(y)

h
= lim

h→0

∫
A

f (x, y + h)− f (x, y)

h
dx

= lim
h→0

∫
A
φ(x, h) dx = lim

h→0
ψ(h) =

∫
A

∂f (x, y)

∂y
dx.

Funkce g má tedy v y derivaci, jej́ıž spojitost na [a, b] plyne z Věty 26 a ze
spojitosti ∂f /∂y na A× [a, b]. □
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Věta 28

Necht’ je f spojitá na mě̌ritelné množině A× B, kde A a B jsou mě̌ritelné.
Pak plat́ı ∫

B

[∫
A
f (x, y) dx

]
dy =

∫
A

[∫
B
f (x, y) dy

]
dx.

Důkaz.

Spojitost funkce f zajǐst’uje integrovatelnost f (·, y) na A ∀y ∈ B a
integrovatelnost f (x, ·) na B ∀x ∈ A. Tvrzeńı pak dokážeme pomoćı
Fubiniovy věty.
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Věta 29

Necht’ je f spojitá na množině (a, b)× (c , d) ⊆ R2 a má zde spojitou
parciálńı derivaci podle druhé proměnné. Dále necht’ φ,ψ jsou funkce
definované na intervalu (c , d), maj́ı na něm derivaci a splňuj́ı

a < φ(y) < b, a < ψ(y) < b, ∀y ∈ (c , d).

Pak má funkce

g(y) =

∫ ψ(y)

φ(y)
f (x , y) dx , g : (c , d)→ R,

derivaci na (c , d) a plat́ı

g ′(y) =

∫ ψ(y)

φ(y)

∂f (x , y)

∂y
dx + f (ψ(y), y)ψ′(y)− f (φ(y), y)φ′(y).

© Petr Hasil (MUNI) Riemannův integrál v Rn Matematická analýza 125 / 251
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Důkaz.

Zavedeme funkci

F (y , u, v) =

∫ v

u
f (x , y) dx , F : (c , d)3 → R,

potom podle Věty 27

∂F

∂y
=

∫ v

u

∂f (x , y)

∂y
dx

a s využit́ım věty o derivaci integrálu jako funkce horńı meze máme

∂F

∂u
= −f (u, y), ∂F

∂v
= f (v , y).
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Tedy funkce má spojité parciálńı derivace a podle věty o derivaci složené
funkce dostáváme

∂F

∂y
= Fy + Fu

∂u

∂y
+ Fv

∂v

∂y
=

∫ v

u

∂f (x , y)

∂y
dx − f (u, y)u′ + f (v , y)v ′,

což potvrzuje, vzhledem k g(y) = F (y , φ(y), ψ(y)), tvrzeńı věty. □
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Výpočet Riemannova integrálu Eulerova Gamma funkce

Př́ıklad 14

Dokažte, že integrál

Γ(x) =

∫ ∞

0
e−t tx−1 dt

konverguje absolutně pro každé x > 0.

Rozdělme integračńı obor na dvě části nap̌r. č́ıslem 1.

Pro x ∈ [1,∞) integrál
∫ 1
0 e−t tx−1 dt neńı nevlastńı.

Pro x ∈ (0, 1) použijeme limitńı srovnávaćı kritérium pro jednoduché
nevlastńı integrály. Uvažujme č́ıslo δ ∈ (0, x) a poč́ıtejme

lim
t→0+

| e−t tx−1|
1

t1−δ

= lim
t→0+

e−t tx−δ = 0 <∞.

Protože nevlastńı integrál
∫ 1
0

1
tα dt konverguje pro α < 1 a máme

1− δ < 1, konverguje i integrál
∫ 1
0 | e

−t tx−1| dt.
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Výpočet Riemannova integrálu Eulerova Gamma funkce

Nyńı uvažujme integrál
∫∞
1 | e

−t tx−1| dt. Opět použijeme limitńı
srovnávaćı kritérium pro jednoduché nevlastńı integrály. Porovnávat
budeme s

∫∞
1

1
t2

dt o kterém v́ıme, že konverguje. Tedy

lim
t→∞

| e−t tx−1|
1
t2

= lim
t→∞

e−t tx+1 = lim
t→∞

e−t eln t
x+1

= lim
t→∞

e(x+1) ln t−t (∗)
= 0 <∞.

Tedy Γ(x) skutečně absolutně konverguje ∀x > 0.

(∗) Protože limu→0+ u ln u = limu→0+
ln u
1
u

l’Hosp.
= 0, máme

lim
t→∞

[
(x + 1) ln t − t

]
=

∣∣∣∣t = 1
u , u → 0+

∣∣∣∣ = lim
u→0+

[
(x + 1) ln

1

u
− 1

u

]
= lim

u→0+

−(x + 1)u ln u − 1

u
= −∞.
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Výpočet Riemannova integrálu Eulerova Gamma funkce

Př́ıklad 15

Dokažte, že pro každé x > 0, n ∈ N0 plat́ı

Γ(x + n + 1) = Γ(x)
n∏

i=0

(x + i) (4)

Budeme postupovat indukćı.

Pro n = 0 snadno spoč́ıtáme

Γ(x + 1) =

∫ ∞

0
e−t tx dt =

∣∣∣∣ u = tx u′ = xtx−1

v ′ = e−t v = − e−t

∣∣∣∣
= −

[
tx e−t

]∞
0

+

∫ ∞

0
x e−t tx−1 dt = xΓ(x).
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Nyńı p̌redpokládejme platnost (4) a proved’me indukčńı krok

Γ(x + n + 2) =

∫ ∞

0
e−t tx+n+1 dt∣∣∣∣u = tx+n+1 u′ = (x + n + 1)tx+n

v ′ = e−t v = − e−t

∣∣∣∣
= −

[
tx+n+1 e−t

]∞
0
+

∫ ∞

0
(x+n+1) e−t tx+n dt = (x+n+1)Γ(x+n+1).

Poznámka

Protože

Γ(1) =

∫ ∞

0
e−t dt = 1

plyne z p̌ŕıkladu 15 vztah

Γ(n) = (n − 1)!, ∀n ∈ N.
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Výpočet Riemannova integrálu Eulerova Gamma funkce

Definice 12

Eulerovu Gamma funkci definujeme jako

Γ(x) =


∫∞
0 e−t tx−1 dt, x > 0,

Γ(x−⌊x⌋)
x(x+1)...(x−⌊x⌋−1) , x ∈ (−∞, 0)∖ Z.

Poznámka

Tedy D(Γ) = R∖ {0,−1,−2, . . .}.
Gamma funkci lze definovat pro libovolné komplexńı č́ıslo mimo
{0,−1,−2, . . .}.
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Výpočet Riemannova integrálu Eulerova Gamma funkce

Věta 30

Pro každé x ∈ D(Γ), n ∈ N plat́ı

Γ(x) = Γ(x − n)
n∏

i=1

(x − i). (5)

Důkaz.

Pro x > 0 plyne z p̌ŕıkladu 15 vztah Γ(x + 1) = xΓ(x), který je dle
definice 12 platný i pro x ∈ (−1, 0) (⌊x⌋ = −1). Pro x < −1 máme

Γ(x + 1) =
Γ(x + 1− ⌊x + 1⌋)

(x + 1)(x + 2) . . . (x + 1− ⌊x + 1⌋ − 1)

= x
Γ(x − ⌊x⌋)

x(x + 1)(x + 2) . . . (x − ⌊x⌋ − 1)
= xΓ(x).

Vztah (5) źıskáme indukćı.
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Poznámka

D́ıky Větě 30 stač́ı znát hodnotu Γ(x) pro x ∈ (0, 1] a pro jakékoli jiné
(reálné) x ∈ D(Γ) hodnotu snadno dopoč́ıtáme.

Poznámka

Často se můžeme setkat i s Eulerovou Beta funkćı

B(x , y) =

∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt =

Γ(x)Γ(y)

Γ(x + y)
, x > 0, y > 0.
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Př́ıklad 16

Pomoćı funkce B(x , y) vypoč́ıtejte∫ ∞

0
e−x2 dx .

Snadno spoč́ıtáme

Γ
(
1
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ(1)

= B

(
1

2
,
1

2

)
=

∫ 1

0

1√
t(1− t)

dt

=
∣∣t = sin2 u

∣∣ = ∫ π
2

0

2 sin u cos u

sin u cos u
du = π.

Tedy dostáváme∫ ∞

0
e−x2 dx =

∣∣x2 = u
∣∣ = ∫ ∞

0

e−u

2
√
u

du =
1

2

∫ ∞

0
e−u u

1
2
−1 du

=
1

2
Γ

(
1

2

)
=

√
π

2
.
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Př́ıklad 17

Vypoč́ıtejte

I =

∫ ∞

0
e−x2 dx

bez použit́ı funkce B(x , y).

I 2 =

∫ ∞

0
e−x2 dx ·

∫ ∞

0
e−y2

dy =

∫ ∞

0

∫ ∞

0
e−x2−y2

dx dy

= |polárńı soǔr.| =
∫ ∞

0

∫ π
2

0
e−ρ

2
ρ dφ dρ =

π

2

∫ ∞

0
e−ρ

2
ρ dρ

= |ρ2 = t| = π

4

∫ ∞

0
e−t dt =

π

4

[
− e−t

]∞
0

=
π

4
,

tedy skutečně I =
√
π
2 .
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Daľśı vlastnosti funkce Γ(x)

limx→0+ Γ(x) =∞, limx→0− Γ(x) = −∞.

limx→∞
e−x xx−

1
2
√
2π

Γ(x) = 1 (Stirlingův vzorec) ⇒ n! ≈
√
2nπ

(
n
e

)n
pro velká n.
dnΓ(x)
dxn =

∫∞
0

(
e−t tx−1 lnn t

)
dt pro x > 0.

Γ
(
1
2 + n

)
= (2n−1)!!

2n Γ
(
1
2

)
= (2n−1)!!

2n
√
π, n ∈ N.

Γ
(
1
2 − n

)
= (−2)n

(2n−1)!!Γ
(
1
2

)
= (−2)n

(2n−1)!!

√
π, n ∈ N.

Γ(x)Γ(1− x) = π
sin(πx) , x ̸∈ Z.

. . . a mnohem v́ıc.
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Křivkový integrál Křivkový integrál prvńıho druhu (KI ze skalárńı funkce)

Definice 13

Necht’ φ(t), ψ(t) jsou spojité na [α, β]. Pak množinu

C = {[x , y ] ∈ E2 : x = φ(t), y = ψ(t), t ∈ [α, β]}

nazýváme spojitou ǩrivkou a rovnice x = φ(t), y = ψ(t) nazýváme
parametrické rovnice.

Definice 14

Křivka C s parametrickým vyjáďreńım x = φ(t), y = ψ(t) se nazývá
hladká, jestliže φ,ψ maj́ı spojité derivace na [α, β] a v každém t0 ∈ [α, β]
je alespoň jedna z nich nenulová, tj.

φ′2(t0) + ψ′2(t0) > 0, ∀t0 ∈ [α, β].

Křivka C se nazývá po částech hladká, jestliže C =
⋃n

i=1 Ci , kde Ci jsou
hladké ǩrivky.
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Křivkový integrál Křivkový integrál prvńıho druhu (KI ze skalárńı funkce)

Poznámka

Křivka je spojitý obraz kompaktńıho intervalu do Rn(En). Definuj́ıćı
zobrazeńı se nazývá parametrizace ǩrivky, nap̌r.

Φ(t) =
(
φ1(t), φ2(t), . . . , φn(t)

)
, t ∈ [a, b].

Pokud Φ(a) = Φ(b), mluv́ıme o uzav̌rené ǩrivce.

Pokud je Φ na [a, b] prosté, mluv́ıme o oblouku. (Křivka nikde
neprot́ıná sama sebe.)

Pokud je Φ prosté na [a, b) a Φ(a) = Φ(b), mluv́ıme o Jordanově
ǩrivce. (Spojitý a prostý obraz kružnice.)

Oblouk a Jordanova ǩrivka jsou jednoduché ǩrivky.

Jordanova ǩrivka v rovině (pop̌r. na ploše) rozděluje tuto rovinu na
dvě části – vniťrek (omezená část) a vněǰsek (neomezená část).

Každá ǩrivka má nekonečně mnoho r̊uzných parametrizaćı.
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Př́ıklad 18

y =
√
a2 − x2, x ∈ [−a, a]

parametrizace

x = a cos t, y = a sin t, t ∈ [0, π],

x = t, y =
√
a2 − t2, t ∈ [−a, a].

Př́ıklad 19

y = f (x), x ∈ [a, b] ←→ x = φ(t), y = ψ(t), t ∈ [α, β]

→ nap̌r. x = t, y = f (t), t ∈ [a, b],

← φ′ ̸= 0⇒ y = ψ(φ−1(x)), x ∈ [φ(α), φ(β)].

(Nap̌r. S =
∫ β
α ψ(t)|φ

′(t)| dt . . . poč́ıtá se p̌ŕımo z parametrických rovnic.)
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Poznámka

(i)
∫ b
a f (x) dx
1 děleńı intervalu [a, b]
2 dolńı a horńı součty – aproximace obdélńıky
3 limitńı p̌rechod

V1) všechna děleńı → sup a inf dolńıch a horńıch součt̊u
V2) {Dn} nulová posl. → limita posloupnosti integrálńıch součt̊u

(ii)
∫
C f (x , y) dℓ
1 děleńı ǩrivky C
2 aproximace obdélńıky
3 limitńı p̌rechod (V2)
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Definice 15

Necht’ C je po částech hladká rovinná ǩrivka a f (x , y) je omezená funkce
definovaná na C .

Děleńım ǩrivky rozuḿıme konečnou posloupnost bodů
D = {A0,A1, . . . ,An}, oblouky (Ai−1,Ai ) nazýváme dělićı intervaly
děleńı D, délku oblouku (Ai−1,Ai ) označ́ıme ∆ℓi .

Č́ıslo ν(D) = max0≤i≤n ∆ℓi nazýváme norma děleńı.
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Na každém oblouku (Ai−1,Ai ) zvolme bod ξi , i = 1, . . . , n, libovolně
(volba reprezentant̊u). Utvǒrmě integrálńı součet výběr reprezentant̊u K
a děleńı D

S(D, f ,K ) =
n∑

i=1

f (ξi )∆ℓi .

Necht’ {Dn} je nulová posloupnost děleńı (tj. limn→∞ ν(Dn) = 0). Má-li
integrálńı součet limitu L (L <∞) pro nulovou posloupnost děleńı a tato
limita nezáviśı na výběru reprezentant̊u, nazývá se L ǩrivkový integrál
prvńıho druhu funkce f na ǩrivce C a znač́ıme jej∫

C
f (x , y) dℓ = L.
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Vztah mezi ǩrivkovým a Riemannovým integrálem

a) C : x = φ(t), y = ψ(t), t ∈ [α, β]⇒ dℓ =
√
φ′2(t) + ψ′2(t) dt∫

C
f (x , y) dℓ =

∫ β

α
f (φ(t), ψ(t))

√
φ′2(t) + ψ′2(t) dt

b) C : y = y(x), x ∈ [a, b]⇒ dℓ =
√
1 + y ′2(x) dx∫

C
f (x , y) dℓ =

∫ b

a
f (x , y(x))

√
1 + y ′2(x) dx
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Vlastnosti ǩrivkového integrálu jsou analogické vlastnostem Riemannova
integrálu (plyne to z konstrukce)

1 Pro α, β ∈ R plat́ı∫
C

[
αf (x , y) + βg(x , y)

]
dℓ = α

∫
C
f (x , y) dℓ+ β

∫
C
g(x , y) dℓ.

2 Je-li ǩrivka C určena obloukem AB, pak pro libovolné K lež́ıćı na AB
plat́ı ∫

AB
f (x , y) dℓ =

∫
AK

f (x , y) dℓ+

∫
KB

f (x , y) dℓ.
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Př́ıklad 20

Vypočtěte
∫
C (x − y) dℓ, kde

C : x2 + y2 = ax , a > 0.

Máme
(
x − a

2

)2
+ y2 =

(
a
2

)2
, tedy parametrizujeme jako

x − a

2
=

a

2
cos t,

y =
a

2
sin t, t ∈ [0, 2π],

dx = −a

2
sin t dt,

dy =
a

2
cos t dt.

Tedy dℓ =
√
φ′2 + ψ′2 dt =

√
a2

4 sin2 t + a2

4 cos2 t dt = a
2 dt, proto∫

C
(x − y) dℓ =

∫ 2π

0

(a
2
+

a

2
cos t − a

2
sin t

) a

2
dt

=
a2

4

[
t + sin t + cos t

]2π
0

=
a2

4
2π =

a2π

2
.
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Př́ıklad 21

Vypočtěte
∫
C (x + y2) dℓ, kde C je úsečka mezi body

A = [2,−1],B = [1, 3].

x = 2− t,

y = −1 + 4t, t ∈ [0, 1],

dx = − dt,

dy = 4 dt.

Tedy dℓ =
√
1 + 16 dt =

√
17 dt, proto∫

C
(x + y2) dℓ =

∫ 1

0

(
2− t + 1− 8t + 16t2

)√
17 dt

=
√
17

[
3t − 9

t2

2
+ 16

t3

3

]1
0

=
23

6

√
17.
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Př́ıklad 22

Vypočtěte (asteroida)

I =

∫
C

(
x4/3 + y4/3

)
dℓ, C : x2/3 + y2/3 = a2/3, a > 0.

x = a cos3 t,

y = a sin3 t, t ∈ [0, 2π],

dx =
(
−3a cos2 t sin t

)
dt,

dy =
(
3a sin2 t cos t

)
dt.

Tedy dℓ = 3a|cos t sin t| dt, proto

I = a4/3
∫ 2π

0

(
cos4 t + sin4 t

)
3a|cos t sin t| dt

= 12a7/3

(∫ π/2

0
cos5 t sin t dt +

∫ π/2

0
sin5 t cos t dt

)
= 2a7/3

[
− cos6 t

]π/2
0

+ 2a7/3
[
sin6 t

]π/2
0

= 4a7/3.
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Obr.: cos5 t sin t Obr.: sin5 t cos t
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Mějme dvojici funkćı P(x , y),Q(x , y) a zobrazeńı

F : R2 → R2, [x , y ] 7→ [P(x , y),Q(x , y)],

F se nazývá vektorová funkce.

Necht’ C je po částech hladká ǩrivka v rovině. Necht’ je na této ǩrivce
definováno úplné uspǒrádáńı jej́ıch bodů, tomuto uspǒrádáńı se ř́ıká
orientace ǩrivky.

Jestliže je ǩrivka jednoduchá (sama sebe neprot́ıná), je orientace dána
uspǒrádáńım libovolné dvojice bodů. Je-li ǩrivka uzav̌rená, je orientace
dána uspǒrádáńım trojice bodů. (Orientace = směr pohybu po ǩrivce.)

Necht’ T0, . . . ,Tn ∈ C je děleńı ǩrivky C , Ti = [xi , yi ], i = 0, . . . , n.

Dále necht’ [ξi , ηi ] ∈ TiTi+1 (oblouk ǩrivky mezi body
Ti ,Ti+1, i = 0, . . . , n − 1).

Označme Kn = {[ξi , ηi ], i = 0, . . . , n − 1}, Dn = {T0, . . . ,Tn} a ν(Dn)
délku nejdeľśıho oblouku ǩrivky C určeného děleńım Dn.
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Vytvǒrme součet

φ(Dn,F ,Kn) =
n−1∑
i=0

[P(ξi , ηi )(xi+1 − xi ) + Q(ξi , ηi )(yi+1 − yi )] .

Předpokládejme, že existuje konečná limita

lim
ν(Dn)→0

φ(Dn,F ,Kn) = L

a tato limita nezáviśı na výběru reprezentant̊u Kn p̌ŕıslušej́ıćıch děleńı Dn.
Předpokládejme, že pǒrad́ı dělićıch bodů T0, . . . ,Tn je souhlasné s
orientaćı ǩrivky (Ti → Ti+1). Pak definujeme∫

C
P(x , y) dx + Q(x , y) dy = L.
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Necht’ x = φ(t), y = ψ(t), t ∈ [α, β] je parametrické vyjáďreńı orientované
ǩrivky C a ≺ je uspǒrádáńı na ǩrivce dané jej́ı orientaćı. Řekneme, že toto
parametrické vyjáďreńı je souhlasné, jestliže pro t1 < t2 je

[φ(t1), ψ(t1)] ≺ [φ(t2), ψ(t2)].

Podobně nazveme toto parametrické vyjáďreńı nesouhlasné (opačné),
jestliže pro t1 < t2 je

[φ(t1), ψ(t1)] ≻ [φ(t2), ψ(t2)].

Př́ıklad 23

C je část kružnice x2 + y2 = 1 v prvńım kvad-
rantu, orientovaná ve směru hodinových ručiček.
Parametrizace x = cos t, y = sin t, t ∈ [0, π/2] je
nesouhlasná, protože když zvěťsujeme t, pohybu-
jeme se proti směru hodinových ručiček.
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Převod na Riemannův integrál

∫
C
P(x , y) dx + Q(x , y) dy

= ±
∫ β

α

[
P(φ(t), ψ(t))φ′(t) + Q(φ(t), ψ(t))ψ′(t)

]
dt,

kde znaménko je dáno parametrizaćı, tj. plus je-li souhlasná s orientaćı
ǩrivky a minus je-li nesouhlasná.
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Poznámka (Spojitost vs. hladkost)

[α, β] ⊆ R, φ, ψ : [α, β]→ R,C = {[x , y ] : x = φ(t), y = ψ(t), t ∈ [α, β]},
jsou-li φ,ψ spojité, pak je C spojitá ǩrivka.

Peanova ǩrivka (viz také Hilbertova ǩrivka) pokryje celý jednotkový
čtverec, tj. [0, 1] 7→ [0, 1]× [0, 1].

(Hladká ǩrivka = v každém bodě lze sestrojit tečnu.)
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Př́ıklad 24

Uvažujme asteroidu s parametrizaćı

x(t) = a cos3 t,

y(t) = a sin3 t,

a >0, t ∈ [0, 2π].

Protože
x ′(t) = −3a cos2 t sin t, y ′(t) = 3a sin2 t cos t,

tedy

x ′(t0) = 0 ∧ y ′(t0) = 0 pro t0 ∈
{
0,
π

2
, π,

3

2
π, 2π

}
,

je žrejmé, že asteroida neńı hladká (je po částech hladká, jednoduchá
a uzav̌rená).
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Př́ıklad 25

Křivka

x = φ(t) =

{
−t2 t < 0

t2 t ≥ 0
, y = ψ(t) = t2, t ∈ R

má φ′(0) = 0, ψ′(0) = 0, tedy neńı hladká na žádném intervalu
obsahuj́ıćım nulu. (Jde o y = |x |.)

Poznámka∫ β
α (Pφ

′ + Qψ′) dt, Pφ′ + Qψ′ = ⟨F⃗ , t⃗⟩, kde t⃗ = (φ′, ψ′).

Jiný zápis
∫
C P(x , y) dx + Q(x , y) dy =

∫
C F⃗ · d⃗ℓ (skalárńı součin).
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Vztah mezi integrálem prvńıho a druhého druhu

∫
C
P(x , y) dx + Q(x , y) dy =

∣∣∣∣ C : x = φ(t), y = ψ(t)
t ∈ [α, β], souhlasně

∣∣∣∣
=

∫ β

α

[
P(φ,ψ)φ′ + Q(φ,ψ)ψ′] dt = | hladká ǩrivka |

=

∫ β

α

[
P(φ,ψ)

φ′√
φ′2 + ψ′2

+ Q(φ,ψ)
ψ′√

φ′2 + ψ′2

]√
φ′2 + ψ′2 dt

=

∫
C

[
P(x , y) cos γ(x , y) + Q(x , y) sin γ(x , y)

]
dℓ,

kde γ(x , y) je úhel, který sv́ırá tečna ke ǩrivce v bodě [x , y ] s kladnou
poloosou x .
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Věta 31

Pro poč́ıtáńı ǩrivkového integrálu druhého druhu plat́ı obvyklé vztahy.
Zejména∫

C
([αP1(x , y) + βP2(x , y)] dx + [αQ1(x , y) + βQ2(x , y)] dy)

= α

∫
C
P1(x , y) dx + Q1(x , y) dy

+ β

∫
C
P2(x , y) dx + Q2(x , y) dy ,

C = C1 ∪ C2 ⇒
∫
C P dx + Q dy =

∫
C1

P dx + Q dy +
∫
C2

P dx + Q dy .
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Př́ıklad 26

Vyč́ıslete ∫
C
(x2 − 2xy) dx + (2xy + y2) dy ,

kde C je oblouk paraboly z bodu [0, 0] do bodu [1, 1].

Základńı parametrizace x = t, y = t2, t ∈ [0, 1], je souhlasně orientovaná,
takže∫

C
(x2−2xy) dx+(2xy+y2) dy = +

∫ 1

0
(t2−2t ·t2)·1+(2t ·t2+t4)·2t dt

=
1

3
− 1

2
+

4

5
+

1

3
=

29

30
.
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Poznámka

Křivkový integrál po uzav̌rené ǩrivce

C : x = φ(t), y = ψ(t), t ∈ [α, β], φ(α) = φ(β), ψ(α) = ψ(β),

budeme značit ∮
C
P(x , y) dx + Q(x , y) dy .
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Definice 16

Řekneme, že množina G ⊆ R2 (pop̌r. R3) je

(obloukovitě) souvislá, jestliže libovolné dva body v ńı lze spojit
obloukem, který lež́ı celý v G ,

oblast, jestliže je otev̌rená a souvislá,

jednoduše souvislá oblast, jestliže je to oblast, ve které lze každou
jednoduchou uzav̌renou ǩrivku stáhnout do bodu bez opuštěńı
množiny G .

Poznámka

Množina G ⊆ R2 je jednoduše souvislá oblast, pokud je G otev̌rená,
souvislá (libovolné dva body lze spojit lomenou čarou, která lež́ı v G ) a s
každou uzav̌renou ǩrivkou lež́ı v G i vniťrek této ǩrivky.

(Lze definovat i v́ıcenásobně souvislou oblast.)
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Věta 32 (Greenova věta)

Necht’ G je jednoduše souvislá oblast v rovině, C je uzav̌rená, kladně
orientovaná (proti směru hod. ručiček) ǩrivka v G . Dále necht’ funkce
P,Q,Py ,Qx : G → R jsou na uzávěru množiny G spojité. Pak plat́ı∮

C
P(x , y) dx + Q(x , y) dy =

∫∫
D
[Qx(x , y)− Py (x , y)] dx dy ,

kde D je část množiny G omezená ǩrivkou C .
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Důkaz.

Nejprve uvažme p̌ŕıpady, kdy ǩrivka C je ǩrivočarý obdélńık popsaný na
následuj́ıćıch obrázćıch.

Obr.: Př́ıpad 1a) Obr.: Př́ıpad 1b)
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1a) Dle Fubiniho věty ihned dostaneme

∫∫
D

[
− Py (x , y)

]
dx dy

[F.V.]
= −

∫ b

a

∫ h(x)

g(x)
Py (x , y) dy dx

= −
∫ b

a

[
P(x , h(x))− P(x , g(x))

]
dx

a protože∮
C
P(x , y) dx =

(∫ L

K
+

∫ M

L
+

∫ N

M
+

∫ K

N

)
P(x , y) dx

=

∫ b

a
P(x , g(x)) dx −

∫ b

a
P(x , h(x)) dx ,

máme ∫∫
D

[
− Py (x , y)

]
dx dy =

∮
C
P(x , y) dx .
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V p̌redchoźım výpočtu jsme použili∫ L

K
P(x , y) dx =

∣∣x = t, y = g(t)
∣∣ = ∫ b

a
P(t, g(t)) dt,∫ M

L
P(x , y) dx =

∣∣x = b, y = t, t ∈ [g(b), h(b)], dx = 0
∣∣ = 0,∫ N

M
P(x , y) dx =

∣∣x = t, y = h(t)
∣∣ = −∫ b

a
P(t, h(t)) dt,∫ K

N
P(x , y) dx =

∣∣x = a, y = t, t ∈ [g(a), h(a)], dx = 0
∣∣ = 0.

1b) Zcela analogicky zjist́ıme, že∫∫
D
Qx(x , y) dx dy =

∮
C
Q(x , y) dy .
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2) Je-li ǩrivka C trojúhelńık, plat́ı oba vzorce současně, tj.∮
C
P dx + Q dy =

∫∫
D
(Qx − Py ) dx dy .

3) Je-li C
”
obecná“ ǩrivka, pak na každý trojúhelńık aplikujeme

Greenovu větu. Když jdeme s počtem vrchol̊u mnohoúhelńıku
k nekonečnu, tak mnohoúhelńık lépe vykrývá vniťrek ǩrivky, tedy
integrál p̌res mnohoúhelńık se bĺıž́ı integrálu p̌res vniťrek ǩrivky.
A obdobně (viz konstrukce ǩrivkového integrálu) se integrál p̌res
obvod mnohoúhelńıku bĺıž́ı k integrálu p̌res C .

□
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Křivkový integrál Greenova věta a nezávislost na integračńı cestě

Důsledek 3

Necht’ A ⊆ R2 je uzav̌rená a mě̌ritelná množina, která je v R2 omezená
ǩrivkou C . Pak plat́ı

m(A) =
1

2

∮
C
(−y dx + x dy),

kde C je orientovaná v kladném smyslu.

Důkaz.

1

2

∮
C
(−y dx + x dy)

[Green]
=

1

2

∫∫
A
(1 + 1) dx dy =

∫∫
A
1 dx dy = m(A)
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Př́ıklad 27

Vypočtěte ḿıru výseče z elipsy x2

a2
+ y2

b2
= 1 (a, b > 0) v prvńım kvadrantu

omezené polop̌ŕımkami y = k1x , y = k2x , 0 ≤ k1 < k2.

Označme t1 = arctg k1 a t2 = arctg k2.
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Poč́ıtáme postupně pro jednotlivé části, nejprve∫
C1

−y dx+x dy =

∣∣∣∣ x = t, dx = dt
y = k1t, dy = k1 dt

∣∣∣∣ = ∫ x1

0
(−k1t dt+tk1 dt) = 0,

podobně i
∫
C3
−y dx + x dy = 0.

∫
C2

− y dx + x dy =

∣∣∣∣∣∣
x = a cos t, dx = −a sin t dt
y = b sin t, dy = b cos t dt
t ∈ [t1, t2], souhl. orient.

∣∣∣∣∣∣
= +

∫ t2

t1

[
− b sin t (−a sin t) dt + a cos t b cos t dt

]
=

∫ t2

t1

ab sin2 t + ab cos2 t dt = ab(t2 − t1),

tedy

m(A) =
1

2

∮
C
−y dx + x dy =

1

2
ab(t2 − t1).
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Definice 17

Necht’ G je souvislá oblast v rovině a body A,B ∈ G .

Řekneme, že ǩrivkový integrál
∫
C P(x , y) dx + Q(x , y) dy nezáviśı na

integračńı cestě mezi body A,B, pokud∫
C1

P dx + Q dy =

∫
C2

P dx + Q dy

pro libovolnou dvojici po částech hladkých ǩrivek spojuj́ıćıch body
A,B.

Řekneme, že ǩrivkový integrál
∫
C P(x , y) dx + Q(x , y) dy nezáviśı na

integračńı cestě v G , pokud nezáviśı na integračńı cestě mezi
libovolnými dvěma body z G .
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Věta 33

Necht’ G je jednoduše souvislá oblast v rovině, funkce P,Q,Py ,Qx jsou
spojité na G . Pak jsou následuj́ıćı tvrzeńı ekvivalentńı.

(i) Integrál
∫
C P dx + Q dy nezáviśı na integračńı cestě v G .

(ii) Plat́ı
∮
C P dx + Q dy = 0 pro libovolnou zav̌renou, po částech

hladkou ǩrivku v G .

(iii) Výraz P dx + Q dy je totálńım diferenciálem nějaké kmenové
funkce H.

(iv) V G plat́ı Py = Qx .
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Důkaz.

(iii)⇔ (iv) je známo z diferenciálńıho počtu v R2.

(i)⇔ (ii)

Máme
∫
C =

∫
C1

+
∫
C2
, kde∫

A→B
= −

∫
C1

a

∫
A→B

=

∫
C2

,

tedy
∫
C1

= −
∫
C2
⇒
∫
C = 0.

(Opačnou implikaci nap̌r. sporem.)
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(iii)⇒ (i) Necht’ A,B ∈ G a necht’ C = {x = φ(t), y = ψ(t), t ∈ [α, β]}
spojuje souhlasně body A,B. Pak∫

C
P(x , y) dx + Q(x , y) dy

=

∫ β

α

[
P(φ(t), ψ(t))φ′(t) + Q(φ(t), ψ(t))ψ′(t)

]
dt

= | podle p̌redpokladu Hx = P,Hy = Q |

=

∫ β

α
[Hx(φ,ψ)φ

′ + Hy (φ,ψ)ψ
′] dt

=

∫ β

α

d

dt
[H(φ(t), ψ(t))] dt

= H(φ(β), ψ(β))− H(φ(α), ψ(α)) = H(B)− H(A).

Na ǩrivku, p̌res kterou jsme integrovali, jsme nekladli žádné dodatečné
požadavky.
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(i)⇒ (iii) Necht’ A = [x0, y0] ∈ G je libovolný a definujeme funkci

H(x , y) =

∫ [x ,y ]

A
P(x , y) dx + Q(x , y) dy ,

což je ǩrivkový integrál p̌res libovolnou po částech hladkou ǩrivku
zač́ınaj́ıćı v A a konč́ıćı v B = [x , y ]. D́ıky platnosti (i) je H je definováno
korektně. Ově̌rme, že jde o požadovanou kmenovou funkci. Jestliže to tvar
G dovoluje, využijme pro ově̌reńı Hx = P ǩrivku (lomenou čáru, viz
obrázek vlevo) [x0, y0]→ [x0, y ]→ [x , y ] a pro ově̌reńı Hy = Q ǩrivku
[x0, y0]→ [x , y0]→ [x , y ].

Jinak budeme postupovat dle obrázku vpravo.
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Nap̌r. prvńı výpočet je následuj́ıćı.

∂H

∂x
=

∂

∂x

[∫ [x ,y ]

A
P dx + Q dy

]

=
∂

∂x

[∫ [x0,y ]

[x0,y0]
P dx + Q dy +

∫ [x ,y ]

[x0,y ]
P dx + Q dy

]

=
∂

∂x

[ ∫ y

y0

Q(x0, t) dt︸ ︷︷ ︸
∂
∂x

=0

+

∫ x

x0

P(t, y) dt

]
= P(x , y).

□
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Poznámka

Uvažujme

P(x , y) =
−y

x2 + y2
, Q(x , y) =

x

x2 + y2
, C : x2 + y2 = 1,

tedy máme

Py =
−x2 − y2 + 2y2

(x2 + y2)2
, Qx =

x2 + y2 − 2x2

(x2 + y2)2
⇒ Py = Qx

a parametrizaci ǩrivky x = cos t, y = sin t, t ∈ [0, 2π].∮
C

−y
x2 + y2

dx+
x

x2 + y2
dy =

∫ 2π

0

[
− sin t

1
(− sin t) +

cos t

1
cos t

]
dt = 2π,

ale integrál po uzav̌rené ǩrivce by měl být roven nule – funkce P,Q nejsou
spojité v bodě [0, 0] (p̌ŕıklad ukazuje, že p̌redpoklad spojitosti funkćı
P,Q,Py ,Qx nelze vypustit).
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Křivkový integrál prvńıho druhu

Křivkový integrál prvńıho druhu
∫
C F (x , y)ds = obsah svislé plochy

mezi funkćı F (x , y) a ǩrivkou C (v rovině xy).

Křivkový integrál prvńıho druhu nezáviśı na orientaci ǩrivky.

Je-li ǩrivka C uzav̌rená, ṕı̌seme∮
C
F (x , y)ds.

Má-li ǩrivka C parametrické vyjáďreńı

C =

{
x = φ(t),

y = ψ(t), t ∈ [α, β],

pak ∫
C
F (x , y)ds =

∫ β

α
F (φ(t), ψ(t))

√
φ′2(t) + ψ′2(t)dt.
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Je-li τ(x , y) lineárńı hustota v bodě [x , y ], pak

funkce F integrál z funkce F

1 délka ǩrivky C

τ(x , y) hmotnost ǩrivky C (m)

yτ(x , y) lineárńı moment vzhl. k ose x (Ux)

xτ(x , y) lineárńı moment vzhl. k ose y (Uy )

y2τ(x , y) moment setrvačnosti vzhl. k ose x (Jx)

x2τ(x , y) moment setrvačnosti vzhl. k ose y (Jy )

Soǔradnice težǐstě [xT , yT ]:

xT =
Uy

m
, yt =

Ux

m
.
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Křivkový integrál druhého druhu

Na těleso působ́ı śıla
F⃗ (x , y) = (P(x , y),Q(x , y)) = P(x , y )⃗ı+ Q(x , y)ȷ⃗ a to se pohybuje
podél ǩrivky C dané polohovým vektorem r⃗ (práce vykonaná silou F⃗ ).∫

C
F⃗ (x , y)dr⃗ =

∫
C
P(x , y)dx + Q(x , y)dy .

Křivkový integrál druhého druhu záviśı na orientaci ǩrivky.

Má-li ǩrivka C parametrické vyjáďreńı

C =

{
x = φ(t),

y = ψ(t), t ∈ [α, β],

pak∫
C
F⃗ (x , y)dr⃗ = ±

∫ β

α

[
P(φ(t), ψ(t))φ′(t) + Q(φ(t), ψ(t))ψ′(t)

]
dt.
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Je-li ǩrivka C uzav̌rená, ṕı̌seme∮
C
F⃗ (x , y)dr⃗

= práce vykonaná silou F⃗ p̌ri p̌reḿıstěńı tělesa po uzav̌rené ǩrivce C
= cirkulace vektorového pole po ǩrivce C .

Tok vektorového pole ǩrivkou C (použijeme normálovou složku):∫
C
−Q(x , y)dx + P(x , y)dy .
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Plat́ı:

Integrál nezáviśı na integračńı cestě.
⇕

Lze zavést potenciálńı energii.
(Existuje kmenová funkce = – potenciál.)

⇕
Integrál po každé uzav̌rené ǩrivce = 0.

⇕
Rotace vektorového pole = 0.

⇕
Integrál záviśı jen na počátečńım a koncovém bodě a je roven
φ(B)− φ(A), kde A je počátečńı bod, B je koncový bod a φ je

kmenová funkce.
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Křivkový integrál 1. druhu

Uvažujme
∫
C G (x , y , z) dℓ, kde C je prostorová ǩrivka s parametrizaćı

x = φ(t), y = ψ(t), z = χ(t), t ∈ [α, β]. Pak∫
C
G (x , y , z) dℓ =

∫ β

α
G (φ(t), ψ(t), χ(t))

√
φ′(t)2 + ψ′(t)2 + χ′(t)2 dt.

Př́ıklad 28

Vypočtěte délku jednoho závitu šroubovice

x = cos t, y = sin t, z = t, t ∈ [0, 2π].

L =

∫
C
dℓ =

∫ 2π

0

√
sin2 t + cos2 t + 12 dt =

∫ 2π

0

√
2 dt = 2π

√
2.
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Křivkový integrál 2. druhu

Uvažujme vektorovou funkci

F⃗ (x , y , z) = (P,Q,R) = (P(x , y , z),Q(x , y , z),R(x , y , z)),

potom∫
C
[P(x , y , z) dx + Q(x , y , z) dy + R(x , y , z) dz ] =

∫
C
F⃗ · d⃗ℓ

=

∣∣∣∣x = φ(t), y = ψ(t), z = χ(t), t ∈ [α, β]

∣∣∣∣
= ±

∫ β

α

[
P(φ,ψ, χ)φ′ + Q(φ,ψ, χ)ψ′ + R(φ,ψ, χ)χ′] dt

=

∫ β

α
⟨(P,Q,R)︸ ︷︷ ︸

F⃗

, (φ′, ψ′, χ′)︸ ︷︷ ︸
t⃗

⟩ dt,

kde t⃗ je tečný vektor ke ǩrivce C .
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Věta 34

Křivkový integrál
∫
C P dx + Q dy + R dz , kde P,Q,R : R3 → R jsou

spojité a maj́ı spojité parciálńı derivace Py ,Pz ,Qx ,Qz ,Rx ,Ry v R3,
nezáviśı na integračńı cestě v R3 právě tehdy, když

(i) Plat́ı
∮
C P dx +Q dy +R dz = 0 p̌res libovolnou uzav̌renou ǩrivku C .

(ii) Výraz P dx + Q dy + R dz je (totálńım) diferenciálem nějaké
kmenové funkce H, tj. Hx = P,Hy = Q,Hz = R.

(iii) Plat́ı Pz = Rx ,Py = Qx ,Qz = Ry .

(Podḿınky jsou ekvivalentńı.)
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Definice 18

Necht’

F (x , y , z) = (P(x , y , z),Q(x , y , z),R(x , y , z)).

Řekneme, že vektorové pole F je konzervativńı (potenciálové), pokud výraz

P dx + Q dy + R dz

je (totálńım) diferenciálem nějaké kmenové funkce H. Funkce −H se
nazývá potenciál konzervativńıho vektorového pole.
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Př́ıklad 29

Necht’

P(x , y , z) =
−x

(x2 + y2 + z2)3/2
, Q(x , y , z) =

−y
(x2 + y2 + z2)3/2

,

R(x , y , z) =
−z

(x2 + y2 + z2)3/2
.

Rozhodněte, zda je toto pole konzervativńı. Pokud ano, určete jeho
potenciál.

Pz =
x · 32(x

2 + y2 + z2)1/22z

(x2 + y2 + z2)3
=

3xz

(x2 + y2 + z2)5/2
= Rx .

Ově̌ŕıme zbývaj́ıćı podḿınky a najdeme kmenovou funkci

H(x , y , z) =
1√

x2 + y2 + z2
.

(Laplace̊uv operátor ∆H = Hxx + Hyy + Hzz = 0.)
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Př́ıklad 30

I =

∫ [2,2,2]

[1,1,1]
y2z3 dx + 2xyz3 dy + 3xy2z2 dz =?

P = Hx = y2z3 ⇒ H = xy2z3 + C (y , z),

Hy = 2xyz3 + Cy , Hz = 3xy2z2 + Cz

porovnáme s

Q = Hy = 2xyz3, R = Hz = 3xy2z2.

Celkem Cy = 0,Cz = 0⇒ C (y , z) = c , tedy

I =

[
xy2z3

][2,2,2]
[1,1,1]

= (2 · 4 · 8)− (1 · 1 · 1) = 63.
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Plošný integrál prvńıho druhu (ze skalárńı funkce)

Necht’ S je plocha v prostoru a bod o soǔradnićıch [x , y , z ] na této
ploše má hustotu ρ(x , y , z). Pak

∫∫
S ρ(x , y , z) dS je hmotnost plochy.

Je-li ρ(x , y , z) bodový elektrický náboj, pak
∫∫

S ρ(x , y , z) dS je náboj
plochy S .

Je-li ρ ≡ 1, pak m(S) =
∫∫

S dS .

Plošný integrál z vektorové funkce

Necht’ F⃗ (x , y , z) = (P(x , y , z),Q(x , y , z),R(x , y , z)) a S je plocha v R3.
Potom

∫∫
S P dy dz + Q dx dz + R dx dy p̌redstavuje tok vektoru F⃗

plochou S . Máme
∫∫

S F⃗ · d⃗S , kde d⃗S = ν⃗ · dS a ν⃗ je normálový vektor
k ploše S .
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Plocha S je grafem funkce dvou proměnných

S = {[x , y , z ] : [x , y ] ∈ M ⊆ R2, z = f (x , y)},

nap̌r. S = {[x , y , z ] : x2 + y2 ≤ 1, z =
√

1− x2 − y2} je horńı polokoule o
poloměru r = 1.

Tečná rovina v bodě [x0, y0, f (x0, y0)] je

z − f (x0, y0) = fx(x0, y0)(x − x0) + fy (x0, y0)(y − y0),

tedy normálový vektor je n⃗ = ±(fx(x0, y0), fy (x0, y0),−1).
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Necht’ S je plocha, která je grafem funkce

z = f (x , y), [x , y ] ∈ M ⊆ R2.

Vezmeme śıt’ řádu n v R2, ta vytvǒŕı pokryt́ı množiny M, tj.

M =
m⋃
i=1

Dn
i ,

které p̌rirozeným způsobem vytvá̌ŕı pokryt́ı S =
⋃m

i=1 S
n
i , kde

Sn
i = {[x , y , z ] : [x , y ] ∈ Dn

i , z = f (x , y)},

nebot’ [ξi , ηi ] ∈ Dn
i ⇒ [ξi , ηi , f (ξi , ηi )] ∈ Sn

i . Předpokládejme, že funkce f
má spojité parciálńı derivace fx , fy (je diferencovatelná, lze sestrojit tečnou
rovinu).
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Necht’ τi je tečná rovina k S v bodě [ξi , ηi , f (ξi , ηi )].
Označme S̃i ”

rovnoběžńık“, který je pr̊umětem Dn
i na τi . Vezměme rovinu

τ̃ : z = ax + by + c v R3 (bez újmy na obecnosti a pro naše účely c = 0).
Necht’ ♢ je rovnoběžńık v τ̃ , jehož pr̊umětem do podstavné roviny je
čtverec [0, 1]× [0, 1]. Bodu [1, 0] odpov́ıdá bod [1, 0, a] a bodu [0, 1] bod
[0, 1, b]. Tedy plocha rovnoběžńıku ♢ je

P♢ =
√

1 + a2 ·
√
1 + b2 ·

√
1− cos2 α,

kde

cosα =

(
⟨(1, 0, a), (0, 1, b)⟩√
1 + a2 ·

√
1 + b2

)
,

tedy

P♢ =
√

1 + a2 ·
√
1 + b2 ·

√
1− a2b2

(1 + a2)(1 + b2)

=
√

(1 + a2)(1 + b2)− a2b2 =
√

1 + a2 + b2.
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Rovnice tečné roviny k S v bodě [ξi , ηi , f (ξi , ηi )] je

z − f (ξi , ηi ) = fx(ξi , ηi )(x − ξi ) + fy (ξi , ηi )(y − ηi ).

Plocha na tečné rovině, jej́ıž pr̊umět do podstavné roviny je Dn
i , je√

1 + f 2x (ξi , ηi ) + f 2y (ξi , ηi ) ·m(Dn
i ).

Je-li śıt’ vytvá̌rej́ıćı pokryt́ı množiny M dostatečně jemná, součet měr ploch
na tečných rovinách je p̌ribližně roven ḿı̌re plochy S .

Zavedeme normu děleńı plochy S . Pokryt́ı Dn
i množiny M vytvá̌ŕı pokryt́ı

Sn
i plochy S , necht’ d(Sn

i ) je pr̊uměr d́ılku Sn
i tak, jak byl pr̊uměr množiny

definován v teorii metrických prostor̊u, tj.

(P, ρ),A ⊂ P : d(A) = sup
A
ρ(a1, a2).

Norma děleńı ν = max1≤i≤m d(Sn
i ). Předpokládáme, že funkce f má na M

spojité parciálńı derivace fx , fy , tzn. D
n
i je pokryt́ı M řádu n a n→∞, pak

ν → 0. Vytvǒŕıme součet
∑m

i=1m(S̃n
i ), kde S̃n

i jsou
”
rovnoběžńıky“ na

tečných rovinách, jejichž pr̊uměty jsou Dn
i .
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Definice 19

Jestliže existuje konečná limita limn→∞
∑m

i=1m(S̃n
i ) a nezáviśı na výběru

reprezentant̊u [ξi , ηi ] ∈ Dn
i , definujeme ḿıru plochy S jako

m(S) = lim
n→∞

m∑
i=1

m
(
S̃n
i

)
.

Poznámka

m(S) = lim
n→∞

m∑
i=1

m
(
S̃n
i

)
= lim

n→∞

m∑
i=1

√
1 + f 2x (ξi , ηi ) + f 2y (ξi , ηi ) ·m (Dn

i ) .
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Věta 35

Má-li funkce f spojité parciálńı derivace fx , fy na omezené a jednoduše
souvislé množině M v R2 a

S = {[x , y , z ] : [x , y ] ∈ M, z = f (x , y)},

pak

m(S) =

∫∫
M

√
1 + f 2x (x , y) + f 2y (x , y) dx dy =

∫∫
M
∥n⃗(x , y)∥ dx dy ,

kde n⃗ je normálový vektor n⃗ = ±(fx(x , y), fy (x , y),−1).

Poznámka

Délka grafu funkce je ℓ =
∫ √

1 + f ′2(x) dx . Při parametrizaci

x = φ(t), y = ψ(t), t⃗ = (φ′, ψ′) máme ℓ =
∫ √

φ′2 + ψ′2 dt.
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Př́ıklad 31

S :

{
z =

√
1− x2 − y2,

M : x2 + y2 ≤ 1,
m(S) =?

m(S) =

∫∫
M

√
1 + z2x + z2y dx dy

=

∫∫
M

√
1 +

x2

1− x2 − y2
+

y2

1− x2 − y2
dx dy

=

∫∫
M

dx dy√
1− x2 − y2

=

∣∣∣∣x = r cosφ, y = r sinφ

∣∣∣∣
=

∫ 2π

0

∫ 1

0

r√
1− r2

dr dφ = 2π ·
[
−
√

1− r2
]1
0
= 2π
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Necht’ M ⊆ R2 je množina v rovině, která je omezená uzav̌renou
jednoduchou ǩrivkou C (jednoduchá = neprot́ıná sebe sama). Necht’ je
dáno zobrazeńı Φ: M → R3 a toto zobrazeńı je definováno trojićı funkćı

x = φ(u, v), y = ψ(u, v), z = χ(u, v).

Necht’

S = Φ(M) =

{
[x , y , z ] ∈ R3 : x = φ(u, v), y = ψ(u, v), z = χ(u, v),

[u, v ] ∈ M

}
,

pak řekneme, že plocha S je kousek plochy parametricky zadaný trojićı
funkćı φ,ψ, χ a množina

Φ(C ) =

{
[x , y , z ] ∈ R3 : x = φ(u, v), y = ψ(u, v), z = χ(u, v), [u, v ] ∈ C

}
se nazývá kraj kousku plochy S .
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Poznámka

Je-li S graf funkce jako v p̌ŕıkladu 31, pak máme
x = u, y = v , z = f (u, v), tedy S je kousek plochy.

Válcová parametrizace horńı polokoule je

x = r cosφ, y = r sinφ, z =
√
1− r2, r ∈ [0, 1], φ ∈ [0, 2π].
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Odvozeńı vztahu pro normálový vektor
parametricky zadaného kousku plochy

Předpokládejme, že funkce φ,ψ, χ maj́ı na M spojité parciálńı derivace a
hodnost matice (

φu ψu χu

φv ψv χv

)
je 2 pro každý bod [u, v ] ∈ M. Označme

A(u, v) =

∣∣∣∣ψu χu

ψv χv

∣∣∣∣ ,B(u, v) = ∣∣∣∣χu φu

χv φv

∣∣∣∣ ,C (u, v) =

∣∣∣∣φu ψu

φv ψv

∣∣∣∣ ,
H(u, v) =

√
A2(u, v) + B2(u, v) + C 2(u, v).
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Definice 20

Řekneme, že kousek plochy S je hladký, pokud maj́ı funkce φ,ψ, χ spojité
parciálńı derivace a

H(u, v) ̸= 0 ∀[u, v ] ∈ M.

Poznámka

H(u, v) ̸= 0 ⇔ h

(
φu ψu χu

φv ψv χv

)
= 2

Poznámka

Budeme uvažovat pouze dvoustranné plochy, tedy takové, u kterých lze
určit jednoznačně jejich orientaci volbou normálového vektoru (to nelze
nap̌r. u Möbiova pásu, který je jednostranný).
Plocha je neorientovatelná, pokud na ńı existuje uzav̌rená ǩrivka taková,
že normálový vektor n p̌rejde p̌ri spojitém pohybu po dané ǩrivce v opačný
vektor −n.
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Věta 36

Necht’ S je hladký kousek plochy a

x = φ(u, v), y = ψ(u, v), z = χ(u, v)

je jeho parametrizace. Pak normálový vektor k S v bodě odpov́ıdaj́ıćımu
parametr̊um u, v je

n⃗ = ±
(
A(u, v),B(u, v),C (u, v)

)
.
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Důkaz.

Protože

h

(
φu ψu χu

φv ψv χv

)
= 2,

je alespoň jeden z determinant̊u A(u, v),B(u, v),C (u, v) nenulový. Pro
určitost p̌redpokládejme, že

C (u, v) =

∣∣∣∣φu ψu

φv ψv

∣∣∣∣ ̸= 0.

Potom pro x = φ(u, v), y = ψ(u, v), [u, v ]
G−→ [φ(u, v), ψ(u, v)] je C (u, v)

Jacobián zobrazeńı G , tj.

JG =

(
φu ψu

φv ψv

)
, C (u, v) = det JG (u, v) ̸= 0.
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V okoĺı bodu [u, v ] tedy existuje inverzńı zobrazeńı k G

u = f (x , y), v = g(x , y).

Zvolme v okoĺı bodu [u, v ] p̌reparametrizováńı

u = x , v = y , z = χ(f (x , y), g(x , y))

s parciálńımi derivacemi

zx = χufx + χvgx , zy = χufy + χvgy .
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Protože JG−1 = (JG )
−1, máme(

fx gx
fy gy

)
=

(
φu ψu

φv ψv

)−1

=
1

C (u, v)

(
ψv −ψu

−φv φu

)
,

tedy

zx =
1

C (u, v)
(χuψv − χvψu) =

−A(u, v)
C (u, v)

,

zy =
1

C (u, v)
(−χuφv + χvφu) =

−B(u, v)
C (u, v)

a

n⃗ = ±(zx , zy ,−1) = ±
(
−A
C
,
−B
C
,−1

)
∼ ±(A,B,C ).

□
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Poznámka

Φu = (φu, ψu, χu),Φv = (φv , ψv , χv ) ⇒ Φu(u, v)× Φv (u, v) = ±n⃗
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Poznámka

m(S) = lim
ν(D)→0

m∑
i=1

m(S̃i )

(Nezáviśı na výběru reprezentant̊u.)

Definice 21

Plošný integrál prvńıho druhu∫∫
S
G (x , y , z) dS

definujeme jako

lim
ν(D)→0

m∑
i=1

G
(
φ(ξi , ηi ), ψ(ξi , ηi ), χ(ξi , ηi )

)
m(S̃i ) =

∫∫
S
G (x , y , z) dS ,

pokud limita existuje a je nezávislá na výběru ξi a ηi .
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Definice 22

Plošný integrál druhého druhu∫∫
S
P(x , y , z) dy dz + Q(x , y , z) dx dz + R(x , y , z) dx dy

definujeme jako

lim
ν(D)→0

m∑
i=1

〈⃗
F

(
φ(ξi ,ηi ), ψ(ξi ,ηi ), χ(ξi ,ηi )

)
,

n⃗

(
φ(ξi ,ηi ), ψ(ξi ,ηi ), χ(ξi ,ηi )

)〉
m(S̃i ),

pokud limita nezáviśı na výběru reprezentant̊u [ξi , ηi ] ∈ Di .
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Plošný integrál Plošný integrál prvńıho a druhého druhu

Necht’ M je parametricky zadaný kousek plochy,

S : x = φ(u, v), y = ψ(u, v), z = χ(u, v), [u, v ] ∈ M,

a G : S → R je integrovaná funkce, pak∫∫
S
G (x , y , z) dS

=

∫∫
M
G (φ(u, v), ψ(u, v), χ(u, v))

√
A2(u, v) + B2(u, v) + C 2(u, v) du dv .
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Věta 37

Pro poč́ıtáńı plošného integrálu prvńıho druhu plat́ı obvyklé vzorce,
zejména

α, β ∈ R,G1,G2 : S → R potom∫∫
S
(αG1 + βG2) dS = α

∫∫
S
G1 dS + β

∫∫
S
G2 dS ,

S = S1 ∪ S2,S1 ∩ S2 = ∅, potom∫∫
S
G dS =

∫∫
S1

G dS +

∫∫
S2

G dS .
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Př́ıklad 32

I =
∫∫

S(x
2 + y2) dS =?, kde S je plášt’ kužele z =

√
x2 + y2, z ∈ [0, 1].

a) kartézská parametrizace plochy x = u, y = v , z =
√
u2 + v2

I =

∫∫
u2+v2≤1

(u2 + v2)

√(
u√

u2 + v2

)2

+

(
v√

u2 + v2

)2

+ 1 du dv

=

∫∫
u2+v2≤1

(u2 + v2)
√
2 du dv =

∣∣∣∣ u = r cosφ φ ∈ [0, 2π]
v = r sinφ r ∈ [0, 1]

∣∣∣∣
=
√
2

∫ 2π

0
dφ

∫ 1

0
r2 · r dr = 2π

√
2

[
r4

4

]1
0

=
π√
2
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b) polárńı (válcová) parametrizace x = r cosφ, y = r sinφ, z = r(
xr yr zr
xφ yφ zφ

)
=

(
cosφ sinφ 1
−r sinφ r cosφ 0

)
,

A(r , φ) = −r cosφ, B(r , φ) = −r sinφ, C (r , φ) = r ,

I =

∫∫
M
(r2 cos2 φ+ r2 sin2 φ)

√
r2 cos2 φ+ r2 sin2 φ+ r2 dr dφ

=

∫ 2π

0
dφ ·
√
2 ·
∫ 1

0
r3 dr =

π√
2

c) sférická parametrizace x = r cosφ

√
2

2
, y = r sinφ

√
2

2
, z =

r
√
2

2
(kuželová plocha má ve sférických soǔradnićıch rovnici ϑ = ϑ0)
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Necht’ S je orientovaný hladký kousek plochy s parametrizaćı

S : x = φ(u, v), y = ψ(u, v), z = χ(u, v), [u, v ] ∈ M.

Tato parametrizace je souhlasná, pokud normálový vektor
(A(u, v),B(u, v),C (u, v)) je souhlasný s parametrizaćı plochy S ,
tj. má stejný směr jako normálový vektor určený orientaćı.

Je-li (A(u, v),B(u, v),C (u, v)) opačný než normálový vektor určený
orientaćı, pak jde o nesouhlasnou parametrizaci.
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∫∫
S
P(x , y , z) dy dz + Q(x , y , z) dx dz + R(x , y , z) dx dy

= ±
∫∫

M

[
P(φ(u, v), ψ(u, v), χ(u, v)) A(u, v)

+ Q(φ(u, v), ψ(u, v), χ(u, v)) B(u, v)

+ R(φ(u, v), ψ(u, v), χ(u, v)) C (u, v)

]
du dv

=

∫∫
M
⟨F⃗ (φ,ψ, χ), (A,B,C )⟩ du dv

=

∫∫
M
⟨F⃗ (φ,ψ, χ),

(
A

H
,
B

H
,
C

H

)
︸ ︷︷ ︸

n⃗
∥n∥

⟩H du dv︸ ︷︷ ︸
dS

,

kde H = H(u, v) =
√
A2 + B2 + C 2.
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Př́ıklad 33∫∫
S xy dy dz + yz dx dz + xz dx dy =?, kde S je jednotkový simplex

x = 0, y = 0, z = 0, z = 1− x − y orientovaný ve směru vněǰśı normály.

y

z

x

S1

S2S3

S = S1 ∪ S2 ∪ S3 ∪ S4

S1 : x ∈ [0, 1], y ∈ [0, 1− x ], z = 0

parametrizace: x = u, y = v , z = 0(
1 0 0
0 1 0

)
⇒ (A,B,C ) = (0, 0, 1)

(nesouhlasná orientace)

∫∫
S1

xy dy dz + yz dx dz + xz dx dy

= −
∫
M
(u · v · 0 + v · 0 · 0 + u · 0 · 1) du dv = 0
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Analogicky
∫∫

S2
= 0 a

∫∫
S3

= 0.

S4 : x = u, y = v , z = 1− u − v , tedy(
1 0 −1
0 1 −1

)
⇒ A = 1,B = 1,C = 1, n⃗ = (1, 1, 1)

a orientace je tedy souhlasná.∫∫
S4

(
u · v · 1 + v(1− u − v) · 1 + u(1− u − v) · 1

)
du dv

=

∫ 1

0

∫ 1−u

0
(uv + v − uv − v2 + u − u2 − uv) dv du =

1

8
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Př́ıklad 34 ∫∫
S
x dy dz + y dx dz + z dx dy =?

kde S je kulová sféra x2 + y2 + z2 = 1 orientovaná ve směru vněǰśı
normály.

Parametrizace x = 1 · cosφ sinϑ, y = 1 · sinφ sinϑ, z = 1 · cosϑ dává(
− sinφ sinϑ cosφ sinϑ 0
cosφ cosϑ sinφ cosϑ − sinϑ

)
,

tedy

n⃗ = (− cosφ sin2 ϑ,− sinφ sin2 ϑ,− sin2 φ sinϑ cosϑ− cos2 φ sinϑ cosϑ)

= (− cosφ sin2 ϑ,− sinφ sin2 ϑ,− sinϑ cosϑ)

ϑ = π
4 = φ : n⃗ = (< 0, < 0, < 0) orientace je nesouhlasná, ḿı̌ŕı v

1. oktantu dozadu dol̊u, plocha je orientovaná nahoru a ven.
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I = −
∫∫

S

[
cosφ sinϑ(− cosφ sin2 ϑ) + sinφ sinϑ(− sinφ sin2 ϑ)

+ cosϑ(− sinϑ cosϑ)
]
dφ dϑ

=

∫ π

0

∫ 2π

0

(
cos2 φ sin3 ϑ+ sin2 φ sin3 ϑ+ sinϑ cos2 ϑ

)
dφ dϑ

= 2π

∫ π

0
sin3 ϑ+ sinϑ cos2 ϑ dϑ = 4π
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Poznámka∫∫
S F⃗ · n⃗ dS , kde vektorové pole F⃗ má soǔradnice (x , y , z), tedy

n⃗ =

(
x√

x2 + y2 + z2
,

y√
x2 + y2 + z2

,
z√

x2 + y2 + z2

)

a ⟨F⃗ , n⃗⟩ = x2 + y2 + z2 = 1 (na kouli), proto∫∫
S
1 dS = 4πr2 = |r = 1| = 4π.
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Greenova věta ř́ıkala, že pro integrál p̌res ǩrivku orientovanou kladně plat́ı∮
C
P dx + Q dy =

∫∫
D
(Qx − Py ) dx dy .

Definice 23

Množinu

V = {[x , y , z ] ∈ R3 : [x , y ] ∈ M, g(x , y) ≤ z ≤ h(x , y)},

nazýváme jednoduchý (regulárńı, normálńı) obor vzhledem k ose z .

Analogicky definujeme jednoduché obory vzhledem k osám x a y .

Řekneme, že množina Ṽ ⊆ R3 je jednoduchý obor v R3, pokud je
konečným sjednoceńım jednoduchých obor̊u vzhledem ke všem osám
x , y , z .
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Př́ıklad 35

Čty̌rboký jehlan je jednoduchým oborem vzhledem ke všam osám
(simplex).

Věta 38

Necht’ V je jednoduchý obor vzhledem k ose z , S je plocha ohraničuj́ıćı V
orientovaná ve směru vněǰśı normály a funkce R : V → R je spojitá spolu
s parciálńı derivaćı Rz na množině V (uzávěr V ). Pak plat́ı∫∫

S
R(x , y , z) dx dy =

∫∫∫
V
Rz(x , y , z) dx dy dz .
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Důkaz.

Pravá strana rovnosti je

∫∫∫
V
Rz(x , y , z) dx dy dz

[Fubini]
=

∫∫
M

[∫ h(x ,y)

g(x ,y)
Rz(x , y , z) dz

]
dx dy

=

∫∫
M

[
R(x , y , h(x , y))− R(x , y(g(x , y))

]
dx dy .

Levou stranu rozeṕı̌seme jako∫∫
S
R(x , y , z) dx dy

=

∫∫
S1

R(x , y , z) dx dy︸ ︷︷ ︸
dno

+

∫∫
S2

R(x , y , z) dx dy︸ ︷︷ ︸
plášt’

+

∫∫
S3

R(x , y , z) dx dy︸ ︷︷ ︸
v́ıko

.

© Petr Hasil (MUNI) Riemannův integrál v Rn Matematická analýza 231 / 251
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Máme∫∫
S1

R(x , y , z) dx dy

=

∣∣∣∣ x = u, y = v , z = g(u, v)
(−gx ,−gy , 1), nesouhl. par.

∣∣∣∣ = −∫∫
M
R(x , y , g(x , y)) dx dy ,∫∫

S3

R(x , y , z) dx dy = +

∫∫
M
R(x , y , h(x , y) dx dy .

Dále
∫∫

S2
R(x , y , z) dx dy = 0, protože plášt’ válce má stěny rovnoběžné s

osou z a tok podél osy z neprocháźı do boku (F⃗ = (P,Q,R) = (0, 0,R)).
Celkem tedy∫∫

S
R(x , y , z) dx dy

=

∫∫
M
R(x , y , h(x , y)) dx dy −

∫∫
M
R(x , y , g(x , y)) dx dy .

□
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Plošný integrál Gaussova–Ostrogradského a Stokesova věta

Věta 39

Za p̌redpoklad̊u analogickým k p̌redpoklad̊um p̌redchoźı věty plat́ı pro
jednoduché obory vzhledem k y , resp. x vztahy∫∫

S
Q(x , y , z) dx dz =

∫∫∫
V
Qy (x , y , z) dx dy dz ,

resp. ∫∫
S
P(x , y , z) dy dz =

∫∫∫
V
Px(x , y , z) dx dy dz .
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Věta 40 (Gaussova–Ostrogradského věta)

Necht’ V je jednoduchý obor v R3, funkce P,Q,R : V → R jsou spojité na
V spolu s parciálńımi derivacemi Px ,Qy ,Rz a necht’ S je ohraničená
plocha ohraničuj́ıćı V orientovaná ve směru vněǰśı normály. Pak plat́ı∫∫

S

[
P(x , y , z) dy dz + Q(x , y , z) dx dz + R(x , y , z) dx dy

]
=

∫∫∫
V

[
Px(x , y , z) + Qy (x , y , z) + Rz(x , y , z)

]
dx dy dz .
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Př́ıklad 36

I =

∫∫
S
x dy dz + y dx dz + z dx dy =?

kde S : x2 + y2 + z2 = 1, orientovaná vně.

I =

∫∫∫
x2+y2+z2≤1

3 dx dy dz = 3 ·
∫∫∫

x2+y2+z2≤1
dx dy dz

= 3 · 4
3
πr3 = |r = 1| = 4π
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Poznámka

Necht’ S ohraničuje V a je orientovaná vně.

S ⊆ R2 ⇒ m(S) = 1
2

∮
C (−y dx + x dy).

m(V ) = 1
3

∫∫
S(x dy dz + y dx dz + z dx dy).

Pro F⃗ = (P,Q,R) je div F⃗ = Px + Qy + Rz divergence vektorového
pole.

Vektorové pole je nežŕıdlové ⇔ div F⃗ = 0.

Gaussovu–Ostrogradského větu lze zapsat jako∫∫
S
F⃗ · n⃗ dS =

∫∫∫
V
div F⃗ dx dy dz .
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Věta 41

Necht’ M ⊆ R2 je jednoduchá oblast omezená uzav̌renou ǩrivkou L. Necht’

S je plocha v prostoru, která je grafem funkce z = f (x , y), f je spojitá na
M spolu s parciálńımi derivacemi fx , fy . Dále necht’ C je prostorová ǩrivka
ohraničuj́ıćı S , tj. ǩrivka, jej́ıž pr̊umět do podstavné roviny z = 0 je
rovinná ǩrivka L, a p̌redpokládejme, že ǩrivka C je souhlasně orientovaná
s plochou S podle pravidla pravé ruky. Pak∮

C
P(x , y , z) dx =

∫∫
S

[
Pz(x , y , z)n2 − Py (x , y , z)n3

]
dS ,(

dS =
√

1 + f 2x + f 2y dx dy

)
,

kde n⃗ = (n1, n2, n3) je jednotkový normálový vektor k ploše S souhlasný
s jej́ı orientaćı.
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Důkaz. ∮
C
P dx

projekce−−−−−→
∮
L

Greenova V.−−−−−−−−→
∫∫

M

zpětná projekce−−−−−−−−−→
∫∫

S

∮
C
P(x , y , z) dx =

∣∣∣∣∣∣
x = x(t)
y = y(t)

}
parametrizace L

z = z(t) = f (x(t), y(t))

 parametrizace C

∣∣∣∣∣∣
=

∮
L
P(x , y , f (x , y)) dx = −

∫∫
M

∂

∂y
P(x , y , f (x , y)) dx dy

= −
∫∫

M
[Py (x , y , f (x , y)) + Pz(x , y , f (x , y))fy (x , y)] dx dy (. . .)
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= −
∫∫

M

[
Py (x , y , f (x , y))

1√
1 + f 2x + f 2y︸ ︷︷ ︸

n3

− Pz(x , y , f (x , y))
−fy√

1 + f 2x + f 2y︸ ︷︷ ︸
n2

]√
1 + f 2x + f 2y dx dy︸ ︷︷ ︸

dS

=

∫∫
S
[Pz(x , y , z)n2 − Py (x , y , z)n3] dS ,

kde n⃗ = ±(−fx ,−fy , 1), ∥n⃗∥ =
√
1 + f 2x + f 2y . □
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Věta 42

Za p̌redpoklad̊u analogickým k p̌redpoklad̊um p̌redchoźı věty plat́ı∮
C
Q(x , y , z) dy =

∫∫
S

[
Qx(x , y , z)n3 − Qz(x , y , z)n1

]
dS ,∮

C
R(x , y , z) dz =

∫∫
S

[
Ry (x , y , z)n1 − Rx(x , y , z)n2

]
dS .
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Věta 43 (Stokesova věta)

Necht’ plochu S , která je omezená uzav̌renou prostorovou ǩrivkou C tvǒŕıćı
kraj S , lze rozložit na konečný počet část́ı, které jsou grafy funkćı
proměnných x , y , totéž pro x , z a y , z . Necht’ funkce P,Q,R : S → R jsou
na S spojité spolu se svými parciálńımi derivacemi prvńıho řádu. Dále
necht’ ǩrivka C je orientována souhlasně s S . Pak plat́ı∮

C
P(x , y , z) dx + Q(x , y , z) dy + R(x , y , z) dz

=

∫∫
S
(Ry − Qz) dy dz + (Pz − Rx) dx dz + (Qx − Py ) dx dy .
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Důkaz.∮
C
P dx + Q dy + R dz

=

∫∫
S

[
(Pzn2 − Pyn3) + (Qxn3 − Qzn1) + (Ryn1 − Rxn2)

]
dS

=

∫∫
S

[
(Ry − Qz)n1 + (Pz − Rx)n2 + (Qx − Py )n3

]
dS

=

∫∫
S

〈
(Ry − Qz ,Pz − Rx ,Qx − Py ), n⃗

〉
dS

=

∫∫
S
(Ry − Qz) dy dz + (Pz − Rx) dx dz + (Qx − Py ) dx dy
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Poznámka

Necht’

F⃗ = (P,Q,R) : R3 → R3, [x , y , z ] 7→ [P(x , y , z),Q(x , y , z),R(x , y , z)].

Rotace vektorového pole je

rot F⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣ =
(
∂

∂y
R − ∂

∂z
Q,− ∂

∂x
R +

∂

∂z
P,

∂

∂x
Q − ∂

∂y
P

)
= (Ry − Qz ,Pz − Rx ,Qx − Py ).

Stokesovu větu lze p̌repsat do tvaru∮
C
F⃗ · d⃗ℓ =

∫∫
S
rot F⃗ · n⃗ dS =

∫∫
S
rot F⃗ · d⃗S .
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Př́ıklad 37

Pomoćı Stokesovy věty vypočtěte integrál∮
C
y dx + z dy + x dz ,

kde C je prostorová ǩrivka, která vznikne jako pr̊useč́ık kulové plochy
x2 + y2 + z2 = a2 a roviny x + y + z = 0, orientovaná tak, že jej́ı pr̊umět
do podstavně roviny xy (tj. z = 0) je orientována kladně (proti směru
hodinových ručiček).

F⃗ = (y , z , x), rot F⃗ =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

y z x

∣∣∣∣∣∣ = (0− 1, 0− 1, 0− 1) = −(1, 1, 1)
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∮
C
y dx + z dy + x dz = −

∫∫
S
1 dy dz + 1 dx dz + 1 dx dy ,

kde S je část roviny x + y + z = 0 uvniťr koule x2 + y2 + z2 = a2. Dále

−
∫∫

S
1 dy dz + 1 dx dz + 1 dx dy = −

∫∫
S

〈
(1, 1, 1), n⃗

〉
dS

=

∣∣∣∣n⃗ =
1√
3
(1, 1, 1) je jednotkový norm. vektor k ploše S

∣∣∣∣
= −

∫∫
S

〈
(1, 1, 1),

(
1√
3
,
1√
3
,
1√
3

)〉
dS

= − 3√
3
m(S) = −

√
3πa2.
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Pokusme se p̌ŕıklad vy̌rešit bez použit́ı Stokesovy věty.

Je-li x = φ(t), y = ψ(t), t ∈ [α, β], parametrizace pr̊umětu ǩrivky do
roviny z = 0, pak (použijeme rovinu x + y + z = 0)∫

C
y dx + z dy + x dz

=

∫ β

α

[
ψ(t)φ′(t) + (−φ(t)− ψ(t))ψ′(t) + φ(t)(−φ′(t)− ψ′(t))

]
dt.

Pr̊umět ǩrivky C do roviny xy bude elipsa E . Kv̊uli parametrizaci
zjǐst’ujeme, jak je natočená, a to pomoćı Lagrangeových multiplikátor̊u, tj.
E : x2 + y2 → extrém.

x2 + y2 + z2 = a2

x + y + z = 0

}
⇒ L(x , y , z , λ1, λ2)

= x2 + y2 + λ1(x
2 + y2 + z2 − a2) + λ2(x + y + z).
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Lx = 2x + 2λ1x + λ2 = 0

Ly = 2y + 2λ1y + λ2 = 0

Lz = 2zλ1 + λ2 = 0

x2 + y2 + z2 = a2

x + y + z = 0

⇒ body [x , y , z ]:[
a√
2
,− a√

2
, 0

]
,

[
− a√

2
,
a√
2
, 0

]
,

[
a√
6
,
a√
6
,− 2a√

6

]
,

[
− a√

6
,− a√

6
,
2a√
6

]
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Odtud dostaneme poloosy (a/
√
3 pro x̂ a a pro ŷ) a tedy parametrizaci

x̂ = a√
3
cos t, ŷ = a sin t, t ∈ [0, 2π]. Dále nové soǔradné osy vzniknou ze

starých jako (muśıme zohlednit změnu mě̌ŕıtka a orientaci)
x̂ = x+y√

2
, ŷ = y−x√

2
. Odtud vyjáďŕıme x a y v závislosti na t

x =

√
2

2
a

(
cos t√

3
− sin t

)
, y =

√
2

2
a

(
cos t√

3
+ sin t

)
a dosazeńım do∫ β

α

[
ψ(t)φ′(t) + (−φ(t)− ψ(t))ψ′(t) + φ(t)(−φ′(t)− ψ′(t))

]
dt

źıskáme výsledek.
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Hamiltonův nabla formalismus pro gradient, divergenci a rotaci

Necht’ F⃗ (x , y , z) = (P(x , y , z),Q(x , y , z),R(x , y , z)) je vektorové pole.

Gradient ∇ = ( ∂∂x ,
∂
∂y ,

∂
∂z )

div F⃗ = ⟨∇, F⃗ ⟩ = Px + Qy + Rz

Divergence udává žŕıdlovitost vektorového pole. (Je-li rovna nule, je
pole nežŕıdlové.)

rot F⃗ = ∇× F⃗ = (Ry − Qz ,Pz − Rx ,Qx − Py )

Rotace udává lokálńı ḿıru rotace v daném bodě. (Je-li nulová, je pole
nev́ırové.)

spojitost, tedy záměnné parciálńı derivace
⇒ div(rot F⃗ ) = ⟨∇,∇× F⃗ ⟩ = Ryx −Qzx +Pzy −Rxy +Qxz −Pyz = 0

∇× F⃗ je vektor kolmý jak k ∇, tak i k F⃗
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Necht’ f (x , y , z) je skalárńı pole.

Gradient funkce f (x , y , z)

grad f = ∇f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
.

Gradient je kolmý k vrstevnićım a smě̌ruje k vyš̌śım funkčńım
hodnotám.

Totálńı diferenciál funkce f (x , y , z)

df = ∇f · (dx ,dy ,dz) = ∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz .

Funkce f je kmenová funkce daného diferenciálu.

rot(grad f ) = ∇×∇f = 0
(vektorový součin lineárně závislých vektor̊u)

∆f = div(grad f ) = div(∇f ) = ∂2f
∂x2

+ ∂2f
∂y2 +

∂2f
∂z2

= ⟨∇,∇f ⟩ = ∇2f

(Laplace̊uv operátor)
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F⃗ (x , y) = P(x , y )⃗ı+ Q(x , y)ȷ⃗ hladká v oblasti obsahuj́ıćı množinu Ω
a jej́ı hranici ∂Ω (p̌ri ob́ıháńı po hranici je množina vlevo), pak
(Greenova věta):

1 Cirkulace po hranici ∂Ω je (viz ťret́ı složku rot F⃗ )∮
∂Ω

P(x , y)dx + Q(x , y)dy =

∫∫
Ω

Qx(x , y)− Py (x , y)dxdy .

2 Tok p̌res hranici ∂Ω je (viz div F⃗ )∮
∂Ω

−Q(x , y)dx + P(x , y)dy =

∫∫
Ω

Px(x , y) + Qy (x , y)dxdy .
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