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© Konstrukce
® Jordanova mira
@ Konstrukce Riemannova integralu

© Vypotet Riemannova integralu
@ Zakladni postup
® Transformace dvojného a trojného integrdlu

@ Nevlastni vicerozmérné integraly
@ Nevlastni integral z neohraniené funkce
@ Nevlastni integrdl na neomezené mnoziné

Integraly zavislé na parametru
Eulerova Gamma funkce



e KF¥ivkovy integral
@ Kf¥ivkovy integrél prvniho druhu (KI ze skalarni funkce)
@ K¥ivkovy integral druhého druhu (KI z vektorového pole)
@ Greenova véta a nezdvislost na integraéni cesté
@ K¥ivkovy integral v prostoru

@ Plogny integral
@ Motivace, diferencialni geometrie ploch v R3
® Plo3ny integral prvniho a druhého druhu
@ Gaussova—Ostrogradského a Stokesova véta



Konstrukce

=t [CR) ae= F0) - F). P

n=2: DCR?f:D—>R, //f(x,y)dxdy:?
D
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PodmnoZiné R" pt¥itadime realné &islo.

Pro A C R"” zna& m(A) miru mnoZiny A (tj. m(-) je zobrazeni z mnoZiny

podmnoZin R" do R = [0, 0)).

Mira by mé&la spliiovat (pfirozené) podminky pro (mé&fitelné) A, B C R"
e A=B = m(A)=m(B)
e ACB = m(A)<m(B)
e ANB=0 = m(AUB)=m(A)+ m(B)

V posledni podmince se nékdy nahrazuje AN B = () za slabsi podminku

m(AN B) =0 (platnost dokdZeme jako V&tu 3). Pojem miry sjednocuje a

zobeciiuje pojem obsahu a objemu mnoZin z R", je tedy také pfirozené

otekavat napt. v R?, ze m([0,1] x [0,1]) = 1.
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Formaln& mnoZinovou funkci m(-) nazyvdme mirou, jestlize
@ m(0) =0,
@ m(A) >0 VA (nezdpornost),
Q A,,ne MCN, po dvou disjunktni mnoziny, pak

m(JAn) =D m(An).

JestliZze vztah plati pro spo¢etnou mnozinu M, tedy lze i M = N, pak
mluvime o spoletné aditivité, neboli o-aditivité, pokud plati jen pro
konetné polty mnoZin A,, jednd se o koneénou aditivitu.
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Definice 1
Necht n,j, k € Z,n > 0. MnoZinu

J Jj+1 k k+1
V|/j7k:{[X7Y]€R212n§XS o 7§§)/§ o

nazyvame Ctverec fadu n.

2

@ Mnozinu v3ech ¢tverc ¥adu n nazyvame sit Fadu n.

ot

e Sit ¥adu 0 nazyvame zakladni sit.

@ Konetné sjednoceni &tvercl ¥adu n nazyvame elementdrni mnoZina
Fadu n.
X, ny_ (1\2_ 1 " 7 v v
o Cislo m(W/,) = (37)” = 3= nazyvdme mirou ¢tverce Fadu n.
o Mira elementdrni mnoZiny Fadu n je sou¢tem mér viech &tverci, které
ji tvoFi.
Klademe m(0) = 0.
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Poznamka
o Casto nezdleZi na konkrétni poloze daného ¢tverce a dolni indexy se
proto vynechdvaji.

o Kazdy Ctverec ¥adu n je sjednocenim Etyf Etverch Yadu n+ 1, tedy
plati

m(W™) =4 - m(W"t1).
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Definice 2

@ Jddro ¥adu n omezené mnoZiny A, ozna&ime J,(A), je elementarni
mnoZina ¥adu n tvorend Ctverci, které jsou podmnoZinami vnitfku
mnoZiny A.

e Obal ¥adu n omezené mnoziny A, oznatime O,(A), je elementarni
mnozina ¥adu n tvorend Ctverci, které maji neprazdny prinik s
uzdvérem mnoziny A.

//——\\ \é
(A \

PLAN Y
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Plati
Jn(A) C Jnt1(A), On(A) 2 Ont1(A),

tedy
m(Jn(A)) < m(ni1(A)),  m(On(A)) = m(Oni1(A))-
Déle plati Vn,m € N : J,(A) C Op(A), nebot

In(A) CA° CAC On(A) = m(Jn(A)) < m(Om(A)).

Odtud ihned dostdvame, Ze posloupnost m(J,(A)) je neklesajici a shora
ohrani¢end. Podobné& posloupnost m(O,h(A)) je nerostouci a zdola
ohranicena.
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Tedy existuji kone¢né limity

m(A) = lim m(n(A)),  m(A) = lim m(O,(A).
my(A) se nazyva dolni (vnitFni) Jordanova mira a m*(A) se nazyva horn/
(vnéjsi) Jordanova mira.
Samoziejmé platf
0 < m.(A) < m*(A).

Definice 3

Rekneme, e omezend mno¥ina A je Jordanovsky méfitelnd (déle jen
mé&Fitelnd), pokud m,(A) = m*(A), a definujeme jeji Jordanovu miru jako
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Poznamka

@ Pokud m*(A) =0, je A mé&fitelnd a m(A) = 0, nebot m,(A) >0 a
m,(A) < m*(A), co? plati pro kazdou omezenou mnoZinu A C R?,

@ Pokud je A tvofena kone¢nym poctem bodi v roving, pak m(A) = 0.

© V teorii Riemannova integralu bylo uvedeno tvrzeni:
Funkce f je integrovatelnd na intervalu [a, b] pravé tehdy, kdyZ
Ve > 039 > 0 takové, Ze pro kaZdé dé&leni D intervalu [a, b] s normou
v(D) < § plati
S(D,f)—s(D,f) <e.

Podobné tvrzeni plati pro miru:
Omezend mnoZina A C R? je méfitelna pravé tehdy, kdyz

Ve > 03ng € N:Vn> ng: m(On(A)) — m(Jn(A)) < e.
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Budeme pouzivat znadeni
@ A° = vnitfek mnoZiny A,
e A = uzdv&r mnoziny A,
@ h(A) = hranice mnoZiny A,

@ A€ = doplnék mnoZiny A.

P¥iklad 1
Necht A = [0,1]2 N Q?, tj. body z jednotkového Etverce s racionalnimi

soufadnicemi, pak A neni méFitelna.
A° =0, m,(A)=0,A=[0,1]?
= m(On(A)>1 (ACO,(A) = m*(A)>1
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[CHEIINCIN  Jordanova mira

Véta 1
Omezend mnoZina A C R? je méFitelnd pravé tehdy, kdyZ m(h(A)) = 0.
Diikaz.
Tvrzeni plyne z rovnosti

m(0n(A)) = m(Jn(A)) + m(On(h(A)))

—_—— — ~—} /—

—m*(A) —my(A) m*(h(A))

pro n — 0o, A = A° U h(A). O
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Véta 2

Necht A, B jsou métitelné mnoZiny, pak mnoZiny
AUB,ANB,ANB,BNA

jsou také méFitelné.

Diikaz.
A, B jsou méfitelné, tedy m(h(A)) = 0 = m(h(B)).
e h(AUB) C h(A)U h(B) =
0 < m*(h(AUB)) < m*(h(A))+ m*(h(B)) = 0 = AU B je mé&fitelna.
o h(A~ B) = h(An BS) C h(A) U h(B<) = h(A) U h(B)
=0 < m*(h(A~ B)) < m*(h(A)) + m*(h(B)) =0
= A\ B je méfitelna.
o h(AN B) C h(A)U h(B) = m*(h(AN B)) = 0 = AN B je méitelna.
L]

v
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Poznamka
Jestlize A1, ..., A, jsou méFitelné mnoziny, pak mnoZina A U---UA, je
mé&Fitelna.

Toto tvrzeni neplati pro spocetnd sjednocenil!

Hlavni nevyhodou Jordanovy miry je, Ze je pouze konecné aditivni, ale nenf
spotetng aditivni. Nap¥t. A = [0,1]?> N Q? je spotetnd, mira jednobodové
mnoZiny je nula, pfitom A neni mé&fitelna.
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[CHEIINCIN  Jordanova mira

Véta 3

Jsou-li A, B méfitelné a m(AN B) =0, pak

m(AU B) = m(A) + m(B).

Dikaz.
P¥edpoklddejme, 2e AN B = (), pak

my(A) + m(B) < m,(AUB) < m*(AU B) < m*(A) + m*(B),

tedy vzhledem k méfitelnosti A a B mame

m(A) +m(B) < m,(AUB) < m*(AU B) < m(A) + m(B).

(© Petr Hasil (MUNI)

Matematickd analyza 18 /251



[CHEIINCIN  Jordanova mira

Necht plati pouze ptedpoklady véty, zejména m(AN B) = 0. Mdme
AUB =AU (B A), ptitemz AN (B~ A) =0, tedy vime, Ze

m(AU B) = m(A) + m(B \ A). (1)
Jist& plati B = (B~ A)U(ANB), kde (B~ A)N(ANB) =10, tedy

m(B) = m(B ~ A)+ m(AN B). (2)
Odettenim rovnice (2) od rovnice (1) obdrzime

m(AU B) = m(A) + m(B) — m(AN B).
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Lemma 1
Jordanova mira rovnobé&Zniku R o strané a s vyskou v, je

m(R) =a- v,.

Lemma 2
Jordanova mira rovnobé&zniku R daného vektory u = (u1, u2),v = (v1, v2)
je rovna absolutni hodnoté determinantu

up w2
Vi w2
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. S, . C . hi
Je-li £: R? — R? linearni zobrazeni, pak existuje matice L = <11 12)

.y .y

Véta 4 (Zavislost miry na linedrni transformaci)

takova, Ze

Necht A C R? je méfitelnd, L: R? — R? je reguldrni linedrni zobrazeni a L
Je libovolnd matice reprezentujici toto zobrazeni. Pak mnoZina L(A) je
mé¥itelnad a

m(L(A)) = |det L| - m(A).

Regularni linearni zobrazeni: det L # 0.
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Diikaz.

Linearni zobrazeni transformuje systém rovnobéznych stejné vzdalenych
pfimek na jiny systém rovnob&Znych stejn& vzdalenych p¥imek, tj. sit
&tvercl Fadu n je transformovana na soustavu shodnych rovnobézniki.
PotFebujeme tedy nejprve urgit m(L(W")) (nap¥. m(L(Wgy)))-

Ctverec W je dan vektory (277,0),(0,27") a rovnob&znik L(W,) je

dan vektory u = (%1, %1) v= (%2, %2) tedy

n 871 Z% 1 n
m(L(WGo)) = |2 2| = @| det L| = m(Wgo)| det L].
n 2"
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P¥edpokladejme, Ze se jddro J,(A) mnoziny A sklddd z k &tverch ¥adu n.
Protoze z J,(A) C A plyne L(J,(A)) C L(A), madme

m(L(A) = m(L(n(A) =m | L | | W] |

(p,q)el

kde I je k-prvkovd mnozina dvojic celych &isel. Jisté plati

U e cc| U Wi

(pa)el (p,q)el

Kazdd z mnozin L(W] ) je m&Fitelnd a vzdjemn& maji spole¢nou nejvy3e
hranici o mife nula.
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Tim dostavame

m(LA)=m L | Wi, ] |=zm| U (W,

(p,q)el (p,q)e!
= > m(L(Wgg)) = ) ldetlim (W)
(p,9)el (pq)el
=|detl] > m = | det L|m(Jn(A)).
(p,q)el

Analogicky plati
m*(L(A)) < |det L|m(O,(A)).
Celkem tedy mame

|det L|m(Jn(A)) < m(L(A)) < m*(L(A)) < |det Lm(On(A)).

Nyni stali pouZit limitni pfechod n — oo a v&tu o tfech limitach. O

v
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[CHEIINCIN  Jordanova mira

Poznamka

L:R? - R?: ||x|| = ||£x]| Vx € R? (izometrie), £ : Lx + q a plati
(x,y) = (Lx, Ly) = {x,LTLy) = (x,y) (L je ortogonalni matice), tedy
Jordanova mira je invariantni vzhledem k ortogonalnimu zobrazeni

(m(L(A)) = m(A))-
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Poznamka

Jordanovu miru v R¥ pro k € N Ize konstruovat analogicky s pouZitim
k-rozmérnych krychli ¥adu n

PR m +1
W:.'h_“’mk:{[X]_,...,Xk]ER : 2—nSX]_§—2n N
my mg+1

s Jordanovou mirou m(W") = 2_1"
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Véta 5

Necht funkce f: [a, b] — R je na uzavfeném intervalu [a, b] spojitd, pak
jeji graf G(f) = {[x, f(x)], x € [a, b]} md miru nula v prostoru E?, tj.
m(G(f)) = 0. Zejména podgraf nezaporné funkce je méfitelnd mnoZina,
nebot mira jeji hranice je nula.

Poznamka

Rekneme, e funkce f je stejnomérné spojitd na intervalu [a, b], pokud
Ve>030>0:Vxi,x € [a,b],|x1 — x| <0:[f(x1) — F(x)| <e.

Pro funkci f na uzavfeném intervalu [a, b] je stejnomé&rna spojitost
ekvivalentni s (,,normdlni") spojitosti.

@© Petr Hasil (MUNI)
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Diikaz.
Funkce f je stejnomé&rng spojitad na [a, b]. Necht € > 0 je libovolné, pak

k 355 > 0 existuje § > 0 takové, Ze

€
b—a

x1 — x| <d = |f(x)—f(x) <

MnoZzinu G(f) pokryjeme obdélniky s vyskou ;= a zakladnou 4. Pro
soucet téchto obdélniki plati

3 9 93
5 555t 20~ 5 Do -0 = 556 =

ProtoZe ¢ bylo libovolné, m*(G(f)) = 0. O
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Shrnuti
e Jordanova mira m(A) je kone&n& aditivni (neni spoletn& aditivni).

e T¥ida jordanovsky mé&Fitelnych mnoZin se nezméni, pokud sit
zjemiiujeme nikoliv 22-krat (1 &tveretek na 4 malé), ale n?-krat, kde
n je libovolné pfirozené &islo.

o V [E! jde v podstaté o d&leni intervalu (misto &tvere¢ki mame
dselky).

Nacért konstrukce Lebesgueovy miry
Lebesgueova mira je zaloZena na ndsledujicim tvrzeni.
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Véta 6

Necht A C R je oteviend mnoZina. Pak existuje nejvySe spo&etn& mnoho
otevFenych, po dvou disjunktnich intervali (ap, 5n), n € N, tak, Ze

A= Uzozl(am /Bn)

e m(A) =>7"1(8n — an) pro omezenou otevienou mnozinu A C R

@ A C R uzavfend a omezend, tj. 3c,d e R: AC (¢, d) = (c,d) N A
je otevfend mnoZina a tedy my(A) = (d — ¢) — mi((c,d) \ A)

e necht A C R je libovolnd omezend mnoZina, pak mj(A) = inf m(B),
A C B, B je oteviend; m,;(A) =supm(B), B C A, B je uzaviend

@ m] = my, pak je mnoZina lebegueovsky méfitelnd
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Priklad 2

m ([0, 1% N Q) =7
Je rovno nule, kazdy bod ma miru nula a Lebesgueova mira je spoletné&
aditivni.

Existuje A C R omezend, pro niz m,;(A) < mj(A), tj. neni lebesgueovsky
méFitelna?

(Lze je zkonstruovat s pouZitim axiomu vybéru, nap¥. Vitaliho nebo Bernsteinova

konstrukce.)
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Necht A C R? je m&Fitelnd, omezend mnoZina a f: A — R je omezena
funkce na A. Sit ¥adu n vytvo¥i tzv. pokryti ¥adu n mnoziny A. Ctverce

s touto dohodou jsou navzdjem disjunktni mnoZiny. PoloZime
A= Ujm:1 Dj, kde mnoZiny D; jsou tvaru D' = AN (', kde ;" je n&jaky
¢tverec sité ¥adu n.

Systém {Dy,...,D}\} se nazyva pokryti ¥adu n mnoZiny A. Kazd3a
Z mnoZin DJf’ je mé&itelna, nebot je priinikem mé&Fitelnych mnoZin.
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Pozndmka
Obecng& v R¥ pouzivame tzv. krychlové mnoZiny Fadu n

i1+1 ik ik—i-l}
< xe < ,
= on

k.
QT,...Jk:{[Xl""’Xk]ER .§§x1< S5m0 on

coz jsou (neuzav¥ené) po dvou disjunktni mé&Fitelné mnoZiny pokryvajici
RX s mirou m(C") = 2kn.

Konstrukci a vlastnosti si pro prehlednost predvedeme v R?.
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t
Necht

M;= sup f(x,y), mj= inf f(x,y),
’ [x.y]eDy bey) ! [xvy]EDj"( )

pak definujeme

m

S(fA:Z so(f,A) = ij (D)

horni a dolni soucet ¥adu n a plati
5n+1(f7 A) S Sn(f7A)7 5n+1(f7 A) 2 Sn(f7A)7

tj. posloupnost {S,(f,A)} je nerostouci a zdola ohrani¢end a posloupnost
{sn(f,A)} je neklesajici a shora ohraniena, pak existuji

lim S,(f,A) = / f(x,y) dx dy, I|ms,,fA / f(x,y) dx dy

n—oo

horni a dolni Riemanniiv integral funkce f na mnoZin& A.
@© Petr Hasil (MUNI)
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrélu

Definice 4

Pokud se horni Riemann(v integral rovnad dolnimu, tj.

WAf(x,y) dx dy = ﬁAf(x,y) dx dy,

Fekneme, Ze funkce f je na A riemannovsky integrovatelnd a definujeme

//A f(x,y) dx dy ZWAf(x,y) dx dy :/_/Af(x,y) dx dy.
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Poznamka

Pro n =1 lze pouZit libovolné déleni D, pop¥. se omezit na dyadické dé&len{

D® (dyadick4 &isla 22, m, n € N). Samoztejmé plati D O D, tedy

/jf(X) dx > [2]/jf(x) dx, /jf(x) dx < [2]/jf(x) dx,

odkud ihned plyne, e [2] [ < [ < [ < [2][. Tento vztah musi platit i
naopak, jinak by ¥lo o jinou konstrukci.

Nap¥. vime, Ze plati: Je-li D,, nulova posloupnost déleni, pak

b
/ f(x) dx = lim s(f,D,).

n—o0
—a
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrélu

Véta 7

Necht A C R? je méfitelnd a omezend mnoZina, f,g: A — R. Jsou-li f,g
integrovatelné na A, pak jsou na A integrovatelné i funkce f + g a plati

//Af(X,y)ig(X,y) dx dy://A f(x,y) dx dyi//Ag(x,y) dx dy.

Dale, pro a € R libovolné je integrovatelna i funkce o - f a plati

//Aa-f(x,y) dxdy—a-//Af(x,y) dx dy.
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrélu

Diikaz.

/_ (8 dxdy = lim slF 8 ) = fim jz_;ignf(erg)-m(Dj")

J

n— o0 r r
j=1 f] J

= I|m s,,(f A) + I|m sn(g, A // fdxdy+// g dx dy,

podobn& [[,(f +g) dx dy < [ ,f dx dy + [[ ,& dx dy.

m
| o o
> lim (IgnferIB"fg) m(Df) = lim [sn(F.A) + so(g. A)]
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Celkem tedy mame

//Af dx dy*//Ag dxdy < //A(f+g) dx dy < //A(f+g) dx dy
< //Af dx dy -l-//Ag dx dy.

Jsou-li f, g integrovatelné, seviou integraly mezi sebou.
Nasobeni konstantou dokdZeme podobné&. Jen je potteba hlidat znaménko
konstanty «, tj. je-li a > 0, je v8e v poradku; je-li a < 0, potom napt.

sup(af) = ainf(f).

Rozdil je trividlnim disledkem pfedchoziho. O
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Véta 8

Necht f je integrovatelnd na omezené méfitelné mnoZinE ACR?> a BC A
Jje mé¥itelnd mnoZina. Pak funkce f je integrovatelnd i na B.
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrélu

Dikaz.

Necht je {D{,..., D2} pokryti ¥4du n mnoZiny A. Toto pokryti vytva¥i
pfirozenym zplisobem pokryti

{D' N B,...,D} N B}, {D!N (A~ B),...,Dl N (A~ B)}
mnozin B a A~ B. Plati
sn(A, ) < sp(B,f)+s,(AN B, f), Sn(A, ) > Sp(B, )+ Sp(AN B, 1),

a pro n — oo mame

// fdxdy+// fdxdyz//fdxdy
JJ B 2J_A\B A
Z// fdxdy—i—// f dx dy.
B A\B
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrélu

Tedy

02// fdxdy—// f dx dy
JJ g B
2// fdxdy—// f dxdy > 0.
A~ B JJ AB
Odtud ihned

// fdxdy://fdxdy, // fdxdy:// f dx dy.
JJ B B JJ AB ANB

O

v
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrélu

Véta 9

Necht f je integrovatelnd na méFitelnych, omezenych a disjunktnich
mnoZinich A, B C R?. Pak je f integrovatelnd i na AU B a plati

//AUB Floy) dxdy = //A FOoy) dxdy + //B f(x,y) dx dy.

Diikaz.

T¥i druhy &tvere€¢kl — pouze A, pouze B
\. a smiSené. Mira smiSenych jde k nule.

O

v
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrélu

Véta 10

Necht funkce f je omezend na A a m(A) = 0. Pak je f na A

integrovatelna a plati
// f(x,y) dx dy =0.
A
Diikaz.

Mame |f(x,y)| < M na A, odtud

~M - m(A) < sp(f, A) < So(f, A) < M - m(A).

(© Petr Hasil (MUNI)
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrélu

Disledek 1

Necht A, B jsou méFitelné mnoZiny a plati m(AN B) = 0. Je-li funkce f
integrovatelnd na A i na B, pak je integrovatelnd i na AU B a plati

//AUB Floxy) dxdy = //A FOoy) dxdy + //B f(x,y) dx dy.

Plyne ihned z V&t 9 a 10 a faktu, Ze

AUB = (A~ B)U(ANB)U (B~ A).

(Jedna se o zesileni V&ty 9.)
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Véta 11

Necht je funkce f spojitd a omezend na omezené méFitelné mnoZiné
A C R?. Pak je funkce f na mnoZin& A integrovatelna.

Diikaz.

Podobné jako u jednorozmérnych integrali je diikaz zaloZen na tvrzeni, ze
f je integrovatelnad pravé tehdy, kdyz

Ve >03ng € N:Vn> ng: 5,(f, A) — sp(f,A) < e.

(© Petr Hasil (MUNI)
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Snadno pro integral v R? (R¥) dostaneme i dal3i tvrzeni znama z R
Véta 12

Necht jsou funkce f, g integrovatelné na méFitelné mnoZin& A C R? a plat/
f(x,y) < g(x,y), ¥(x,y) € A. Pak

//Af(x,y) dx dyg//Ag(x,y) dx dy.

Véta 13

Necht je funkce f integrovatelné na mé¥itelné mnoZin& A C R2. Pak je
i funkce |f| na mnoZin& A integrovatelnd a plati

’//A f(x,y) dx dy‘ g//A\f(x,y)\ dx dy.
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Definice 5
Rekneme, ¥e funkce f: A — R mé skoro viude na mno%in& A vlastnost V/,
jestlize existuje mnoZina B takovd, Ze B C A, m(B) = 0 a funkce f ma

vlastnost V' ve vSech bodech mnoziny A\ B.
(Tj. vlastnost neni spIn&na na mnoZin& miry nula, pfitemz m(()) = 0.)

Matematickd analyza 49 /251

Petr Hasil (MUNI)



Véta 14

Necht A C R? je omezend métitelnd mnoZina a f,g: A — R, kde f je na
A integrovatelnd a g je na A omezend. Pokud plati f(x,y) = g(x,y) skoro
vSude na A, pak je na A funkce g integrovatelnd a

// g(x,y) dx dy:// f(x,y) dx dy.
A A
Dikaz.

Funkce F(x,y) = f(x,y) — g(x,y) = 0 skoro v8ude na A, tedy
dBC A,m(B)=0a F(x,y) =0 na A~ B. Potom

L= I e =ovomo=J]r= [

O

v
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrélu

Véta 15

Necht A C R? je omezend a métitelnd mnoZina a necht f: A — R je
omezena a skoro vsude spojita na A. Pak je funkce f na A integrovatelna.

v

Diikaz.

Existuje mnoZina B C A takova, ze m(B) =0 a f je spojitd na A~ B. Pak
podle Véty 11 je funkce f integrovatelnd na A~ B a podle Véty 10 je
[Jgf =0, tedy [[,f existuje a je roven [[, 5f. O

v
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Vypotet Riemannova integralu Zakladni postup

o [[,f(x,y)dxdy ... dvojny integral
° fab (fcd f(x,y) dy> dx ... dvojndsobny integrdl
Véta 16

Necht A = [a, b] x [c, d] je obdélnik v R? a funkce f: A— R je na
mnoZiné A spojitd. Pak

f(x,y) dx dy = i df(x,y)dy ax— [ bf(x,y)dx dy.
A a c c a )
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Vypocet Riemannova integralu Zakladni postup

Dikaz.

Oznatme F(x) = f f(x,y) dy. Tato funkce je korektn& definovana,
nebot integrand je spojita funkce promé&nné y. Sit ¥adu n, ozna&me
{D7,...,D}}, tvo¥i pokryti A = [a, b] x [c, d] a soutasn& vytvéﬁ' d&leni
intervald [a, b] i [c, d]. Necht [a, b] = U?_; K a [c,d] = U7, "

Déle oznaéme

uf = inf  f(x,y), U= sup f(x,y).
v x.yleKxJr ! [x.yleKrxJr

Potom

n(f,A) = ZZ m(Jp),

1j=1
== m(D)

sn(f,A) = ZZuUm (K")m(J}").

i=1 j=1

o
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Vypocet Riemannova integralu Zakladni postup

Méme tedy pro [ F(x) dx a & € K!" libovolné, ze

Sn(Fv [a’ b]) = ineni{é-" F(X)m(Kln)
i=1 i
< D FE)mKh) <> sup F()m(k{)
i=1 j=1 X€H;

,F":1 (fcd f(&.y) dy) m(K)

a pro fcd f(&i,y) dy, ni € J" libovolné, p¥i oznakeni G(y) := f(&i,y)

q
$2(G. [e,d]) = > inf, G(y)m(J])
j=17
q q
<> G(ni)m(JF) < sup G(y)m(J)).
j=1 j=1 Y
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Vypocet Riemannova integralu Zakladni postup

Spojenim p¥edchozich nerovnosti obdrzime

i=1 j=1
Hfffdxdy
//fdxdy<//fdxdy<ZZU” (KMym(JP).
i=1 j=1
%ﬁfdxdy

Opainé pofadi integrace ziskdme zcela analogicky (pfezna&enim).
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Vypocet Riemannova integralu Zakladni postup

Véta 17 (Fubiniho véta)

Necht f je spojitd na mnoZiné

A={[x,y] :a<x<b,g(x) <y <h(x)},

kde g, h: [a, b] — R jsou funkce spojité na intervalu [a, b]. Pak

f(x,y) dx dy = ’ " f(x,y) dy | dx.
I, f oo

Podobné pro

A=A{[xy]:y €lc,dl,gly) <x<h(y)}, g, heClcd],

plati

v
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Vypocet Riemannova integralu Zakladni postup

Diikaz.
Necht Q = [a, b] x [c,d], AC Q a definujme funkci 7: Q — R jako

ra _ f(X,y) [Xay]GA
Flxy) = {0 [x,y] e QA

f je spojita s vyjimkou grafti g, h, tedy je skoro viude spojitd na @, odtud

// (x,y) dx dy = //f(xy dx dy = //f(xy dy dx
b g(x) h(x)
:/ / fdy+/ fdy+/ Fdy | dx
a c g(x) h(x)

b h(x)
:/ / f(x,y) dy | dx.
a g(x)
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Vypocet Riemannova integralu Zakladni postup

Poznamka

Je-li ve v&t& o integraci pfes obdélnik funkce f pouze integrovatelnd, plati

b d b [(—d
//f(x,y)dxdy:/ (/ f(x,y)dy> dx:/ (/ f(x,y)dy) dx
[a,b]x [c,d] 7o\ ? ‘
Pokud oznadime
d —d
Fe = [ fxndy, 660 = [ fxp) dy,

miZe nastat p¥ipad, kdy F(x) < G(x) v jistych bodech x € [a, b], ale
mnozina téchto bodl ma Jordanovu miru rovnu nule, tedy
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Vypocet Riemannova integralu Zakladni postup

P¥iklad 3
Vypottéte [[, x3y dx dy, kde A= {[x,y] : 0 < x < 1,x> <y < x}. J

1 rx
//x3ydxdy_/ / x3y dy dx
A 0 Jx3
1 1

1 y2 X
. :/0 x3 [2])@ dX:2/0 x3(x? — x®) dx

A1y
J[ax%y dx dy = fol fywx3y dx dy = foly [74]}/

1 1 6
=iy =y dy =2 yP -yt dy =3 {13*0)’10/3_ %}o

dy

—1¢3 1)y_ 1
4 (10 6) 30
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Vypotet Riemannova integralu Zakladni postup

Priklad 4

V2x—x2
S

Zaméfite poradi integrace fo f(x,y) dy dx.

: y = V2x — x2

s y2:2x—x2
xX2—2x+14y>—-1=0
0 (x—1)2+y*=1

b : T : x=14+/1—y2

y:x2 — x==y

Vybereme odpovidajici horni, resp. dolni kousky, tedy

// F(x,y) dx dy.
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Vypocet Riemannova integralu Zakladni postup

Poznamka

Samoz¥ejmé& plati

m(A)://ldxdy.
A
P¥iklad 5

Vypotitejte miru mnoZiny A= {[x,y] : =1 < x < 1,0 <y <1 —x?}.

v

1 pV/1x2 1 1
I:/ / dde:/[Y]ol_X2dX:2/ V1—x2dx
-1Jo -1 0
X =sint, dx = cost dt /2
’ ‘:2/ V1—sin?tcost dt
0

0=sin0,1 =sinm/2

/2 /2 w/2 /2 T
2/ cosztdt:/ 1+ cos2t dt:/ dt+/ cos2t dt = —
0 0 0 0 2

=0
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Vypocet Riemannova integralu Zakladni postup

Véta 18

UvaZujme rediny interval [a, b]. Necht

A={lxy,zZ eR*:a<x < b,g(x) <y <h(x),G(x,y) <z < H(x,y)},

kde funkce g, h: [a, b] — R jsou na [a, b] spojité a funkce G,H: B — R
jsou spojité na mnoZiné

B={lx,y] eR*:a<x<b,g(x)<y<h(x)}

H(x,y)
/ f(x,y,z)dz | dy | dx.
G(xy)

Pak, je-li f: A — R spojita na A, plati

///Af(X,y,z) dx dy dz:/ab (/g?j)(

v

Matematickd analyza 63 /251

© Petr Hasil (MUNI)



Vypotet Riemannova integralu Zakladni postup

Priklad 6
Vypotitejte [[[, dx dy dz, kde

A:{[x,y,z]€R3:—1§X§1,—\/1—x2§y§\/1—xz,
—V1I-x2—y?2<z< 1—x2—y2}.

o
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Vypocet Riemannova integralu Zakladni postup

1- x2—y 1 V1-x2
/ / / dzdydx:/ / 2¢/1—x2 — y2 dy dx
V1-x2—y? —1J-v1=x2

y—\/l—x sint,dy = v1— x2cost dt
—V1I-x2>t=-7/2,y=V1—-x2—>t=m7/2

w/2
/ (/ \/l—x2 1—x2)sin2t\/1—x2costdt) dx
w/2

1 /2
:2/ (1—x2)/ cos® t dt dx
-1 —7/2

1 w/2 1 2 1
:2/ (1—X2)/ —i_COStdth:/(l—x2)7rdx
~1 /2 2 ~1

1 3902 4
:27r/ 1—X2dX:27T|:X—X:| =2r— = =7
0 3 0
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Vypocet Riemannova integralu Zakladni postup

Poznamka

Necht f: R"” - R a A= [a1, b1] X --- X [ap, by] je n-rozmé&rny kvadr.
Je-li f spojitd na A, pak

by n
/f(x) dx:/ (X1, .y Xn) dxp -+ dxq.
A ai an
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Vypocet Riemannova integralu Zakladni postup

Priklad 7

[J[]4 dx1 dx2 dx3 dxa, kde A= {[x1,x2,x3,xs] : x1 € [0,1],x2 €
[O,]_ — X1],X3 € [07 1—Xx1 —X2],X4 S [0, 1—x31—x0 — X3]}.

Takové mnoZiné A se fika jednotkovy simplex, pouZiva se k triangulaci
n-rozmérnych t&les a v optimalizaci (,,n-rozmérny trojihelnik").

1-x1 pl—x1—x2 pl—x1—x0—x3
fo fo fo dxg dx3 dxo dxq

1- 1
= fO 0 x s X2(]. — X1 — X — X3) dX3 dX2 dX1
1—x1—x2
1—x1 x32
=y Iy [1—X1—X2)X3—70

= fl fl Xl(l —x1 fxz) — %(]_ — X1 *X2)2 dxo dx

dxo dxy

0 Jo
1—
=L [T ) dxe dxy = 3 [ [_M}o ?dxg
1
=3 Jo 3(1—x1)? dx = —535[(1 = x)* 5 = &
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Vypotet Riemannova integralu Zakladni postup

Priklad 8
Vypottéte plochu obrazce daného nerovnostmi

x? —2x+y? <0, x? =2y +y? <0.

x> —2x+y?<0
(x=12+y*<1

x=1—+/1—-y2 y=1/2x—x?

x> =2y +y*<0
X+ (y-12<1

x=42y—y2 y=1—+/1-x2
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Vypotet Riemannova integralu Zakladni postup

1 pv/2x—x2 1
//dxdyz// dydx:/ V2x —x2—1++1—x2dx
A 0 1—v/1-x2 0

o 1+7T_7T—2
4 4 2

1 1
/\/2X—X2C|X:/ V1—-(x=1)2dx=|x—1=t, dx = dt|
0 0
0 1
=/ \/1—t2dt:]sudéfunkce|:/ V1—t2dt
-1 0
1 1
:—[arcsinx—i—xx/l—x?] =T
2 o 4
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Vypocet Riemannova integralu Zakladni postup

@ Stf¥edni hodnota:

. ffA X,y dxdy

e Uvazujme [[, F(x,y)dxdy. Je-li o(x,y) plodnd hustota v bodg [x, y]
a p(x,y) vzdélenost bodu [x, y] od osy otaeni o, pak

’ funkce F ‘ integrdl z funkce F ‘

1 Obsah mnoZiny A (S)

o(x,y) hmotnost mnoZiny A (m)

yo(x,y) linedrni moment vzhl. k ose x (Uy)

xo(x,y) linedrni moment vzhl. k ose y (U,)

y2o(x,y) moment setrva&nosti vzhl. k ose x (Jy)

x2a(x,y) moment setrva&nosti vzhl. k ose y (Jy)

P2 (x,y)o(x,y) moment setrvaZnosti vzhl. k ose o (J,)

y? kvadraticky moment prifezu vzhl. k ose x (/)
x2 kvadraticky moment priifezu vzhl. k ose y (/)

0°(x,y) kvadraticky moment prifezu vzhl. k ose o (/)
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Vypotet Riemannova integralu Zakladni postup

@ Soutadnice t&Zisté prifezu [x7,y7] (0(x,y) =1):
[ xdxdy _ JJaydxdy
XT = S ) Yt = 5 .
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Vypotet Riemannova integrélu

B
o), dx = /(1) dt] = /

«

kde a = p(a), b = ¢(B). Také Ize psat jako

kde g’ # 0 (g je prostd).

Transformace dvojného a trojného integralu

F(e(t))¢'(t) dt,

b
F(x) dx = / Fle(t)g(2) dt.

A
X
b
Q)
x= 2
a
B ty
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et Riemanno Transformace dvojného a trojného integralu

\/
\/
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Vypotet Riemannova integralu Transformace dvojného a trojného integralu

Véta 19 (O transformaci)

Necht M C E? je oteviend mnoZina v rovin& (u, v), g je prosté zobrazeni
mnoZiny M do roviny (x,y) dané funkcemi x = x(u,v),y = y(u, v), které
maji na M spojité parcidlni derivace prvniho ¥adu. Necht funkce

Ix  Ox
Ju Ov
J(uv V) = dy Oy
u Ov

Jje riiznd od nuly a ohraniend na M. Necht M a g(M) jsou mé&fitelné
mnoZiny a funkce f je spojitd a ohrani¢end na g(M). Pak plati

//(M) x,y) dx dy = // (u,v),y(u,v)) - |J(u,v)| du dv.
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Vypotet Riemannova integralu Transformace dvojného a trojného integralu

Hlavni idea dikazu.

Necht Dy, ..., Dy, je pokryti ¥ddu n mnoZziny g(M), pak
D1 =g *(D1),..., D =g (D)

pokryvaji mnozinu M. Zvolme [£;,n;] € D; a ozna&me
[&:,7]] = g 1 ([&1,mi]). UtvoFme integrélni soutet pt¥islugny dvojnému
integrélu pres g(M)

;f(fimi)m( ) // f(x,y) dx dy.

Jsou-li D; malé, jsou také D; malé a pro [x, y] € D; lze zobrazeni g
aproximovat jeho diferencidlem g’ v bodg [;, ], tj. linedrnim zobrazenim.
Transformace miry p¥i linedrnim zobrazeni je

m(D,) = |det g’(ﬁ,-, n,)|m(D,)

v
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Vypotet Riemannova integralu Transformace dvojného a trojného integralu

Dosazenim dostavame
S & m)m(Dy) o~ ST F(x(& i), (& 7)) | det g (&, mi) [ m(Dy)
In—o0 In—o0

ffg(l\/l) f(x,y) dx dy iy f(X(U7 v),y(u, V))|detg’| du dv

vvvvvv

Nejobtizn&jsi technicka zdleZitost je dokdzat, Ze ,,~" mezi sumami prejde
v limit& na rovnost mezi integraly. Lze to dokazat podobné jako pro
jednorozmérny integral pomoci Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté. U

v
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Vypotet Riemannova integralu Transformace dvojného a trojného integralu

Transformace v E? do poldrnich sou¥adnic je déna

X = pcosy,

y = psing,

kde p € [0,00) je vzdalenost od potatku (polomér) a ¢ € [0,27] (pop¥.

[, 7]) je odchylka od kladné poloosy x v kladném smyslu.

J(p,p) =

cosp —psinp|
sin pcosgp‘_p#o < p#0
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Vypotet Riemannova integralu Transformace dvojného a trojného integralu

Priklad 9
Vypocitejte obsah mnoZiny

M:x2+y2§2x,y20.

X Hy?<2x = (x—1)2+y*<1,

B | x=pcosp p e (0,2cos ] .

w/2 r2cose w/2 4C0$2<p
Z//pdsodpz/ / pdpdsoz/ > dep
D 0 0 0

w/2
:2/ 1+cos2god(P_z
0 2

5 =
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Vypotet Riemannova integralu Transformace dvojného a trojného integralu

Priklad 10
Vypocitejte obsah mnoZiny

M={[x,y] ER?®: (x —1)> +y?> —1>0,(x —2)> + y> -4 < 0}.

¢ €[0,7/2],
p € [2cos p, 4 cos ¢

/2
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Vypotet Riemannova integralu Transformace dvojného a trojného integralu

Poznamka

Obsah obrazce v polarnich sou¥adnicich
a) n=1,P= %f;’f P2 () do (aproximace kruhovou vyset),

b) n =2, pomoci dvojného integrilu snadno odvodime

w2 rp(e)
P:// dxdy://pdpdgaz/ / pdpdp
M D o1 Jo

©2 p2 p(e) 1 ©2 )
=/ [2] do = 2/ p°(p) dp.
P1 0 ®1

Poznamka

Volba transformace pro n =1 byla dana funkci, pro n =2,3,... je ddna
tvarem mnozZiny, pres kterou integrujeme.
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Vypotet Riemannova integralu Transformace dvojného a trojného integralu

Véta 20 (O transformace trojného integrélu)

Necht M C E3 je oteviend mnoZina v prostoru (u,v,w), g je prosté
zobrazeni na M do prostoru (x,y, z) dané funkcemi x = x(u, v, w),

y =y(u,v,w), z=z(u,v,w), které maji na M spojité parcidlni derivace
prvniho ¥adu. Necht J(u,v,w) # 0 je ohrani¢ené na M. Necht M a g(M)
Jsou méFitelné a funkce f je spojitd a ohranicend na g(M). Pak plati

/// f(x,y,z) dx dy dz
g(M)

- ///M F(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) - [J(u, v, w)| du dv dw.

v
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Vypocet Riemannova integralu Transformace dvojného a trojného integralu

Transformace v E3

@ viélcové (cylindrické) soutadnice
x=pcosp,y =psing,z=2z,  J(p,,2)=p,

kde p € [0,00) je vzdalenost od osy z (polomér valce) a ¢ € [0, 27]
(popt. [—m,7]) je odchylka od kladné poloosy x v kladném smyslu
v roviné rovnobézné s rovinou xy.

o sférické (kulové) soutadnice
x = pcospsintd,y = psingsind,z = pcos?, J(p,p,9) = —p?sin¥

kde p € [0,00) je vzdalenost od potatku (polomé&r koule), ¢ € [0, 27]
(popt. [—m,7]) je odchylka od kladné poloosy x v projekci do roviny
xy (rovina z =0) a ¥ € [0, 7] je odchylka od kladné poloosy z.
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Vypotet Riemannova integralu Transformace dvojného a trojného integralu

Transformace v E” do hypersférickych soufadnic

X1 = pcospsintysintdy---sintd,_3sind,_o,
Xp = psinpsindysinty---sintd,_3sind,_o,
x3 = pcosvisinty---sintd,_3sinv,_o,

Xp—1 = pcostp_3zsind,_o,

Xp = pCcosty_a,
kde p € [0,00), ¢ € [0,27] (pop¥. [-m,7]) a ¥; € [0,7],i=1,...,n—2.

J(p,p,V1,...,0,2) = (—1)”/)"*:l sindysin®dy - --sin" 29,
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Vypotet Riemannova integralu Transformace dvojného a trojného integralu

Poznamka

p € [0,00) je vzdalenost od potétku,

¢ € [0,27] (popt. [-m,7]) je odchylka privodite projekce daného
bodu do roviny xixz . .. xp—1 (rovina x, = 0) od kladné poloosy xi,

Un—2 € [0, 7] je odchylka privodite daného bodu od kladné poloosy

Xl‘lv

Yp—3 € [0, 7] je odchylka priivodi¢e projekce daného bodu do roviny

Xxn = 0 od kladné poloosy x,_1,

Un_4 € [0, 7] je odchylka privodite projekce daného bodu do roviny

xp = 0 promitnuté do roviny x,_1 od kladné poloosy x,_2,

© Petr Hasil (MUNI)

Matematicka analyza

85 /251



Vypotet Riemannova integralu Transformace dvojného a trojného integralu

Poznamka

@ Samozfejmé& existuje celd ¥ada dalSich ¢asto pouZivanych transformaci
(nap¥. zobecn&né sférické pro elipsoidy) a snadno lze dle tvaru
mnoZiny vytvorit transformaci ,,na miru®.

@ Uvedené vzorce pro transformace nejsou jediné mozné, (hyper)sférické
soufadnice (a tedy i polarni) lze pouZit i nap¥. takto

X1 = pCoSp costy costy - -+ costp_3cos, o,
Xp = psin @ cosvy cosds - - cos,_3cosV,_o,

x3 = psini cosvy -+ - cos¥,_3cosV,_o,

Xp—1 = psint¥,_3cosI,_o,

Xp = psint,_o,

kde J(p, @, V1,...,9,_2) = p"Lcos cos? Vs - --cos" 20, 5.
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

‘ Nevlastni integral z neohraniené funkce

UvaZujme funkci f definovanou na neprazdné mnoziné Q C R?.

Definice 6

Bod A € Q se nazyva singuldrni bod funkce f, jestlize f neni ohranitena
na zadné mnozin& tvaru Q N O(A), kde O(A) je libovolné kruhové okoli
bodu A.

ProtoZe bod A nemliZze byt izolovanym bodem mnoZiny €2, jsou mozné dva
pfipady. Bud je A vnitfnim bodem mnoZiny Q, nebo je jejim hromadnym
hrani¢nim bodem; v druhém p¥ipadé nemusi A leZet v mnozin& 2.
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Definice 7

Rekneme, %e posloupnost omezenych mnoZin {M}, M, CR? neN, se
smrituje k bodu A, jestlize

© Bod A je vnitinim bodem kazdé z mnozin M,,.

@ Plati lim,_ d(M,) = 0.

o Cislo d(M) = sup{p(X,Y): X,Y € M} je prim& mnoziny M C R?,
pFitom p je eukleidovskd metrika v R2.
@ Mnoziny M, nemusi byt souvislé.

@ Posloupnost mnoZzin M, nemusi byt monoténni vzhledem k inkluzi.

Pfredpoklad 1

Funkce f je integrovatelnd na kaZdé mnozin& Q ~ M, kde M C R? je
libovolnd mé&fitelnd mnoZina obsahujici A ve svém vnittku. (Z tohoto
predpokladu plyne, Ze mnoZina Q je mé&¥itelnd.)
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Definice 8

Necht funkce f je definovana na omezené mnozing Q \ {A}, Q C R?, kde
A je singuldrni bod funkce f spliiujici P¥edpoklad 1. Rekneme, Ze neviastni
integral z funkce f konverguje na mnozing Q, jestlize existuje &islo K € R

takové, ze
lim // f(x,y)dxdy = K
n—o0 Q\Mn

pro libovolnou posloupnost mé&fitelnych mnoZin {M,} smritujicich se k

bodu A. Pak piseme
// f(x,y)dxdy = K.
Q

V opa¢ném pripadé, tj. pokud takové &islo neexistuje, fikdme, Ze nevlastni
integral z funkce f na mnoZin& Q diverguje.
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Lemma 3

Necht funkce f je integrovatelnd na mé¥itelné mnoZiné Q C R?. Necht
posloupnost méfitelnych mnoZin {M,} se smrstuje k bodu A € Q. Pak

plati
lim // f(x,y)dxdy = // f(x,y)dxdy.
n—=oo J Ja\M, Q

Poznamka

Pokud tedy pouZijeme postup pro nevlastni integral na vlastni integral,
dostaneme spravny vysledek.
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Vypotet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Diikaz.

Podle pfedpokladu je funkce f integrovatelna na QQ, tedy existuje
konstanta k takova, Ze |f(x,y)| < k pro kazdé [x,y] € Q. Dale pro kazdé
n € N plati rovnost Q \ (2~ M,) = QN M,. Jelikoz d(M,) — 0 pro

n — oo, bude m(M,) — 0 pro n — co. ProtoZe mnoZiny Q2N M, jsou
mé¥itelné a Q N M,, C M,,, dostaneme

0 < m(QnM,) <m(M,),

tedy m(Q2 N M,) — 0 pro n — oo. Odtud ihned

‘ [ rxenaxey - [[ . f(x,y)dxdy‘ - ‘ /I » f(x,y)dxdy| <

s// !f(x,y)ldxdys// kdxdy = k- m(QNM,) =0
QNM, QNM,

pro n — 0o, coZ dokazuje tvrzeni. O

v
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Véta 21

Necht funkce f, g jsou definované na omezené mnoZin& Q ~. {A},Q C R?,
a A je jejich spole&ny singuldrni bod. Necht obé& funkce spliiuji
Predpoklad 1. JestliZe nevlastni integrdly

[ ooty [[ gtxy)axdy

konverguji a o, 8 jsou libovolné konstanty, pak konverguje také integral
[Jo [af(x,y) + Bg(x,y)] dxdy (pokud je viibec neviastni) a plati

//Q [af(x,y) + Bg(x,y)] dxdy

:a//Q f(x,y)dxdy—i—ﬁ//ﬂg(x,y)dxdy. ©)
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Dikaz.

Necht {M,} je libovolnd posloupnost m&Fitelnych mnoZin, kterd se
smrituje k bodu A. Podle predpokladii plati rovnosti

lim // f(x,y)dxdy = // f(x,y)dxdy
n—=oo JJOM, Q
lim // g(x,y)dxdy = // g(x,y)dxdy.
=0 J JoM, Q

Z linearity vlastniho integrdlu vzhledem k integrandu plyne, Ze

/ /Q\ " [af(x,y) + Bg(x,y)] dxdy

= a//Q\Mn f(x,y)dxdy+6//Q\Mng(x,y) dxdy.

v
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Odtud limitnim pfechodem pro n — oo dostdvame

lim //Q\M,, [ozf(x,y) + ﬁg(x,y)] dxdy

:a//Q f(x,y)dxdy+ﬁ//ﬂg(x,y)dxdy.

Pokud je [[q, [af(x,y) + Bg(x,y)] dxdy nevlastni, znamens to podle
Definice 8, Ze je konvergentni, protoZe posloupnost {M,} byla libovolna,

a Ze plati rovnost (3). Vzhledem k Lemmatu 3 je tato rovnost platna

i v pfipadé, Ze je zminény integrdl vlastni. (]

v
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Véta 22

Necht je nezdpornd funkce f definovand na omezené mnoZiné
Q~ {A},Q C R?, kde A je singuldrni bod funkce f splfiujici Predpoklad 1.

Pak je nevlastni integral
// f(x,y) dxdy
Q

konvergentni pravé tehdy, kdyZ existuje posloupnost méFitelnych mnoZin
{M.,} smrstujici se k bodu A takovd, Ze &iselnd posloupnost majici &Eleny

// f(x,y)dxdy, ne€N,
Q- M,

je ohranicena.

Diikaz.
Viz skripta. O

o
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Disledek 2

Necht je nezdpornd funkce f definovand na omezené mnoZiné

Q~ {A},Q C R?, kde A je singuldrni bod funkce f spliiujici Predpoklad 1.
Bud' {K,}°2; posloupnost kruhii se stfedy v bod& A a poloméry r,,
pfi¢emZ posloupnost {r,} je klesajici a r, — 0 pro n — oco. Pak je intergal

/ /Q f(x,y) dxdy

konvergentni pravé tehdy, kdyZ je posloupnost

// f(x,y)dxdy, neN
QK

ohrani&ena.
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Vypotet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Priklad 11

Necht M C R? je méFitelnd mnoZina, A = [xo, yo] je jeji vnitfni bod a a je
redlné &islo. Oznalme

r= \/(X—Xo)2 + (v — y0)>.

Dokazte, Ze nevlastni integral
dxdy
Mo

konverguje pro 0 < o < 2 a diverguje a > 2 (pro a < 0 jde o vlastni
integrdl).
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Bod A je pro a > 0 zfejm& singuldrnim bodem integrandu 1/r®, protoZe
1/ra — 00 pro [va] - [XO;)/O]-

Diky aditivité vlastniho integrdlu vzhledem k integraénimu oboru, Ize
mnoZinu M pFi vySetfovani konvergence nahradit kruhem K se stfedem A
o dostateZné& malém poloméru R > 0. (MiZe se tak zménit hodnota, ale
nikoli konvergence/divergence.)

Oznatme K, kruh se sttedem v A a polom&rem 1/n, n € N. Posloupnost
{K,} se smrituje k singuldrnimu bodu A a pro kazdé n > ng, kde
no=|1/R] 4+ 1, je K, C K. Vypotitame integraly

dxd
// Xay, n > ng.
KK, T

ProtoZze mnoZina K ~\ K, je mezikruZi se stfedem v bod& A s polomé&ry 1/n
a R, pouzijeme transformaci, kterd je slozenim transformace do poldrnich
soufadnic a posunuti o vektor (xo, ¥o)-
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Vypotet Riemannova integrélu

Nevlastni vicerozm&rné integraly

Tedy x = xp + pcosp,y = yo + psinp, J = p. MnoZina K \ K, je

obrazem obdéIniku L, = [1/n, R] x [0, 27]. Vyjde

dxdy dpd 2 R
[/ e A W
KK, T L, P 0 1/n

2—a

o [p }f/ _ 2 (R2—a _ po=2)

2—« n T 2—a

2n(In p]f),, = 27 (In R + In n)

Odtud je vidét, Ze pro 0 < a < 2 je

! / / dxdy 2rR2©
m =
n—00 KK, re 2—«

. // dxdy
lim =0
n—o00 KK, re

aproa>2je
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Nevlastni vicerozm&rné integraly

béet Riemannova integrélu

ProtoZe integrand je kladnd funkce, podle Dasledku 2 integral konverguje
pravé pro 0 < a < 2. Na obrézcich je horni a dolni hranice télesa
omezeného shora grafem funkce 1/r® a zdola rovinou z = 0 na mezikruZzi

KNKzproa=1,x=y=3aR=2

yo=3¢

Xo::3
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Poznamka
Analogicky lze dokdzat zobecnéni vysledku z p¥edchoziho p¥ikladu.

Necht M C R" je m&Fitelnd mnoZina, A = [y1, ..., ya] je jeji vnitini bod a
a je redlné &islo. Oznatme r = \/(x1 — y1)2 + - + (xn — yn)2. Pak
nevlastni integrdl [ --- [}, & dxi - dx, konverguje pro 0 < a < n a
diverguje pro a > n (pro o < 0 jde o vlastni integral).

P¥i vypoctu pouZijeme sférické soufadnice. Je-li specidlné M = K, kde K
je n-rozmérna koule se stfedem v bodé A a polomérem R > 0, vyjde pro
a < n konvergentni integral s hodnotou

1 Rn_a n+1 n
= = ol gLs)
/ /M p dxy - - dx, TR 2tz 4. izl

(Pro n =1 polozime (—1)!! =1.)

Vzorec plati i pro a < 0, kdy jde o vlastni integral.
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Véta 23 (Srovndvaci kritérium)

Necht jsou nezaporné funkce f, g definované na omezené mnoZiné
Q~{A},Q C R?, 2 A je jejich spole¢ny singularni bod. Necht obé& funkce
spliiuji PFedpoklad 1. PFredpokladejme, Ze plati f(x,y) < g(x,y) pro kaZdé
[x,yl € Q.
@ Jestlize integral [[o g(x,y)dxdy konverguje, konverguje i integral
fo f(x,y)dxdy.
Q JestliZe integral | fQ f(x,y)dxdy diverguje, diverguje i integral
JJq g(x,y)dxdy.
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Lemma 4

Necht je funkce f definovand na omezené mnoZin& Q ~. {A}, Q C R?, kde
A je singuldrni bod funkce f splriujici Pfedpoklad 1. Jestlize nevlastni

integral
17 p)1axey
Q

konverguje, konverguje i integral

// f(x,y)dxdy.
Q
Diikaz.

Polozme g = |f| — f. Pak plati 0 < g < 2|f| na Q. Ze srovnavaciho

kritéria (V&ta 23) a predpokladu, Ze integrdl [[|f(x,y)|dxdy konverguje,
plyne, Ze rovn&z integral [[,, g(x,y)dxdy konverguje. Protoze f = |f| — g,
vyplyva z Véty 21, Ze integral [, f(x,y)dxdy je konvergentni. O

v
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Véta 24

Necht funkce f,g jsou definované na omezené mnozin& Q ~. {A},Q C R?,
a A je jejich spole&ny singuldrni bod a necht obé& spliiuji Predpoklad 1.
PFedpoklddejme, Ze funkce g je nezaporna, |f(x,y)| < g(x,y) pro kaZdé
[x,y] € @~ {A} aintegrdl [[, g(x,y)dxdy je konvergentni. Pak je
konvergentni i integral [ [, f(x,y)dxdy.

Diikaz.
Tvrzeni plyne z V&ty 23 a Lemmatu 4. L]
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Definice 9

Rekneme, %e nevlastn integral fo f(x,y)dxdy konverguje absolutné,
jestlize konverguje integral [[o|f(x,y)|dxdy.

Véta 25

Necht funkce f je definovand na omezené mnoZin& Q ~. {A}, Q C R?, kde
A je singuldrni bod funkce f spliiujici PFedpoklad 1. JestliZze nevlastni
integral [ [ f(x,y)dxdy konverguje, pak konverguje i integral

//Q|f(x,y)|dxdy.

Tedy v8echny konvergentni integraly jsou absolutné konvergentni.
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Nevlastni integrdl na neomezené mnoziné

Pro kazdé r > 0 ozna&me K(r) kruh se stfedem v potitku a polom&rem r.

Definice 10

Bud Q C R? neomezeni mnoZina. Rekneme, e posloupnost omezenych
mno¥in {M,}, M, C R? n € N, vylerpavd mnoZinu Q, jestlize
Q@ Plati M, C Q pro kazdé n € N.

@ Ke kazdému r > 0 existuje m € N tak, Ze pro kazdé n > m plati
QN K(r) C M,.

@ Mnoziny M, nemusi byt souvislé.

@ Posloupnost mnoZin M, nemusi byt monoténni vzhledem k inkluzi.
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Vypocet Riemannova egra Nevlastni vicerozm&rné integraly

UvaZujme funkci f definovanou na neomezené mnoziné Q C R?. O funkci
f u€inime nasledujici ptedpoklad.

Ptedpoklad 2

Funkce f je integrovatelnd na kazdé (omezené) mé¥itelné mnozing€ M C Q.
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Definice 11

Necht funkce f je definovana na neomezené mnoziné Q C R? a spliiuje
P¥edpoklad 2. Rekneme, Ze nevlastni integral z funkce f konverguje na
mnozing 2, jestlize existuje &islo K € R takové, Ze

”II_EEO//Mn f(x,y)dxdy = K

pro libovolnou posloupnost mé&Fitelnych mnozin {M,}, ktera vyZerpava
mnoZinu . Pak pieme

//Q f(x,y)dxdy = K.

V opalném ptipadé, tj. pokud takové &islo neexistuje, ¥fikdme, Ze nevlastni
integral z funkce f na mnoZzin& Q diverguje.
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

P¥iklad 12
UkaZte, Ze nevlastni integral

[ sint? +ydxdy, Q= {lxyl e B :x 20,y 20}
Q

diverguje.

Najdeme dv& vyerpavajici posloupnosti {K,} a {M,} takové, Ze

lim // sin(x? + y?) dxdy # lim // sin(x? + y?) dxdy.
n—oo n n—oo Mn

Tim bude dokazano, Ze dany integrél diverguje.
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Oznaéme

Kr = {lx.y] ER?: x* + y? < R x > 0,y > 0},
/\/Ia:{[x,y]6R2:0§x§a,ogy§a}

pro R > 0, a > 0. Pak transformaci do polarnich soufadnic dostaneme

w/2
// sin(x® + y?) dxdy = / / psinp? dp do
Kr

T [—cosp

7T
= —(1 — cos R?
2 2 ]0 g1~ ok,

tedy limita limg_oo ffKR sin(x? + y?) dxdy neexistuje.
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Oproti tomu
lim // sin(x*+y?)dxdy = lim // (sin x? cos y2+cos x? sin y?) dxdy
a—oo Ma a—o0 Ma

a a a a
= lim </ sin x2 dx/ cos y? dy>+ lim (/ cos x? dx/ sin y? dy>
a—oo 0 0 a—oo 0 0
oo oo T
= 2/ sin x° dx/ cosx? dx = —,
0 0 4

protoZe pro Fresnelovy integrély plati (nap¥. pomoci metod komplexni

analyzy)
oo oo
V2
/ sin x2 dx:/ cos x° dx:—ﬂ.
0 0

4

P¥itom posloupnosti {K,},{M,}, kde n € N, jsou posloupnosti mnoZin
vy&erpavajici .
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Nyni je mozné pfenést na tento typ nevlastniho integralu v8echna tvrzeni
z ptedchozi sekce. Zejména plati, Ze kaZdy integral konverguje absolutné.
(Dlkazy jsou téméF analogické.)

Priklad 13

Necht M C R? je vnéjéek otevieného kruhu se stfedem v bod& [xo, yo] a
polomérem R > 0 a « je redlné &islo. Ozna&me

r_\/X_XO + (v — )2

DokaZte, Ze nevlastni integral

// dxdy
more

konverguje pro o > 2 a diverguje pro o < 2.
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Vypolet bude podobny jako v pfikladu 11.

Oznatme K, mezikruZi se stfedem v bod& A = [xp, yo], vnit¥nim
polom&rem R a vn&jsim polomé&rem n,n € N, n > ng, kde np = |R]| + 1.
Posloupnost {Kj,} zfejmé& vy&erpavd mnoZinu M.

// dxdy n> o,

ProtoZe mnoZina K, je mezikruZim se stfedem v bodé A s poloméry R a n,
pouZijeme transformaci, kterd je sloZzenim transformace do poldrnich
soufadnic a posunuti o vektor (xp, yp). Tedy

Vypocitame integraly

X=Xp+pcosp, y=yo+psing, J=p.

MnoZina K, je obrazem obdélniku L, = [R, n] x [0, 27].
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Vypocet Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Dostaneme

dxd dpd 2m L
[ ey SR A
a T P 0 R

_an
27 [—p;_a} = 22_—“a(n2’0‘ — sza) pro a # 2,

By

27[lnp]p =27(Inn—1InR) pro a = 2.

Odtud je vidét, Ze pro a > 2 je

) // dxdy 2nR*>@
lim =
n—o0 K, re a—2

aproa<?2je

. // dxdy
lim = 00
n—o00 K, re

ProtoZe integrand 1/r® je kladnd funkce, podle analogie Diisledku 2
integral konverguje pravé pro a > 2.
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Vypocet Riemannova integralu Integraly zavislé na parametru

UvaZujme ptirozena &isla p, g a oznalme jejich soulet p + g = k. Daéle
uvazujme funkci k prom&nnych f: Rk — R
f(Xla"'7Xp7y17" -a)/q) = f(X,y)

Necht A C RP a B C RY jsou mé&fitelné mnoZiny a necht je funkce f(-,y)
integrovatelnd na A. Definujme funkci g: B — R jako

gly) = /A f(x,y) dx.

Poznamka

ProtoZe predchozi tvrzeni formulovana pro integral v R? Ize analogicky
dokazat i pro integrdly v R, k € N, budeme se na tato tvrzeni odvolavat
ve smyslu jejich zobecn&ni v RX.
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Vypotet Riemannova integralu Integraly zavislé na parametru

Véta 26

Necht je f spojitd na A x B, kde A a B jsou kompaktni mé¥itelné
mnoZiny. Potom je funkce g spojitd na mnoZiné B, tj.

lim /f(x,y) dx:/ [Iim f(x,y)} dx.
y—=Yo /A A |Y—Yo

Pozndmka
ProtoZe plati
@ Spojity obraz kompaktni mnoziny je kompaktni mnoZina. (Spojité
zobrazeni mezi metrickymi prostory.)

@ Je-li dand mnoZina v metrickém prostoru kompaktni, pak je uzavfena
a ohraniéena.

je funkce f ohrani¢end a vzhledem k Vété 11 je integrovatelnd. Tedy
funkce g je zavedena korektné.
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Vypocet Riemannova integralu Integraly zavislé na parametru

Dikaz.

Nejprve vyfeSme ptipad m(A) = 0. Potom dle V&ty 10 je g(y) =0Vy € B
a tvrzeni trividln& plati.
Nyni necht m(A) > 0 a yg € B je libovolny bod a £ > 0 je libovolné &islo.

Déle oznatme -

2m(A)’
ProtoZe f je spojitd na kompaktni mnoziné A x B, je zde spojitd
stejnomé&rng, tj. k £ > 0 existuje § > 0 tak, Ze

=

[f(x1,y1) — f(x2,¥2)| < &

pro kaZdé (x1,y1), (x2,y2) € A x B spliiujici p((x1,y1), (x2,y2)) < 6.
Tento fakt pouZijeme spolu s linearitou integrdlu vzhledem k funkci (Véta
7), monotonii vzhledem k funkci (V&ta 12) a integralu absolutni hodnoty
(Véta 13).
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Vypotet Riemannova integralu Integraly zavislé na parametru

Pro libovolné y € B spliiujici p(y,yo) < d plati

e(y) — &(yo)| = \ [ #txyy ox— [ rxyo) ox
_ ] . #lxoy) = s, 30) o

< /A 1£(x,y) — F(x,yo)| dx

g/édx:ém(A):E<€,
A 2

tedy funkce g je v yg spojita. O

V.
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Vypocet Riemannova integralu Integraly zavislé na parametru

Véta 27

Necht A C RP je kompaktni méFitelnd mnoZina a necht je funkce f spojitd
na mnoZin& A x [a, b] a md na této mnoZiné& spojitou parcidlni derivaci
podle posledni proménné. Pak ma funkce g: [a, b] — R,

g(y) = /A F(x,y) dx,

na intervalu [a, b] spojitou derivaci a plati

g'y)= /A 8fg;y) dx.
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Vypotet Riemannova integralu Integraly zavislé na parametru

Diikaz.

Necht y € [a, b] je libovolné. Zaved me funkci ¢: A x [—§, 4],
0 =min{b—y,y — a}, jako

f(X,y—‘,—h)—f(X,y) h # O
@(X,h)Z{af(,)h 7
—8’;)’ , h=0.
Tato funkce je spojitd, protoze Of /Jy je spojitd. Dle V&ty 26 je spojitd i
funkce

w(h) = /A o(x, h) dx, b+ [-0,0] > R,

tj.
. R _ [ 9f(x.y)
fimy o) = | ) o= [ S o
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Vypotet Riemannova integralu Integraly zavislé na parametru

h—0 h h—0

f'
:/LTO/A (Xh)dx_th/) /8

Funkce g md tedy v y derivaci, jejiz spojitost na [a, b] plyne z V&ty 26 a ze
spojitosti Of /Jy na A x [a, b]. O

v

_ i ) —el) / f(x,y+h) f(x.y)
A
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Vypocet Riemannova integralu Integraly zavislé na parametru

Véta 28
Necht je f spojitd na métitelné mnoZing A x B, kde A a B jsou mé&Fitelné.
Pak plati
/ [/ f(x,y) dx] dy:/ [/ f(x,y) dy] dx.
B LJA AlLJB
Diikaz.

Spojitost funkce f zajistuje integrovatelnost f(-,y) na A Vy € B a
integrovatelnost f(x,-) na B Vx € A. Tvrzeni pak dokdZeme pomoci
Fubiniovy véty. L]

v
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Vypocet Riemannova integralu Integraly zavislé na parametru

Véta 29

Necht je f spojitd na mnoZiné& (a, b) x (c,d) C R? a m4 zde spojitou
parcidini derivaci podle druhé proménné. Dale necht ¢, jsou funkce
definované na intervalu (c,d), maji na ném derivaci a spliiuji
a<e(y)<b, a<y(y)<b Vye(cd)
Pak ma funkce
P(y)
)= [y gi(cd) SR
e(y)

derivaci na (c, d) a plati

Y 9f (x
£y) = / ) 8“8/) dx + FU) ) — Fe)y)e ().
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Vypotet Riemannova integralu Integraly zavislé na parametru

Duikaz.
Zavedeme funkci

Fly, u,v) = / f(xy) dx, F:(c,d)® >R,

potom podle Véty 27

8F_ v Of(x,y)
8y—/u dy dx

a s vyuzitim véty o derivaci integrdlu jako funkce horni meze mame

OF OF

E__f(u’y)v E:f(‘/?y)
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Vypotet Riemannova integralu Integraly zavislé na parametru

Tedy funkce ma spojité parcidlni derivace a podle véty o derivaci sloZzené
funkce dostdvame

OF ou ov v Of(x,y) , ,

—=F+F,—4+F—= ——=> dx — f(u, f(v, ,

ay v+ "y + 3y /u dy x —f(u,y)u" + f(v,y)v
coz potvrzuje, vzhledem k g(y) = F(y, o(y), ¥(y)), tvrzeni véty. O

o
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Vypocet Riemannova integralu Eulerova Gamma funkce

Priklad 14
DokaZte, Ze integral

r(x)—/ e Tl dt
0

konverguje absolutné pro kazdé x > 0.

Rozdé&lme integraéni obor na dvé& &asti napt. &islem 1.

@ Pro x € [1,00) integrdl fol et t*~1 dt nenf nevlastni.

@ Pro x € (0,1) pouzijeme limitni srovnavaci kritérium pro jednoduché
nevlastni integraly. Uvazujme &islo 6 € (0, x) a pocitejme

. ’ et tX71’ : —t x—6
lim I = lim e "t =0 < 0.
t—0+ e t—0t
t
Y . 0l . ,
Protoze nevlastni integral fo tia dt konverguje pro o < 1 a mame

1 -6 < 1, konverguje i integrél fol le~t 1| dt.
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Vypocet Riemannova integralu Eulerova Gamma funkce

o Nyni uvaZujme integral [~ |e~f *~1| dt. Op&t pouZijeme limitni
srovnavaci kritérium pro jednoduché nevlastni integrdly. Porovnavat

budeme s fl 2 dt o kterém vime, Ze konverguje. Tedy
—t $x—1

. € t . _ . _ x+1

lim % = lim e 1Tl = [im e teM!?

t—o00 el t—00 t—o0
. _ *
lim e(xFl)int—t © 0 < o0.
t—o0

Tedy I'(x) skute&né absolutn& konverguje Vx > 0.

Inu " Hosp

(*) Protoze lim,_,o+ ulnu = lim,_,o+ "t 0, mdme

lim [(X—i—l)lnt—t] =

t—00

1 1
= lim [(x—i—l)ln—]
u—0* u u

. —(x+1lulnu—-1
= lim = —00.
u—0t u
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Vypo&et Riemannova integrélu Eulerova Gamma funkce

Priklad 15

Dokazte, Ze pro kazdé x > 0, n € Ny plati

n

Fx+n+1)=T0) [Jx+1) (4)

i=0

Budeme postupovat indukci.

@ Pro n = 0 snadno spot&itame

00 X !/ x—1
r(x+1)=/ etpigr— | YT =X
0

=—[tet] —i—/ xe t Tl dt = xT(x).
0
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Vypotet Riemannova integralu Eulerova Gamma funkce

@ Nyni predpoklddejme platnost (4) a proved me indukéni krok

o0
Mx+n+2)= / ettt gt
0

u=tFTml oy = (x +n4 1)<t
vVi=et v=—et

oo
= — ettt et]go+/o (x+n+1)e " T dt = (x+n+1)[(x+n+1).

Poznamka
Protoze

plyne z pfikladu 15 vztah

F(n)=(n—-1), Vn e N.

v
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Vypo&et Riemannova integrélu Eulerova Gamma funkce

Definice 12

Eulerovu Gamma funkci definujeme jako

e teldt, x>0,
rx)=1{"°

MNx—|x
x(X+1)(...(xL—J|_Z<J—1)7 x € (—00,0) \ Z.

Pozndmka
e Tedy D(I') =R~ {0,-1,-2,...}.
@ Gamma funkci Ize definovat pro libovolné komplexni &islo mimo
{0,-1,-2,...}.
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t Riemanno Eulerova Gamma funkce
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Vypotet Riemannova integralu Eulerova Gamma funkce

Véta 30

Pro kaZzdé x € D(I'),n € N platf

i=1 )
Diikaz.
Pro x > 0 plyne z p¥ikladu 15 vztah '(x + 1) = x['(x), ktery je dle
definice 12 platny i pro x € (—1,0) ([x| = —1). Pro x < —1 mdme
r 1-— 1
Mx+1) et 1= lxt 1))

T+ 1)(x+2). . (x+1-[x+1]—1)
M(x—1x])

=x = xI(x).

x(x+1)(x+2)...(x—|x] —1)
Vztah (5) ziskdme indukci.

O

v

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 135 /251



Vypotet Riemannova integralu Eulerova Gamma funkce

Poznamka

Diky V&t& 30 sta&i znat hodnotu I'(x) pro x € (0,1] a pro jakékoli jiné
(redlné) x € D(I') hodnotu snadno dopo&itame.

Poznamka
Casto se muZeme setkat i s Eulerovou Beta funkci

F)r(y)

, >0,y > 0.
MNx+y) X Y

1
B(x,y) = /0 1 - t) e =
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Vypotet Riemannova integralu Eulerova Gamma funkce

P¥iklad 16
Pomoci funkce B(x,y) vypolitejte

o0 2
/ e dx.
0

Snadno spod&itdme
1 1
r(2)r(2):B<1 1):/1 1
r(y) 22) " )y Viioo
= |t = sin? u| :/gw du=r.
o Sinucosu

Tedy dostavame

o 2 © eV 1 [ 1
/ e X dx = ‘xz = u‘ = / du = / e Uyl du
0 o 2Vu 2 Jo

-()-4
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Vypotet Riemannova integrélu

Eulerova Gamma funkce

Priklad 17
Vypocitejte

bez pouZiti funkce B(x, y).

I? :/ = dx . / e’ dy = / / ==y dx dy
0
= |polarni sour|—/ / e pdpdp=— / e_p2pdp

. _ T
:’P2=t|zz/o tdt—4[—e t]gozz,

_ VT
tedy skutetn& | = .
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Vypo&et Riemannova integrélu Eulerova Gamma funkce

Dalsi vlastnosti funkce I'(x)

o limy o+ M(x) =00, lim,_o- M(x) = —cc.
w1
o limy_00 %ﬁ = (Stirlingtiv vzorec) = n! ~ v/2nm (2)"
pro velkd n.
° dl;{) JoZ (e7t"1in" t) dt pro x > 0.
ol (+n)= (2"271)”F (1) = (2n;1)!!ﬁ, neN.
1 —2)n 1
of (5 - n) = (2(n—%)!!r (5) (2n 1)||\/_ neN.
o M(X)N(l—x)= ﬁ, x & 7.
@ ... a mnohem vic.
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GOVCNATNIEII  Krivkovy integral prvniho druhu (KI ze skaldrni funkce)

Definice 13
Necht o(t),1(t) jsou spojité na [«, 8]. Pak mnoZinu

C= {[x,y] S Ez X = (P(t)’y = w(t)’ te [O‘aﬁ]}

nazyvame spojitou kFivkou a rovnice x = (t),y = 1(t) nazyvame
parametrické rovnice.

Definice 14

K¥ivka C s parametrickym vyjadfenim x = (t), y = 1(t) se nazyva
hladka, jestlize o, maji spojité derivace na [«, 5] a v kazdém ty € [«, 5]
je alespoii jedna z nich nenulova, tj.

¢"(to) + 1% (to) >0, Vito € [, B.

K¥ivka C se nazyva po &dstech hladkd, jestlize C = J]_; C;, kde C; jsou
hladké kfivky.

v
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GOVCNATNIEII  Krivkovy integral prvniho druhu (KI ze skaldrni funkce)

Pozndamka
e Kfivka je spojity obraz kompaktniho intervalu do R"(E"). Definujici
zobrazeni se nazyvd parametrizace krivky, napt.

q)(t) = ((Pl(t)7902(t)7"'7§0n(t))7 te [37 b]

Pokud ®(a) = ®(b), mluvime o uzavrené kFivce.

Pokud je ® na [a, b] prosté, mluvime o oblouku. (K¥ivka nikde
neprotind sama sebe.)

Pokud je ® prosté na [a, b) a ®(a) = ®(b), mluvime o Jordanové
kFivce. (Spojity a prosty obraz kruZnice.)

Oblouk a Jordanova k¥ivka jsou jednoduché kFivky.

Jordanova kfivka v rovin& (pop¥. na plo%e) rozd&luje tuto rovinu na
dv& &asti — vnitFek (omezend &ast) a vnéjSek (neomezend &ast).

o Kazda kfivka ma nekone&né& mnoho riiznych parametrizaci.
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GOVCNATNIEII  Krivkovy integral prvniho druhu (KI ze skaldrni funkce)

Priklad 18

y=Va’—x%x¢€[—aa

parametrizace

@ x =acost,y = asint,t € [0,7],

e x=t,y=vVa*—t>te[-aal

Priklad 19

y=~f(x),xelabl <= x=¢(t)y=1y()telaf]

— napf. x = t,y = f(t),t € [a, b],
“ P F0=y =v(e7H(x),x € [p(a), p(B)].
(Napt. S = ff P(t)|'(t)| dt ... pokitd se p¥imo z parametrickych rovnic.)

v
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KF¥ivkovy integra KFivkovy integrél prvniho druhu (KI ze skaldrni funkce)

Poznamka

. b

(i) 3 f(x) dx
@ déleni intervalu [a, b]
@ dolni a horni souéty — aproximace obdélniky
© limitni p¥echod

o V1) v8echna dé&leni — sup a inf dolnich a hornich sou&ti
@ V2) {D,} nulova posl. — limita posloupnosti integrdlnich sou&ti

(i) fc f(x,y) de
© déleni k¥ivky C
@ aproximace obdélniky
@ limitni pfechod (V2)
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KFivkovy integrél prvniho druhu (KI ze skaldrni funkce)

Definice 15
Necht C je po &3stech hladka rovinnd k¥ivka a f(x,y) je omezend funkce
definovand na C.

o Délenim kFivky rozumime kone&nou posloupnost bodi
D = {Ao, Ai1,...,An}, oblouky (Aj_1,A;) nazyvdme délici intervaly
dé&leni D, délku oblouku (A;_1, A;) oznatime A/;.

e Cislo v(D) = maxo<j<n Al; nazyvame norma déleni.
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GOVCNATNIEII  Krivkovy integral prvniho druhu (KI ze skaldrni funkce)

Na kazdém oblouku (A;_1, A;) zvolme bod &;,i =1,..., n, libovoln&
(volba reprezentanti). Utvofm& integralni soucet vyb&r reprezentantli K
a déleni D

S(D, f,K) ng,

Necht {D,} je nulova posloupnost d&leni (tj. limp_ v(D,) = 0). M&-li
integralni sou&et limitu L (L < oo) pro nulovou posloupnost déleni a tato
limita nezavisi na vybéru reprezentantdi, nazyva se L kFivkovy integral
prvniho druhu funkce f na kfivce C a znalime jej

/Cf(x,y) d¢ = L.

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 146 / 251



GOVCNATNIEII  Krivkovy integral prvniho druhu (KI ze skaldrni funkce)

Vztah mezi k¥ivkovym a Riemannovym integralem

a) C:x=o(t),y =9(t), t € [, f] = dl = \/@?(t) + '?(t) dt

B
/C Flx.y) de = / F(1), w(0)\/92(8) + w2 (1) dt

b) C:y=y(x),x € [a,b] = dl = /1 + y"?(x) dx

b
/ Fx,y) df — / Fxy (/1 + y2(x) dx
C a
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GOVCNATNIEII  Krivkovy integral prvniho druhu (KI ze skaldrni funkce)

Vlastnosti kfivkového integralu jsou analogické vlastnostem Riemannova
integralu (plyne to z konstrukce)

@ Pro o, € R plati

/C [af(x,y) + Be(x,y)] df = a/

f(x,y) df+ ﬁ/ g(x,y) de.
C C

@ Je-li kfivka C uréena obloukem AB, pak pro libovolné K lezici na AB
plati

/ABf(X’y) dﬁ:/AKf(ij) df—i—/KBf(x,y) d.
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GOVCNATNIEII  Krivkovy integral prvniho druhu (KI ze skaldrni funkce)

P¥iklad 20
Vypottéte [-(x —y) d/, kde

C:x’+y>=ax, a>0.

Mame (x — 3)2 +y? = (%)2 tedy parametrizujeme jako

x—gzgcost, dx:—gsintdt,
y = gsin t, t €[0,2n], dy = gcost dt.

Tedy df = /@2 + 2 dt = \/4 sin? t 4 2 cos2t dt = 3 dt, proto

27
a a a . a
/C(x—y)dE/O <§+§cost—§smt>§dt

a
4

N
N
N

[t +sint +cost]>" %27r:
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GOVCNATNIEII  Krivkovy integral prvniho druhu (KI ze skaldrni funkce)

Priklad 21

Vypottéte [-(x + y?) df, kde C je dsetka mezi body
A=[2,-1],B=][L3]

x=2—t, dx = — dt,
y =—1+4t, t €][0,1], dy = 4 dt.

Tedy d¢ = /1 + 16 dt = /17 dt, proto
1
/(x+y2) df:/ (2—t+1—8t+16t%) V17 dt
C 0

2 371
=17 3t—9t——|—16t— :§ 17.
2 31, 6
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GOVCNATNIEII  Krivkovy integral prvniho druhu (KI ze skaldrni funkce)

P¥iklad 22
Vypo&téte (asteroida)

l:/ <x4/3+y4/3) de, C:x2/3—|—y2/3:a2/3, a>0.
c

X = acos> t, dx = (—3a cos? tsin t) dt,
y =asin’t, t €[0,2q], dy = (3asin®tcos t) dt.
Tedy d¢ = 3a|cos tsin t| dt, proto

2
| = a4/3/ (cos* t +sin® t) 3a|cos tsin t| dt
0

w/2 w/2
= 1237/3 / cosStsintdt—i-/ sin® tcost dt
0 0

—257/3 [— cos® t] 3/2 1+ 2373 [sin6 t] g/z —437/3,

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 151 /251



KFivkovy integrél prvniho druhu (KI ze skaldrni funkce)

024 024
01 ot
of o
ol o1
-024 -024
Obr.: cos® tsin t Obr.: sin® tcost
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NOCCNANIEI  Krivkovy integral druhého druhu (KI z vektorového pole)

M&jme dvojici funkei P(x,y), Q(x, y) a zobrazeni
FiR2=R? Iyl e [P(x,y), Q(x,y)],

F se nazyva vektorova funkce.

Necht C je po &astech hladkd k¥ivka v rovin&. Necht je na této kfivce
definovano (plné uspofadani jejich bodi, tomuto uspo¥adani se ¥ikd
orientace kFivky.

Jestlize je k¥ivka jednoduchd (sama sebe neprotind), je orientace dana
usporadanim libovolné dvojice bodi. Je-li k¥ivka uzavfend, je orientace
déna uspofddanim trojice bodi. (Orientace = smé&r pohybu po kfivce.)
Necht To,..., T, € C je d&leni kfivky C, T; = [x;,yi],i =0,...,n.
Déle necht [£;,n;] € T; Ti+1 (oblouk k¥ivky mezi body

T,', T,-+1,i:0,...,n—l).

Oznatme K, = {[&,ni],i =0,...,n—1}, Dy ={To,..., Ta} a v(Dy)
délku nejdelsiho oblouku kfivky C uréeného délenim D,,.
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NOCCNANIEI  Krivkovy integral druhého druhu (KI z vektorového pole)

Vytvofme soulet

n—1

#(Dn, F, Kn) = > [P(&imi) (xiv1 — xi) + QL& mi) (virn — i)l

i=0
Ptredpokladejme, Ze existuje kone¢nd limita

I D, F.K,) =L
,,(D'S!o@( n, F, Kn)

a tato limita nezavisi na vybéru reprezentantii K, pfislusejicich déleni D,,.
PYedpokladejme, Ze potadi délicich bodd Tg,..., T, je souhlasné s
orientaci k¥ivky (T; — T;y1). Pak definujeme

/ P(x,y) dx + Q(x,y) dy = L.
c
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NOCCNANIEI  Krivkovy integral druhého druhu (KI z vektorového pole)

Necht x = ¢(t),y = 9(t), t € [, 8] je parametrické vyjad¥eni orientované
kfivky C a < je usporadani na k¥ivce dané jeji orientaci. Rekneme, Ze toto
parametrické vyjadreni je souhlasné, jestlize pro t; < to je

[p(t1), ¥(t1)] < [p(t), P(t2)]-

Podobn& nazveme toto parametrické vyjad¥eni nesouhlasné (opacné),
jestlize pro t; < to je

[p(t), ¥(ta)] = [p(t), (t2)]-

Priklad 23

C je tast kruZnice x*> + y?> = 1 v prvnim kvad-
rantu, orientovana ve sméru hodinovych rucicek.
Parametrizace x = cost,y =sint,t € [0,7/2] je
" nesouhlasnd, protoZze kdyZ zvétSujeme t, pohybu-
jeme se proti sméru hodinovych ruciéek.
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NOCCNANIEI  Krivkovy integral druhého druhu (KI z vektorového pole)

P¥evod na Riemanniv integral

/CP(x,y) dx + Q(x,y) dy

8
= i/ [P(e(t), ¥(1)&'(t) + QUe(t), ¥ (1))y/(1)] dt,

kde znaménko je dano parametrizaci, tj. plus je-li souhlasna s orientaci
kfivky a minus je-li nesouhlasna.
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NOCCNANIEI  Krivkovy integral druhého druhu (KI z vektorového pole)

Poznamka (Spojitost vs. hladkost)

[, Bl S R, 0,91 [, B] = R, C = {[x,y] : x = (t), y = 9(t), t € [o, B]},
jsou-li @, 1 spojité, pak je C spojita k¥ivka.

Peanova k¥ivka (viz také Hilbertova kfivka) pokryje cely jednotkovy
Ctvereg, tj. [0, 1] — [0, 1] x [0, 1].

B R )
)
5% Eﬁ‘?ﬁ

(Hladk3 k¥ivka = v kazdém bod¥& Ize sestrojit te¢nu.)

(et
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KFivkovy integrél druhého druhu (KI z vektorového pole)

KF¥ivkovy integral

Priklad 24
UvaZujme asteroidu s parametrizaci

x(t) = acos’ t,
y(t) = asin®t,
a>0, t €[0,2n].

Protoze
x'(t) = —3acos tsint, y'(t) =3asin’tcost,

tedy
/ / m 3
x'(to)) =0 A y'(to) =0 pro ty € 0,5,7T,§7T,27T ,

je zfejmé, Ze asteroida neni hladka (je po ¢astech hladkad, jednoduchd

a uzavtend).

v

Matematicka analyza
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NOCCNANIEI  Krivkovy integral druhého druhu (KI z vektorového pole)

P¥iklad 25
K¥ivka

—t2 t<0
X=s0(t)={t2 50’ y=19(t)=1, teR

ma ¢’(0) =0, ¢/(0) = 0, tedy neni hladkd na Zadném intervalu
obsahujicim nulu. (Jde o y = |x].)

Pozndmka
o J1(Pe/+Qu) dt, Py + Qu' = (F. £), kde £ = ().
e Jiny zépis [ P(x,y) dx + Q(x,y) dy = [, F . d¢ (skalarni soudin).

o
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NOCCNANIEI  Krivkovy integral druhého druhu (KI z vektorového pole)

Vztah mezi integrdlem prvniho a druhého druhu

/(X)/)dXJrQ(xy)dy: C:X:¢(t)7y:¢(t)‘

t € [a, f], souhlasn&

B
/ P)e' + o(so,w)w'] dt = | hladk4 kivka |

[e%

+ Q. v) @2 + 42 dt

B 1/}/
= /C [P(x,y) cosy(x,y) + Q(x, y) siny(x,y)] de,

kde v(x, y) je uhel, ktery svird te€na ke k¥ivce v bod& [x, y]| s kladnou
poloosou x.
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KF¥ivkovy integrél KFivkovy integrél druhého druhu (KI z vektorového pole)

Véta 31

Pro pocitani kfivkového integralu druhého druhu plati obvyklé vztahy.
Zejména

/C ([eP1(x, ¥) + BPa(x, y)] dx + [aQu(x, ) + BQa(x, )] dy)
= a/c Pi(x,y) dx + Qi(x,y) dy

+ ﬂ/c P2(x,y) dx + Q2(x,y) dy,

C:C1UC2:>fCde+Qdy:fclde+Qdy+fC2de+Qdy.
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KF¥ivkovy integrél KFivkovy integrél druhého druhu (KI z vektorového pole)

Priklad 26
Vycislete

/ (x* = 2xy) dx + (2xy + y*) dy,
C

kde C je oblouk paraboly z bodu [0, 0] do bodu [1, 1].

Zskladni parametrizace x = t,y = t2,t € [0, 1], je souhlasn& orientovani,
takze

1
/(X2—2xy) dx+(2xy+y?) dy = +/ (t?—2t-t%)-1+(2t-t?+t*)-2t dt
C 0
1 1 4 1 29

3 27573730
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y integral Greenova vé&ta a nezdvislost na integra&ni cest&

Poznamka

K¥ivkovy integrdl po uzaviené kfivce

C:x=p(t),y =9(t),t €la,f], ¢(a)=p(B),(x)=1(p),

budeme znadit

fCP(X,y) dx + Q(x,y) dy.
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KF¥ivkovy integral Greenova vé&ta a nezdvislost na integra&ni cest&

Definice 16

Rekneme, e mno¥ina G C R? (pop¥. R3?) je

e (obloukovité) souvisla, jestlize libovolné dva body v ni Ize spojit
obloukem, ktery leZi cely v G,

@ oblast, jestliZze je oteviend a souvisla,

@ jednoduse souvisla oblast, jestlize je to oblast, ve které Ize kazdou
jednoduchou uzav¥enou kfivku stahnout do bodu bez opusténi
mnoziny G.

Poznamka

MnoZina G C R? je jednoduse souvisld oblast, pokud je G otevfena,
souvisld (libovolné dva body lze spojit lomenou &arou, kterd lezi v G) a s
kaZdou uzavfenou kfivkou lezi v G i vnitfek této kFivky.

(Lze definovat i vicendsobn& souvislou oblast.)
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KF¥ivkovy integral Greenova vé&ta a nezdvislost na integra&ni cest&

Véta 32 (Greenova véta)

Necht G je jednoduse souvisld oblast v rovin& C je uzaviend, kladn&
orientovand (proti sméru hod. ruci¢ek) kfivka v G. Dale necht funkce
P,Q,Py,Q«: G — R jsou na uzdvéru mnoZiny G spojité. Pak plati

fc P(x,y) dx + Q(x,y) dy = //D[Qx(xay) — Py(x,y)] dx dy,

kde D je &dst mnoZiny G omezend kFivkou C.

(© Petr Hasil (MUNI)
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KF¥ivkovy integral Greenova vé&ta a nezdvislost na integra&ni cest&

Diikaz.
Nejprve uvazme p¥ipady, kdy k¥ivka C je k¥ivo&ary obdélnik popsany na
nasledujicich obrazcich.

Obr.: P¥ipad 1,) Obr.: P¥ipad 1;)
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KF¥ivkovy integrél Greenova vé&ta a nezdvislost na integra&ni cest&

1,) Dle Fubiniho véty ihned dostaneme

// y)] dx dy = - /b/h(x) P,(x,y) dy dx
-/ " [P, b)) — Px,8()] dx

a protoZe

j{CP(x,y)dx: </KL+/LM+/MN+/NK> P(x,y) dx

_ /  Plx. g(x)) dx — /  Plx. h(x)) dx.

a a

//D [— Py(x,y)] dx dy:%CP(x,y) dx.
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KF¥ivkovy integral Greenova vé&ta a nezdvislost na integra&ni cest&

V ptedchozim vypo&tu jsme pouZzili

L b
/ P(Xa)/) dXZ|X:t?y:g(t)|:/ P(tag(t)) dt,
K

Y a

/L P(x,y) dx = |x = b,y = t,t € [g(b), h(b)], dx = 0| =0,
N b

/ P(x,y) dx = |x =t,y = h(t)| = —/ P(t, h(t)) dt,
M a

K
/N P(x.y) dx = |x = a,y = t.t € [g(a), h(a)], dx = 0| = 0.

1p) Zcela analogicky zjistime, Ze

//D Qx(x,y) dx dy = fc Q(x,y) dy.
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KF¥ivkovy integral Greenova vé&ta a nezdvislost na integra&ni cest&

2) Je-li k¥ivka C trojdhelnik, plati oba vzorce soutasng, tj.

%de—{—Qdy://(Qx—Py)dxdy.
C D

3) Je-li C ,obecnd" k¥ivka, pak na kazdy trojihelnik aplikujeme
Greenovu vétu. KdyZ jdeme s po&tem vrcholt mnohothelniku
k nekone¢nu, tak mnohouhelnik Iépe vykryva vnitfek k¥ivky, tedy
integrdl pres mnohouhelnik se bliZi integralu pres vnitfek k¥ivky.
A obdobng& (viz konstrukce k¥ivkového integralu) se integral pres
obvod mnohothelniku bliZi k integralu pres C.
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Greenova vé&ta a nezdvislost na integra&ni cest&
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KF¥ivkovy integrél Greenova vé&ta a nezdvislost na integra&ni cest&

Dusledek 3

Necht A C R? je uzavFend a méFitelnd mnoZina, kterd je v R?> omezend
kFivkou C. Pak plati

1
m(A) = - f (—y dx+x dy),
2J/c
kde C je orientovana v kladném smyslu.
Dikaz.
]. [Green] ]-
— ¢ (—ydx+xdy) = = (1+1)dxdy = 1 dx dy = m(A)
2 Jc 2.))a A
DJ
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KF¥ivkovy integrél Greenova vé&ta a nezdvislost na integra&ni cest&

Priklad 27

Vypottéte miru vysele z elipsy ’;—2 + }I;—i =1 (a,b > 0) v prvnim kvadrantu
omezené polopfimkami y = kix, vy = kox, 0 < k1 < ko.

y=Kx

Oznalme t; = arctg ky a tr = arctg k.
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KF¥ivkovy integral Greenova vé&ta a nezdvislost na integra&ni cest&

Pocitdme postupné pro jednotlivé &asti, nejprve

/ —y dx+x dy =
@}

podobng i fc3 —y dx+x dy = 0.

x =t,dx = dt
y = kit, dy = k dt

X1
:/ (—kyt dt+tky dt) =0,
0

x =acost, dx = —asint dt
/ —ydx+xdy=| y=bsint, dy = bcost dt
G t € [t1, t2], souhl. orient.

[%)
= /[—bsint(—asint)dt+acostbcostdt]
t
tzl
:/ absin®t + abcos® t dt = ab(t, — t;),
51

tedy
1 1
m(A) = }1{ —y dx+x dy = zab(t> — t1).
2 J¢ 2
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KF¥ivkovy integral Greenova vé&ta a nezdvislost na integra&ni cest&

Definice 17

Necht G je souvisld oblast v roviné a body A, B € G.

o Rekneme, e kFivkovy integral Jc P(x,y) dx + Q(x, y) dy nezdvisi na
integracni cesté mezi body A, B, pokud

/ de—i—Qdy-/ Pdx+ Q dy

Cl C2
pro libovolnou dvojici po &astech hladkych kfivek spojujicich body
A, B.

o Rekneme, Ze kfivkovy integral Jc P(x,y) dx + Q(x, y) dy nezdvisi na
integracni cesté v G, pokud nezavisi na integraéni cesté mezi
libovolnymi dvéma body z G.
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KF¥ivkovy integral Greenova vé&ta a nezdvislost na integra&ni cest&

Véta 33

Necht G je jednoduse souvisld oblast v roving, funkce P, Q, Py, Qx jsou
spojité na G. Pak jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni.

(i) Integral [~ P dx + Q dy nezavisi na integracni cesté v G.

(i) Plati §- P dx + Q dy = 0 pro libovolnou zavFenou, po Edstech
hladkou kfivku v G.

(iii) Wyraz P dx + Q dy je totdlnim diferencidlem néjaké kmenové
funkce H.

(iv) V G plati P, = Q.
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KF¥ivkovy integrél Greenova vé&ta a nezdvislost na integra&ni cest&

Dikaz.

(iii) < (iv) | je zndmo z diferencidiniho pottu v R?.

(1) = (i)

Mame [ = fC1+sz' kde

= — a = s
A /A—)B /C1 /A—>B /Cg
tedy [¢, == Je, = Jc =0

(Opatnou implikaci nap¥. sporem.)
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KF¥ivkovy integral Greenova vé&ta a nezdvislost na integra&ni cest&

(iif) = (i) | Necht A, B € G a necht C = {x = p(t),y = ¥(t),t € [, 8]}
spojuje souhlasné body A, B. Pak

/CP(X,y) dx + Q(x,y) dy
8
=/ [P((t), v(1)¢" (1) + Qe(t), (1))’ (t)] dt
= | podle pfedpokladu Hy = P,H, = Q |
8
= / [Hx(,9)¢" + Hy (0, ¥)¢] dt
A d
~ [ S0, (o) e
= H(p(8),¢(8)) — H(p(a), ¢ (a)) = H(B) — H(A).

Na k¥ivku, pFes kterou jsme integrovali, jsme nekladli Zddné dodateéné
poZadavky.

v
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KF¥ivkovy integral Greenova vé&ta a nezdvislost na integra&ni cest&

(i) = (iii) | Necht A =[x, yo] € G je libovolny a definujeme funkci

[x,y]
H(X,y)Z/A P(x,y) dx + Q(x,y) dy,

coz je k¥ivkovy integrdl pres libovolnou po &astech hladkou k¥ivku
zatinajici v A a konéici v B = [x, y]. Diky platnosti (i) je H je definovano
korektné. Ové¥me, Ze jde o poZzadovanou kmenovou funkci. JestliZe to tvar
G dovoluje, vyuZijme pro ovéfeni Hy = P kfivku (lomenou &&ru, viz
obrazek vlevo) [xo, yo| = [x0,y] — [x,y] a pro ov&Feni H, = Q kFivku
[X07y0] - [vao] - [va]'

[xoyl >y beyi
A A
A=[X0,,Va] > [Xrya] A=[X07yﬂ]1_

Jinak budeme postupovat dle obrazku vpravo.

v
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ovy integral Greenova vé&ta a nezdvislost na integra&ni cest&

Nap¥. prvni vypolet je nasledujici.

[x.y]
8_H=£[/ pdxwdy]
A

Ox  Ox
b [x0.¥] [x.y]
= — / de+Qdy+/ P dx+ Q dy
Ix [Xo7y0] [x0,y]
a X
[ Qo ) de+ [ P(e.y) dt] — P(x,y).
T ox X0
S=0
DJ

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza

182 /251



KF¥ivkovy integral Greenova vé&ta a nezdvislost na integra&ni cest&

Pozndmka
Uvazujme
P(Xa)/):m, Q(X,Y):m, C:x*+y* =1,
tedy mame
P—_X2_y2+2y2 _X2+y2_2X2 oo
YT (x4 y2)2 Qu = (x2 + y2)2 = y = Gx

a parametrizaci kfivky x = cost,y =sint,t € [0, 27].

2w :
-y X —sint . cost
d dy = —sint) + — cos t| dt = 2,
?{Cx2+y2 X+X2—|—y2 y /0 [ 1 (—sint) + [ Cos v

ale integral po uzav¥ené k¥ivce by mé&l byt roven nule — funkce P, @ nejsou
spojité v bodg [0, 0] (p¥iklad ukazuje, Ze predpoklad spojitosti funkci
P, Q, P,, Q. nelze vypustit).

v
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KF¥ivkovy integral Greenova vé&ta a nezdvislost na integra&ni cest&

K¥ivkovy integral prvniho druhu

o KFivkovy integrél prvniho druhu fc F(x,y)ds = obsah svislé plochy
mezi funkci F(x,y) a kfivkou C (v rovin& xy).

o Kr¥ivkovy integrdl prvniho druhu nezavisi na orientaci kFivky.

o Je-li kfivka C uzavfena, piSeme

7{ F(x,y)ds.

o Ma-li kfivka C parametrické vyjadreni

c_ {Xzso(t),
y=14(t), telap],

pak

B
/C Flx,y)ds = / Flo(), ()1 22(t) + w2(t)dt.

«a
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KF¥ivkovy integral Greenova véta a nezavislost na integra&ni cest&

@ Je-li 7(x,y) linedrni hustota v bod& [x, y], pak

] funkce F \ integral z funkce F ‘
1 délka k¥ivky C
T(x,¥) hmotnost k¥ivky C (m)
y7(x,y) linedrni moment vzhl. k ose x (Uy)
xT(x,y) linedrni moment vzhl. k ose y (U,)
y?7(x,y) | moment setrva&nosti vzhl. k ose x (Jy)
x?7(x,y) | moment setrva&nosti vzhl. k ose y (Jy)

@ Soutadnice tezisté [xT, y7]:

U
_ Y
XT = )

U
Ye = —.
m
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KF¥ivkovy integral Greenova vé&ta a nezdvislost na integra&ni cest&

K¥ivkovy integral druhého druhu

@ Na téleso plisobi sila

F(x,y) = (P(x,y), Q(x,¥)) = P(x,y)i+ Q(x,y)] a to se pohybuje
podél kfivky C dané polohovym vektorem 7 (prace vykonana silou F).

/ﬁ(x,y)df—/ P(x,y)dx + Q(x, y)dy.
C C

@ Kf¥ivkovy integral druhého druhu zavisi na orientaci kFivky.
@ Ma3-li kfivka C parametrické vyjad¥eni

c— {sz(t),
y=14(t), telap],

pak

. B
/C Flx.y)di =+ / [P(w(t),%b(t))@’(t) + QUe(t), ()¢ (1) dt.
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K¥ivkovy in Greenova vé&ta a nezdvislost na integra&ni cest&

o Je-li kfivka C uzavfena, piSeme

7{ :‘-:’(x7 y)dr
C

= prace vykonani silou F p¥i pfemisténi télesa po uzavfené kfivce C
= cirkulace vektorového pole po k¥ivce C.

e Tok vektorového pole kfivkou C (pouZijeme normélovou slozku):

/C —Q(x, y)dx + P(x, y)dy.
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K¥ivkovy in Greenova vé&ta a nezdvislost na integra&ni cest&

o Plati:

Integral nezdvisi na integralni cesté.
Lze zavést potencidlni energii.
(Existuje kmenova funkce = — potencial.)
Integral po kaZzdé uzavtené k¥ivce = 0.
Rotace vektorového pole = 0.
Integral zavisi jen na polate¢nim a koncovém bodé a je roven
©(B) — p(A), kde A je potiteeni bod, B je koncovy bod a ¢ je
kmenova funkce.
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KF¥ivkovy integral Kf¥ivkovy integrdl v prostoru

K¥ivkovy integral 1. druhu

UvaZujme [~ G(x,y,z) d/, kde C je prostorova k¥ivka s parametrizaci
X = (P(t)ay = ¢(t)72 = X(t)7 te [04,,8]. Pak

[ G2y at = [ 6o00). 60 OO + (0 5 (0 o

Priklad 28
Vypoctéte délku jednoho zdvitu Sroubovice

x=cost, y=sint, z=t, te]0,2n].

2 27
L:/ d¢ = \/sin2t+c052t+12 dt:/ V2 dt = 21/2.
C 0 0
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KF¥ivkovy integral Kf¥ivkovy integrdl v prostoru

K¥ivkovy integral 2. druhu

UvaZujme vektorovou funkci
ﬁ(X’ y? Z) = (P7 Q’ R) = (P(X7y’ 2)7 Q(X7y7 Z)? R(X7 y? Z))7
potom

—

< C

x= (1) y = v(t).z = x(t). t € [a,m'
B8
= i/ [P(e, 0, X)¢" + Qp, 1, )¢ + R(p, 9, x)x'] dt

B8
- / (P.Q.R). (¢ ¢/, X)) dt.
o \W_/\ﬁf_/

F £

kde t je te¢ny vektor ke k¥ivce C.
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KF¥ivkovy integral Kf¥ivkovy integrdl v prostoru

Véta 34

KFivkovy integral fC P dx+ Q@ dy + R dz, kde P,Q,R: R3 — R jsou
spojité a maji spojité parcidini derivace Py, P,, Qx, @z, Rx, R, v R3,
nezavisi na integraéni cesté v R3 pravé tehdy, kdyZ

(i) Plati - P dx+ Q dy + R dz = 0 pFes libovolnou uzavienou k¥ivku C.

(i) Wyraz P dx+ Q dy + R dz je (totdlnim) diferencialem néjaké
kmenové funkce H, tj. H, = P,H, = Q,H, = R.

(iii) Plati P, = R, Py = Q¢, Q: = R,
(Podminky jsou ekvivalentni.)
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KF¥ivkovy integral Kf¥ivkovy integrdl v prostoru

Definice 18
Necht

F(x,y,2) = (P(x,y,2), Q(x,y,2), R(x, v, 2)).

Rekneme, e vektorové pole F je konzervativni (potencidlové), pokud vyraz
Pdx+ Q@ dy + R dz

je (totdInim) diferencidlem n&jaké kmenové funkce H. Funkce —H se
nazyva potencial konzervativniho vektorového pole.
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KF¥ivkovy integral Kf¥ivkovy integrdl v prostoru

Pr¥iklad 29
Necht
_ —X _ -y
P(X,y,Z) == (X2 +y2 T 22)3/27 Q(Xv.yaz) - (X2 +y2 + 22)3/27
—Z

R(x,y,z) = (x2 4 y2 + 22)3/2

Rozhodnéte, zda je toto pole konzervativni. Pokud ano, urlete jeho
potencial.

p :x‘%(X2+y2+22)1/222 _ 3xz _ R
z (x2 + y2 + z2)3 (x2 + y2 + 22)5/2 x
OvéFime zbyvajici podminky a najdeme kmenovou funkci
1
H(Xa Y, Z) =
VRt y? 22
(Laplacelv operdtor AH = Hy + Hyy + H,, = 0.)
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KF¥ivkovy integral Kf¥ivkovy integrdl v prostoru

Priklad 30

[2,2,2]
| = / y?z% dx + 2xyz> dy + 3xy?z% dz =7
[1,1,1]

P=H.=y’2 = H=x?2+C(y,2),
H, = 2xyz3 + Gy, H, = 3xy?z° + C,
porovname s
Q=H, = 2xyz°, R = H, = 3xy?z°.

Celkem C, =0,C, =0= C(y,z) = c, tedy

/:[xy2z3] =(2-4-8)—(1-1-1) =63.
[1,1,1]
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Plo3ny integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Plo3ny integral prvniho druhu (ze skalarni funkce)

@ Necht S je plocha v prostoru a bod o soufadnicich [x, y, z] na této
ploge ma hustotu p(x, y, z). Pak [[¢ p(x,y,z) dS je hmotnost plochy.

o Je-li p(x,y,z) bodovy elektricky ndboj, pak [[s p(x,y,z) dS je naboj
plochy S.

o Jelip=1, pak m(S) = [[s dS.

Plo¥ny integral z vektorové funkce

Necht I-:(x,y, z) = (P(x,y,2), Q(x,y,2),R(x,y,z)) a S je plocha v R3.
Potom [[s P dy dz + @ dx dz + R dx dy pFedstavuje tok vektoru F
plochou S. Mame [ F - dS, kde dS =77+ dS a 7 je normalovy vektor
k ploge S.
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Plo3ny integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Plocha S je grafem funkce dvou proménnych
S={[x,y,z] : [x,y] e M CR? z = f(x,y)},

napt. S = {[x,y,z] : x> + y?> <1,z = /1 — x2 — y2} je horni polokoule o

poloméru r = 1.

Te&na rovina v bod& [xo, Yo, f (X0, Y0)] je
z — f(x0, Y0) = f(x0, Y0)(x — x0) + £, (x0, Y0)(¥ — y0),

tedy normdlovy vektor je "= £(f(x0, ¥0), f, (X0, ¥0), —1).
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Plo3ny integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Necht S je plocha, ktera je grafem funkce
z="f(x,y), Ixyle MCR.

Vezmeme sit ¥adu n v R?, ta vytvofi pokryti mnoZiny M, tj.

které p¥irozenym zpiisobem vytvaFi pokryti S = |J"; S/, kde

S =A{lx,y,z] : [x,y] € D",z =f(x,y)},

nebot [&;,ni] € DI = [&i,mi, F(&i,mi)] € S Predpokladejme, Ze funkce f
ma spojité parcidlni derivace £, f, (je diferencovatelna, Ize sestrojit te¢nou
rovinu).
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Motivace, diferencislni geometrie ploch v R3
Necht 7; je te€nd rovina k S v bod& [&;, n;, F(&:, mi)]-
Oznatme S; ,rovnob&znik*, ktery je primétem D{ na 7;. Vezméme rovinu
7:z=ax+ by + c v R3 (bez Gjmy na obecnosti a pro nade ticely ¢ = 0).
Necht ¢ je rovnob&Znik v 7, jehoZ priim&tem do podstavné roviny je
¢tverec [0, 1] x [0,1]. Bodu [1,0] odpovidd bod [1,0, a] a bodu [0, 1] bod
[0,1, b]. Tedy plocha rovnob&Zniku ¢ je

Py =+1+a-V1+b2-\/1—cos?a,

_ <(1,O, a)? (07 1, b)>
e <¢1+a2 Vit b2> ’

tedy

1121+
= Ja a1+ p) -2 = V112 L2
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Plo3ny integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Rovnice te¢né roviny k S v bod& [&;, ni, F(&i,mi)] je
z — £(&,mi) = £(&iymi) (x — &) + £,(&,mi) (v — mi)-
Plocha na te¢né roving, jejiz primé&t do podstavné roviny je D7, je
VT £2(&m) + £2(&m) - m(DY).

Je-li sit vytva¥ejici pokryti mnoZiny M dostate€n& jemnd, souéet mé&r ploch
na te¢nych rovinach je p¥iblizn& roven mife plochy S.

Zavedeme normu déleni plochy S. Pokryti D] mnoZiny M vytvafi pokryti
S plochy S, necht d(S!") je pramér dilku S” tak, jak byl prim&r mnoZiny
definovan v teorii metrickych prostord, tj.

(P,p),AC P:d(A)= s:pp(al, az).

Norma déleni v = maxi<j<m d(S/"). Pfedpokladame, Ze funkce f ma na M
spojité parcialni derivace f., f,, tzn. D" je pokryti M ¥ddu n a n — oo, pak
v — 0. Vytvo¥ime soutet 37, m(5"), kde S jsou ,,rovnob&zniky" na
te¢nych rovindch, jejichZ priiméty jsou D).
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Plo3ny integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Definice 19

JestliZe existuje konednd limita limy_00 > 10 m(S") a nezavisi na vybéru
reprezentanti [&;,7;] € D7, definujeme miru plochy S jako

51~ i 350(5).

i=1

Poznamka

m(S) = lim 3" m (37) = lim Zw (6 m) + F2(6m) - m (D).
i=1
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Plo3ny integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Véta 35

Ma-Ii funkce f spojité parcidlni derivace f,, f, na omezené a jednoduse
souvislé mnoZin& M v R? a

S={[x,y,z] : [x,y] € M,z = f(x,y)},

pak

m(S) = [[ i+ B+ G0 dxdy = [[ il dx oy

kde i je normalovy vektor M = £(f(x,y), f,(x,y), —1).

Poznamka

Délka grafu funkce je £ = [ /1 + f’?(x) dx. P¥i parametrizaci
x = (t),y = (t),t = (¢, 1) mame { = [V ¢?+ 2 dt.
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P¥iklad 31
S

://,/1+z§+z}3dxdy
M
%2 y2
= 1 dx d
//\/+1—X2—y2+1—><2—y2 e
dxdy B
2_

27 1
— _ — L= —r2| =
_/0 /0 mdrdgp-%r [ V1 r]0—27r
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Plo3ny integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Necht M C R? je mno¥ina v rovin&, kterd je omezend uzavienou
jednoduchou k¥ivkou C (jednoduchd = neprotind sebe sama). Necht je
dano zobrazeni ®: M — R3 a toto zobrazeni je definovano trojici funkci

x=@(u,v),y =¢(u,v),z = x(u,v).
Necht

S=o(M)= {[x,y,z] eER3:x= o(u,v),y =¢(u,v),z = x(u,v),

[u,v] € M},

pak Ffekneme, Ze plocha S je kousek plochy parametricky zadany trojici
funkci @, 1, x a mnoZina

®(C) = {[X,y, zZl e R3: x =(u,v),y =(u,v),z = x(u,v),[u,v] € C}

se nazyva kraj kousku plochy S.
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Plogny in Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Poznamka

o Je-li S graf funkce jako v p¥ikladu 31, pak mame
x=u,y=v,z=f(u,v), tedy S je kousek plochy.

@ Valcova parametrizace horni polokoule je

x=rcosp, y=rsinp, z=+1-r2 re|0,1], ¢ € [0,27].
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Plo3ny integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Odvozeni vztahu pro normélovy vektor
parametricky zadaného kousku plochy

Predpokladejme, Ze funkce @, 1, x maji na M spojité parcialni derivace a

hodnost matice
<90u Yy Xu)
Pv 1/1\/ Xv

je 2 pro kazdy bod [u, v] € M. Oznatme

Yy Xu
wv Xv

Xu Pu

Alu,v) = o o

,B(u, V) =

Y

el

H(u,v) = \/Az(u, v) + B%(u,v) + C?(u,v).
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Plo3ny integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Definice 20

Rekneme, Ze kousek plochy S je hladky, pokud maji funkce ¢, ), x spojité
parcidlni derivace a
H(u,v) #0 VY[u,v] € M.

Poznamka

Pu 1/}u Xul) _
H(u,v) #0 < h(sov b Xv>_2

Poznamka

Budeme uvaZovat pouze dvoustranné plochy, tedy takové, u kterych lze
uréit jednozna¥né jejich orientaci volbou normalového vektoru (to nelze
napf. u Mobiova pésu, ktery je jednostranny).

Plocha je neorientovatelnd, pokud na ni existuje uzavfend kfivka takova,
Ze normélovy vektor n prejde p¥i spojitém pohybu po dané k¥ivce v opaény
vektor —n.

v
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Plo3ny integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Véta 36
Necht S je hladky kousek plochy a

X = (P(uv V)ay = w(uv V),Z = X(u7 V)

Jje jeho parametrizace. Pak normalovy vektor k S v bod& odpovidajicimu
parametrim u, v je

i ==+(A(u, v), B(u,v), C(u,v)).
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Plo3ny integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Duikaz.
Protoze

h <80u by Xu) —9
ov Yy Xv ’
je alespoii jeden z determinanti A(u, v), B(u,v), C(u, v) nenulovy. Pro
urditost predpokladejme, Ze

£0.

wn=[ 3

Potom pro x = (u, v),y = t(u, v), [u,v] = [p(u, v), 0 (u, v)] je C(u,v)
Jacobidn zobrazeni G, tj.

Je = (is ii) : C(u,v) =det Jg(u,v) #0.
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Plogny in Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

V okoli bodu [u, v] tedy existuje inverzni zobrazeni k G
u="f(xy), v=glxy).
Zvolme v okoli bodu [u, v] pfeparametrizovani
u=x, v=y, z=x(f(x,y)8(x.y))
s parcidlnimi derivacemi

Zx = Xqu+XVgX7 Zy :Xuf;/"‘ngy‘
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Plo3ny integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

ProtoZe Jg1 = (Jg) 7!, mdme

(fx gx) — (SDU ¢u) ! — 1 ( wv _¢u>
fy 8y Pv wv C(U, V) — Qv Pu ’

tedy
1  —A(u,v)
Zx = C(U, V) (Xu"/Jv - Xku) = C(u, V) )
1 ~ —B(u,v)
Zy = C(u, V) (_XUSDV + XVQPU) - C(U, V)
a
R —-A —-B
DJ
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Plodny int: Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Poznamka

<l:'u — (Souywau)aq)v = ((Pvﬂ/}v:Xv) = dDU(U) V) X <I>v(uy V) ==n
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Plo3ny integral Plo3ny integral prvniho a druhého druhu

Poznamka

m(S)= lim > m(5)

v(D)—0 =

(Nezdvisi na vybéru reprezentantd.)

Definice 21
Plosny integral prvniho druhu

//5 G(x,y,z) dS

definujeme jako

m

3
()
5
o,
3
<
™~
3
=
A
]
Il
—
o

pokud limita existuje a je nezdvisld na vybéru &; a n;.

G(x,y,z) dS,

v
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Plo3ny integral Plo3ny integral prvniho a druhého druhu

Definice 22
Plosny integral druhého druhu

// P(x,y,z) dy dz + Q(x,y,z) dx dz+ R(x,y,z) dx dy
S

definujeme jako

m

lim Z<":<<P(fi,77i)a¢(§i,77i)7x(fi,77i)>,

ﬁ<90(£i777i)a Y(&imi), X(ﬁi,ni)>> m(5i),

pokud limita nezavisi na vyb&ru reprezentanti [¢;, 7] € D;.
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Plo3ny integral Plo3ny integral prvniho a druhého druhu

Necht M je parametricky zadany kousek plochy,

S:x=o(u,v),y =9¢(u,v),z=x(u,v),[u,v] € M,

a G: S — R je integrovana funkce, pak

/ G(x,y,z) dS

// (u,v),¥(u,v), x(u, v))\/A2(u, v) 4+ B?(u,v) + C?(u, v) du dv.

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 217 /251



Plo3ny integral Plo3ny integral prvniho a druhého druhu

Véta 37

Pro pocitani plosného integralu prvniho druhu plati obvyklé vzorce,
zejména
o o, €R, G, G S — R potom

//S(aleLﬁGz)dS:a//sGl d5+ﬁ/[5G2dS,

0 5=5US5,5NS%=0, potom

//SGdS://SIGdSJr//SzGdS.
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Plo3ny integral Plo3ny integral prvniho a druhého druhu

Priklad 32
I = [[s(x*+ y?) dS =7, kde S je pldst kuzele z = /X2 + y2,z € [0,1]. J

a) kartézska parametrizace plochy |x = u,y = v,z = \/u? + v2

2 2
| = 2 2 b v 1dud
//Ll2+v2§1(u v )\/(\/u2+v2> * <VU2+V2 Fhuay
:// (2 + V)2 du dy = | U= 708¥ ¢ € [0,2n]
u?4v2<1

v=rsing rel0,1]
/3 27 12 /3 A1t T
= 2/ d(p/ re-rdr=2m 2[] = —
0 0 41y V2
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Plo3ny integral Plo3ny integral prvniho a druhého druhu

b) polarni (valcovd) parametrizace ‘x =rcosp,y =rsinp,z= r‘

Xr Yr Zr\ Cos sinp 1
Xp Yo 2Zp,) \—rsing rcosep 0]’

A(r,p) = —rcosy, B(r,¢)=—rsing, C(r,¢)=r,

| = // (r? cos? ¢ + r?sin? @)\/r2 cos2 o + r2sin® ¢ + r2 drdyp
M

2w \f 13 T
= de - 2-/r dr = —
Jy e [ rar= G

V2,

_— : 2 _
c) sféricka parametrizace | x = r cos Py =rsing-,z=—

(kuZelovd plocha ma ve sférickych soutadnicich rovnici ¥ = )
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Plo3ny integral Plo3ny integral prvniho a druhého druhu

Necht S je orientovany hladky kousek plochy s parametrizaci
S x = p(u,v),y = b, v), 2 = x(u, v), [u,v] € M.

Tato parametrizace je souhlasnd, pokud normalovy vektor
(A(u,v), B(u,v), C(u,v)) je souhlasny s parametrizaci plochy S,
tj. ma stejny smér jako normélovy vektor uréeny orientaci.

Je-li (A(u,v), B(u,v), C(u,v)) opaény nez normalovy vektor uréeny
orientaci, pak jde o nesouhlasnou parametrizaci.
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Plo3ny integral

Plo3ny integral prvniho a druhého druhu

//P(X y,z) dy dz+ Q(x,y,z) dx dz+ R(x, y, z) dx dy

_i// [ (), (s v)) Alus v)

Qp(u; v), ¥ (u, v), x(u, v)) B(u,v)

+ R(e(u, v),¥(u, v), x(u, v)) C(u, v)] du dv
~ [[ o0, (4.8.0) du ey

— /[ tFewon

= VA2 + B2+ C2.

B C
,ﬁ H>>HddL;dV

>

[

n|

kde H = H(u, v)
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Plo3ny integral Plo3ny integral prvniho a druhého druhu

Priklad 33

[Jsxy dy dz + yz dx dz + xz dx dy =7, kde S je jednotkovy simplex
x=0,y=0,z=0,z=1— x — y orientovany ve sméru vné&jsi normaly.

7 S=5USUS;US,
512X€[O,1],y€[0,1—X],Z:0
Ss 52 parametrizace: x =u, y =v, z=10
y 100
51 (0 1 0> = (Aa B) C) - (0707 1)

(nesouhlasna orientace)
X

// xy dy dz + yz dx dz + xz dx dy
S1

:—/(u~v‘0+v‘0-0+u‘0-1) dudv=0
M
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Plo3ny integral Plo3ny integral prvniho a druhého druhu

Analogicky [[s, =0a [[s, =0.

Sp:x=uy=v,z=1—u—v, tedy

10 -1 L
<0 . _1> = A=1B=1C=1, a=(1,1,1)

a orientace je tedy souhlasna.

//54<u.v.1+v(1—u—v).1+u(1_u_v)'1> du dv

1 1-u 1
:// (uwv+v—u—v>+u—uv?>—w)dvdu==
0 JO 8
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Plo3ny integral Plo3ny integral prvniho a druhého druhu

Priklad 34

//xdydz+ydxdz+zdxdy:?
S

kde S je kulova sféra x? + y? + z2 = 1 orientovana ve sméru vn&ji
normaly.

Parametrizace x = 1-cospsind,y = 1-sinpsint,z =1 - cos ¥ dava

—singsind  cospsind 0
cospcosty sinpcost —sind)’

tedy

i = (— cos psin? 19, — sin psin? 9, — sin? psin ¥ cos ¥ — cos? psin 1 cos )
= (— cos psin® ¥, — sin psin® ¥, — sin ¥ cos ¥
¥ P

¥ =7=¢:n=(<0,<0,<0) orientace je nesouhlasna, mi¥i v
1. oktantu dozadu dold, plocha je orientovana nahoru a ven.
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Plo3ny integral Plo3ny integral prvniho a druhého druhu

| =— // [ cos ¢ sin¥(— cos ¢ sin® ) + sin ¢ sin ¥(— sin ¢ sin 1))
s
+ cos ¥(—sin ¥ cos )| dy dv)

T 27
:/ / (cos2gosin319 + sin2 psin3 ¥ + sin ¥ cos? 19) de dv
0 Jo

:27r/ sin3 9 +sind cos® ¥ dv = 4r
0
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Plogny integral Plo3ny integral prvniho a druhého druhu

Poznamka

IJs F -7 dS, kde vektorové pole F m4 sou¥adnice (x,y, z), tedy

X y z

n= \/x2—|-y2+227\/x2+y2+22’\/x2+y2+z2

a (F,M =x2+y?+ 22 =1 (na kouli), proto

//1d5:47rr2:|r:1|:47r.
S
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HSHVATNECII  Gaussova—Ostrogradského a Stokesova véta

Greenova véta Fikala, Ze pro integral pfes k¥ivku orientovanou kladné plati

dex—l—Qdy://(QX—Py)dxdy.
c D

Definice 23
@ MnoZinu

V={[x,y,z] € R3 [x,y] € M,g(x,y) <z < h(x,y)},

nazyvame jednoduchy (regularni, normalini) obor vzhledem k ose z.
@ Analogicky definujeme jednoduché obory vzhledem k osdm x a y.

o Rekneme, e mnozina V C R3 je jednoduchy obor v R3, pokud je
kone¢nym sjednocenim jednoduchych obori vzhledem ke vSem osam
X,y,Z.
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Priklad 35

Ctyrboky jehlan je jednoduchym oborem vzhledem ke viam osam
(simplex).

Véta 38

Necht V je jednoduchy obor vzhledem k ose z, S je plocha ohraniéujici V
orientovand ve sméru vnéjsi normaly a funkce R: V — R je spojitd spolu
s parcidlni derivaci R, na mnoZin& V' (uzavér V). Pak plati

//5 R(x,y,z) dx dy = ///V Ry(x,y,7) dx dy dz.
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Diikaz.

Prava strana rovnosti je

///V Ri(x,y,z) dx dy dz "= //M [/”Xy’j) Gy, 2) dZ] b dy
B //M [R(x,y: h(x,y)) = R(x,y(g(x,y))] dx dy.

Levou stranu rozepiseme jako

// R(x,y,z) dx dy

S

:// R(x,y, z) dxdy+// R(x,y, z) dxdy+// R(x,y,z) dx dy.
R S1 S» S3

~~

dno plast viko
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Mame

// (x,y,z) dx dy

X=uy=v,z=¢g
( 8x, —8y,1), nesouhl par // (x,y,8(x,y)) dx dy,

[ Rz axay =+ / R(x,y, h(x,y) dx dy.
S3 M

Déle [[s R(x,y,z) dx dy =0, protoZe plat vilce ma st&ny rovnob&zné s

osou z a tok podél osy z neprochazi do boku (F = (P, Q, R) = (0,0, R)).
Celkem tedy

//s R(x,y,z) dx dy
— [ Recyttx)) axay = [ Recy.gtxn) dx oy

O
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Véta 39

Za predpokladii analogickym k pFedpokladim pFedchozi véty plati pro
jednoduché obory vzhledem k y, resp. x vztahy

// Q(x,y,z) dx dz = // Qy(x,y,z) dx dy dz,

S v

// P(x,y,z) dy dz:/// P«(x,y,z) dx dy dz.
S 14

resp.
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Gaussova—Ostrogradského a Stokesova véta

Véta 40 (Gaussova—Ostrogradského véta)

Necht V je jednoduchy obor v R3, funkce P, Q,R: V — R jsou spojité na
V' spolu s parcidlnimi derivacemi Py, Q,, R, a necht S je ohrani¢end
plocha ohrani¢ujici V' orientovand ve sméru vnéjsi normaly. Pak plati

// [P(x,y,z) dy dz + Q(x,y, z) dx dz + R(x,y, z) dx dy]
S

_ ///V [Pu(x,y,2) + Qy(x,y,2) + Ra(x, v, 2)] dx dy dz.

v
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Priklad 36

/://xdydz-l—ydxdz-l-zdxdy:?
S

kde S : x? + y? + z? = 1, orientovana vné.

I:/// 3dxdydz:3'/// dx dy dz
x24y2472<1 x24y2422<1

=3 §7rr |r=1| =4nr
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Poznamka

Necht S ohrani¢uje V a je orientovand vn&.
SCR2= m(S) =3 $-(—y dx+ x dy).
m(V) = 3 [[s(x dy dz+ y dx dz + z dx dy).

Pro F = (P, Q,R) je divF = Px + Q, + R, divergence vektorového

pole.

Vektorové pole je nezfidlové < div F=0.

Gaussovu—Ostrogradského v&tu lze zapsat jako

//ﬁ.ﬁdsz/// div F dx dy dz.
S 14
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Véta 41

Necht M C R? je jednoducha oblast omezend uzavienou kFivkou L. Necht
S je plocha v prostoru, kterd je grafem funkce z = f(x,y), f je spojitd na
M spolu s parcidlnimi derivacemi f, f,. Dale necht C je prostorovd kFivka
ohranilujici S, tj. kFivka, jejiZ prdmét do podstavné roviny z =0 je
rovinnd kfivka L, a pFfedpokladejme, Ze kFivka C je souhlasné orientovand
s plochou S podle pravidla pravé ruky. Pak

fCP(x,y,z) dXZ//S [P.(x,y,2)m2 — P,(x,y,2)ns] dS,

<d5:,/1+f;2+fyzdxdy>,

kde i = (n1, np, n3) je jednotkovy normalovy vektor k plose S souhlasny
s jeji orientaci.
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Duikaz.

projekce Greenova V. zpétna projekce
P dx y
C L M S

x = x(t)
fP(X,y,Z)d =| y=y(t)
c £ =200 = (0 ()

:%P(xy,f / —ny, (x,y)) dx dy
L

- / M[Py(x,y, F(x ) + Py F )y Gyl dx dy ()

v

parametrizace L .
parametrizace C
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—]Ml—l—ﬁ—l—ﬁ?dxdy

\ , ds

= //S[Pz(x,y,z)ng — Py(x,y,z)n3] dS,

kde 0" = +(—f, —f,,1), |7l = /1 + £2 + f2. -
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Véta 42
Za predpokladii analogickym k pfedpokladim predchozi véty plati

}{C_Q(x,y,z) dy = //S [Qx(x,y,z)n3 — Qz(x,y,z)nl] ds,
]{CR(x,y,Z) dz = //5 [Ry(x,y,z)nm — R(x,y,z)n2] dS.
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Véta 43 (Stokesova véta)

Necht plochu S, kterd je omezend uzavienou prostorovou kfivkou C tvoFici
kraj S, Ize rozloZit na konelny polet &asti, které jsou grafy funkci
proménnych x,y, totéZ pro x,z a y,z. Necht funkce P, @,R: S — R jsou
na S spojité spolu se svymi parcidlnimi derivacemi prvniho ¥adu. Déle
necht kfivka C je orientovdna souhlasn& s S. Pak plati

74 P(x,y,2) dx + Q(x,y,2) dy + R(x,y.2) dz
C

://(Ry— Q) dy dz + (P, — Ry) dx dz + (Qx — Py) dx dy.
S

v
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Dikaz.

deX‘i‘Qdy-i-Rdz

C
:/‘/; [(Pznz_P)’n3)+(an3_anl)‘f‘(Rym—Ran)] ds
://s |:(Ry_Qz)nl‘l‘(Pz—RX)n2—|-(QX_Py)n3:| dS

_ //5 <(Ry Q. P, R Qe —P,), ﬁ> ds

://(Ry—Qz) dy dz + (P, — Ry) dx dz + (Q«x — Py) dx dy
S
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Poznamka
Necht

F = (P,Q,R): R3 — RS, [x,y,z] — [P(x,y,2), Q(x,y,z), R(x,y, z)].

Rotace vektorového pole je

(0 P 0p 0,0, 0,
Ox dy

rot F = dy 0Oz Ox 0z

IRl >

J

9.
Oy
Q

oS ~

:(Ry_QZaPz_RXuQX_Py)-

Stokesovu vétu Ize pfepsat do tvaru

fﬁ. Jz—//rotﬁ.ﬁds—// ot F - ds.
C S S )
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Plo3ny integral

Priklad 37
Pomoci Stokesovy véty vypoltéte integral

fydx—i—zdy—i—xdz,
C

kde C je prostorova kFivka, kterd vznikne jako prisecik kulové plochy
x?> 4+ y? + 2% = 2% aroviny x + y + z = 0, orientovana tak, Ze jeji primét
do podstavné roviny xy (tj. z = 0) je orientovana kladn& (proti sméru

hodinovych ruticek).
i j ok

F=(y,zx), rotF =& & 2/-(0-1,0-1,0-1)=—(1,1,1)
y z x
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fydx—l—zdy—l—xdz:—//ldydz—l—ldxdz+1dxdy,

kde S je &ast roviny x + y + z = 0 uvnit¥ koule x> + y? 4+ z? = a%. Déle

—//51 dydz+1dxdz+1dxdy:—/5<(1,1,1),ﬁ> ds
L

1 1 1
/3/5 L0 (J57573)) o

= ——m = — 71'32.
=- (S)=-V3

—

n=

(1,1,1) je jednotkovy norm. vektor k plose S

w
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’ Pokusme se ptiklad vy¥Fesit bez pouZiti Stokesovy véty.

Je-li x = ¢(t),y = ¢(t), t € [o, 5], parametrizace primétu kFivky do
roviny z = 0, pak (pouZijeme rovinu x + y + z = 0)

/ydx+zdy+xdz
C

£
=/ [D(8)¢ (1) + (—(t) = P(£)Y'(£) + o(£)(='(t) — ¢/(1))] dt.

Primét kfivky C do roviny xy bude elipsa £. Kvili parametrizaci
zjistujeme, jak je natotend, a to pomoci Lagrangeovych multiplikatord, tj.
£ :x* 4 y? — extrém.

2ty =a
x+y+z=0

} = L(x,y,2z,A1,\2)

=2+ 4+ MNP+ Y+ 22— )+ a(x+y +2).
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<
N A

Ly =2x4+2X\1x+ X2 =0
L, =2y +2\1y + X2 =0
L,=2zA\1+X =0
Pt =
X+y+z=0

= 4

= body [x, y, z]:

[i _a 0] [_1 a 0] [i a _E} [_i _a ﬁ]
\/57 \/57 ) 27 27 ) 67 67 b b

6 V6
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Odtud dostaneme poloosy (a/v/3 pro % a a pro ) a tedy parametrizaci
X = % cost,y = asint,t € [0,2x]. Déle nové soutadné osy vzniknou ze
starych jako (musfme zohlednit zmé&nu méFitka a orientaci)

R=2 9= Odtud vyjad¥ime x a y v zavislosti na t

V=7
() - (5 )

5
/ [()¢'(£) + (—(t) — ()" (t) + ()= (t) — 9'(1))] dt

a dosazenim do

ziskame vysledek.
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Hamilton(iv nabla formalismus pro gradient, divergenci a rotaci

Necht F(x,y,z) = (P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y, z)) je vektorové pole.

o Gradient V = (£, (()ay, 2)

o divF=(V,F) =P, +Q, +R,

e Divergence udava zfidlovitost vektorového pole. (Je-li rovna nule, je
pole nezfidlové.)

o rot F =V x ﬁ:(Ry—Qz,Pz_RX7QX_Py)

@ Rotace udavé lokalni miru rotace v daném bod&. (Je-li nulovd, je pole

nevirové.)

@ spojitost, tedy zaménné parC|aIn| derivace
= div(rot F) = (V,V X F) = Ry — Qux+ Py — Ry + Qe — P, = 0

e V x F je vektor kolmy jak k v, tak ik F

© Petr Hasil (MUNI) Riemanniv integral v R” Matematicka analyza 249 /251



HSHVATNECII  Gaussova—Ostrogradského a Stokesova véta

Necht f(x,y, z) je skaldrni pole.

e Gradient funkce f(x,y, z)

gradf = Vf = <8f of 8f) .

ox’ dy’ 0z
o Gradient je kolmy k vrstevnicim a sméfuje k vyssim funkénim
hodnotdm.

e Totalni diferencidl funkce f(x,y, z)

f f f
df = Vf - (dx,dy,dz) = %dx + gydy + %dz.

Funkce f je kmenova funkce daného diferencidlu.
e rot(gradf) =V x Vf =0
(vektorovy sou&in linedrn& zavislych vektort)

o Af =div(grad f) = div(VF) = 54 + 56 + L = (V,Vf) = V?f

— 0x? 922

(Laplaceiiv operator)

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 250 /251



HSHVATNECII  Gaussova—Ostrogradského a Stokesova véta

o F(x,y) = P(x,y)7+ Q(x,y)7 hladkd v oblasti obsahujici mnoinu Q
a jeji hranici 0 (p¥i obihani po hranici je mnoZina vlevo), pak
(Greenova véta):

@ Cirkulace po hranici 99 je (viz t¥eti slozku rot F)
j{ P(x, y)dx + Q(x, y)dy = // Qx(x,y) = Py(x, y)dxdy.
o0 Q
@ Tok pres hranici 99 je (viz div F)

—Q(x,y)dx + P(x, y)dy = //Q Pe(x,y) + Qy(x,y)dxdy.

o
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