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© Kivkovy integrdl
@ K¥ivkovy integrél prvniho druhu (KI ze skaldrni funkce)
@ K¥ivkovy integrél druhého druhu (KI z vektorového pole)
@ Greenova véta a nezdvislost na integraéni cesté
@ K¥ivkovy integrdl v prostoru

@ Plosny integral
@ Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3
® Plo3sny integral prvniho a druhého druhu
® Gaussova—Ostrogradského a Stokesova véta

© Konstrukce
@ Jordanova mira
@ Konstrukce Riemannova integralu

© Vypotet Riemannova integralu
@ Zakladni postup
® Transformace dvojného a trojného integralu
@ Nevlastni vicerozmérné integrély
@ Nevlastni integrdl z neohrani¢ené funkce
® Nevlastni integrdl na neomezené mnoZziné
® Integrdly zdvislé na parametru
@ Eulerova Gamma funkce

n=1: /bf(x)dx:F(b)—F(a), F'=f

a

n=2: DCR?’f:D—R, //f(x,y)dxdy:?
D

n=34,
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Podmnozing R" pfiradime redlné &islo.

Pro A C R" zna& m(A) miru mnoZiny A (tj. m(-) je zobrazeni z mnoZiny
podmnozin R" do R = [0, o0)).

Mira by méla spliiovat (pFirozené) podminky pro (mé&Fitelné) A, B C R”

e A=B = m(A) B)
A

e ACB = m(A)<m(B)
e ANB=0 = m(AUB)=m(A)+ m(B)
V posledni podmince se n&kdy nahrazuje AN B = () za slab%i podminku
m(AN B) =0 (platnost dokdZeme jako V&tu 3). Pojem miry sjednocuje a
zobeciiuje pojem obsahu a objemu mnoZin z R", je tedy také pfirozené
otekavat napt. v R?, 2e m([0,1] x [0,1]) = 1.
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Konstrukce Jordanova mira

Definice 1
Necht n,j, k € Z,n > 0. MnoZinu
J j+1 k k+1
wie={ter: L ex< i Koy <12

nazyvame ctverec Fadu n.
@ MnoZinu viech &tvercii ¥adu n nazyvame sit Fadu n.
e Sit ¥4du 0 nazyvdme zdkladni sit.

@ Konelné sjednoceni &tvercl ¥Yadu n nazyvdme elementarni mnoZina

radu n.
o Cislo m(Wp,) = (i)2 = L nazyvadme mirou &tverce Fadu n
jok) = \2n) = gn Nazy :
o Mira elementarni mnoZiny Fadu n je sou¢tem mér vSech Ctverci, které

ji tvofi.

e Klademe m(()) = 0.
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Formaln& mnoZinovou funkci m(-) nazyvdme mirou, jestlize
@ m(0) =0,
@ m(A) >0 VA (nezdpornost),
Q A,,ne M CN, po dvou disjunktni mnoZiny, pak

m(|JAn) =D m(An).

Jestlize vztah plati pro spo¢etnou mnozinu M, tedy Ize i M = N, pak
mluvime o spoletné aditivité, neboli o-aditivité, pokud plati jen pro
konetné polty mnoZin A,, jedna se o koneénou aditivitu.
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Pozndmka
@ Casto nezileZi na konkrétni poloze daného &tverce a dolni indexy se
proto vynechavaji.
o Kazdy Ctverec ¥adu n je sjednocenim Ctyf Ctverch ¥adu n+ 1, tedy
plati

m(W") = 4 - m(W"+1),
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Definice 2

@ Jddro ¥addu n omezené mnoziny A, oznatime J,(A), je elementdrni
mnozina fadu n tvorend Ctverci, které jsou podmnoZinami vnitfku
mnoziny A.

@ Obal ¥adu n omezené mnoZiny A, oznatime O,(A), je elementdrni
mnozina ¥fadu n tvorend Ctverci, které maji neprazdny priinik s
uzdvérem mnoziny A.

(A \

0.AN_ )
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Konstrukce Jordanova mira

Tedy existuji kone¢né limity

m.(A) = lim m(Ju(A).  m*(A) = lim m(O,(A)).
my(A) se nazyva dolni (vnitini) Jordanova mira a m*(A) se nazyvd horn/
(vnéjsi) Jordanova mira.
Samozfejmé plati
0 < m.(A) < m*(A).

Definice 3

Rekneme, e omezena mno¥ina A je Jordanovsky méFitelnd (déle jen
méfitelnd), pokud m,(A) = m*(A), a definujeme jeji Jordanovu miru jako
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Plati
Jn(A) - Jn+1(A)v On(A) 2 On+1(A)a

tedy
m(n(A) < mUnsa(A),  m(On(A) > m(Ops1(A))
Déle plati Vn,m € N : J,(A) C Opn(A), nebot

In(A) CA° CAC Om(A) =  m(Jn(A)) < m(Om(A)).

Odtud ihned dostavame, Ze posloupnost m(J,(A)) je neklesajici a shora
ohrani¢ena. Podobn& posloupnost m(O,(A)) je nerostouci a zdola
ohranigenad.
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Poznamka
@ Pokud m*(A) =0, je A mé&itelnd a m(A) =0, nebot m.(A) >0 a
my(A) < m*(A), co? plati pro kazdou omezenou mnoZinu A C R?.
@ Pokud je A tvofena kone€nym pottem bodi v roving, pak m(A) = 0.
© V teorii Riemannova integralu bylo uvedeno tvrzeni:
Funkce f je integrovatelnd na intervalu [a, b] prdvé tehdy, kdyZ
Ve > 036 > 0 takové, Ze pro kaZdé déleni D intervalu [a, b] s normou
v(D) < § plati
S(D,f)—s(D,f) <e.
Podobné tvrzeni plati pro miru:
Omezend mnoZina A C R? je méfitelnd pravé tehdy, kdy?

Ve > 03ng € N:Vn > ng: m(Op(A)) — m(Jp(A)) < e.
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...

Budeme pouzivat znadenfi
@ A° = vnitfek mnoziny A,
o A = uzadvér mnoZiny A,
@ h(A) = hranice mnoZiny A,
@ A€ = dopln&k mnoziny A.

Priklad 1

soufadnicemi, pak A neni méfitelna.

A° =0, m,(A) =0,A = [0,1]?

Necht A = [0,1]?> N Q?, tj. body z jednotkového &tverce s raciondlnimi

= m(0s(A)) 21 (AC 0s(A))
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Konstrukce Jordanova mira

Véta 2

Necht A, B jsou mé&Fitelné mnoZiny, pak mnoZiny

jsou také méFitelné.

AUB,ANB,A~ B,B~ A

Dikaz.
e h(AUB) C h(A)Uh(B) =
e h(A~ B) = h(An B€) C h(A)U h(B°)

= 0< m(h(A~ B)) < m*(h(A)) -+ m"(h(B
= A~ B je méfitelna.

h(A
h(B

A, B jsou méfitelné, tedy m(h(A)) = 0 = m(h(B)).
0 < m*(h(AUB)) < m*(h(A))+ m*(h(B)) = 0= AUBJe m&Fitelna.

))

e h(ANB) C h(A)U h(B) = m*(h(AN B)) = 0= AN B je m&¥itelna.

v
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Véta 1
Omezend mnoZina A C R? je méFitelnd pravé tehdy, kdyZ m(h(A)) =

Diikaz.
Tvrzeni plyne z rovnosti

m(On(A)) = m(Jn(A)) + m(On(h(A)))
—_— —— ——
—m*(A) —my(A) m*(h(A))

pro n — 0o, A= A° U h(A). O
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Poznamka

Jestlize A1,..., A, jsou méFitelné mnoZiny, pak mnoZina Ay U---UA, je
mé&Fitelna.

Toto tvrzeni neplati pro spoetna sjednocenil

Hlavni nevyhodou Jordanovy miry je, Ze je pouze koneéné aditivni, ale nenf
spotetn& aditivni. Nap¥. A = [0,1]?> N Q? je spofetnd, mira jednobodové
mnoziny je nula, pfitom A neni méfitelna.
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Véta 3
Jsou-li A, B méFitelné a m(AN B) =0, pak

m(AU B) = m(A) + m(B).

Dukaz.
P¥edpokladejme, ze AN B = (), pak

my(A) + m(B) < m,(AUB) < m*(AUB) < m*"(A) + m*(B),
tedy vzhledem k méfitelnosti A a B mame

m(A)+ m(B) < m,(AUB) < m*" (AU B) < m(A) + m(B).
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Lemma 1
Jordanova mira rovnobéZniku R o strané a s vyskou v, je

m(R) = a- v,.

Lemma 2

Jordanova mira rovnobé&zniku R daného vektory u = (u1, up),v = (vi, v2)
je rovna absolutni hodnoté determinantu

up w2
Vi w2
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Necht plati pouze predpoklady véty, zejména m(AN B) = 0. Mdme
AUB =AU(B\ A), ptitemz AN (B \ A) =0, tedy vime, Ze

m(AU B) = m(A) + m(B \ A). (1)
Jisté plati B= (B~ A)U(ANB), kde (B~ A)N(ANB) =10, tedy

m(B) = m(B ~ A) + m(AN B). (2)
Odettenim rovnice (2) od rovnice (1) obdrzime

m(AU B) = m(A) + m(B) — m(An B).
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Konstrukce Jordanova mira

. L, , I . h1 /
Je-li £: R? — R2 linedrni zobrazeni, pak existuje matice L = <11 12)

/21 l22
<X> L [ <X> .
y y

Véta 4 (Z&vislost miry na linedrni transformaci)

takova, Ze

Necht A C R? je méfitelnd, L: R? — R? je reguldrni linedrni zobrazeni a L
Je libovolna matice reprezentujici toto zobrazeni. Pak mnoZina L(A) je
méFitelnad a

m(L(A)) = |det L| - m(A).

Regularni linedrni zobrazeni: det L # 0.
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Diikaz.

Linearni zobrazeni transformuje systém rovnobé&znych stejn& vzdilenych
pfimek na jiny systém rovnob&znych stejn& vzdalenych p¥imek, tj. sit
&tverch ¥adu n je transformovana na soustavu shodnych rovnobézniki.
Potfebujeme tedy nejprve urgit m(L(W")) (napt. m(L(Wgy)))-

Ctverec Weo je dan vektory (277,0),(0,27") a rovnob&znik L(Wy) je

dan vektory u = (%1, %1) v = (%2, %—3) tedy

m(L(WGo)) = |2y 2 :@’dEtL\:m(Wo,o)’detLL
on on
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Konstrukce Jordanova mira

Tim dostavame

m(LA)zm L U Wi | zm | U £(W,)
(p,q)€! (p,q)e!
= Z m(ﬁ(Wfiq)): Z |detL|m(W,:q)
(psa)el (p,q)el
= [detL| >  m(Wy,) = |detL|m(Jn(A)).
(p.q)€l

Analogicky platf
m*(L(A)) < |det Lm(On(A)).

Celkem tedy mame
| det L|m(Jn(A)) < m.(L(A)) < m™(L(A)) < |det L|m(On(A)).

Nyni stadi pouZit limitni pfechod n — oo a v&tu o tfech limitéch.

0

v
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P¥edpoklddejme, Ze se jadro J,(A) mnoZiny A skldda z k &tverch ¥adu n.
Protoze z J,(A) C A plyne £(J,(A)) C L(A), mdme

m.(L(A)) = m.(L(Jn(A))) = m. | L

U W] |

(p,q)e!

kde I je k-prvkovd mnozina dvojic celych &isel. Jisté plati

U W,

(p,q)€!

U ) cc

(p,q)e!

Kazdd z mnoZzin L(W,],) je m&fitelnd a vzdjemn& maji spole€nou nejvyse
b
hranici o mife nula.

© Petr Hasil (MUNI)

Matematicka analyza 23 /251

Pozndmka

L:R? = R? : ||x|| = ||Lx| Vx € R? (izometrie), £ : Lx + q a plati
(x,y) = (Lx, Ly) = (x, LT Ly) = {x,y) (L je ortogondlni matice), tedy
Jordanova mira je invariantni vzhledem k ortogonalnimu zobrazenf{

(m(L(A)) = m(A)).
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Poznamka

Jordanovu miru v R¥ pro k € N Ize konstruovat analogicky s pouZitim
k-rozmérnych krychli ¥adu n

n k.M my +
Wml,...,mk = {[le“‘vxk] eR": on <x < Ton vt
m my +1
2n — % = 2n
s Jordanovou mirou m(W") = Tin
v
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Konstrukce Jordanova mira

Diikaz.

Funkce f je stejnom&rng spojitd na [a, b]. Necht € > 0 je libovolné, pak
k ﬁ > 0 existuje § > 0 takové, Ze

e

‘Xl—X2‘<(5 = ’f(Xl)—f(Xz)’< b_ 3

MnoZinu G(f) pokryjeme obdélniky s vy3kou = a zdkladnou 4. Pro
soucet téchto obdélnikii plati

€ € e
> o, (i1 = xi) = b_aZ(Xi+1_Xi) =5 L b-a) =

ProtoZe ¢ bylo libovolné, m*(G(f)) = 0. O
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Véta b

Necht funkce f: [a, b] — R je na uzavFeném intervalu [a, b] spojitd, pak
jeji graf G(f) = {[x, f(x)], x € [a, b]} md miru nula v prostoru E2, tj.
m(G(f)) = 0. Zejména podgraf nezaporné funkce je méfitelnd mnoZina,
nebot mira jeji hranice je nula.

Poznamka

Rekneme, Ze funkce f je stejnomé&rné spojita na intervalu [a, b], pokud
Ve>030 >0:Vxy,x2 € [a,b],|x1 —x2| <6 :|f(x1) — f(x)| <e.

Pro funkci f na uzavfeném intervalu [a, b] je stejnomérna spojitost
ekvivalentni s (,,normalni") spojitosti.
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Shrnuti
e Jordanova mira m(A) je kone¢né aditivni (neni spocetné aditivni).

e T¥da jordanovsky m&Fitelnych mnoZin se nezméni, pokud sit
zjemiujeme nikoliv 22-krat (1 &tveretek na 4 malé), ale n?-krat, kde
n je libovolné ptirozené &islo.

o V E! jde v podstat& o d&leni intervalu (misto &tveretki mame
dselky).

N&crt konstrukce Lebesgueovy miry
Lebesgueova mira je zaloZena na nasledujicim tvrzeni.
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Véta 6

Necht A C R je oteviend mnoZina. Pak existuje nejvyse spodetné mnoho
otevienych, po dvou disjunktnich intervali («p, 5n),n € N, tak, Ze

A= Uiozl(am ﬁn)

o my(A)=>""1(8n — ap) pro omezenou otevienou mnozinu A C R

@ A C R uzaviend a omezend, tj. 3c,d e R: AC (c,d) = (¢, d) VA
je oteviend mnozina a tedy my(A) = (d — ¢) — mi((c,d) \ A)

@ necht A C R je libovolnd omezend mnoZina, pak m;(A) = inf m(B),
A C B, B je oteviena; my;(A) =supm(B), B C A, B je uzaviena

® m; = my, pak je mnoZina lebegueovsky méfitelna
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrélu

Necht A C R? je m&Fitelnd, omezend mno¥ina a f: A — R je omezens
funkce na A. Sit ¥adu n vytvo¥i tzv. pokryti ¥4du n mnoziny A. Ctverce

s touto dohodou jsou navzdjem disjunktni mnoZiny. Polozime

A=, Dj, kde mnoZiny D; jsou tvaru D! = AN C", kde C" je n&jaky
Ctverec sité ¥adu n.

Systém {D],..., D)} se nazyva pokryti ¥ddu n mnoziny A. Kazda

Z mnozin Djf’ je mé¥itelna, nebot je priinikem méfitelnych mnoZin.
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Priklad 2

m. ([0, 12 N Q2) =7
Je rovno nule, kaZzdy bod ma miru nula a Lebesgueova mira je spoetné
aditivni.

Existuje A C R omezend, pro niz m,;(A) < mj(A), tj. neni lebesgueovsky
méfitelnd?

(Lze je zkonstruovat s pouZitim axiomu vybéru, nap¥. Vitaliho nebo Bernsteinova

konstrukce.)
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Poznamka

Obecné& v R¥ pouZivame tzv. krychlové mnoZiny Fadu n

h+1 ik ik+1
G = {[xl,...,xk] eRF: = <x < < ,

i
on on gn =7k Ton

coz jsou (neuzav¥ené) po dvou disjunktni mé&Fitelné mnoZiny pokryvajici
R¥ s mirou m(C") = 27kn.

Konstrukci a vlastnosti si pro prehlednost predvedeme v R2.
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Necht
M;= sup f(x,y), mj= inf ] f(x,y),
[x.yleD] [x.y1€D;

pak definujeme
Sn(f,A) = Z M; - m(D_jn)’ sn(f,A) = Z mj - m(D_[n)
j=1 j=1

horni a doini soucet ¥adu n a plati
S,H_]_(f, A) S Sn(f)A)a Sn+1(f)A) Z Sn(faA))

tj. posloupnost {S,(f,A)} je nerostouci a zdola ohrani¢end a posloupnost
{sn(f,A)} je neklesajici a shora ohranitend, pak existuji

n—oo

lim S,(f,A) =: //Af(x,y) dx dy, nIi_}ngos,,(f,A) =: //Af(x,y) dx dy

horni a doini Riemanniv integral funkce f na mnoZiné A.
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrélu

Poznamka

Pro n =1 Ize pouZit libovolné déleni D, pop¥. se omezit na dyadické déleni

DI (dyadicks ¢isla 22, m, n € N). Samoztejmé plati D S DI, tedy

/ jf(x) ae= ) jf(X) dx. /jf(x) dx < [Ql/i’f(x) o

odkud ihned plyne, 7e [2][ < [ < [ < [2][. Tento vztah musi platit i
naopak, jinak by %lo o jinou konstrukci.

Nap¥. vime, Ze plati: Je-li D,, nulova posloupnost déleni, pak

b
/ F(x) dx = lim s(f, D).

n—00
—a
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Definice 4
Pokud se horni Riemanndyv integral rovna dolnimu, tj.

//Af(x,y) dx dy = //Af(x,y) dx dy,

Fekneme, Ze funkce f je na A riemannovsky integrovatelnad a definujeme

//A f(x,y) dx dy 2//Af(x,y) dx dy ://Af(x,y) dx dy.

(© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 36 /251

Véta 7

Necht A C R? je méFitelnd a omezend mnoZina, f,g: A — R. Jsou-li f, g
integrovatelné na A, pak jsou na A integrovatelné i funkce f + g a plati

//Af(x,y)ig(x,y) dx dyZ//Af(X,y) dx dy:l://Ag(x,y) dx dy.

Dile, pro a € R libovolné je integrovatelnd i funkce o - f a plati

//Aa-f(x,y) dxdy:a-//Af(x,y) dx dy.
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Diikaz.

m

//A(f+g) by = Jim o +600) = i Dl ) ()

> Jim 3 (7 s 0 = Ji 4 5.4

= lim s,(f,A)+ lim s,,(g,A):// fdx dy+// g dx dy,
n—o0o n—o0 JJ JJ a

podobn& ﬁA(f—i—g) dx dy < ﬁAf dx dy—i—ﬁAg dx dy.

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 39 /251

Véta 8

Necht f je integrovatelnd na omezené métitelné mnoZinE ACR?> a BC A
je mé&Fitelnd mnoZina. Pak funkce f je integrovatelnd i na B.
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Celkem tedy mame

//Af dx dy+//Ag dx dy < //A(f+g) dx dy < //A(f+g) dx dy
< //Af dx dy +//Ag dx dy.

Jsou-li f, g integrovatelné, sevfou integrily mezi sebou.
Nésobeni konstantou dokdzeme podobné. Jen je potfeba hlidat znaménko
konstanty «, tj. je-li a > 0, je v8e v pofadku; je-li « < 0, potom napt.

sup(af) = ainf(f).

Rozdil je trividlnim disledkem p¥edchoziho. O
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integralu

Diikaz.

Necht je {Dj,..., DI} pokryti ¥adu n mnoZiny A. Toto pokryti vytva¥
pfirozenym zptisobem pokryti

{D{NB,...,D} NB}, {D{N(ANB),...,DiN(ANB)}
mnoZin B a A~ B. Plati
sn(A,f) < sp(B,f)+s,(AN B, ), Sn(A,f) > Sp(B, )+ Sp(AN B, f),

a pro n — 0o mame

//fdxdy+// fdxdyz//fdxdy
JJ g JJ AB A
Z//fdxdy+// f dx dy.
B A\B
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o
Véta 9

Ted Necht f je integrovatelnd na métitelnych, omezenych a disjunktnich
y mnoZindch A, B C R?. Pak je f integrovatelnd i na AU B a plati

02// dedy‘// frdxdy // F(x,y) dxdyz// Fx,y) dx dy+// F(x, ) dx dy.
JJ B B AUB A B
Z// fdxdy—// f dx dy > 0. il
A\B —A\B

Odtud ihned 4:"“\
- —_— N
// fdx dy = // f dx dy // fdx dy = // f dx dy. y B T¥i druhy &tveretkl — pouze A, pouze B
B B AB A\B \. a smi%ené. Mira smiSenych jde k nule.
=) s I
DJ
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Konstrukce Riemannova integralu Konstrukce Konstrukce Riemannova integralu

Véta 10
Dusledek 1

Necht A, B jsou métitelné mnoZiny a plati m(AN B) = 0. Je-li funkce f
integrovatelnd na A i na B, pak je integrovatelnd i na AU B a plati

//Af(XJ) dxdy =0. //AUBf(X,y) dx dy://Af(x,y) dx dy—i—//Bf(x,y) dx dy.

Dikaz. Plyne ihned z V&t 9 a 10 a faktu, %e
Mame |f(x,y)| < M na A, odtud

Necht funkce f je omezend na A a m(A) = 0. Pak je f na A
integrovatelnd a plati

AUB=(ANB)U(ANB)U(B\ A).
—M - m(A) < s0(F, A) < So(F, A) < M m(A).
(Jednd se o zesileni Véty 9.)
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Véta 11

Necht je funkce f spojitd a omezend na omezené métitelné mnoZiné
A C R2. Pak je funkce f na mnoZin& A integrovatelna.

Dikaz.

Podobné jako u jednorozmérnych integrali je diikaz zaloZen na tvrzeni, Ze
f je integrovatelna pravé tehdy, kdyz

Ve >03dng € N:Vn> ng: Sp(f,A) —sp(f,A) <e.
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Konstrukce Konstrukce Riemannova integrélu

Definice 5

Rekneme, ¥e funkce f: A — R m3 skoro viude na mno¥ing& A vlastnost V,
jestliZe existuje mnoZina B takovd, ze B C A, m(B) = 0 a funkce f m3
vlastnost V' ve v8ech bodech mnoZiny A\ B.

(Tj. vlastnost neni spln&na na mnoZin& miry nula, p¥i¢emz m(()) = 0.)
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Snadno pro integral v R? (RK) dostaneme i daléi tvrzeni zndms z R*.
Véta 12

Necht jsou funkce f, g integrovatelné na mé¥itelné mnoZin& A C R? a plati
f(x,y) < g(x,y), ¥(x,y) € A. Pak

//Af(x,y) dx dyS//Ag(X,y) dx dy.

Véta 13

Necht je funkce f integrovatelné na métitelné mnoZin& A C R?. Pak je
i funkce |f| na mnoZin& A integrovatelnd a platf

‘//Af(X,y) dx dy’ g//A|f(x,y)| dx dy.

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 48 /251

Véta 14

Necht A C R? je omezend métitelnd mnoZina a f,g: A — R, kde f je na
A integrovatelnd a g je na A omezend. Pokud plati f(x,y) = g(x,y) skoro
vSude na A, pak je na A funkce g integrovatelna a

// g(x,y) dx dy = // f(x,y) dx dy.
A A
Diikaz.

Funkce F(x,y) = f(x,y) — g(x, y) = 0 skoro v3ude na A, tedy
dBC A,m(B)=0a F(x,y) =0na A~ B. Potom

L= ) =ovo=o= =l

]

v
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Véta 15

Necht A C R? je omezend a méfitelnd mnoZina a necht f: A — R je
omezend a skoro vsude spojitd na A. Pak je funkce f na A integrovatelna.

Diikaz.

Existuje mnoZina B C A takova, ze m(B) =0 a f je spojitd na A~ B. Pak
podle Véty 11 je funkce f integrovatelnd na A~ B a podle Vé&ty 10 je

[f £ =0, tedy [, existue  je roven [, 5 -

v
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Vypo&et Riemannova integralu Zakladni postup

Diikaz.

Oznatme F(x f f(x,y) dy. Tato funkce je korektn& definovéna,
nebot mtegrand je spojitd funkce prom&nné y. Sit ¥adu n, ozna&me
{D7,...,D}}, tvoti pokryti A = [a, b] x [c, d] a soutasné& vytvéﬁ' délenf{
intervalli [a, b] i [c, d]. Necht [a, b] = U, K™ a [¢,d] = U7, JI.

Déle oznatme

ul=inf f(x,y), U= sup  f(x,y).
U beyleRmxar Y IxyleKxar

Potom
P
=> Y U m(KMm(J}),

—1 -1 _,_/
= m(D?)

q

P
ZZU,’Jm (K")m(J]).

i=1 j=1

v
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Vypo&et Riemannova integralu Z3kladni postup

o [[,f(x,y)dxdy

° fab <de f(x,y) dy) dx

dvojny integral
dvojnasobny integral

Véta 16

Necht A = [a, b] x [c, d] je obdéInik v IR? a funkce f: A — R je na
mnoZiné A spojita. Pak

//Af(X,y) dx dyz/ab (/Cdf(x,y) dy) dx:/cd </abf(x,y) dx> ay.
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Vypotet Riemannova integralu Zakladni postup

Méme tedy pro [ F(x) dx a & € K} libovolné, Ze

p

salF,[a.6) = Y inf F()m(K)

i=1 i

< SRR <Y sup F(m(K))
i=1

i1 xeK

2y (S (&) dy)m(K?)

a pro fcd f(&,y) dy, ni € J7 libovolné, p¥i oznakeni G(y) := f(&i,y)

q

sn(G,[c.d]) =) inf G(y)m(J])

yed!

<N Gn)mJM <Zsup G(y)m(J).

—1 yEJ”
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Vypo&et Riemannova integralu Z3kladni postup Vypo&et Riemannova integralu Z3kladni postup

Véta 17 (Fubiniho vé&ta)

V. , ) » Necht f je spojitd na mnoZiné
Spojenim pfedchozich nerovnosti obdrzime

b g —d A=A{lxyl:a<x<bg(x)<y<h(x)}

DY ugm(KM)m( J”)<//fdxdy<//fdxdy

kde g, h: [a, b] — R jsou funkce spojité na intervalu [a, b]. Pak
i=1 j=1

b h(x)
—>fff dx dy // f(x,y) dx dy = / (/ f(x,y) dy> dx.
A a g(x)

//fdxdy<//fdxdy<ZZUm(K" Jn).

i—1 j=1 Podobné pro
STt o oy A={lxyl:y€lc,dl.gly) <x<h(y)}, g heClcd],
Opa&né poradi integrace ziskdme zcela analogicky (pfeznagenim). O plati
// f(x,y) dx dy:/ / f(x,y) dx | dy.
A gly

o
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Vypo&et Riemannova integralu Zakladni postup

Vypotet Riemannova integralu Zakladni postup

Diikaz.

, ~ Pozndmka
Necht Q = [a, b] x [c,d], A C Q a definujme funkci f: Q — R jako

Je-li ve vété€ o integraci p¥es obdélnik funkce f pouze integrovatelnd, plati
e f(X7y) [X,y]EA
f(x,y) = {

0 [yleQ@A lﬁﬁuJ)wdy=Lb</3um)w>dx:lb</}uw)w>dx

) [a,6]x[c,d] —
f je spojitd s vyjimkou grafii g, h, tedy je skoro v3ude spojitd na @, odtud

// (x,y) dx dy = // (x,y) dx dy = // (x,y) dy dx

Pokud ozna&ime

d —d
sz/ﬂ&ﬂw, awz/a&mw,

b g(x) h(x) < ¢
:/ / fdy+/ fdy+/ fdy [ dx . ) .
a c g(x) h(x) miZe nastat pfipad, kdy F(x) < G(x) v jistych bodech x € [a, b], ale
-0 0 mnoZina téchto bodl ma Jordanovu miru rovnu nule, tedy
= / / f(x,y) dy | dx. / F(x) dx :/ G(x) dx
a g(x) a 2 )
O]
© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 58 /251 (© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 59 /251




Vypo&et Riemannova integralu

Z3kladni postup

P¥iklad 3
Vypottéte [[, x>y dx dy, kde A= {[x,y] : 0 < x < 1,x* <y < x}.

05 1.5 2 _1 l_i _i
~2\6 10/ 30

3 y
[4x3y dx dy:folfyﬁx3y dx dy:foly[’%]y dy
6 1

1 1
=l yOP =y dy =3 ey =y dy = § [ SyOR - %

-15-b-%
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Z3kladni postup

Vypo&et Riemannova integralu

fX\Z/ 2x—x2 £ (

Zaméfite poradi integrace fol x,y) dy dx.

Priklad 4 J

y =1V2x — x2
y2:2x—x2
x2—2x+14+y>—1=0
(x=12+y*=1
leim
y=x> — x==£y

Vybereme odpovidajici horni, resp. dolni kousky, tedy

© Petr Hasil (MUNI)

/1 /ﬁ f(x,y)dxd
X,y x ay.
0 —/1—y?

Matematickd analyza

61/251

Zakladni postup

Vypo&et Riemannova integralu

Pozndmka
Samozrejmé plati

m(A)://ldxdy.
A
P¥iklad 5

Vypotitejte miru mnoZiny A = {[x,y]: =1 < x < 1,0 <y <1 —x2}.

v

1 V/1-x2 1 1
I:/ / dde:/[)/]olx2dX:2/ V1 —x2dx
-1Jo -1 0
/2
:2/ V1—sin?tcost dt
0

x =sint, dx = cost dt
0=sin0,1=sinm/2

=0
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:2/ cos2tdt:/ 1 + cos2t dt:/ dt—l—/ cos2t dt =
0 0 0 0 2
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Zakladni postup

Vypotet Riemannova integralu

Véta 18

UvaZujme rediny interval [a, b]. Necht
A={lxy,2l €R®:a<x<bg(x) <y <h(x),G(x,y) <z < H(x,y)},

kde funkce g, h: [a, b] — R jsou na [a, b] spojité a funkce G,H: B — R
jsou spojité na mnoZiné

B={[x,y]e R?:a<x<b,g(x)<y<h(x)}

Pak, je-li f: A — R spojitd na A, plati

b h(x) H(x,y)
/// f(x,y,z) dx dy dz:/ / / f(x,y,z)dz | dy | dx.
A a g(x) G(x.y)

v
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Vypo&et Riemannova integralu Z3kladni postu Vypodet Riemannova integralu Z3kladni postu
F g postup F g postup

Priklad 6

N 1 X2 —y?
Vypotitejte [[[, dx dy dz, kde / / dz dy dx—/ / 2m dy dx
—y/1—x2—y?
:{[x,y,z]€R3:—1§x§1,—\/1—x2§y§\/1—x2,

| y=v1—-x2%sint,dy = V1—x?cost dt
Cly=-V1I-x2 s t=—70/2,y=V1-x2 > t=17/2
—\/1—x2—y2§z§\/1—x2—y2}.
) w/2
/ </ \/l—x2 1—x2)sin2t\/1—x2costdt> dx
w/2

1 w/2
:2/ (1—x2)/ cos® t dt dx
-1 —7/2

1 /2 1
:2/ (1—X2)/ Mdtdx:/ (1 — x?)m dx
“1 /2 2 ~1

1 371
X 2 4
=27 1-x?dx=2r|x—"%| =21==-nx
0 3], 3 3
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Vypodet Riemannova integralu Zékladni postu Vypo&et Riemannova integralu Zékladni postu
F g P! P g P P

Priklad 7

JJ[[4 dx1 dxz dx3 dxa, kde A = {[x1,x2,x3,xa] : x1 € [0,1], x2 €
[0, 1 —X1],X3 S [0,1 — X1 — X2],X4 S [0,1 — X1 — X2 —X3]}.

Poznamka

Takové mnoZiné A se ¥ikd jednotkovy simplex, pouziva se k triangulaci

Y - n P— .. 1 - & Y, 1
Necht £: R" — R a A=[ay, by] x - X [an, bn] je n-rozm&rmy kvadr. n-rozmérnych t&les a v optimalizaci (,,n-rozmérny trojdhelnik").

Je-li f spojitd na A, pak
by b, fol fol_X1 fol—xl—xz fol—xl—xz—)g dX4 dX3 dX2 dX1
/Af(x) dx:/ / f(X1y ...y Xn) dxp - dxq. =/ 01 x1 1 N1 g~ xo — x3) dxa dxe dxp
a an 1—x1—x;
—fo 1-x1 [ 1—X1—X2)X3—X?32:|0 1—X2
= fo 1= (1—x1—x)*— 3(1 —x1 — x2)? dxp dx
1—x
=L TNl - x) de da =1 f) [_(1_X13__X2)3] " dx

0
=3 Jo 3(1—)* dx = —535[(1 - x)*15 = 4

dX2 dX1
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Vypo&et Riemannova integralu Z3kladni postup

Priklad 8
Vypottéte plochu obrazce daného nerovnostmi

x? —2x+y*<0, x2 =2y +y?<o.

x?2—2x+y?> <0
(x—1)+y*<1

x=1—+/1-y2 y=1/2x — x2

x> =2y +y?*<0
X4+ (y—-12<1

x=12y—y2 y=1—+1-x2
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Vypotet Riemannova integrélu RATCEIE
@ Stfedni hodnota:
o (F) = I/ f(x,y)dxdy.
m(A)
e Uvazujme [[, F(x,y)dxdy. Je-li o(x, y) plodnd hustota v bod& [x, y]
a p(x, y) vzdélenost bodu [x, y] od osy otd&eni o, pak
’ funkce F ‘ integrél z funkce F ‘
1 Obsah mnoziny A (S)
o(x,y) hmotnost mnoziny A (m)
yo(x,y) linedrni moment vzhl. k ose x (Uy)
xo(x,y) linedrni moment vzhl. k ose y (U,)
y2o(x,y) moment setrva&nosti vzhl. k ose x (Jx)
x%a(x,y) moment setrva&nosti vzhl. k ose y (J,)
P2 (x,y)o(x,y) moment setrvaénosti vzhl. k ose o (Jo)
y? kvadraticky moment prifezu vzhl. k ose x (/y)
x2 kvadraticky moment priitezu vzhl. k ose y (/)
02 (x,y) kvadraticky moment priitezu vzhl. k ose o (/)
Matematick analyza 70 /251
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Vypo&et Riemannova integralu Z3kladni postup

1 pv2x—x2 1
// dxdy:// dde:/ V2x —x2—1++V1—x2dx
A 0 1-v/1-x2 0
mT—2

1+

T
4 2

E
4

1 1
/\/2x—x2dx:/ V1-—(x=1)2dx=|x—1=t, dx = dt|
0 0
0 1
:/ \/1—t2dt:]suda'funkce\:/ V1—t2dt
—1 0
1
zl[arcsinx—i—xvl—xz} .
2 o 4
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Vypotet Riemannova integralu Zakladni postup
e Soutadnice t&Zisté prifezu [xT, y7] (0(x,y) = 1):
r — ffAdedy e = ffAdedy
S ’ S

Matematickd analyza
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Vypo&et Riemannova integralu Transformace dvojného a trojného integralu

b B
[ dx = k= ele), ax = 0y dl = [ re(0)e(0) .
kde a = p(a), b = p(B). Také lze psat jako

&(b) b
[ ax= [ e .
g a

(a)

kde g’ # 0 (g je prostd).
A

X

b

xé@&ﬂ
a
o B t;
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Vypo&et Riemannova integralu Transformace dvojného a trojného integralu

Véta 19 (O transformaci)

Necht M C [E? je oteviend mnoZina v roviné (u,v), g je prosté zobrazeni

maji na M spojité parcidlni derivace prvniho Fadu. Necht funkce

Ox  Ox
ou  Ov
J(u,v) = by oy
du  dv

Je riznd od nuly a ohrani¢end na M. Necht M a g(M) jsou mé&Fitelné
mnoZiny a funkce f je spojitd a ohrani¢end na g(M). Pak plati

// f(x,y) dx dy = // ,y(u,v)) - |J(u, v)| du dv.

mnoZiny M do roviny (x,y) dané funkcemi x = x(u,v),y = y(u, v), které
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ARSIt M NIV ENNIVERTNIIIEI VI  Transformace dvojného a trojného integrélu

n=2 zobrazeni g: E2 — E?, x = x(u,v),y = y(u, V)
A A
v y
M g
u_ Xy
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Vypotet Riemannova integralu Transformace dvojného a trojného integralu

Hlavni idea dikazu.

Necht Dy, ..., Dy je pokryti ¥ddu n mnoZiny g(M), pak
D =g (D1),...,Dm =g (Dm)

pokryvaji mnoZzinu M. Zvolme [¢;, ;] € D; a ozna&me
(€, 7] = g (&, mi])- UtvoFme integrélni soutet p¥islusny dvojnému
integralu pfes g(M)

m

> (& mi)m(D;) == // f(x,y) dx dy.

i=1

Jsou-li D; malé, jsou také D; malé a pro [x, y] € D; lze zobrazeni g
aproximovat jeho diferencidlem g’ v bodé& [¢;, 7;], tj. linedrnim zobrazenim.
Transformace miry pFi linedrnim zobrazeni je

m(D,) = \detg’(ﬁ;, n,)|m(5,)

o
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Vypo&et Riemannova integralu Transformace dvojného a trojného integralu

Dosazenim dostavame
S (& mm(Dy) &~ ST F(x(&L i), y (& i) [det g (€, mi) Im(Di)

+n— o0

ff f(x,y) dx dy ffo(x(u

$n— o0

v),y(u,v))|detg’| du dv

NejobtiZngjsi technicka zaleZitost je dokdzat, Ze ,~" mezi sumami prejde
v limit& na rovnost mezi integraly. Lze to dokdzat podobné jako pro
jednorozmérny integral pomoci Lagrangeovy véty o stfedni hodnot&. O

V.
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Vypo&et Riemannova integralu Transformace dvojného a trojného integralu

P¥iklad 9
Vypotlitejte obsah mnoZiny

M : x?+y? <2x,y > 0.

Py <ox = (x—1)2+y*<,

B | x=pcosp pe(0,2cosy] B
m(M)—/dedy— Y= psing e [0,/ J(p,p)=p#0

w/2 p2cosp w/2 4-C052(p
Z//pdsodpz/ / pdpdwz/ > d
D 0 0 0

7r/21+cos2go T
=2 —dp ==
/0 2 L
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ARSIt M NIV ENNIVERTNIIIEI VI  Transformace dvojného a trojného integrélu

Transformace v E? do poldrnich soufadnic je ddna

X = pCos @,

y =psing,

[—7,7]) je odchylka od kladné poloosy x v kladném smyslu.

J(psp) =

cosp —psingp
sin ¢ pcosgp‘ p70 < p70
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kde p € [0,00) je vzdalenost od potatku (polomér) a ¢ € [0,27] (pop¥.
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Vypotet Riemannova integralu Transformace dvojného a trojného integralu

P¥iklad 10
Vypodlitejte obsah mnoZiny

M={xyl€R*: (x —1)2+y?>-1>0,(x —2)? +y? -4 <0}.

p € [0,7/2],
p € [2cosp,4cos p]

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza
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Vypo&et Riemannova integralu Transformace dvojného a trojného integralu

Poznamka

Obsah obrazce v polarnich soufadnicich
a)n=1P=1 o P2 () dop (aproximace kruhovou vyseti),
b) n =2, pomoci dvojného integrdlu snadno odvodime

w2 rp(e)
P:// dxdy://pdpdgo:/ / pdp de
M D 1 JO

©2 2 0(p) 1 ©2
=/ [g] dp = 2/ P(p) dp.
P1 0 P1

Volba transformace pro n = 1 byla dana funkci, pro n =2,3,... je dana
tvarem mnoZziny, pfes kterou integrujeme.

Poznamka

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 81 /251

Vypo&et Riemannova integralu Transformace dvojného a trojného integralu

Transformace v E3

@ valcové (cylindrické) soufadnice

x=pcosp,y =psinp,z=2,  J(p,p,z)=p,

kde p € [0, 00) je vzdalenost od osy z (polomé&r valce) a ¢ € [0, 27]
(pop¥. [—m, 7]) je odchylka od kladné poloosy x v kladném smyslu
v rovin&€ rovnobézné s rovinou xy.

o sférické (kulové) soutadnice
x = pcospsind,y = psinpsind, z = pcos?d, J(p,,V) = —p®sin1

kde p € [0, 00) je vzdélenost od po&atku (polomé&r koule), ¢ € [0, 27]
(pop¥. [, 7]) je odchylka od kladné poloosy x v projekci do roviny
xy (rovina z =0) a ¥ € [0, 7] je odchylka od kladné poloosy z.
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ARSIt M NIV ENNIVERTNIIIEI VI  Transformace dvojného a trojného integrélu

Véta 20 (O transformace trojného integralu)

Necht M C [E2 je oteviend mnoZina v prostoru (u,v,w), g je prosté
zobrazeni na M do prostoru (x, y,z) dané funkcemi x = x(u, v, w),

y =y(u,v,w), z=z(u,v,w), které maji na M spojité parcidlni derivace
prvniho ¥adu. Necht J(u,v,w) # O je ohrani¢ené na M. Necht M a g(M)
Jsou méFitelné a funkce f je spojitd a ohraniena na g(M). Pak plati

/// f(x,y,z) dx dy dz
&(M)

= ///M f(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)) - |J(u,v,w)| du dv dw.

v
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Transformace v E” do hypersférickych soufadnic

Xy = pcospsintysinty---sind,_3zsind,_o,
X = psinpsindysindy -« -sind,_3sind,_»,

X3 = pcosvysinty---sind,_3sind,_o,

Xp—1 = pcosVp_3zsin,_o,

Xp = pcosP,_o,

kde p € [0,00), ¢ € [0,27] (pop¥. [-7,7]) a¥; € [0,7],i=1,...,n—2.

J(p,p,01,...,0n-2) = (—1)”p”_1 sindysin®vYy---sin® 29, _»

n

2_ 2
E Xp =P
i=1
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Poznamka

@ p € [0,00) je vzdélenost od potatku,

¢ € ]0,27] (pop¥. [—m, 7]) je odchylka privodite projekce daného
bodu do roviny xix ... x,—1 (rovina x, = 0) od kladné poloosy xi,

U2 € [0, 7] je odchylka privodite daného bodu od kladné poloosy
Xn1

Yp—3 € [0, 7] je odchylka privodite projekce daného bodu do roviny
xpn = 0 od kladné poloosy x,_1,

Up—a € [0, 7] je odchylka privodite projekce daného bodu do roviny
Xp = 0 promitnuté do roviny x,_1 od kladné poloosy x,_o,
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Nevlastni integral z neohraniéené funkce

UvaZzujme funkci f definovanou na neprazdné mnozing Q C R2.

Definice 6

Bod A € Q se nazyva singularni bod funkce f, jestlize f neni ohranitend
na zadné mnozin& tvaru Q N O(A), kde O(A) je libovolné kruhové okolf
bodu A.

ProtoZe bod A nemiize byt izolovanym bodem mnoZiny Q, jsou mozné dva
pripady. Bud' je A vnitfnim bodem mnoZiny 2, nebo je jejim hromadnym
hrani¢nim bodem; v druhém p¥ipad& nemusi A leZet v mnoZin& €.
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Poznamka

@ Samozfejmé existuje celd ¥ada dalSich €asto pouZivanych transformaci
(nap¥. zobecn&né sférické pro elipsoidy) a snadno lze dle tvaru
mnoZiny vytvorit transformaci ,na miru”.

e Uvedené vzorce pro transformace nejsou jediné mozné, (hyper)sférické
soufadnice (a tedy i polarni) Ize pouZit i nap¥. takto

X1 = pcos cos vy costdp - cost,_3cos,_o,
Xo = psinpcosvy cosvly - - - cos¥y_3cosVy_o,

x3 = psintycosvy---cos¥,_3cosV,_o,

Xp—1 = psin¥p_3cosIp_o,

Xp = psin¥,_o,

kde J(p,©,91,...,9,_2) = p" L costy cos? 1y - - - cos" 29, _s.
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Definice 7

Rekneme, e posloupnost omezenych mnoZin {M,}, M, CR?2 n€N, se
smrstuje k bodu A, jestliZe

© Bod A je vnitinim bodem kazdé z mnoZin M,,.
@ Plati lim,_o d(M,) = 0.

o Cislo d(M) = sup{p(X,Y): X,Y € M} je prim& mnoziny M C R?,
pFitom p je eukleidovskd metrika v R?.
@ MnoZiny M, nemusi byt souvislé.

@ Posloupnost mnozin M, nemusi byt monotdénni vzhledem k inkluzi.

Pfredpoklad 1

Funkce f je integrovatelnd na ka?dé mno%iné Q ~. M, kde M C R? je
libovolnd mé&Fitelnd mnoZina obsahujici A ve svém vnitiku. (Z tohoto
predpokladu plyne, Ze mnoZina 2 je m&Fitelna.)
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Definice 8

Necht funkce f je definovana na omezené mnozing Q ~ {A},Q C R?, kde
A je singularni bod funkce f spliiujici Pfedpoklad 1. Rekneme, %e neviastni
integrdl z funkce f konverguje na mnoziné €, jestlize existuje &islo K € R

takové, Ze
lim // f(x,y)dxdy = K
n—o0o Q\Mn

pro libovolnou posloupnost méfitelnych mnoZzin {M,} smr&tujicich se k

bodu A. Pak piseme
// f(x,y)dxdy = K.
Q

V opalném ptipadé, tj. pokud takové &islo neexistuje, fikdme, Ze nevlastni
integral z funkce f na mnoZzin& Q diverguje.
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Diikaz.

Podle p¥edpokladu je funkce f integrovatelnd na €, tedy existuje
konstanta k takovd, Ze |f(x,y)| < k pro kazdé [x,y] € Q. Dale pro kazdé
n € N plati rovnost Q \ (2 ~ M,) = QN M,. Jelikoz d(M,) — 0 pro

n — oo, bude m(M,) — 0 pro n — co. Protoze mnoziny Q N M, jsou
mé&¥itelné a QN M, C M,, dostaneme

0 < m(QnNM,) <m(M,),

tedy m(2N M,) — 0 pro n — co. Odtud ihned

'//Q F(x, y) dxdy — //Q\M" f(x,y)dxdy' _ '//an F(x,y) dxdy‘ <

§// \f(x,y)|dxdy§// kdxdy = k-m(QNM,)—0
QNM, QNM,

pro n — oo, coz dokazuje tvrzeni. O

o
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Lemma 3

Necht funkce f je integrovatelnd na méritelné mnoZin& Q C R?. Necht
posloupnost méFitelnych mnoZin {M,} se smrstuje k bodu A € Q. Pak

plati
lim // f(x,y)dxdy = // f(x,y)dxdy.
n=oo J JQM, Q

Pokud tedy pouZijeme postup pro nevlastni integral na vlastni integral,
dostaneme spravny vysledek.

Poznamka
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Véta 21

Necht funkce f, g jsou definované na omezené mnoZin& Q ~. {A},Q C R?,
a A je jejich spole¢ny singularni bod. Necht obé& funkce splriuji
Predpoklad 1. JestliZe nevlastni integraly

J[ ety [[ aty)axay

konverguji a o, B jsou libovolné konstanty, pak konverguje také integral
[Jq [af(x,y) + Bg(x,y)] dxdy (pokud je viibec nevlastni) a plati

//Q [af(x,y) + Bg(x,y)] dxdy

:a//Q f(x,y)dxdy+ﬁ//§2g(x,y)dxdy.
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Vypo&et Riemannova integralu

Nevlastni vicerozm&rné integraly

Dukaz.

Necht {M,} je libovolnd posloupnost mé&fitelnych mnoZin, kterd se
smrétuje k bodu A. Podle predpokladii plati rovnosti

lim // f(x,y)dxdy:// f(x,y)dxdy
n=00 J JQ\ M, Q
lim // g(X,y)dxdyz// g(x,y)dxdy.
n=oo JJoM, Q

Z linearity vlastniho integralu vzhledem k integrandu plyne, Ze

//Q\Mn [af(x,y) + Bg(x,y)] dxdy

- a//Q\Mn f(x,y) dxdy + ﬁ//Q\Mn g(x, y) dxdy.
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Nevlastni vicerozm&rné integraly

Véta 22

Necht je nezdpornd funkce f definovand na omezené mnoZiné&
Q ~ {A},Q C R?, kde A je singuldrni bod funkce f splfiujici Predpoklad 1.

Pak je nevlastni integral
// f(x,y)dxdy
Q

konvergentni pravé tehdy, kdyZ existuje posloupnost méfitelnych mnoZin
{M,} smrstujici se k bodu A takovd, Ze &iselnd posloupnost majici &leny

// f(x,y)dxdy, neN,
Q~M,

je ohrani¢ena.

Diikaz.
Viz skripta. ]

v
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Vypo&et Riemannova integralu

Nevlastni vicerozm&rné integraly

Odtud limitnim pfechodem pro n — oo dostdvame

lim //Q\Mn [af(x,y) + Bg(x,y)] dxdy

:oz//Qf(x,y)dxdy+ﬁ//ﬂg(x,y)dxdy.

Pokud je [[, [af(x,y) + Bg(x,y)] dxdy nevlastni, znamen3 to podle
Definice 8, Ze je konvergentni, protoZe posloupnost {M,} byla libovoln3,

a Ze plati rovnost (3). Vzhledem k Lemmatu 3 je tato rovnost platna

i v pfipadé, Ze je zminény integral vlastni. O

v
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Nevlastni vicerozm&rné integraly

Dusledek 2

Necht je nezdpornd funkce f definovand na omezené mnoZiné

Q~ {A},Q C R?, kde A je singularni bod funkce f spliiujici Predpoklad 1.
Bud {K,}5°, posloupnost kruhii se stfedy v bod& A a poloméry r,,
pFi¢emZ posloupnost {r,} je klesajici a r, — 0 pro n — oco. Pak je intergdl

//Q f(x,y)dxdy

konvergentni pravé tehdy, kdyZ je posloupnost

// f(x,y)dxdy, neN
Q- K,

ohrani&end.

(© Petr Hasil (MUNI)

Matematicka analyza 97 /251




Vypo&et Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Priklad 11

Necht M C R? je m&Fitelnd mnoZina, A = [xo, yo] je jeji vnittni bod a a je
realné &islo. Ozna¢me

r= \/(X—Xo)2+(y—YO)2-

DokaZte, Ze nevlastni integral
dxdy
m ¢

konverguje pro 0 < o < 2 a diverguje o > 2 (pro o < 0 jde o vlastni
integral).
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Tedy x = xg + pcos,y = yo + psing,J = p. MnoZina K \ K, je
obrazem obdélniku L, = [1/n, R] x [0, 27]. Vyjde

dxdy dpd 2 kR
[ R i A W
K K, T L, P 0 1/n

_a7R
_ 2m [gz_a}l/n = 22_—7ra(R2_°‘ —n*"2)  proa#2,
27T[Inp]f/n =27(InR + Inn) pro a = 2.

Odtud je vidét, Ze pro 0 < a < 2 je

) // dxdy 27R?*@
lim =
n—o0 KK, re 2 —«

dxd
lim // XY _ .
n—o00 KK, re
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Vypo&et Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Bod A je pro a > 0 zfejmé singuldrnim bodem integrandu 1/r®, protoze
1/r* — oo pro [x, y] = [x0, yo]-

Diky aditivité vlastniho integralu vzhledem k integraénimu oboru, Ize
mnoZinu M pfi vySetfovdni konvergence nahradit kruhem K se stfedem A
o dostate¢n& malém poloméru R > 0. (Mdze se tak zmé&nit hodnota, ale
nikoli konvergence/divergence.)

Oznatme K, kruh se sttedem v A a polomé&rem 1/n, n € N. Posloupnost
{K,} se smrdtuje k singuldrnimu bodu A a pro kazdé n > ng, kde
no = |1/R|+1, je K, C K. Vypotitdme integraly

dxd
// xay’ n > ng.
KK, T

ProtoZe mnozina K \ K, je mezikruZi se stfedem v bod& A s polomé&ry 1/n
a R, pouZijeme transformaci, kterd je sloZenim transformace do polarnich
soufadnic a posunuti o vektor (xo, yo).
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ProtoZe integrand je kladna funkce, podle Disledku 2 integral konverguje
pravé pro 0 < o < 2. Na obrazcich je horni a dolni hranice télesa
omezeného shora grafem funkce 1/r® a zdola rovinou z = 0 na mezikruzi
KNKsproa=1lxg=w=3aR=2.

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 101 /251




Vypo&et Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Pozndmka
Analogicky Ize dokazat zobecnéni vysledku z ptedchoziho pt¥ikladu.

Necht M C R" je mé&Fitelnd mnoZina, A = [y1,...,yn] je jeji vnitfni bod a
a je redlné &islo. Oznatme r = \/(x1 — y1)2 + -+ + (xo — yn)?. Pak
nevlastni integral [ - [}, & dxi - dx, konverguje pro 0 < o < n a
diverguje pro a > n (pro o < 0 jde o vlastni integral).

P¥i vypoltu pouzijeme sférické soutadnice. Je-li specidlné€ M = K, kde K
je n-rozmé&rna koule se stfedem v bodé A a polomérem R > 0, vyjde pro
a < n konvergentni integradl s hodnotou

1 R—« nt+1 n
ol Zdxg e dx, = ol 3]
/ /M S ey o [T

(Pro n =1 polozime (—1)!! =1.)

Vzorec plati i pro a < 0, kdy jde o vlastni integral.
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Lemma 4

Necht je funkce f definovand na omezené mnoZin& Q ~. {A},Q C R?, kde
A je singularni bod funkce f spliiujici Pfedpoklad 1. JestliZe nevlastni

integral
[ 176 )1 axey
Q

konverguje, konverguje i integral

// f(x,y)dxdy.
Q
Diikaz.

Polozme g = |f| — f. Pak plati 0 < g < 2|f| na §. Ze srovnavaciho

kritéria (V&ta 23) a predpokladu, Ze integrdl [[q|f(x,y)|dxdy konverguje,
plyne, Ze rovn&Z integrél [, g(x,y)dxdy konverguje. Protoze f = |f| — g,
vyplyvé z Véty 21, Ze integrédl [, f(x,y)dxdy je konvergentni. O

v
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Véta 23 (Srovnavaci kritérium)

Necht jsou nezdporné funkce f, g definované na omezené mnoZiné
Q~ {A},Q C R?, a A je jejich spole&ny singularni bod. Necht obé& funkce
spliiuji Pfedpoklad 1. PFedpokladejme, Ze plati f(x,y) < g(x,y) pro kaZdé
[x,y] € Q.
Q JestliZe integral [, g(x,y)dxdy konverguje, konverguje i integral
ffﬂ f(x,y)dxdy.
Q JestliZe integral [, f(x,y)dxdy diverguje, diverguje i integral
fo g(x,y)dxdy.
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Véta 24

Necht funkce f, g jsou definované na omezené mnoZin& Q ~. {A},Q C R?,
a A je jejich spole¢ny singuldrni bod a necht obé& spliiuji Predpoklad 1.
PFedpokladejme, Ze funkce g je nezdpornd, |f(x,y)| < g(x,y) pro kaZdé
[x,y] € Q~ {A} aintegrdl [[, g(x,y)dxdy je konvergentni. Pak je
konvergentni i integral [ [, f(x,y)dxdy.

Diikaz.
Tvrzeni plyne z V&ty 23 a Lemmatu 4. O
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Definice 9

Nevlastni integral na neomezené mnoziné

Rekneme, Ze nevlastni integrdl [Jq f(x,y)dxdy konverguje absolutng,
jestlize konverguje integrdl [[q|f(x,y)|dxdy.

Pro kazdé r > 0 oznatme K(r) kruh se stfedem v po&dtku a polom&rem r.

Véta 25 Definice 10
Necht funkce f je definovand na omezené mnoZin& Q ~. {A},Q C R?, kde Bud Q C R? neomezend mnoZina. Rekneme, ¥e posloupnost omezenych
A je singularni bod funkce f spliiujici Pfedpoklad 1. Jestlize nevlastni mno%in {M,}, M, C R? n € N, vylerpava mnoZinu 0, jestlize
integral fo f(x,y)dxdy konverguje, pak konverguje i integral © Plati M, C Q pro ka¥dé n € N.
@ Ke kazdému r > 0 existuje m € N tak, Ze pro kazdé n > m plati
J[rtxeiaxcy. QN K(r) C M,

@ Mnoziny M, nemusi byt souvislé.

Tedy vSechny konvergentni integrdly jsou absolutné konvergentni. @ Posloupnost mnoZin M,, nemusi byt monoténni vzhledem k inkluzi.
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Definice 11

Necht funkce f je definovand na neomezené mnoziné Q C R? a spliiuje
P¥edpoklad 2. Rekneme, Ze nevlastni integral z funkce f konverguje na

- . . . vy . mnoZzin& €, jestlize existuje &islo K € R takové, Ze
UvaZujme funkci f definovanou na neomezené mnozin& Q C R2. O funkci ] )

f u€inime nasledujici pfedpoklad. ]
lim // f(x,y)dxdy = K
Predpoklad 2 n—=o0 | [,
Funkce f je integrovatelnd na kazdé (omezené) méfitelné mnozingé M C Q. pro libovolnou posloupnost méfitelnych mnoZin {M,}, kterd vyterpdva

mnozinu . Pak pieme

//Q f(x,y)dxdy = K.

V opaéném p¥ipadé, tj. pokud takové &islo neexistuje, fikdme, Ze nevlastni
integral z funkce f na mnoZzin& Q diverguje.
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P¥iklad 12
UkaZte, Ze nevlastni integral

[ st + yhdxdy, 2= {ley € B2 ixz 0.y 2 0,
Q

diverguje.

Najdeme dvé& vy&erpavajici posloupnosti {K,} a {M,} takové, Ze

lim // sin(x? + y?)dxdy # lim // sin(x? + y?) dxdy.
n—oo Kn n—o0 Mn

Tim bude dokazano, Ze dany integral diverguje.
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Oproti tomu

lim // sin(x?+y?) dxdy = lim // (sin x? cos y?+4cos x? sin y?) dxdy
a—0o0 ., a—0o0 Ma

a a a a
= lim (/ sin x2 dx/ cos y? dy>+ lim (/ cos x> dx/ sin y? dy)
a—oo 0 0 a—o0 0 0
[ee] [e.e] T
2/ sin x? dx/ cosx? dx = —,
0 0 4

protoZe pro Fresnelovy integraly plati (nap¥. pomoci metod komplexni

analyzy)
[ee] oo
V2
/ sin x? dx :/ cosx? dx = —F.
0 0 4

P¥itom posloupnosti {K,},{M,}, kde n € N, jsou posloupnosti mnoZin
vylerpavajici Q.
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Oznatme

Kr = {[x,y] € R?: x> + y> < R? x > 0,y > 0},
M, ={[x,y] e R?®:0<x<a0<y<a}

pro R > 0, a > 0. Pak transformaci do polarnich soufadnic dostaneme

7/2 rR
// sin(x? + y?)dxdy = / / psin p® dp dop
Kr 0 0

Y s
2 2 |, ¢4 ’

tedy limita limp_,oo ffKR sin(x? 4 y?) dxdy neexistuje.
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Nyni je moZné prenést na tento typ nevlastniho integralu v8echna tvrzeni
z predchozi sekce. Zejména plati, Ze kaZdy integral konverguje absolutné.
(Duikazy jsou témé&F analogické.)

Priklad 13

Necht M C R? je vn&jéek otevieného kruhu se stfedem v bod& [x, yo] a
polom&em R > 0 a « je redlné &islo. Oznatme

r= \/(X*Xo)er(yf}/o);

DokaZte, Ze nevlastni integral
// dxdy
Mo

konverguje pro a > 2 a diverguje pro a < 2.
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Vypolet bude podobny jako v p¥ikladu 11.

Oznatme K, mezikruZi se stfedem v bod& A = [xg, yo], vnit¥nim
polomé&rem R a vn&jsim polom&em n,n € N, n > ng, kde np = |R] + 1.
Posloupnost {K,,} zfejm& vyZerpavd mnozinu M.

dxd
// Xy, n > ng.
ro

ProtoZze mnoZina K, je mezikruZim se stfedem v bod& A s poloméry R a n,
pouZijeme transformaci, kterd je sloZzenim transformace do poldrnich
soufadnic a posunuti o vektor (xg, yo). Tedy

Vypolitame integraly

X =x0+pcosp, y=yo+psing, J=p.

MnoZina K, je obrazem obdélniku L, = [R, n] x [0, 27].
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Vypo&et Riemannova integralu Integraly zavislé na parametru

UvaZujme pfFirozena &isla p, g a ozname jejich soudet p + g = k. Déle
uvaZujme funkci k prom&nnych f: R — R
f(Xla e aXp7y17 e 7Yq) = f(X,y)

Necht A C RP a B C RY jsou m&Fitelné mnoziny a necht je funkce 7(-,y)
integrovatelnd na A. Definujme funkci g: B — R jako

dWZAﬂ&wW~

Poznamka

ProtoZe predchozi tvrzeni formulovana pro integral v R? Ize analogicky
dokazat i pro integraly v R¥, k € N, budeme se na tato tvrzeni odvolavat
ve smyslu jejich zobecn&ni v RX.
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Vypo&et Riemannova integralu Nevlastni vicerozm&rné integraly

Dostaneme

dxd dpd 2m "
A T A
n T L, P 0 R

27 [g:j}; =2 ("% — R*™®)  pro a # 2,

27[lnp]p =27(Inn—InR) pro a = 2.

Odtud je vidét, Ze pro a > 2 je

) // dxdy 2wR?~“
lim =
n—oo | Jk. re a—2

. // dxdy
lim =00
n—o00 K, r&

aproa<?je

ProtoZe integrand 1/r® je kladna funkce, podle analogie Duisledku 2
integral konverguje pravé pro o > 2.
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Vypotet Riemannova integralu Integraly zavislé na parametru

Véta 26

Necht je f spojitd na A x B, kde A a B jsou kompaktni méFitelné
mnoZiny. Potom je funkce g spojitd na mnoziné B, tj.

lim /f(x,y) dx:/ [Iim f(x,y)} dx.
Y—=Yo J A A LY7Yo

Poznamka
ProtoZe plati
@ Spojity obraz kompaktni mnoZiny je kompaktni mnoZina. (Spojité
zobrazeni mezi metrickymi prostory.)

@ Je-li dand mnoZina v metrickém prostoru kompaktni, pak je uzavfend
a ohranicena.

je funkce f ohraniend a vzhledem k VE&t&€ 11 je integrovatelnd. Tedy
funkce g je zavedena korektné.
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Vypo&et Riemannova integralu Integraly zavislé na parametru

Dukaz.

Nejprve vyfesme p¥ipad m(A) = 0. Potom dle V&ty 10 je g(y) =0Vy € B
a tvrzeni trividlné plati.
Nyni necht m(A) > 0 a yo € B je libovolny bod a € > 0 je libovolné &islo.

Dale oznaéme -

2m(A)’
ProtoZe f je spojitd na kompaktni mnoziné A x B, je zde spojita
stejnomérné, tj. k & > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze

£ =

[f(x1,y1) — f(x2,¥2)| < &

pro kazdé (x1,y1), (x2,¥2) € A x B splitujici p((xl,yl), (xz,yz)) < 0.
Tento fakt pouZijeme spolu s linearitou integralu vzhledem k funkci (Véta
7), monotonii vzhledem k funkci (Véta 12) a integrdlu absolutni hodnoty
(Véta 13).
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Vypo&et Riemannova integralu Integraly zavislé na parametru

Véta 27

Necht A C RP je kompaktni méfitelnd mnoZina a necht je funkce f spojitd
na mnoZing A x [a, b] a md na této mnoziné& spojitou parcidlni derivaci
podle posledni promé&nné. Pak m3 funkce g: [a, b] — R,

gly) = /A f(x,y) dx,

na intervalu [a, b] spojitou derivaci a plati

g'(y) = /A 81‘(6);)/) dx.
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Vypo&et Riemannova integralu Integraly zavislé na parametru

Pro libovolné y € B spliujici p(y,yo) < d plati

6) - a0) = | [ f(xy) dx~ [ 7leyo) ox
= ‘/Af(x,y) — f(x,y0) dx

< /A 1£(x,y) — F(x,yo)| dx

§/€dx€m(A)€<6,
A 2

tedy funkce g je v yo spojita. O

v
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Vypotet Riemannova integralu Integraly zavislé na parametru

Diikaz.

Necht y € [a, b] je libovolné. Zaved me funkci ¢: A x [, d],
0 = min{b—y,y — a}, jako

f(x’y+h)7f(x’)/) h # 0
(P(Xy h) = {8f(x,y) " h=0

dy
Tato funkce je spojitd, protoze Of /Oy je spojitd. Dle Vé&ty 26 je spojitd i
funkce

W(h) = /Aap(x, h) dx, :[-9,d] — R,

.
. [ [ Of(x,y)
’lgoi/)(h)—//qillﬂwow(x, h) dx—/Aay dx.
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Vypo&et Riemannova integralu Integraly zavislé na parametru

Tedy
/ sly+h—s8ly) _ /f(x,y+h)—f(x,y)
g(y)_iI,Lno h _ilrino A h dx
o o _ [ 9f(xy)
= I!gnO/Ago(x, h) dx = Alnow(h) = /A dy dx.

Funkce g ma tedy v y derivaci, jejiz spojitost na [a, b] plyne z Véty 26 a ze
spojitosti Of /Oy na A x [a, b]. O

v
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Vypo&et Riemannova integralu Integraly zavislé na parametru

Véta 29

Necht je f spojitd na mnoZin& (a, b) x (c,d) C R? a md zde spojitou
parcidlni derivaci podle druhé proménné. Dile necht o, jsou funkce
definované na intervalu (c, d), maji na ném derivaci a splfiuji

a<e(y)<b, a<i(y)<b, Vye/(cd).

Pak mad funkce
¥(y)
)= [ i) dx giled SR
derivaci na (c, d) a plati

YY) 9f (x
g0)= [ et 1(00) ) ) = o)) )
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Vypo&et Riemannova integralu Integraly zavislé na parametru

Véta 28
Necht je f spojitd na métitelné mnoZiné A x B, kde A a B jsou méitelné.
Pak plati
/ [/ f(x,y) dx] dy:/ {/ f(x,y) dy] dx.
B L/A AlL/JB
Diikaz.

Spojitost funkce f zaji$tuje integrovatelnost f(-,y) na A Vy € B a
integrovatelnost f(x,-) na B Vx € A. Tvrzeni pak dokdZeme pomoci
Fubiniovy véty. O

v
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Vypo&et Riemannova integralu Integraly zavislé na parametru

Dukaz.
Zavedeme funkci

Fru) = [ fxy) dx Fi(edP >R
potom podle Véty 27

oF Y Of(x,y)
8y—/u dy dx

a s vyuZitim véty o derivaci integralu jako funkce horni meze mame

OF OF
a—_f(uﬂ), E_f(vvy)
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Vypo&et Riemannova integralu Integraly zavislé na parametru

Tedy funkce m3 spojité parcidlni derivace a podle véty o derivaci sloZené

funkce dostavame

oF ou ov /" of(x,y)
u

EANNY SRSy -l TRY) d4x — F(u, y)u + (v, y)V,
dy v+ 8y+ 3y dy X (u,y)u' + f(v,y)v

coz potvrzuje, vzhledem k g(y) = F(y, p(y), ¥(y)), tvrzeni véty. O

v
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Vypo&et Riemannova integralu Eulerova Gamma funkce

@ Nyni uvaZujme integral floo |e~t t*~1| dt. Opét pouZijeme limitni
srovndvaci kritérium pro jednoduché nevlastni integraly. Porovnavat
budeme s floo ;12 dt o kterém vime, Ze konverguje. Tedy

ettt . —t x+1 . —t Intxtl
lim T = lime 't = lim e te
t—00 7 t—o00 t—roo
) _¢ (%)
= Jim extDnt—t g o
t—00

Tedy I'(x) skute¢n& absolutn& konverguje Vx > 0.

« . . I'Hosp. ,
(x) Protoze lim,_,o+ tulnu = lim,_,q+ '”T“ =" 0, mdme

u

lim [(x+1)|nt—t] =

t—o00

_ 1 +
t—E,U—>0

1 1

= lim [(x+1)|n—}
u—0+ u u

—(x+1lulhu—-1

u—07t u

—0Q.
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Vypo&et Riemannova integralu Eulerova Gamma funkce

P¥iklad 14
DokaZte, Ze integral

(x) :/ e Tl dt
0

konverguje absolutné pro kazdé x > 0.

Rozdé&lme integraéni obor na dvé &asti napt. &islem 1.

@ Pro x € [1,00) integral fol et *~1 dt neni nevlastni.
@ Pro x € (0,1) pouzijeme limitni srovnavaci kritérium pro jednoduché
nevlastni integrély. UvaZujme &islo 6 € (0, x) a potitejme

U L il DT
lim 21— im et = 0 < o0,
t—0+t tlﬁ t—0+

ProtoZe nevlastni integral fol t% dt konverguje pro ao < 1 a mame
1—0 < 1, konverguje i integral fol |e=t t*~1| dt.
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Vypotet Riemannova integralu Eulerova Gamma funkce

Priklad 15

DokaZte, Ze pro kazdé x > 0, n € Ny plati

F(x+n+1) =T0) [J(x+ 1) (4)
i=0

Budeme postupovat indukci.
@ Pro n = 0 snadno spoditame

u=t< u=xt*"1

v = et

r(x+1):/ e 't dt=
0
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Vypo&et Riemannova integralu Eulerova Gamma funkce

e Nyni predpoklddejme platnost (4) a proved me indukéni krok

o0
r(x+n+2)=/ e txttl gt
0

u=ttrtl = (x+n+ 1)

t V= et

v =e"

0

Poznamka
Protoze

plyne z p¥ikladu 15 vztah

r(n)=(n—1),

e}
= — [ttt et]oo+/ (x+n+1)e " " dt = (x+n+1)[(x+n+1).
0

V.
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Vypo&et Riemannova integralu Eulerova Gamma funkce
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Vypo&et Riemannova integralu Eulerova Gamma funkce

Definice 12

Eulerovu Gamma funkci definujeme jako

Jole el dt, x>0,

0
M(x) =
M(x—|x])
X(X+1).).(.(xiLXJ—1)’ x € (_OO’ 0) N Z.
Pozndamka
o Tedy D(I') =R~ {0,-1,-2,...}.
@ Gamma funkci Ize definovat pro libovolné komplexni &islo mimo
{0,-1,-2,...}.
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Vypo&et Riemannova integralu Eulerova Gamma funkce

Véta 30
Pro kazdé x € D(I'),n € N plati
F(x) =T(x—n) [J(x— ). (5)
i=1
Diikaz.
Pro x > 0 plyne z p¥ikladu 15 vztah I'(x + 1) = x['(x), ktery je dle
definice 12 platny i pro x € (—1,0) (|x] = —1). Pro x < —1 mame
Mx+1—|x+1])
r 1) =
) = st - xF 1= 1)
Mx = [x])
O R o) puy pop e s S
Vztah (5) ziskdme indukci. O
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Vypo&et Riemannova integralu Eulerova Gamma funkce

Poznamka

Diky Vé&té 30 staci znat hodnotu '(x) pro x € (0,1] a pro jakékoli jiné
(redIné) x € D(I") hodnotu snadno dopocitdme.

Poznamka

Casto se miZeme setkat i s Eulerovou Beta funkci

1 X
B(XJ’):/O tx_l(lt)y_ldtzw, x>0,y >0.
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Vypo&et Riemannova integralu Eulerova Gamma funkce

Pr¥iklad 17
Vypotitejte

bez pouZiti funkce B(x,y).

5 o0 _X2 22
1< = dx - ey dy = Y dx dy
0
]polarnlsour]—/ /2eppdg0dp— / e”2pdp

12T ot _ Tty T
_yp_t|_4/0 dt 4[ ety 7

NS

tedy skute¢né | =
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Vypo&et Riemannova integralu Eulerova Gamma funkce

P¥iklad 16
Pomoci funkce B(x,y) vypotitejte

o0 2
/ e X dx.
0

Snadno spot&itame
Wl iy L,
r(1) 2’2 0o Vt(l—1)

us .
. 2 2sinucosu
:’t:sm u’: —— du=m.
sin U cos u

Tedy dostdvame
& 2 © U 1 1
e X dX:X2:u:/ du:/ w2t du
/o | | 0o 2/u 2 Jo
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Vypo&et Riemannova integralu Eulerova Gamma funkce

Dal3i vlastnosti funkce I'(x)

o lim, o+ r( ) =00, lim,_o- r(X) = —°0.

@ limy_oo %}3‘/27’ =1 (Stirlingdv vzorec) = n!l ~ \/ﬂ(g)n
pro velka n.

o UTU) — [ (et p1In"¢) dt pro x > 0.

r(3+n) =250 (3) = (2n21)||ﬁa n€N.

M(3—n) =g (3) = getyvm neN.
Frx)r(—x)= sin(7r71'x)7 x & 7.
. a mnohem vic.
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OVVCNATIYEII  KFivkovy integrdl prvniho druhu (KI ze skaldrni funkce)

Definice 13
Necht ¢(t),(t) jsou spojité na [a, 3]. Pak mnoZinu

C={lx,y] €E*: x = (t),y = ¥(t), t € [, B}

nazyvdme spojitou kFivkou a rovnice x = ¢(t),y = 1(t) nazyvame
parametrické rovnice.

Definice 14

K¥ivka C s parametrickym vyjadienim x = o(t),y = ¢(t) se nazyva
hladka, jestlize ¢, 1) maji spojité derivace na [«, 3] a v kazdém ty € [, (]
je alesponi jedna z nich nenulova, tj.

¢?(to) +¥(to) > 0, Vito € [a, B.

K¥ivka C se nazyvéd po &dstech hladkd, jestlize C = |Ji_; C;, kde C; jsou
hladké kFivky.

o
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[NGLCNATNSEIM  Krivkovy integral prvniho druhu (KI ze skalarni funkce)

Poznamka

e Kfivka je spojity obraz kompaktniho intervalu do R"(E"). Definujici
zobrazeni se nazyvd parametrizace kFivky, napt.

®(t) = (‘Pl(t)ﬂOZ(t)?‘”?(Pn(t))a t € [a, b

Pokud ®(a) = ®(b), mluvime o uzavrené kfivce.

Pokud je ® na [a, b] prosté, mluvime o oblouku. (K¥ivka nikde
neprotind sama sebe.)

Pokud je ® prosté na [a, b) a ®(a) = ®(b), mluvime o Jordanové
kFivce. (Spojity a prosty obraz kruZnice.)

Oblouk a Jordanova k¥ivka jsou jednoduché kFivky.

Jordanova k¥ivka v rovin& (pop¥. na plose) rozd&luje tuto rovinu na
dv& &asti — vnitfek (omezend &ast) a vné&jSek (neomezend &ast).

o KaZda kfivka ma nekone¢né mnoho riznych parametrizaci.

GOVCMATIYIEII  KFivkovy integral prvniho druhu (KI ze skaldrni funkce)

Priklad 18

y=Va’>—x?xe€[-a,a

parametrizace
@ x =acost,y =asint,t € [0,7],

e x=ty=va>—t>te[-aa

Priklad 19

Yy = f(X)7X € [‘97 b] — X= So(t)ay = ¢(t)7 te [0451

— napt. x =t,y = f(t),t € [a, b],
“ @ F 0=y =19(pTH(x),x € [p(a) p(B)]
(Napt. S = ff P(t)|¢'(t)| dt ... pokitd se p¥imo z parametrickych rovnic.)

v
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[NGLCNAINSEIM  Krivkovy integral prvniho druhu (KI ze skaldrni funkce)

Poznamka

(i) J;'f(x) dx
© déleni intervalu [a, b]
@ dolni a horni sou¢ty — aproximace obdélniky
@ limitni pFechod
@ V1) vdechna déleni — sup a inf dolnich a hornich souttd
e V2) {D,} nulova posl. — limita posloupnosti integrélnich sou&td

(ii) fc f(x,y) d¢
@ déleni k¥ivky C
@ aproximace obdélniky
© limitni pfechod (V2)
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OVVCNATIYEII  KFivkovy integrdl prvniho druhu (KI ze skaldrni funkce)

Definice 15

Necht C je po &astech hladka rovinnd k¥ivka a f(x,y) je omezend funkce
definovana na C.

@ Délenim kFivky rozumime konecnou posloupnost bodi
D = {Ao,A1,...,Apn}, oblouky (A;j_1,A;) nazyvdme délici intervaly
d&leni D, délku oblouku (A;j_1,A;) ozna&ime Al;.

e Cislo v(D) = maxg<j<n Al; nazyvdame norma délent.
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GOVCMATIYIEII  KFivkovy integral prvniho druhu (KI ze skaldrni funkce)

Vztah mezi kfivkovym a Riemannovym integrdlem

a) Cix=p(t),y = (t),t € [, 6] = db = \/2(6) + 92(F) dt

B
[y de= [ teto. vy + o) ae

b) C:y=y(x),x €[a,b] = dl = /14 y?(x) dx

b
/ F(x,y) df = / F(xy (YT + y2(x) dx
C a
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[NGLCNATNSEIM  Krivkovy integral prvniho druhu (KI ze skalarni funkce)

Na kazdém oblouku (A;_1,A;) zvolme bod &;,i =1,..., n, libovoln&
(volba reprezentantil). Utvofm& integrdini soucet vyb&r reprezentantti K
a déleni D

S(D,f,K)=>_ f(&)Al.
i=1

Necht {D,} je nulova posloupnost dé&leni (tj. lim, o v(D,) = 0). Ma&-li
integralni soucet limitu L (L < oo) pro nulovou posloupnost déleni a tato
limita nezavisi na vyb&ru reprezentantil, nazyva se L kFivkovy integral
prvniho druhu funkce f na k¥ivce C a znadime jej

/Cf(x,y) d¢ = L.
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[NGLCNATNSEIM  Krivkovy integral prvniho druhu (KI ze skalarni funkce)

Vlastnosti kfivkového integrdlu jsou analogické vlastnostem Riemannova
integrdlu (plyne to z konstrukce)

@ Pro a,f € R plati

/C [af(x,y) + 5g(x,y)] dl = a/c f(x,y) d¢+ B/Cg(x,y) dv.

@ Je-li kfivka C uréena obloukem AB, pak pro libovolné K lezici na AB
plati

/AB f(x,y) dﬁz/AK f(x,y) dg+/KB F(x,y) dt.
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OVVCNATIYEII  KFivkovy integrdl prvniho druhu (KI ze skaldrni funkce)

Priklad 20
Vypottéte [(x —y) d/, kde

C:x*+y?’=ax, a>0.

Méme (x — %)2 +y? = (%)2 tedy parametrizujeme jako

x—g:gcost, dx:—gsintdt,
y = gsin t, t €[0,2n], dy = gcost dt.

Tedy df = \/¢2 + 2 dt = \/1—2 sin? t + %2 cos? t dt = § dt, proto

2w
a a a a
—y)dt = (f = t—f't)fdt
/C(x y) /0 5 T ocost—osint) o
a2 @ a’rm

:I[t+sint+cost]0 :ZZWZT.
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GOVCMATIYIEII  KFivkovy integral prvniho druhu (KI ze skaldrni funkce)

Priklad 22
Vypottéte (asteroida)

I:/ (x4/3+y4/3) d/, C:x2/3+y2/3:az/3, a>0.
C

X =acos’ t, dx = (—3acos’ tsin t) dt,

y =asin’t, t € [0,27], dy = (3asin2tcost) dt.

Tedy d¢ = 3a|cos tsin t| dt, proto

2T
| = a4/3/ (cos* t +sin* t) 3a|cos tsin t| dt
0

/2 /2
—12a"/3 / cos5tsintdt+/ sin® tcost dt
0 0

=233 [— cos® t] 3/2 + 257/3 [sin6 t] 3/2 = 437/3,
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OVVCNATIYIEI  KFivkovy integrdl prvniho druhu (KI ze skaldrni funkce)

Priklad 21

Vypottéte [-(x + y?) dl, kde C je lsetka mezi body
A=[2,-1],B=1[L3].

x =2—t,
y=-1+4t, te]0,1],

dx = — dt,
dy = 4 dt.

Tedy df = /1416 dt = V17 dt, proto

1
/(x+y2) dé:/ (2—t+1-8t+16t%) V17 dt
C 0

2 391 2
:\/ﬁ[3t9t2+16t] _ B

3], 6
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GVVCMATIYIEII  KFivkovy integrél prvniho druhu (KI ze skaldrni funkce)

Obr.: cos® tsin t Obr.: sin® tcos t
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VVONATIYIEII  KFivkovy integrdl druhého druhu (KI z vektorového pole)

M&jme dvojici funkci P(x,y), Q(x,y) a zobrazeni
FRP =R [x,y] = [P(x,y), Q(x, )],

F se nazyva vektorova funkce.

Necht C je po &astech hladka k¥ivka v rovin&. Necht je na této k¥ivce
definovano uplné usporadani jejich bodl, tomuto usporadani se ¥ika
orientace kFivky.

JestliZe je k¥ivka jednoduchd (sama sebe neprotind), je orientace dana
usporadanim libovolné dvojice bodi. Je-li kfivka uzavfena, je orientace
ddna uspo¥adanim trojice bodi. (Orientace = smé&r pohybu po kFivce.)
Necht To,..., T, € C je d&leni kfivky C, T; = [x;,yi],i =0,...,n.
Déle necht [&;,m;] € T; Ti11 (oblouk k¥ivky mezi body

Ti, Tix1,i=0,...,n—1).

Oznatme K, = {[&,ni],i =0,...,n—1}, Do ={To,..., Tp} a v(Dy)
délku nejdelsiho oblouku k¥ivky C uréeného délenim D,,.
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KF¥ivkovy integral KF¥ivkovy integrdl druhého druhu (KI z vektorového pole)
Necht x = ¢(t),y = 9(t), t € [a, B] je parametrické vyjdd¥eni orientované
kfivky C a < je usporadani na kfivce dané jeji orientaci. Rekneme, Ze toto
parametrické vyjad¥eni je souhlasné, jestlize pro t; < tp je

[p(t1), ()] < [p(t2), P(22)].

Podobné& nazveme toto parametrické vyjad¥eni nesouhlasné (opacné),
jestlize pro t; < tr je

[p(t1), o(t1)] = [p(t2), ¥(82)]-

Priklad 23
‘ C je &ast kruznice x* + y?> = 1 v prvnim kvad-
N rantu, orientovand ve sméru hodinovych rudiéek.
: Parametrizace x = cost,y =sint,t € [0,7/2] je
o nesouhlasnd, protoZe kdyz zvétSujeme t, pohybu-
jeme se proti sméru hodinovych rucicek.
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[GGLCNATNSEII  Krivkovy integral druhého druhu (KI z vektorového pole)

Vytvofme soulet

n—1
P(Dn, Fr Kn) = [P (& mi) (e — xi) + Q&1 mi) (yie1 — vi)]-
i=0

P¥edpokladejme, Ze existuje kone¢na limita

l D, F.K,) =L
u(Dlnn)Lo 90( )

a tato limita nezdvisi na vybéru reprezentantl K, ptislusejicich déleni D,.

Pf¥edpokladejme, Ze potadi délicich bodid Ty, ..., T, je souhlasné s
orientaci k¥ivky (T; — T;y1). Pak definujeme

/ P(x,y) dx + Q(x,y) dy = L.
C
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Kf¥ivkovy integral KF¥ivkovy integral druhého druhu (KI z vektorového pole)

P¥evod na Riemanniv integral

/CP(X,y) dx + Q(x,y) dy

B
== [ [PLel0) ()5 (8) + QUee) v (1) o,

kde znaménko je ddno parametrizaci, tj. plus je-li souhlasna s orientaci
kfivky a minus je-li nesouhlasna.
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VVONATIYIEII  KFivkovy integrdl druhého druhu (KI z vektorového pole)

Poznamka (Spojitost vs. hladkost)

jsou-li ¢, 1) spojité, pak je C spojita kFivka.

Peanova kfivka (viz také Hilbertova k¥ivka) pokryje cely jednotkovy
Ctverec, tj. [0,1] — [0,1] x [0, 1].

BETEIETES
f;\\/izi %E;2§£E§ §§§§%§§§ §§§§§§§§ ‘&
SRR

(Hladka kfivka = v kazdém bod& Ize sestrojit te€nu.)

BRFEIE
SERER
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IGVVCNATIYIEII  KFivkovy integrdl druhého druhu (KI z vektorového pole)

P¥iklad 24
UvaZujme asteroidu s parametrizaci

x(t) = acos® t,

y(t) = asin®t,
a>0, t €[0,2n].

ProtoZe
X'(t) = —3acos’ tsint, y'(t) =3asin’tcost,
tedy
/ ' T 3
x'(t)) =0 A y'(to) =0 pro ty € 0,5,71', 577,277 ,

je zfejmé, Ze asteroida neni hladkd (je po &astech hladka, jednoduchd

a uzavfenad).
) )
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IVCONATIYIEI  KFivkovy integrdl druhého druhu (KI z vektorového pole)

0.6 -~
0.4+
-
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KF¥ivkovy integral KF¥ivkovy integral druhého druhu (KI z vektorového pole)

Priklad 25
K¥ivka

—t2 t<0
xzso(r)z{tz D, yeu()=£ teR

ma ¢'(0) =0, ¥/(0) = 0, tedy neni hladkd na Z4dném intervalu
obsahujicim nulu. (Jde o y = |x|.)

Poznamka
o [Y(Py' +Qy') dt, Po' + Qu' = (F, 1), kde £ = (¢, ¢').

—

e Jiny zépis [~ P(x,y) dx+ Q(x,y) dy = [, F - d? (skaldrni sougin).

V.
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VVONATIYIEII  KFivkovy integrdl druhého druhu (KI z vektorového pole)

Vztah mezi integrdlem prvniho a druhého druhu

_ | Cix=g(t),y = ¢(1)
/CP(Xa}/) dx + Q(x,y) dy = t € [o, B], souhlasné

B
= / [P(p. )¢ + Qp,¥)¢'] dt = | hladk4 kFivka |
= ’ P ¢ Q Y’ 2 2 g
—/a (Wﬂﬁ)\/ﬁ*' (%WW P+ dt

= /C [P(x,y) cosv(x,y) + Q(x,y) sinv(x, y)] dt,

kde y(x, y) je dhel, ktery svird te¢na ke k¥ivce v bod& [x, y] s kladnou
poloosou x.
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IGVVCNATIYIEII  KFivkovy integrdl druhého druhu (KI z vektorového pole)

Priklad 26
Vydislete

/ (x* = 2xy) dx + (2xy + y?) dy,
C

kde C je oblouk paraboly z bodu [0, 0] do bodu [1,1].

Zskladni parametrizace x = t,y = t?,t € [0, 1], je souhlasn& orientovani,
takze

1
/(x2—2xy) dx+(2xy+y?) dy = +/ (t2—2t-t3)- 14+ (2t-t>+t*)-2t dt
c 0
1141
3 2 5 3 30
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IVCONATIYIEI  KFivkovy integrdl druhého druhu (KI z vektorového pole)

Véta 31
Pro pocitani kfivkového integralu druhého druhu plati obvyklé vztahy.

Zejména

/C ([0P1(x, ¥) + BPa(x, y)] dx + [aQu(x, ) + BQa(x, y)] dy)
= a/c Pi(x,y) dx + Qi(x,y) dy

+5/CP2(X,y) dx + @Qa(x, y) dy,

C:C1UC2:>fCde+Qdy:fCIde—l—Qdy—i—fcdex—i—Qdy.
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KF¥ivkovy integral Greenova v&ta a nezavislost na integra&ni cesté

Pozndmka
K¥ivkovy integrdl po uzavfené kfivce

C:x=o(t),y =v(t), t €[, f], ola)=p(B),v(a)=1(s),

budeme znatit

f{C P(x,y) dx + Q(x,y) dy.
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KFivkovy integral Greenova véta a nezdvislost na integra&ni cest&

Definice 16

Rekneme, e mnozina G C R? (popt. R3) je

@ (obloukovité) souvisld, jestlize libovolné dva body v ni Ize spojit
obloukem, ktery leZi cely v G,

@ oblast, jestliZze je otevfena a souvisla,

@ jednoduse souvisld oblast, jestlize je to oblast, ve které |ze kazdou
jednoduchou uzavfenou k¥ivku stdhnout do bodu bez opusténi
mnoziny G.

Poznamka

Mno¥ina G C R? je jednoduse souvisld oblast, pokud je G otev¥ena,
souvisla (libovolné dva body lze spojit lomenou &arou, kterd leZzi v G) a s
kaZdou uzavfenou k¥ivkou leZi v G i vnitfek této k¥ivky.

(Lze definovat i vicendsobng souvislou oblast.)

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 167 / 251

KF¥ivkovy integral Greenova v&ta a nezavislost na integrani cest&

Diikaz.

Nejprve uvazme p¥ipady, kdy kfivka C je k¥ivoary obdélnik popsany na
nasledujicich obrazcich.

Obr.: P¥ipad 1,) Obr.: P¥ipad 1)
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KF¥ivkovy integral Greenova véta a nezdvislost na integra&ni cest&

Véta 32 (Greenova véta)

Necht G je jednoduse souvisld oblast v roviné, C je uzavFend, kladné
orientovand (proti sméru hod. ru¢i¢ek) k¥ivka v G. Dale necht funkce
P.Q,Py,,Qx: G — R jsou na uzavéru mnoZiny G spojité. Pak plati

ﬁP(X,y) dx + Q(va) dy://D[QX(X,y)—Py(X,y)] dx dy,

kde D je ¢ast mnoZiny G omezena kFivkou C.
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KF¥ivkovy integral Greenova v&ta a nezavislost na integra&ni cesté

1,) Dle Fubiniho v&ty ihned dostaneme

b rh(x)
// [— Py(x,y)] dx dy Y] —/ / Py(x,y) dy dx
D a Jg(x)

b
- / [P(x, h(x)) — P(x,g(x))] dx

a protoze

7§CP(x,y) dx = (/KL+/LM+/MN+/NK) P(x,y) dx
b

_ / " P(x, g(x)) dx — / P(x, h(x)) dx,

a

//D [— Py(x,y)} dx dy = fc P(x,y) dx.

V.
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KF¥ivkovy integral Greenova véta a nezdvislost na integra&ni cest& KF¥ivkovy integral Greenova véta a nezdvislost na integra&ni cest&

V predchozim vypo&tu jsme pouZili

2) Je-li k¥ivka C trojihelnik, plati oba vzorce soutasné, tj.

L b
/P(x,y) dxz}xzt,yzg(t)\zf P(t. g(1)) dt,
K a

M deXjLQdy:/ (Q«— Py) dx dy.
/LP(xy dx = |x = b,y = t,t € [g(b), h(b)], dx = 0| =0, C D

3) Je-li C ,obecnd" k¥ivka, pak na kazdy trojdhelnik aplikujeme

N
/ P(x,y) dx = }x =t y= / dt, Greenovu vétu. Kdyz jdeme s po¢tem vrcholi mnohothelniku
MK k nekoneénu, tak mnohouhelnik l1épe vykryva vnitfek k¥ivky, tedy
/ P(x,y) dx = }x =a,y=tte[g(a),h(a)], dx = O’ 0. integral pres mnohothelnik se blizi integralu ptes vnitfek kFivky.
N A obdobné (viz konstrukce kFivkového integralu) se integral pres

: bvod hotihelniku blizi k integrélu pres C.
1,) Zcela analogicky zjistime, %e obvod mnohothelniku blizi k integrdlu ptes

J[[ @txn axdy = § Qe o
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KF¥ivkovy integral Greenova v&ta a nezavislost na integrani cest& KF¥ivkovy integral Greenova v&ta a nezavislost na integrani cesté

Dusledek 3

Necht A C R? je uzaviend a méFitelnd mnoZina, kterd je v R?> omezend
kFivkou C. Pak plati

1
m(A) = f(—y dx + x dy),
2 Jc
kde C je orientovand v kladném smyslu. )
T Diikaz.
a: b 1 [Green] 1
~ ¢ (—ydx+xdy) = = (1+1)dxdy= 1 dx dy = m(A)
2 Jc 2./ /A A
O

v
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KFivkovy integral Greenova véta a nezdvislost na integra&ni cest&

Priklad 27

Vypoltéte miru vysele z elipsy :—i + )1;—2 =1 (a, b > 0) v prvnim kvadrantu
omezené polopfimkami y = kix, y = kox, 0 < ki < ko.

y=K,x

Oznalme t; = arctg k1 a tp = arctg ko.
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KF¥ivkovy integral Greenova v&ta a nezavislost na integrani cest&

Definice 17
Necht G je souvisld oblast v rovin& a body A, B € G.

o Rekneme, Ze k¥ivkovy integral Jc P(x,y) dx + Q(x,y) dy nezévisi na
integracni cesté mezi body A, B, pokud

/ de—l—Qdyz/ Pdx+ Q dy
C1 C2

pro libovolnou dvojici po &astech hladkych k¥ivek spojujicich body
A, B.

o Rekneme, 7e k¥ivkovy integral Jc P(x,y) dx + Q(x,y) dy nezévisi na
integracni cesté v G, pokud nezdvisi na integraéni cesté mezi

libovolnymi dvéma body z G.
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KF¥ivkovy integral Greenova véta a nezdvislost na integra&ni cest&

Poc&itame postupné pro jednotlivé &asti, nejprve

/ —y dx+x dy =
G

podobné& i fc3 —y dx+xdy =0.

x=1t,dx = dt
y = kit, dy = ky dt

X1
' :/ (—kyt dt+tky dt) =0,
0

x =acost, dx = —asint dt
/ —ydx+xdy=| y=bsint, dy = bcost dt
= t € [t1, t2], souhl. orient.

[%]
= / [ — bsint(—asint) dt + acost bcost dt]
t1

%)
= / absin®t + abcos® t dt = ab(t, — t1),
t-

1

tedy

1

1
m(A) = > fc —ydx+xdy = §ab(t2 — t).
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Kf¥ivkovy integral Greenova v&ta a nezavislost na integrani cesté

Véta 33

Necht G je jednoduse souvisld oblast v rovin&, funkce P, Q, P,, Qx jsou
spojité na G. Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni.

(i) Integrél [~ P dx + Q dy nezdvisi na integracni cesté v G.

(ii) Plati §- P dx + Q dy = 0 pro libovolnou zavFenou, po &dstech
hladkou ktivku v G.

(iii) Wyraz P dx + Q dy je totdinim diferencialem né&jaké kmenové
funkce H.

(iv) V G plati P, = Qx.
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KFivkovy integral Greenova véta a nezdvislost na integra&ni cest&

Dukaz.

(iii) < (iv) | je zndmo z diferencidlniho pottu v R2.
(1) = (i)
Mime [ = [c + [c, kde
Jowm et e e
A A—B C1 A—B C2

tedy e, == Jo, = Jc =0

(Opa&nou implikaci nap¥. sporem.)

© Petr Hasil (MUNI)

Matematicka analyza 179 /251

KF¥ivkovy integral Greenova v&ta a nezavislost na integrani cest&

(i) = (iii) | Necht A = [xo, yo] € G je libovolny a definujeme funkci

[x.y]
H(X,y)z/A P(x,y) dx + Q(x, y) dy,

coz je kfivkovy integral p¥es libovolnou po &astech hladkou kFivku
zatinajici v A a kontici v B = [x, y|. Diky platnosti (i) je H je definovano
korektn&. Ov&Fme, Ze jde o poZadovanou kmenovou funkci. JestliZe to tvar
G dovoluje, vyuZijme pro ovéfeni Hy = P kfivku (lomenou &aru, viz
obrazek vlevo) [xo, yo] = [x0,¥] — [x,y] a pro ové&feni H, = Q k¥ivku
[X07y0] - [Xa.yO] - [X,_)/]-

boyittxyl *[x.y]

A A
A=[X,,Y.] > xyd  A=[X,yd I

Jinak budeme postupovat dle obrazku vpravo.

v
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KF¥ivkovy integral Greenova véta a nezdvislost na integra&ni cest&

(iif) = (i) | Necht A,B € G a necht C = {x = ¢(t),y = ¢¥(t),t € [o, 8]}
spojuje souhlasné body A, B. Pak

/CP(X,y) dx + Q(x,y) dy
B
=/ [P(e(t),0(1))¢'(t) + Q(p(t), (t))y'(t)] dt
= | podle ptedpokladu Hy = P, H, = Q |
B
— [ 1o s+ Hy (o 0] de
B d
= [ SHEue) ¢
= H(p(B),¥(B)) — H(p(a), ¥(a)) = H(B) — H(A).

Na k¥ivku, pfes kterou jsme integrovali, jsme nekladli Zadné dodateéné
poZadavky.

v
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KF¥ivkovy integral Greenova v&ta a nezavislost na integrani cesté

Nap¥. prvni vypocet je ndsledujici.

[x.¥]
8H_8[/ de+Qdy]
A

Ox  Ox

B [x0.¥] [xv]

= — / de—l—Qdy+/ Pdx+ Q dy
x| Jixouol [o.y]
0 y x

52| [ ety at [Py oe] =Py
Ox [ Jy, X0

2=0
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KFivkovy integral Greenova véta a nezdvislost na integra&ni cest&
Pozndmka
UvaZujme
-y X 2 2
P X, = 55> X, = 55 C X = 1,
(x,¥) 21y Q(x,y) 1y +y
tedy mame
Py = e &= 2 1 ,2)2 Py = Qx
(x*+y?) (x*+y?)

a parametrizaci k¥ivky x = cost,y =sint,t € [0, 27].

ale integrdl po uzav¥ené k¥ivce by mél byt roven nule — funkce P, @ nejsou
spojité v bod& [0, 0] (p¥iklad ukazuje, Ze predpoklad spojitosti funkci
P, Q, Py, Q« nelze vypustit).

27 :
-y X —sint . cost
dx+ d :/ —sint) + ——cost| dt = 2,
/([cx2+y2 x2 +y? Y 0 { 1 ( ) 1

v
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KF¥ivkovy integral Greenova v&ta a nezavislost na integrani cest&

@ Je-li 7(x,y) linedrni hustota v bod& [x, y], pak

’ funkce F ‘ integral z funkce F ‘
1 délka k¥ivky C
T(x,¥) hmotnost kfivky C (m)
y7(x,y) linedrni moment vzhl. k ose x (Uy)
x71(x,y) linedrni moment vzhl. k ose y (U,)
y27(x,y) | moment setrvaénosti vzhl. k ose x (Jx)
x27(x,y) | moment setrvagnosti vzhl. k ose y (J,)

e Soutadnice tezidté [xT, y7]:

U
y
XT = —=,

Ux
Ye=—.
m
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KF¥ivkovy integral Greenova véta a nezdvislost na integra&ni cest&

K¥ivkovy integral prvniho druhu

e Krivkovy integrél prvniho druhu [ F(x,y)ds = obsah svislé plochy
mezi funkci F(x,y) a k¥fivkou C (v rovin& xy).

o Kf¥ivkovy integral prvniho druhu nezavisi na orientaci k¥ivky.

@ Je-li kfivka C uzavfend, piseme

%C F(x,y)ds.

@ Ma-li kfivka C parametrické vyjadfeni

C:{Xzﬂd
y=19(1), telaf]

pak

B
/F&JNSZ/ Flo(8), 9(1))y/92(1) + w2(8)dt.
C @
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Kf¥ivkovy integral Greenova v&ta a nezavislost na integrani cesté

KF¥ivkovy integral druhého druhu

@ Na téleso pisobi sila

F(x,y) = (P(x,y), Q(x,y)) = P(x,y)7+ Q(x, y)7 a to se pohybuje
podél k¥ivky C dané polohovym vektorem 7 (prace vykonana silou F).

/ F(x,y)dr = / P(x, y)dx + Q(x, y)dy.
I C

o Kr¥ivkovy integral druhého druhu zavisi na orientaci k¥ivky.
@ Ma-li kfivka C parametrické vyjadfeni

C:{Xzﬂm
y=9(t), telaf]

pak

- B
[ Foxonar=+ [P0, 600 0) + Qete), wle)e' (o) ae.
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KFivkovy integral Greenova véta a nezdvislost na integra&ni cest&

o Je-li kfivka C uzav¥end, piseme

]{ ﬁ(x, y)dr
C

= prace vykonana silou F pfi pfemisténi télesa po uzav¥ené kfivce C
= cirkulace vektorového pole po kfivce C.

@ Tok vektorového pole kfivkou C (pouZijeme normélovou slozku):

tA—QUJMX+PUJN%
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KF¥ivkovy integral Kf¥ivkovy integral v prostoru

K¥ivkovy integral 1. druhu

UvaZujme fC G(x,y,z) d¢, kde C je prostorova k¥ivka s parametrizaci
X = ‘P(t)7y = w(t)72 = X(t)7 te [OCMB]' Pak

B
[ txy.2yde= [ Gloe) (e a0 + (e (02 .

Priklad 28
Vypottéte délku jednoho zavitu Sroubovice

x=cost, y=sint, z=t, te]l0,2n]

27 27
L:/ dl = \/sin21‘+cos2t+12 dt:/ V2 dt = 21v/2.
c 0 0
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KF¥ivkovy integral Greenova véta a nezdvislost na integra&ni cest&

o Plati:

Integral nezdvisi na integralni cesté.
Lze zavést potencidlni energii.
(Existuje kmenovd funkce = — potencial.)
Integral po kazdé uzav¥ené kfivce = 0.
Rotace vektorového pole = 0.
Integral zavisi jen na po¢dte¢nim a koncovém bodé a je roven
©(B) — ¢(A), kde A je potatetni bod, B je koncovy bod a ¢ je
kmenova funkce.
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Kf¥ivkovy integral Kf¥ivkovy integral v prostoru

K¥ivkovy integral 2. druhu

UvaZujme vektorovou funkci

—

F(Xayaz) = (Pv Qa R) = (P(va’z)’ Q(X,y,Z), R(X,y,Z)),
potom

—

[1P0y,2) @5+ Qeoy.2) dy 4 Rixy,2) aa) = [ Fo i
< C

x=@(t),y =9U(t),z = x(t),t € [a,ﬁ]'

8
=i/[ﬂ%wm¢+m%mMW+m%mdet

B
- / (P Q. R), (¢, ¥/, \)) dt,
@ — —
F t

kde t je te¢ny vektor ke k¥ivce C.
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KFivkovy integral KF¥ivkovy integral v prostoru

Véta 34

KFivkovy integral fc Pdx+ Q dy + R dz, kde P, Q,R: R3 = R jsou
spojité a maji spojité parcidini derivace Py, P;, Qy, @z, R, R, v R3,
nezavisi na integraéni cesté v R® pravé tehdy, kdyZ

(i) Plati §- P dx+ Q dy + R dz = 0 pres libovolnou uzavienou kFivku C.

(i) Wyraz P dx + Q dy + R dz je (totalnim) diferencidlem né&jaké
kmenové funkce H, tj. H, = P,H, = Q,H, = R.

(iil) Plati P, = R, Py = Qu, Q. = R,.
(Podminky jsou ekvivalentni.)
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KF¥ivkovy integral Kf¥ivkovy integral v prostoru
Priklad 29
Necht
P(x.y,z) = Qx,y,2) =

(X2+y2+22)3/27 (X2 +y2+22)3/2’

-z

(X2 + y2 + 22)3/2’

Rozhodnéte, zda je toto pole konzervativni. Pokud ano, uréete jeho
potencial.

R(x,y,z) =

z— (x2 + y2 4 22)3 (X2 y2 4 2252 X
Ové&fime zbyvajici podminky a najdeme kmenovou funkci

1

(Laplacetiv operator AH = Hy + H,, + H,, = 0.)
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H(x,y,z) =

KF¥ivkovy integral KF¥ivkovy integral v prostoru

Definice 18
Necht

F(x,y,2) = (P(x,y,2), Q(x,y,2), R(x, v, 2)).

Rekneme, Ze vektorové pole F je konzervativni (potencialové), pokud vyraz
Pdx+ Qdy+ R dz

je (totdlnim) diferencidlem n&jaké kmenové funkce H. Funkce —H se
nazyva potencial konzervativniho vektorového pole.
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Kf¥ivkovy integral Kf¥ivkovy integral v prostoru

P¥iklad 30

[27272]
= / y22% dx + 2xyz3 dy + 3xy?z% dz =7

P=H.=y2" = H=x?2+C(y,2),
H, = 2xyz> + Gy, H, = 3xy%2*> + C,

porovname s
QRQ=H = 2xyz>, R = H, = 3xy?z°.

Celkem C, =0,C, =0= C(y,z) = c, tedy

=(2-4-8)—(1-1-1)=63.

[1,1,1]
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Plony integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Plo3ny integral prvniho druhu (ze skaldrni funkce)

@ Necht S je plocha v prostoru a bod o soufadnicich [x, y, z] na této
plode ma hustotu p(x,y, z). Pak [[s p(x,y,z) dS je hmotnost plochy.

e Je-li p(x,y, z) bodovy elektricky naboj, pak [[s p(x,y,z) dS je ndboj
plochy S.

o Je-lip=1, pak m(S) = [[s dS.

Plosny integral z vektorové funkce

Necht ﬁ(x,y,z) = (P(x,y,2), Q(x,y,2),R(x,y,2)) a S je plocha v R3.
Potom [[¢ P dy dz+ Q dx dz + R dx dy pFedstavuje tok vektoru F
plochou S. Mdme [[s F - dS, kde dS =7 - dS a #/ je normélovy vektor
k ploge S.
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Plosny integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Necht S je plocha, kterd je grafem funkce
z="f(xy), [xyle MCR%

Vezmeme sit ¥adu n v R?, ta vytvo¥ pokryti mnoZiny M, tj.

m
M={]Df,
i=1
které pFirozenym zplsobem vytvaFi pokryti S = [Jio; 57, kde

57 =A{lxy. 2] [x,yl € DI,z = f(x,y)},

nebot [&;,ni] € DI = [&i,mi, F(&i,mi)] € SP. Predpoklddejme, Ze funkce f
ma spojité parcialni derivace fy, f,, (je diferencovatelnd, Ize sestrojit te¢nou
rovinu).
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Plogny integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Plocha S je grafem funkce dvou proménnych
S={[x,y,z] : [x,y] e M C R?, z = f(x,y)},

napt. S = {[x,y,z] : x>+ y? < 1,z = /1 — x2 — y2} je horni polokoule o

poloméru r = 1.

Te&nd rovina v bodé& [xo, yo, f(x0, Y0)] je
z — f(x0, ¥0) = (X0, ¥0)(x — x0) + £, (x0, o) (¥ — y0);

tedy normalovy vektor je n'= £(f(xo0, y0), f, (X0, ¥0), —1).
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Plogny integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Necht 7; je te¢nd rovina k S v bod& [&;,m;, F(&, mi)]-

Ozna&me §,~ ~rovnob&znik”, ktery je primétem D na 7;. Vezmé&me rovinu
7:z=ax+ by + c v R3 (bez ijmy na obecnosti a pro nage ti¢ely ¢ = 0).
Necht ¢ je rovnob&Znik v 7, jehoZ priimé&tem do podstavné roviny je
¢tverec [0, 1] x [0, 1]. Bodu [1, 0] odpovida bod [1,0, a] a bodu [0, 1] bod
[0,1, b]. Tedy plocha rovnob&zniku ¢ je

Po:\/1+a2-\/1+b2-\/1—cos2a,

cos o — (<(1,0,a)7(07 1, b)>)
Vit a2 -vV1i+b2)’

tedy

14 a%)(1+ b?)
= /(L + )L+ b?) 262 = V11 22 1 B2,
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2 K2
Poz\/1+a2.¢1+b2-\/1—( b




Plony integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Rovnice te¢né roviny k S v bod& [&;, n;, T (&, ni)] Je
fF(&ivmi) = £(&iymi)(x = &) + £,(&imi)(y — mi)-
Plocha na te¢né roving, jejiz primé&t do podstavné roviny je D/, je
W1+ £2(Em) + (6 m) - m(D}).

Je-li sit vytvérejici pokryti mnoziny M dostate¢n& jemnd, sou&et mér ploch
na te&nych rovinach je pfiblizn& roven mi¥e plochy S.

Zavedeme normu déleni plochy S. Pokryti D" mnoziny M vytva¥i pokryti
S! plochy S, necht d(S”) je pramér dilku S tak, jak byl prim& mnoZiny
definovan v teorii metrickych prostord, tj.

(P,p),AC P:d(A)= Slqupp(al,ag).

Norma d&leni v = maxi<j<m d(S/"). Pfedpoklddame, Ze funkce f ma na M
spojité parcidlni derivace fy, f,, tzn. D" je pokryti M ¥adu na n — oo, pak
v — 0. Vytvofime soutet -7 m(S” ) kde 5! jsou ,rovnob&zniky" na
te¢nych rovindch, jejichZ priiméty jsou D;.
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Plony integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Véta 35

Ma-li funkce f spojité parcidlni derivace f,, f, na omezené a jednoduse
souvislé mnoZiné M v R? a

S=A{lxy,z]: [x,¥] € M,z =1f(x,y)},

://M 1+ R200y) + 2 (x,y) dx dy://MHﬁ(x,y)H dx dy,

kde i je normalovy vektor M = £(f(x,y), f,(x,y),—1).

pak

Poznamka

Délka grafu funkce je £ = [ /1 + f"?(x) dx. P¥i parametrizaci
= p(t),y = ¢(t), t = (¢, ') mdme £ = [ /¢ + 12 dt.
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Plogny integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Definice 19

Jestlize existuje konetnd limita lim,_,o S°7, m(S") a nezévisi na vyb&ru
reprezentanti [£;,7;] € D, definujeme miru plochy S jako

()= i > (7).

i=1

Poznamka

ﬂmiﬂ)ﬂ%zw (6 m0) + (&) - m (D7)

i=1
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Plogny integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Priklad 31

:// \/1+22+22 dxdy
M
X2 y2
= 1
dxdy
VI—x2_ 2

27 1
— _ - 42 _
_/0 /Omdrdcp—ZT [ V1 r]0—27r
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X=rcosp,y = rsingo‘




Plony integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Necht M C R? je mno¥ina v rovin&, kterd je omezena uzav¥enou
jednoduchou kfivkou C (jednoduchd = neprotind sebe sama). Necht je
dano zobrazeni ®: M — R3 a toto zobrazeni je definovano trojici funkci
x=(u,v),y =¢(u,v),z=x(u,v).
Necht
5= o(M) = {lxy.al € B i x = plu )y = v(unv).2 = x(usv)

[u,v] € M},

pak ¥ekneme, Ze plocha S je kousek plochy parametricky zadany trojici
funkci ¢, 1, x a mnoZina

®(C) = {[X,y,z] ER3:x= o(u,v),y =9(u,v),z=x(u,v),[u,v] € C}

se nazyva kraj kousku plochy S.
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Plony integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Odvozeni vztahu pro normalovy vektor
parametricky zadaného kousku plochy

P¥edpokladejme, Ze funkce @, 1), x maji na M spojité parcidlni derivace a
hodnost matice
<90u Yy Xu>
v Yy Xv
je 2 pro kazdy bod [u, v] € M. Ozna&me

Xu Pu

/4(1.17 V) _ wu Xu Xv SOV

_wv Xv

7B(u7 V) =

-l

)

H(u,v) = \/A2(u, v) + B2(u,v) + C?(u,v).
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Plogny integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Poznamka

@ Je-li S graf funkce jako v p¥ikladu 31, pak mame
x=uy=v,z="f(u,v), tedy S je kousek plochy.

@ Vilcova parametrizace horni polokoule je

x=rcosp, y=rsing, z=+1-r2 rel0,1], ¢ €[0,2n].

@© Petr Hasil (MUNI)
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Plogny integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Definice 20

Rekneme, Ze kousek plochy S je hladky, pokud maji funkce ¢, 1), x spojité
parcidlni derivace a
H(u,v)#0 V[u,v] € M.

Poznamka

Yu Yy Xu o
H(u,v) #0 < h((pv by Xv>_2

Poznamka

Budeme uvaZzovat pouze dvoustranné plochy, tedy takové, u kterych lze
ur&it jednozna¢né jejich orientaci volbou normalového vektoru (to nelze
nap¥. u Mdobiova pdsu, ktery je jednostranny).

Plocha je neorientovatelnd, pokud na ni existuje uzavfena kfivka takova,
Ze normaélovy vektor n ptejde pfi spojitém pohybu po dané kfivce v opalny
vektor —n.

o
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FEER) gl Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Véta 36
Necht S je hladky kousek plochy a

x = p(u,v),y =¢(u,v), z= x(u, v)

parametriim u, v je

7= =+(A(u, v), B(u,v), C(u, v)).

Jje jeho parametrizace. Pak normalovy vektor k S v bodé& odpovidajicimu
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Plosny integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

V okoli bodu [u, v] tedy existuje inverzni zobrazeni k G
u="f(xy), v=aglxy).
Zvolme v okoli bodu [u, v] pFeparametrizovani
u=x, v=y, z=x(f(xy)8(xy))
s parcidlnimi derivacemi

Zx = Xufx + Xv8x, Zy = Xuf;/ + Xv8y-

Matematickd analyza
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Plosny integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Diikaz.
ProtoZe

Yu Yy Xu
h —2,
(Sov Py Xv>

je alespofi jeden z determinantd A(u, v), B(u, v), C(u, v) nenulovy. Pro
urditost predpokladejme, Ze

C(u,v) = ‘90” Vu # 0.

oy Yy

Potom pro x = SO(U, V)a.y = Q)[J(u, V)7 [U, V] £> [(,D(U, V)vﬂ’(“a V)] je C(U, V)
Jacobian zobrazeni G, tj.

Je = (i: ZC) , C(u,v) = det Jg(u, v) # 0.
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Plosny integral Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

ProtoZe Jg-1 = (Jg)~ !, mdme

(f;( gx):<90u Q;Zju>—1: 1 <'¢v _¢u>
fy 8y oy Py Clu,v) \~¢v @u )’

tedy
1 _ —Au,v)
Zx = m(quv Xku) = C(U, V) )
B 1 B —B(u,v)
Zy = C(u, V)( Xu$pv + XV(PU) - C(u, V)
a
. —-A -B
n= :l:(ZX7Zy7 _]‘) ==+ (T’ Ta _1> ~ :l:(Aa Bv C)
DJ
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FEER) gl Motivace, diferencidlni geometrie ploch v R3

Poznamka

o, = (‘Pua"/’quu)ad)v = (Sovﬂ/]vuXv) = (Du(ua V) X (DV(U, V) ==+

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 213 /251

Plosny integral Plogny integral prvniho a druhého druhu

Definice 22
Plosny integral druhého druhu

// P(x,y,z) dy dz+ Q(x,y,z) dx dz + R(x,y,z) dx dy
S

definujeme jako
lim <I—:<<p(£;,n;), D(&imi), X(fiaﬂi)):

i=1

ﬁ<§0(5i777i)7 V(&) X(fi,ﬂi)>>m(§i)’

pokud limita nezdvisi na vyb&ru reprezentanti [£;,n;] € D;.
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ISR Plogny integral prvniho a druhého druhu

Poznamka
m ~
m(S) = V(ID|Sn_>0 ; m(5;)

(Nezévisi na vyb&ru reprezentanti.) )
Definice 21
Plosny integral prvniho druhu

// G(x,y,z) dS

S
definujeme jako
m
i 2= Sl v n)m(S) = [[ 6(xer.2) es
pokud limita existuje a je nezavisla na vybéru &; a 7;. |
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Plosny integral Plogny integral prvniho a druhého druhu

Necht M je parametricky zadany kousek plochy,

S:x=p(u,v),y =v(u,v),z=x(u,v),[u,v] € M,

a G: S — R je integrovand funkce, pak

//SG(x,y,z) dS

://MG(go(u, v), ¥(u,v), x(u, v))\/Az(u, v) + B%(u,v) + C?(u, v) du dv.
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Plony integral Plogny integral prvniho a druhého druhu

Véta 37
Pro po¢itani plosného integralu prvniho druhu plati obvyklé vzorce,
zejména

e o, €R,G1,G: S — R potom

//S(aG1+ﬁG2)d5:a//5G1 d5~|—ﬁ//5G2dS,

@ S=5US5,5NS =0, potom

//GdSZ/ Gd5+/ G dS.
S S S
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Plony integral Plogny integral prvniho a druhého druhu

b) polarni (valcovd) parametrizace ‘x =rcosp,y =rsinp,z= r‘

Xr Yr 2Zr\ [ cOsg sinp 1
Xp Yo Zp) \—rsing rcosp 0)’

A(r,p) = —rcosp, B(r,p)=—rsinp, C(r,p)=r,

| = // (r2 cos? ¢ + r? sin? go)\/r2 cos2 ¢ + r2sin? p 4+ r2 drde
M

27 \f 13 T
= dy - 2-/r dr = —
/ [ rar=7

o : V2 V2 2
c) sférickd parametrizace | x = r cos poy =rsingz =

(kuZzelova plocha md ve sférickych soufadnicich rovnici ¥ = o)
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Plogny integral Plogny integral prvniho a druhého druhu

P¥iklad 32
I = [[s(x*+y?) dS =7, kde S je plast kuZele z = /x2 +y2,z € [0, 1]. J

a) kartézskad parametrizace plochy |[x = u,y = v,z = / u? + v2

2

2
| = 2 2 4 S ldud
//112+v2<1(u JrV)\/<\/u2+v2> +(\/u2+v2 Thdudy
:// (2 + V22 du dy = | U= 705¢ @ € [0, 27]
u?24v2<1

v=rsing rel0,1]
f 21 12 f A 1 .
= 2/ dgo/r -rdr=2r 2[] = —
0 0 41y V2
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Plogny integral Plogny integral prvniho a druhého druhu

Necht S je orientovany hladky kousek plochy s parametrizaci

S:x=p(u,v),y =9(u,v),z=x(u,v),[u,v] € M.

Tato parametrizace je souhlasnd, pokud normalovy vektor
(A(u, v), B(u, v), C(u, v)) je souhlasny s parametrizaci plochy S,
tj. ma stejny smér jako normalovy vektor uréeny orientaci.

Je-li (A(u,v), B(u, v), C(u,v)) opatny nez normalovy vektor uréeny
orientaci, pak jde o nesouhlasnou parametrizaci.
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Plony integral Plogny integral prvniho a druhého druhu

//P(x,y,z) dy dz+ Q(x,y,z) dx dz+ R(x,y,z) dx dy
S

— & [ [Pletu 001t ) Ay
QU ), (), () B, v)

+ R(e(u, v),¥(u,v), x(u, v)) C(u, v)} du dv

:t/x;<ﬁ@m¢gXL(A,B,C)>dudv

=[] Fewo (5 ) du
\HHH),

x|
g

ds

[

3

kde H = H(u,v) = VAZ + B2 + C2.
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Plony integral Plogny integral prvniho a druhého druhu

Analogicky [[s, =0a [[s, =0.
Sp:x=uy=v,z=1—u—v, tedy

10 -1 L
<01<4) = A=1,B=1C=1 #f=(1,1,1)

a orientace je tedy souhlasna.

DAQ(wv&+wﬂ—u—vy1+wl_u_”{0dum

1 1-u 1
:// (ov+v—uv—v>+u—uv?—uw)dvdu==
o Jo 8
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Plogny integral Plogny integral prvniho a druhého druhu

Priklad 33

[Jsxy dy dz + yz dx dz + xz dx dy =?, kde S je jednotkovy simplex
x=0,y=0,z=0,z=1— x — y orientovany ve sméru vné&jsi normaly.

“ S=5US5USUS,
S1: xe€[0,1], ye[0,1-x], z=0
Ss 52 parametrizace: x =u, y =v, z=20
y 1 00
51 (O 1 0> = (A7 Ba C) - (0707 1)

(nesouhlasnd orientace)
X

// xy dy dz 4 yz dx dz 4+ xz dx dy
S1

—/(u-v~0—|—v-0-0+u-0-1)dudv0
M
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Plogny integral Plogny integral prvniho a druhého druhu

Priklad 34

//Xdydz—i—ydxdz—i—zdxdy:?
S

kde S je kulova sféra x> + y? 4+ z% = 1 orientovana ve sm&ru vn&j&i
normaly.

Parametrizace x = 1-cospsind,y =1-sinpsind,z =1 cosv dava

—singsind  cosysind 0
cospcos® sinpcosy —sind)’

tedy
n=(— cos @ sin? ¥, —sin psin® 9, —sin? @ sin ¥ cos ¥ — cos> ¢ sin 9 cos V)
= (— cos @sin® 1, — sin psin? 19, — sin ¥ cos )

V=% =¢:0=(<0,<0,<0) orientace je nesouhlasnd, mi¥i v
1. oktantu dozadu dold, plocha je orientovana nahoru a ven.
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Plony integral Plogny integral prvniho a druhého druhu

| =— // [cospsin I(— cos @ sin® ¥) + sin g sin 9(— sin @ sin® 0)
S
+ cos ¥(—sin ¥ cos ¥)| dy dv

T 27
:/ / (cos2<psin319+sin2<psin379+sin19c05219) dy dv
0o Jo

:27r/ sin3 9 + sin¥ cos® ¥ dv = 4n
0
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Plo¥ny integral Gaussova—Ostrogradského a Stokesova véta

Greenova véta Yikala, Ze pro integral pres k¥ivku orientovanou kladné plati

7{de+Qdy://(QX—Py)dxdy.
C D

Definice 23
@ MnoZinu

V={[xy,zZ eR3: [x,y] € M,g(x,y) <z < h(x,y)},

nazyvdme jednoduchy (reguldrni, normdaini) obor vzhledem k ose z.
@ Analogicky definujeme jednoduché obory vzhledem k osdm x a y.

o Rekneme, ¥e mnozina V C R3 je jednoduchy obor v R3, pokud je
kone¢nym sjednocenim jednoduchych oborl vzhledem ke viem osdm
X,y,Z.
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Plony integral Plogny integral prvniho a druhého druhu

Poznamka

IJs F -7 dS, kde vektorové pole F mé sou¥adnice (x, y, z), tedy

- X y V4
n= 3 y
(\/X2+y2+22 \/X2+y2+22 \/X2+y2+22>

a (F, @) =x2+y2+ 22 =1 (na kouli), proto

//1d5:47rr2:|r:1]:47r.
S
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Priklad 35

Cty¥boky jehlan je jednoduchym oborem vzhledem ke v&am osdm
(simplex).

Véta 38

Necht V je jednoduchy obor vzhledem k ose z, S je plocha ohraniujici V
orientovand ve sméru vnéjsi normaly a funkce R: V — R je spojitd spolu
s parcidlni derivaci R, na mnoZin& V' (uzdvér V). Pak plati

//5 R(x,y,z) dx dy = ///\/ R.(x,y,z) dx dy dz.
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Diikaz.

Prava strana rovnosti je

///\/Rz(x,y,z) dxdydz[ani]//M [/h

(xy)
= //M [R(x,y, h(x,y)) — R(x, y(g(x,))] dx dy.

Levou stranu rozepiseme jako

// R(x,y,z) dx dy

S

:// R(x,y, z) dxdy+// R(x,y,z) dxdy—l—// R(x,y,z) dx dy.
S1 Y Sy S3

-~

dno plast viko

(x,y, )dz] dx dy
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Mame

// R(x,y,z) dx dy
S1

X=Uuy=Vv,z=g

(_gXa_gy,]-), nesouhl par // x,y,8(x,y)) dx dy,

[ Rocy.zyaxay =+ / R(x,y, h(x, ) dx dy.
S3 M

Dile ffs (x,y,z) dx dy = 0, protoZe pldst vdlce m3 st&ny rovnob&zné s

osou z a tok podel osy z neprochdzf do boku (F = (P, Q, R) = (0,0, R)).
Celkem tedy

/[5 R(x,y,z) dx dy
= ///\// R(x,y, h(x,y)) dx dy — //M R(x,y,g(x,y)) dx dy.

Plo¥ny integral Gaussova—Ostrogradského a Stokesova véta

Véta 39

Za predpokladii analogickym k pFedpokladim pFedchozi véty plati pro
jednoduché obory vzhledem k y, resp. x vztahy

// Q(x,y,z) dx dz = // Qy(x,y,z) dx dy dz,

S 12

// P(x,y,z) dy dz:/// Py(x,y,z) dx dy dz.
S 14

resp.
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Véta 40 (Gaussova—Ostrogradského véta)

Necht V je jednoduchy obor v R3, funkce P, Q,R: V — R jsou spojité na
V spolu s parcidlnimi derivacemi Py, Q,, R, a necht S je ohrani¢end
plocha ohraniCujici V' orientovand ve sméru vnéjsi normaly. Pak plati

// [P(x,y,z) dy dz+ Q(x,y,z) dx dz + R(x,y, z) dx dy]
S

/// Xya +Qy(X,y,Z)+RZ(X,y,Z)] dX dy dZ.
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Priklad 36

I://Xdydz+ydxdz+zdxdy:?
S

kde S : x2 4+ y2 + z2 =1, orientovana vng.

I:/// 3dxdydz:3-/// dx dy dz
x24+y2+22<1 x2+4y2+22<1

=3. §7rr |r=1|=4n
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Véta 41

Necht M C R? je jednoducha oblast omezend uzav¥enou kFivkou L. Necht
S je plocha v prostoru, kterd je grafem funkce z = f(x,y), f je spojitd na
M spolu s parcidlnimi derivacemi f, f,. Déle necht C je prostorovd kFivka
ohraniCujici’ S, tj. kFivka, jejiZ priimét do podstavné roviny z = 0 je
rovinng ktivka L, a pFedpokladejme, Ze kfivka C je souhlasné orientovana
s plochou S podle pravidla pravé ruky. Pak

fCP(x,y,z) dx = //5 [P.(x,y,z)n> — Py(x,y,2)n3] dS,

(dsz,/1+fx2+fy2dxdy>,

kde i = (n1, na, n3) je jednotkovy normdlovy vektor k plose S souhlasny
s jeji orientaci.

Matematicka analyza 237 /251

© Petr Hasil (MUNI)

Plogny integral Gaussova—Ostrogradského a Stokesova véta

Poznamka

Necht S ohrani¢uje V a je orientovand vné.
o SCR?= m(S)=14¢(—y dx+xdy).
o m(V) =1 [[s(xdy dz+y dx dz + z dx dy).
o Pro F=(P,Q,R) jedivF = P, + Qy + R, divergence vektorového
pole.
@ Vektorové pole je nezfidlové < div F =0.
@ Gaussovu—Ostrogradského vétu Ize zapsat jako

//ﬁ-ﬁdsz///divﬁdxdydz.
S Vv
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Diikaz.

projekce Greenova V. zpé&tnd projekce
P dx R
C L M S

} parametrizace L

z(t) = f(x(t), ¥(¢))

j{P(X’y’ Flx, // ——P(x,y,f(x,y)) dx dy

== [ 1Py F) + Pelooy e xon] dxdy ()

parametrizace C

v
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_fy }
—2 |\ /1+f2+f2dxdy
NI d
\ , ds

:/ [PZ(X7y7Z)n2 - Py(X7Y7Z)n3] dS,
S

kde 77 = +(—F, —f,, 1), |7l = /1 + 2 + 2. -
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Véta 42
Za predpokladii analogickym k predpokladiim pFedchozi véty plati

7{ Q(x,y,z) dy = / [QX(X,y,z)n3 — Qz(x,y,z)nl] ds,

%R(Xy,z)dz—// v(X, Y,z

— Re(x,y,2)ny] dS.

Plo¥ny integral Gaussova—Ostrogradského a Stokesova véta

Véta 43 (Stokesova véta)

Necht plochu S, kterd je omezend uzavFenou prostorovou kFivkou C tvoFici
kraj S, Ize rozloZit na kone&ny pocet asti, které jsou grafy funkci
proménnych x,y, toté? pro x,z a y,z. Necht funkce P,Q,R: S — R jsou
na S spojité spolu se svymi parcialnimi derivacemi prvniho Fadu. Déle
necht kFivka C je orientovdna souhlasn& s S. Pak plati

74 P(x,y.2) dx + Q(x,y,2) dy + R(x, . z) dz
C

://(Ry— Q) dy dz+ (P, — Ry) dx dz+ (Qx — Py) dx dy.
S

v
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Diikaz.

%de—i—Qdy—i—Rdz

C
_ / /5 [(Pzng — Pyng) + (Quns — Qo) + (Rymy — Rxnz)] ds
_ // [(Ry — Q) + (P, — R+ (Qe — Py)nz] ds

-/ <(R Q. P, - X,Qx—Py),ﬁ> as

// — Q) dy dz+ (P; — Ry) dx dz + (Qx — Py) dx dy
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Poznamka
Necht

= (P7 Q’ R) R3 _> R3’ [X’y7 Z] ’_> [P(X’y7 2)7 Q(X7y7 2)7 R(X’ .y’ z)]'
Rotace vektorového pole je

(2r-2o-Zrilelo- L)

rotF = Oy 0z Ox 0z ’~0Ox oy

o ¥~
RS
2Rl x

( 027 z X7QX—Py)'

Stokesovu vétu lze prepsat do tvaru

tfﬁ&://mﬁﬁ&://mﬁd&
C S S
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7{ydx+zdy+xdz:—//1dydz+1dxdz—|—1dxdy,
C S

kde S je &ast roviny x + y + z = 0 uvnit¥ koule x> + y? + z2 = 2°. Dile

—//1 dydz+1dxdz+1dxdy—//<(1,1,1),r7> dS
S S

n= (1,1,1) je jednotkovy norm. vektor k ploge S

7 1 1 1
<1’“ <f3’x/§’x/§>>d5

= ;F m(S) = —V3na’.
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P¥iklad 37
Pomoci Stokesovy v&ty vypottéte integral

fydx—i—zdy—i—xdz,
C

kde C je prostorova kfivka, kterd vznikne jako prisecik kulové plochy

x? +y? 4+ 722 = a% a roviny x + y + z = 0, orientovana tak, Ze jeji prim&t
do podstavné& roviny xy (tj. z = 0) je orientovdna kladn& (proti smé&ru
hodinovych rugitek).

]
= (y,z,x), rotF=|2 =(0-1,0-1,0—1)=—(1,1,1)

<
N S
x Yo =
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‘Pokusme se priklad vy¥esit bez pouZiti Stokesovy véty.

Je-li x = p(t),y = ¢(t), t € [a, B], parametrizace primétu k¥ivky do
roviny z = 0, pak (pouZijeme rovinu x +y + z = 0)

/Cydx—i—zdy+xdz
B
=/ [D(£)@' (1) + (—(t) — L(0)Y'(t) + (t)(—¢'(t) — /()] dt

Primét kfivky C do roviny xy bude elipsa £. Kvili parametrizaci
zjistujeme, jak je natotend, a to pomoci Lagrangeovych multiplikatori, tj.
E:x% + y? — extrém.

2

x*+y?+z2=a
x+y+z=0

} = L(X,y,Z7 )\1,)\2)
=X+ Y2+ M+ YR+ - )+ a(xty +2).
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Ay

= body [x,y, z|:

<
>

Ly =2x+2X\x+ X =0
L, =2y +2\1y + X2 =0
L,=2zA\14+ X =0
x2—|—y2+22:a
x+y+z=0

™ 4

2

P I T
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Hamiltonlv nabla formalismus pro gradient, divergenci a rotaci

Necht ﬁ(x,y, z) = (P(x,y,z), Q(x,y,z),R(x,y,z)) je vektorové pole.

o Gradient V = (5%, 8%, %

o dvF=(V,F) =P+ Q +R,

e Divergence uddva zfidlovitost vektorového pole. (Je-li rovna nule, je
pole nezfidlové.)

o rot F =V x ﬁ:(Ry_szF)z_RX7QX_Py)

@ Rotace udava lokalni miru rotace v daném bod&. (Je-li nulovd, je pole
nevirové.)

spojitost, tedy zamé&nné parcialni derivace
=div(rot F) = (V,VXF) =Ryx— Qx+ Py — Ry + Qz — P, =0

V x F je vektor kolmy jak k V, tak i k F
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Odtud dostaneme poloosy (a/+/3 pro X a a pro ) a tedy parametrizaci
R = % cost,y = asint,t € [0,27]. Déle nové soutadné osy vzniknou ze
starych jako (musime zohlednit zm&nu mé¥itka a orientaci)

£ =Y p =YX Odtud vyjad¥ime x a y v zavislosti na t

vy =R

x—ﬂa<COSt—s'nt> —ﬁa<COSt+sint>

a dosazenim do

E
/a [(8)¢ () + (—p(t) = () (1) + (1) (—¢'(t) — '(1))] dt

ziskdme vysledek.
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Necht f(x,y, z) je skaldrni pole.

e Gradient funkce f(x,y, z)

gradf = Vf = <8f of 8f> .

ax’ By’ 0z
@ Gradient je kolmy k vrstevnicim a sméFuje k vy&sim funk&nim
hodnotam.
e Totalni diferencidl funkce f(x, y, z)
of of of
df = Vf - (dx,dy,dz) = —d —d —dz.
v (X7yﬁz) aXX+8yy+aZZ
Funkce f je kmenova funkce daného diferencialu.
e rot(gradf) =V xVf =0
(vektorovy soutin linedrn& zavislych vektoril)

o Af =div(grad f) = div(VF) = $f + 54 + 2 = (V, V) = V*f

— ox?

(Laplacelv operétor)
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o F(x,y) = P(x,y)7+ Q(x, y)J hladké v oblasti obsahujici mnoZinu Q
a jeji hranici 9Q (p¥i obihani po hranici je mnoZina vlevo), pak
(Greenova véta):

@ Cirkulace po hranici 99 je (viz treti slozku rot F)
Peyix+Qeydy = [[ Qulxy) = Plxy)ixdy,
a0 Q

@ Tok pres hranici Q je (viz div F)

—Q(x, y)dx + P(x, y)dy = / /Q Po(x,y) + @, (x, y)dxdy.

o0
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