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© Uvod

@ Diferencidlni rovnice

© Rovnice prvniho ¥adu
@ Rovnice se separovatelnymi promé&nnymi a rovnice homogenni
® Rovnice linedrni a Bernoulliho

® Rovnice neroziedené vzhledem k derivaci
@ Clairautova rovnice
@ Lagrangeova rovnice



© Linedrni diferencidlni rovnice vysich ¥adi
e Uvod
® Rovnice s konstantnimi koeficienty
@ Homogenni rovnice
® Nehomogenni rovnice
@ Eulerova rovnice
® Rovnice druhého ¥adu
® Aplikace
@ Harmonické kmitani
@ Vlastni netlumené kmitani
@ Vynucené netlumené kmitanf{
@ Vlastni tlumené kmitanf{
® Vynucené tlumené kmitdni

Q@ Systémy
@ Systémy linedrnich diferencialnich rovnic
@ Homogenni linedrni rovnice s konstantni matici A



Definice 1

Diferencidlni rovnice je rovnice, ve které se neznama funkce vyskytuje
spolu se svymi derivacemi. Rdd diferencidlni rovnice je nejvyssi derivace
neznamé funkce, kterd se v rovnici vyskytne.

F(X7y7y/a"'ay(n)) =0

Poznamka
Budeme uvazZovat DR n-tého ¥adu ve tvaru rozfeSeném vzhledem k
nejvyssi derivaci, tedy

y(”) =f (x,y,y’7 . ,y("*l)) .

Pro precizni popis teorie diferencialnich rovnic je nutna znalost
diferencidlniho poctu funkci vice promé&nnych.
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Definice 2

Regeni diferencialni rovnice je funkce y = y(x) (pop¥. y = y(t),
y = y(x,t),...), kterd spliiuje danou diferencidlni rovnici.

Redeni diferencidlnich rovnic ziskdme obvykle pomoci integrovéni, proto
budou obsahovat integra¢ni konstanty (tolik integranich konstant,
kolikrdt budeme integrovat). Tedy tzv. obecné Feseni (tj. viechna ¥eSeni)
dostaneme jako mnoZinu danou témito konstantami.

Regeni dané potatetni podminkou, nap¥. y(xp) = yo (pfedem zadani
hodnota v daném bodg&), se nazyva partikuldrni.
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Poznamka

Regeni diferencialnich rovnic jsou spojité funkce (existuji jejich
derivace).

Rovnice y’ = f(x) nema jediné ¥eSeni (primitivni funkce tvo¥i
mnozinu). Pokud uvaZujeme podminku, Ze F(x) ma prochédzet
uréitym bodem, pak m3 rovnice jedno ¥edeni. Podminka y(xp) = yo se
nazyva pocdatecni podminka a rovnice s touto podminkou pocatecni
problém (Cauchyho tloha).

Vypocet primitivni funkce y = f f(x) dx odpovida ¥eseni rovnice

y' = f(x).

y' =y ma ¥edeni y = C - e~.

y" + y = 0 slouzi k popisu malych kmit matematického kyvadla.
ReSeni jsou y = sinx, y = cos x a kazda linedrni kombinace téchto
dvou funkci, tedy ¥eSeni tvofi linedrni prostor.
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Poznamka
e y' = f(x,y) pokud f(x,y) neni ,dostatetn& p&knd", tak se ndm
nepodafi explicitné vyjad¥it ¥eSeni rovnice.
@ Pro nelinedrni rovnice nemusi existovat vyjateni y = y(x, ¢) zahrnujici
véechna ¥eSeni.

v

Pyiklad 1
@ Rovnice y' = y? ma Yefeni y = C%)(,X € (—0,c¢),(c,0)ay=0,
které nelze dostat Zadnou volbou c.
2
@ Rovnice y' = /y +1 md Yedeni y = @ —1,x€(—c,0) a
y = —1, které nelze dostat Zadnou volbou c.

(Pozn. kaZdé nekonstantni ¥eZeni je rostouci.)
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P¥iklad 2
Diferencidlni rovnice x y’ + y = 0 ma ¥eSeni y = < pro libovolné c € R,
protoZe

/ -1y c / c
y' = (ex77) 2 xy' +y x< X2>+

Tedy tato rovnice ma nekone¢né mnoho FesSeni.

@ ReZenimi rovnice jsou hyperboly (¢ # 0) a p¥imka y = 0 (c = 0).
@ Obecnym feSenim je y = £,c € R.
o y = 2 je partikuldrni Yeeni (c=2).

oy = %,x € (0,00), je feSenim potatetniho problému

xy'+y=0, y(1)=2.
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Klasifikace
@ Podle pottu nezavisle promé&nnych na obyZejné (ODR) a parcidlni
(PDR) diferencidlni rovnice.

@ Podle linearity na linedrni a nelinedrni diferencidlni rovnice.

@ Podle ¥adu (rovnice n-tého ¥adu).
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P¥iklad 3
e ms” = F, kde s = s(t) je poloha bodu na p¥imce, drdha (Newtontv
zakon)
o a?u, = ug, kde u = u(x, t) je teplota v &ase t v bodé x na p¥imce
(vedeni tepla v ty&i)
® a’Uy = Uy, kde u = u(x, t) je pozice vzhledem ke klidové poloze,
vychyleni v ¢ase t v bod& x na pfimce (vinova rovnice)

e 0" + asinf =0, kde 6 = 0(t) je dhel (matematické kyvadlo)

o Q' = —kQ, kde Q = Q(t) je mnozstvi radioaktivni latky (radioaktivni
rozpad)

v
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Rovnice prvniho ¥adu

Rovnice prvniho ¥adu
@ Obecny tvar je F(x,y,y’) =0, kde F je funkce t¥ promé&nnych.

@ Rovnice rozfegené vzhledem k derivaci je y' = f(x,y), kde f je funkce
dvou proménnych.

UvaZujme pocateéni problém

vy =f(x,y),  y(x0)=yo.

Necht je y; ¥eSenim tohoto problému na intervalu /; a y» na intervalu b.
Je-li I C bk, pak y; je zGZenim y» a naopak y» je prodlouZenim y;.
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Rovnice prvniho ¥adu

Poznamka
V obecné teorii diferencidlnich rovnic Ize ukazat, Ze pokud je prava strana
rovnice y' = f(x,y) spojitd a navic tzv. lipschitzovskd v promé&nné y, tj.

[f( ) = F(x2) < Llys = yo

pro kazdé x, y1, y» € R a pro néjaké univerzalni L > 0, potom FeSeni
potatedni tlohy s touto rovnici a podminkou y(xp) = yo skutedng& existuje
a je jediné, ov8em pouze v dostatecné malém okoli bodu xg.

Toto FeZeni je spojité (existuje derivace) a ma spojitou derivaci
(pfedpoklad spojitosti funkce y' = f(x,y).)
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Rovnice prvniho ¥adu

Patologie

@ Nejednoznalnost Feseni.
Problém y’ =33/y2,y(1) =0, m4 ¥e$eni y = (x —1)3a y = 0.
(Obé& funkce prochdzeji bodem [1,0].)

o Maly interval, kde FeSeni existuje.
Problém y’ = 2xy?, y(0) = 1/a® ma Yelen

.
I

y = 321X2’X € ( )
@ Vybér vétve Feseni.
Rovnice y’ = y3 ma implicitni ¥efeni y? = (X+C) ay=20.2a
potatedni podminky y(0) = 1/2 dostdvame ¥eseni

Y=ty oy X < 2.
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Rovnice prvniho ¥adu

Geometrickd interpretace rovnice y’ = f(x,y)

Bodu [x, y] je p¥ifazena hodnota y’ (smérnice te¢ny), tedy tzv. linedrni
element (znézoriiovan Usetkou) s danym sklonem. Soubor v&ech linedrnich
elementl nazyvame smérové pole. K¥ivka spojujici body se stejnym
linedrnim elementem je izoklina. Graf YeSeni (integralni k¥ivka) probiha
podél linearnich elementl. Te¢na k integralni k¥ivce vZdy obsahuje linedrni
element p¥islusny k danému bodu.

Priklad 4

Integrélni k¥ivky rovnice y’ = —)5/ jsou pulkruZnice

y=%Vr2—x2,xe€ (-r,r).

Izokliny jsou polop¥imky vychdzejici z poéatku. Pro y' =0 mdme x =0 a
pro y' = k(# 0) mame y = —%.
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Rovnice prvniho ¥adu

Specidlni p¥ipady
o f(x,y) =f(x), tj. y' = f(x)
Odpovida hledani primitivni funkce k f(x), tedy y = [ f(x) dx.
Problém
Y =1f(x),  ylx) =y
ma FeSeni

y:y0+/ f(t) dt.

X0

o f(x,y)=g(y) ti. y' = g(y)
Lze pFevést na predchozi p¥ipad vyuZitim inverzni funkce.

dx 1

y’:%zg(y) = =——, &g(y)#0,

tedy mame problém (1) pro funkci x(y) s feSenim
X =x0+ }f; ﬁ dt, coz implicitn& udava funkci y = y(x).

v
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Rovnice prvniho ¥adu

Véta 1

Necht je funkce f = f(x) spojitd na intervalu | = (a,b) a xp € I, y0 € R.
Pak je funkce y = yq +f;; f(t) dt jedinym a dplnym FeSenim problému (1).

v

Duikaz.

Re¥enim rovnice jsou tvaru y(x) = F(x) + ¢, kde F je n&jaka primitivni
funkce k f na I, nap¥. F(x) = f;; f(t) dt. UvaZzenim podminky
y(x0) = yo, tedy volbou x = xg ihned dostdvame ¢ = yp. O

v
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Rovnice prvniho ¥adu

Véta 2

Necht je funkce g = g(y) spojitd na intervalu J = (c,d) takovd, Ze
gly) # O,Vy € J. Pak Vxp € R, yp € J existuje pravé jedno Feseni y(x)

rovnice y' = g(y) splnuj/’c/’ y(x0) = yo. Toto FeSeni je inverzni funkce

k funkci x = xp + yo g(t) dt.

Dikaz.

Stati dokdzat, Ze inverzni funkce v(x) k funkci

Y
_X0+/
Ogt

je feSenim daného problému, zbytek plyne z véty 1.
Dle derivace inverze mame

v

© Petr Hasil (MUNI)

Matematickd analyza 18/198



Rovnice prvniho ¥adu

Inverze k v(x) existuje, nebot u(y) je ryze monotdnni (rostouci pro
g(y) > 0, klesajici pro g(y) < 0). Reeni v(x) existuje na intervalu
I'=(a,b) := D(v(x)) = H(u(y)), kde pro g(y) >0 je

€1 41
a:x0+/ —— dt, b:X0+/ —— dt
v &(1) v &(t)
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Rovnice prvniho ¥adu

apro g(y) <0 je

d 1 |
a=X0+/ —— dt, bZXo—i—/—dl’.
w 8(t) v &(1)

Poznamka

Izokliny rovnice y’ = g(y) jsou pfimky rovnob&zné s osou x.

v
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Rovnice prvniho ¥adu

Priklad 5
Prostudujme rovnici y' = /1 + y. J

cody dx _ 1
Rovnici ¥ = /T + y upravime na d—; A5 tedy

X =x0+ dt—xo+[2\/1+ } —x0+21+y-2V1+ .
Yo V

Funkce g(y) = /1 +y je spojita pro y > —1, tj. J = (c,d) = (—1,00),

navic g(y) > 0,Vy € J. Odtud
-1 1 [e'e) 1

a= xg+ ——dt = x9—2v/1 + yo, b:xo—i—/ dt = oo.
W Vitt Y e VItt
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Rovnice prvniho ¥adu

o Jediné Uplné ¥eSeni polatetni dlohy
Y=vVity, yo)=y, y>-1,

je funkce

) = {_1’ x € (—o0,x0 — 2¢v/1+ yo);
(30 = 50) + VI 30]" ~ 1, x € (30 = 2T+ yo,00).

y
7
X~2(1+y)*
/ X
-1
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Rovnice prvniho ¥adu

Yy =v1+y,  ylo)=-1,

ma nekoneéné& mnoho feseni.

y
;s R

@ Pro yp < —1 nema pocétedni tloha z4dné YeSeni.

y0='1
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice se separovatelnymi prom&nnymi a rovnice homogenni

Rovnici se separovatelnymi promé&nnymi budeme nazyvat rovnici
y' = f(x)g(y).
Véta 3
Necht G je konvexni oblast v R?, f : G — R funkce, kterd md spojité
parcidlni derivace do druhého Fidu veetn& a f(x,y) # 0. Diferencialni
rovnici

y'=f(x,y)

je moZné pFevést na rovnici se separovanymi proménnymi pravé tehdy, kdyz

f(x.y)  Gh(xy)

of

=0 pro kazdé [x,y] € G.
2 )
aX(X7}/) aiafy(xa}/)

D(x,y) := det

Nap¥. parcidlni derivaci g—}f(x,y) funkce dvou promé&nnych f(x,y) dle

proménné y uréime tak, ze predpis funkce derivujeme dle y a s x
pracujeme jako s konstantou. (Podrobnégji bude probrano v diferencidlnim
pottu funkci vice prom&nnych.)
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice se separovatelnymi prom&nnymi a rovnice homogenni

Véta 4

Necht je f = f(x) spojitd na (a, b) a g = g(y) spojitd na (c,d),
g(y) #0Vy € (c,d). Potom ma po&ate¢ni problém

y' =f(x)gly),  y(x)=yo,

kde xo € (a,b),yo € (c,d), pravé jedno FeSeni, které je implicitné ddno

vzorcem
/y LI /Xf()d
— = S S.
Yo g(t) X0
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice se separovatelnymi prom&nnymi a rovnice homogenni

Dikaz.
Mame

d 1
L=re) [

dy /
—7— = f(x) dx integrace
g(y) <% &

Yo dt x
——+a= f(s)ds+ e
v 8(t) %

/y dt /Xf(s)ds+c c=o—c
N ) = 2 — (1.
Yo g(t) X0

Volbou y(xp) = yo dostaneme 0 =0 + ¢, tedy ¢ = 0.
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Rovnice prvniho ¥adu

Rovnice se separovatelnymi prom&nnymi a rovnice homogenni

Poznamka

y'=f(x)-gly)

d 1
L=ret) oo
dy _

20 f(x) dx /integrace

dy = X X C
/@+C1—/f()d +
Gy)=F(x)+c (c=a—a)

Explicitni ¥eSeni pak Ize &asto zapsat ve tvaru y(x) = G~! [F(X) + C].

(© Petr Hasil (MUNI)
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice se separovatelnymi prom&nnymi a rovnice homogenni

Priklad 6
VyFesme y/ = =¥ tedy f(x) = L, g(y) = y2 —y. J
Mame
dy_ vy
dx X
d 1
2y = —dx pro y?—y#0=>y#0Ay#1.
y-—y X
Vypotitame

d A B -1 1
/—y =/—+— dy=/—+— dy = —In|y|+In[y—1|+ci,
y(y —1) y y-1 y y-—1

1
/— dx = In|x| + c.
x

© Petr Hasil (MUNI) Matematické analyza 29 /198



Rovnice prvniho ¥adu Rovnice se separovatelnymi prom&nnymi a rovnice homogenni

Tedy

—Inly|+Inly = 1|+ ca =h|x|+

1
n[Z==| =m|x| +¢c, ceR
y
1
o e
y
1
y—=:|:e"'-x=K‘x, K #0
y
S K0
R '
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice se separovatelnymi prom&nnymi a rovnice homogenni

Béhem vypoctu jsme udélali pfedpoklad, Ze y #£ 0 A y # 1. Zkontrolujeme,

zda nejde také o FeSeni rovnice:
@ y =1 je feSenim a dostaneme jej pro K =0,
@ y = 0 je feSenim, ale nijak jej nedostaneme,
tedy
Y =1 ko w KeR
S—————"singulérn( ¥een(

obecné Feseni

(Obecné Fedeni obsahuje tolik konstant, jako byl ¥ad rovnice.)

Matematicka analyza
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice se separovatelnymi prom&nnymi a rovnice homogenni

Priklad 7

/_1+y2

“Tee YO=!

Pocateéni problém — vypolitdme obecné ¥eSeni a pak pouZitim po&ateéni
podminky ur¢ime (vybereme) ¥eZeni, tedy

y/: 1"’)/2
1+ x2

dy  dx
1+y2 1+x2

arctgy — arctgx + c.

Podminka y(0) = 1 davd arctgl = arctg0 + ¢ = c = arctg1 = 7.
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Rovnice se separovatelnymi prom&nnymi a rovnice homogenni

Odtud dostavdame Yedeni

y=1tg (arctgx + %)

a uZitim vzorce tg(a + ) = % ho Ize upravit na

x+1

1—x
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Rovnice se separovatelnymi prom&nnymi a rovnice homogenni

Rovnice prvniho ¥adu

Homogenni rovnice je rovnice ve tvaru

Definice 3
Rekneme, Ze funkce f = f(x) je homogenni ¥adu n, pokud

f(tx) = t"f(x), Vx € D(f),¥t > 0.

Pozndmka
o Dosadime-li do pravé strany rovnice [tx, ty], mame f (£) = f (£),
tedy je homogenni ¥adu O.
e Pokud je funkce f identita, tj. f(t) = t, jedna se o rovnici se
separovatelnymi proménnymi.

Matematickd analyza 34/198
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice se separovatelnymi prom&nnymi a rovnice homogenni

UvaZujme rovnici y’ = f (£) a pouZijme substituci
=z = y=x-z = y=z+xZ.

Tim dostaneme rovnici

z+xZz = f(2)
7 = f(z) —Z
X

coZ je rovnice se separovatelnymi proménnymi, kterou vyfesime.

etr Hasil U Matematicka analyza
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P¥iklad 8

y,:Z_i_Zan
X X X
z4x2 =z4z-Inz
-
z’:ZTnZ =z-Inz#0=(z#0),z# 1
dz  dx
zlnz  x

In[lnz| =In|x|+c,c € R

[Inz| = |x|-e°
Inz =4x-e°
Inz=Kx,K#0

Kx

Z=¢€
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice se separovatelnymi prom&nnymi a rovnice homogenni

@ z = 0 neni feSenim, ani nem(iZe byt, protoZe z = 0 nepatfi do
defini¢niho oboru logaritmu,

@ z =1 je Fe¥enim, ziskdme jej pro K = 0 (tedy nejde o singularni
Fedeni).

o Celkové

Zkouska:
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice se separovatelnymi prom&nnymi a rovnice homogenni

Na homogenni rovnici (a tedy na rovnici se separovatelnymi promé&nnymi)
Ize pFevést i rovnice ve tvaru

I f ax+ by + ¢
Y =" ax+By+c)

P¥i YeSeni rozliSujeme nékolik p¥ipadi:

ec=C=0
b a+ b’
y/:f<aX+Y>:f<+gy):F(Y)
Ax + By A+ BY X
napr.
Y11
y,:y+x_;+ ) X:z:>homogenn|'rovnice
y—-—x z-1 X
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice se separovatelnymi prom&nnymi a rovnice homogenni

a b
e c#0VC#0a A B #0
Provedeme substituci, kterd odstrani absolutni ¢leny.
Substituce x = u+ ma y = v + n, kde u je nova nezdvisle proménnd
a v je nové zavisle promé&nnd. Cisla m a n volime tak, aby novy
absolutni &len byl roven nule, tj.
ax+by+c=a(u+m)+ b(v+n)+c=au+ bv+am+ bn+c,

=0
Ax+By+C=A(u+m)+B(v+n)+C=Au+Bv+Am+ Bn+ C.
D e ——
=0

K uréeni substituce je tedy nutné vy¥esit rovnice am + bn+ ¢ = 0,
Am+ Bn+ C =0 o nezndmych m a n.

I f ax + by + ¢ N ﬂ_f au + bv
Y ="\ ax+By+¢C du ' \Au+Bv
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RN R Rovnice se separovatelnymi prom&nnymi a rovnice homogenni
a b
A B
Vydélime polynomy a zavedeme substituci.

+ by + ¢ 1
A o e A N 7 S . A
y (Ax+By+C L By + C

substituce Ax+By+C=v — A+By =V

e c#0VC#0a

=0

P¥iklad 9
) _Sy=bx-1 5 3
Y Ty Tox—1 " 2 T2y —ox—1
/
2
substituce v =2y —2x—1, Vv =2y —2 y’:‘/;L
vV+2 5 3 ) 3 1 1
=-+t—= 2=5+-—=|5— dv=1d —1
2 2T TVt Y (3 3v—|—3> v XV 7

Sv—Inlv+1=3x+ca=5-2y+1+In2(y —x)| =

=b5x—2y+Inly—x|=c,ceR, ay=x

v
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

Linedrni diferencialni rovnice je rovnice tvaru (linearita vzhledem k y)
y' = a(x)y + b(x). (LDR)

Definice 4
Je-li b(x) =0, mluvime o homogenni linedrni rovnici, v opatném p¥ipad&
o nehomogenni linearni rovnici.

Véta b

Jsou-li y1 a y» FeSenim rovnice (LDR), pak jejich rozdil u = y1 — y» je
FeSenim homogenni linearni rovnice

v = a(x)u. (hLDR)

v

Poznamka

Z véty 5 plyne, Ze obecné Feseni rovnice (LDR) (tj. ¥eZeni zavisejici na
jedné integraéni konstant&) je tvaru y = y, + u, kde y, je n&jaké feSeni
rovnice (LDR), tzv. partikuldrni Feseni, a u je obecné FeSeni

rovnice (hLDR).
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

Homogenni LDR

Rovnice v’ = a(x)u je specidlnim p¥ipadem rovnice se separovatelnymi
promé&nnymi, tedy za podminky u # 0 mame

Y a0 dx

In|u| = /a(x) dx+ca (a eR)
|U| :ecl‘efa(x)dx
u=cy- el ax) dx (2 #0),

pfi¢emz u = 0 je YeSenim, které dostaneme volbou ¢; = 0.
Obecné YeZeni homogenni rovnice je tedy

u(x) = c-ef 2 dx, ceR.
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

K vyfeSeni nehomogenni LDR potfebujeme ziskat jedno jeji feSenfi
(partikuldrni ¥edeni). K tomu vyuZijeme metodu variace konstanty, nebo
metodu integra&niho faktoru.

1. Variace konstanty

Regeni homogenni rovnice (hLDR) p¥islu¥né k rovnici (LDR) je
u(x) = c - e/ 20 9 Partikuldrni edeni rovnice (LDR) hleddme ve tvaru

Yo(x) = c(x) - ef 20 dx,

kde jsme konstantu ¢ nahradili za (nezndmou) funkci ¢(x). Dosazenim do
rovnice (LDR) ur¢ime podminku, kterou musi spliiovat funkce c(x), aby y,
bylo ¥eZenim rovnice (LDR).
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

L= y,’J =c(x)- e a(x) dx +c(x) - el a(x) dx -a(x)
P = a(x)y + b(x) = a(x) - (x) - &/ 2 & 1-b(x)
Tedy porovnanim obou stran mame
c(x) = b(x) - e~/ 2 dx
c(x) = /b(x) e Jab) dx gy

Tedy
Yp(x) = e alx) dx | / b(x) - e Jal) dx 4y

a obecné YeZeni rovnice (LDR) je

y:yp+u = y(X):efa(X)dX.<C+/b(X).efa(x)dxdx>’ CER
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

Ptiklad 10

Urlete obecné Fedeni rovnice y’ = 2xy + 2x3.

Ie . RN s 2
Homogenni rovnice u’ = 2xu mé Yedeni u(x) = Ce/ X4 = C. e

Najdeme partikuldrni ¥eSeni nehomogenni rovnice variaci konstanty, tj. do
o s - s X2
pivodni rovnice dosadime y,(x) = C(x) - €. Dostaneme

C'(x) e +C(x)2x e = 2xC(x) 423 = C'(x) =2x° e

Potom

2
3 —x2 X t —t
C(x) ——/2x e dx =1, dx — dt ‘——/te dt

= —tet+/et dt
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

2. Integracni faktor

Integracni faktor je funkce

,LL(X) _ e—fa(x) dx_

Touto funkci celou rovnici vynasobime a ndsledné upravujeme.
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

Postup

y' —a(x)y = b(x)
[y = a(x)y] - u(x) = b(x) - p(x)
_)/ e —Ja(x) dx ya(x).e_fa(x) dX:b(X)-e_fa(X) dx
(y .e_fg(x) dx )/
(y . e_fa(x) dx )/ — b(X) . e—fa(x) dx
y.e_fa(X) dX:/b(X)'e_fa(X) dx dx + C

y = el o) dx [/b(x)-e_fa(x) dx dx—i—C], CeR

(2)

v

—  Vyfreste timto zpisobem pftiklad 10.
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

Dokazali jsme vétu

Véta 6 (Resitelnost linedrnich diferencidlnich rovnic 1. ¥adu)

Jsou-li koeficienty a(x) a b(x) spojité funkce na intervalu (a, b), potom
ma poclatec¢ni tloha

y'=a(x)y+b(x),  y(x) =y

pravé jedno Feseni, které je na celém intervalu (a, b) definovdno
vztahem (2). (Konstantu C se uréime z po&ate¢ni podminky y(xo) = yo.)

Poznamka

Na rozdil od nelinedrnich rovnic, které maji zaru¢enu existenci a
jednozna&nost ¥eSeni pouze na okoli bodu xg jsou linedrni diferencidlni
rovnice jednozna&né Fesitelné na celém intervalu spojitosti pravé strany
rovnice.
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

P¥iklad 11 (Radioaktivni rozpad)

Radium—-226 ma polocas rozpadu 1620 let. Najdéte €as potfebny k tomu,
aby se dané mnozstvi Ra—226 zmensilo na % pivodniho mnoZstvi.

Radioaktivni material se rozpada rychlosti, kterd je pfimo imé&rna mnozstvi
pfitomného materidlu.

Oznatme-li jako Q(t) mnoZstvi [v&tsinou grami] radioaktivniho materidlu
v &ase t [let], potom musi platit rovnice

Q'(t) = —r Q(¢), kde r > 0 je konstanta im&rnosti.

V&imnéte si, e materidlu zfejm& ubyvd, tj. Q' < 0.
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

Oznatme Qp pivodni mnoZstvi Ra-226, tj. Qy = Q(0), potom pro
hledanou funkci Q(t) spliiujici (homogenni) linedrni diferencidlni rovnici
Q' = —rQ mame

Q)=Ce™ = Q0)=Ce®=C= C=Q = Qt)= Qe ".
Nyni uré¢ime konstantu r [let™!] z informace o polotasu rozpadu:

—In% B In2
1620 1620

1 1
5 Q= Qe %0 = |n 5= —r1620 = r =

~ 0.000428.

A najdeme hodnotu t [let], pro kterou je Q(t) = 3 Qo:

3 3
In2 _1620 |n1

= ~ 672.4.
—r In2
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

P¥iklad 12 (Rast, ugeni,...)

Jisty druh roste tak, Ze m3a jistou maximalni délku a rychlost ristu je
pfimo Umérna délce, kterou jeSt& maji dorlist. Sestavte rovnici modelujici
tuto situaci.

Oznatime-li délku v &ase t jako funkci ¢(t) a maximalni délku L, pak
pFislusna rovnice je

0(t) = k[L— (1)),

kde konstantu dmérnosti k by bylo nutné urcit experimentdlng& (m&¥en
vypolet pro konkrétni druh/situaci).

/
|

a

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 52/198



Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

P¥iklad 13 (Vymé&na tepla mezi télesem a okolim)

Je nalezena mrtvola, jejiZ teplota je zmé&¥ena na 26.6 °C. O 3 hodiny
pozdéji je jeji teplota 21.1 °C, pfi¢em? teplota okoli je 18.3 °C. Urlete &as
umrti za predpokladu, Ze teplota lidského téla je 37 °C.

Povrchova teplota télesa se méni rychlosti, kterad je pfimo imérna rozdilu
teploty t&lesa a okolniho prostfedi (Newtoniiv teplotni zdkon).

Ozna&me teplotu télesa v &ase t jako ©(t) [°C] a teplotu okolniho
prosttedi jako T [°C|. Potom musi platit rovnice

O'(t) = —k[O(t) — T], kde k > 0 je konstanta dmé&rnosti.

Vsimnéte si, Ze pokud bude teplota okolniho prostfedi vyssi, nez je teplota
télesa (tj. pokud je ©(t) < T), potom je © > 0 a té&leso se bude zahfivat.

Zatimco pokud bude teplota okolniho prosttedi niZsi, nez je teplota télesa
(tj. pokud ©(t) > T), potom je © < 0 a t&leso se bude ochlazovat.
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

P¥i pouZiti vySe uvedeného znaleni (pro &as t v jednotkach [hodin]) mame
T =18.3, ©(0) = 26.6 (teplota v &ase nalezeni mrtvoly), ©(3) = 21.1,
pri¢emz funkce ©(t) spliiuje rovnici
©=-k(®@-T) = O =-kO+kT.

Posledni rovnice je linedrni diferencidlni rovnice pro nezndmou funkci ©(t).
Tuto rovnici vyfe$ime nap¥. metodou integragniho faktoru u(t) = ekt
potom

@=T+Ce™=183+Ce ™ CecR

Konstanty C a k uréime z informaci o po&ateéni teploté a o teploté v Ease
t = 3 [hodiny], tj.

26.6 = ©(0) =18.3+C e =183+C = C=83 = ©=183+83e X,
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

a déle

21.1-18.
211=0(3)=183+83e 3K = e 3k = TM’ ~ 0.337

In0.337

= —3k=1n0.337 = k=— ~ 0.362.

Tedy hledané ¥eseni je funkce

O(t) = 18.3 + 8.3 e 0302,

Najdeme &as umrti, tj. uréime &as t, pro ktery je ©(t) = 37 °C. Tedy

18.34 8.3 70362t — 37 — 70362t _ % ~ 2.253

In2.253
0.362
Mrtvola byla nalezena p¥iblizn& 2 hodiny a 15 minut po smrti.

= —0.362t =In2.253 = t=— ~ —2.24.
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

P¥iklad 14 (Michani dvou latek)

Vodni nddrz o celkovém objemu L = 1000 [litrti] obsahuje Qy = 0 [gramd]
soli v potatednim &ase ty = 0 [minut]. Do nadrze p¥itéka roztok

o koncentraci soli ¢ = 50 [gramii/litr] rychlosti v = 20 [litr(i/min] a po
Ffadném promichdani s vodou v nddrzi z ni vytéka stejnou rychlosti. Urcete

mnoZstvi soli Q(t) v nadrzi v libovolném &ase t a limitni mnoZstvi pro
t — o0.

Oznatili jsme jako Q(t) [g] mnoZstvi soli v nadrZi v libovolném &ase t
[min]. Potom Q'(t) uddva, jak rychle se toto mnoZzstvi méni a pfitom musi
platit, Ze

Q'(t) = rychlost, s jakou sil "\ /' rychlost, s jakou siil
do nadrze pritéka z nadrze vytéka '
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

Sil do nadrZe pFitéka rychlosti

c-v="50 [g/l] -20 [I/min] = 1000 [g/min].
(t)

A protoZe v nadrzi je vzdy koncentrace soli rovna 3~ = 1000 [g/l] sl

z nadrze vytéka rychlosti

Q(t Q(t : Q(t

Wy = 29 e 20 pymin) = LE g/min
Tedy hledana funkce Q(t) spliiuje rovnici

Q’(t):c-v—QEt)-v = Q’:lOOO—S%,

coz je linearni diferencialni rovnice 1. ¥adu, a déle spliiuje polatecni
podminku

Q(to) = Qo = Q(0) = 0.
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

Uvedenou rovnici vy¥esime metodou integracniho faktoru
,u(t):ef%dt:e%t - Iu(t):ef%dt:eolmt
a potom mame (obecng)
Q+KQ:cv
Q eft+ ZeL tQ=cvell
(Q e%t)/ —cvell

Yt
v v eL
QeLt:/cveLtdt:cv +C

v
T
Q=clL+Ce i, CEeR,
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

a pro nas konkrétni ptiklad

Q'+ 0.02 Q = 1000,
Ql 60'02t+0.02 e0.02t Q — 1000 e0.02 t’

(Q e0.02t)/ = 1000 e0.02 t7

e0.02 t

0.02
Q =50000 + C e 092t CeR.

Q %02t — / 1000 e%%2¢ ¢t = 1000 + C,

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza

59 /198



Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

A protoZe je potatedni mnozstvi zndmo v (3), pro integraéni konstantu C
plati

Qo= Qto)=clL+Ce L = 0 = Q(0) = 50000 + C €°,
C=(Qo—cl)ett = C = —50000,

a tedy vysledné partikuldrni ¥eSeni (udavajici kolik grami soli bude v nadrzi
v okamZiku t minut) je tvaru

Q=cl+(Q-cl)ef®ei* =  Q=50000— 50000 e 0,
Q=cl+(Q—cl)e (t7%) = Q = 50000 (1 — e 0021),

Tedy v zdvislosti na tom, jestli je Qg > ¢ L nebo Qg < ¢ L, mnoZstvi soli
v nadrZi (zdporn& exponencidln&) klesa nebo roste, a pfi Qo = c L zlstdva
stdle stejné.
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

Pro t — oo je potom

Jim Q(t) = lim {cL+(Qo—cl)e t0)}
—0

lim Q(t)=cL [g],

t—00

tedy
lim Q(t) = lim 50000 (1 - ¢ %)

t—00

t|l>moo Q(t) = 50000 [g] .

—0

Po dostate¢n& dlouhé dob& bude tedy koncentrace soli v nadrzi rovna

clL 50000

Qoo = T =c [g/l],neboliQs = 1000 =50 [g/l],

co? je presn& koncentrace p¥itékajiciho roztoku (samozfejmég, po
»nekone¢né dlouhé dob&" p¥itékajici roztok ,nahradi” pivodni roztok

v nadrzi, pfi¢emz viibec nezdleZi na plivodnim mnoZstvi Qp, tj. na tom,
kolik soli bylo v nadrzi na po&atku). |
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

P¥iklad 15 (Michani dvou latek II)

Jak se zméni model v P¥ikladu 14, pokud bude roztok po fadném
promichdni s vodou v nddrzi vytékat rychlosti pouze w = 19 [litrii/min]?
Ptedpokladame-li, Ze nddrz ma celkovy objem 1600 litrd, jakd bude
koncentrace roztoku v nadrzi v okamZiku jejiho naplnéni?

V&imné&te si, Ze se nyni objem roztoku v nddrzi méni (roste) a to rychlosti
v —w =1 [litr/min]. To znamen3, Ze nyni stl z nddrZe vytéka rychlosti

Q(t) o Q() o 19Q(t) .
L+ (v—w) (t—to)'w_ 1000 + ¢ [g/1] -19 [I/min] = 1000 + ¢ [g/min].
Vysledna diferencidlni rovnice ma tedy tvar
(W)= cve 2 /1000 19901)
o= Lr(v-w)(t-w) " 7 Q"= 10003500 4 ¢

co? je opét linearni diferencidlni rovnice 1. ¥adu, p¥itemz feseni Q(t)
spliiuje potdte¢ni podminku (3).
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

P¥islugny integraéni faktor je

u(t) = efﬁg“ t _ 19 In(1000+1) _ (1000+t)19 = (1000 + t)19
Tedy plati
19 Q(t)
/
e S
@+ 1000 + ¢ 000

Q' (1000 + £)'° +19 Q(t) (1000 + t)*® = 1000 (1000 + t)°
[Q (1000 + £)*°]" = 1000 (1000 +- £)*°

1000 + )%
Q (1000 + t)° = 1000 (2:;) +C

50 (1000 + t)®° + C C
=50(1 )+ ————
(1000 + t)1° 50(1000 +¢) + (1000 + t)1°

Z potateni podminky (3) pak uré&ime hodnotu C, tj.

Q=

19 61
_ C . c- .10001 = —5. 10°.
0= Q(0) =50 1000 + 755 = C = 50000 - 1000 5-10
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

Tedy vysledné partikularni ¥eSeni je tvaru

5. 106!

Protoze v nadrzi bylo plivodné 1000 litrii vody a nadrz se nyni napliiuje
rychlosti 1 litr/min, bude nddrZ napln&na za 600 minut (tj. za 10 hodin).
Tedy v okamziku t = 600 bude v nadrzi

5 - 1061 _

tj. koncentrace soli bude

Q(600) _ 79993.4
1600 1600

~ 49.996 [g/I],

tedy tato koncentrace bude témé¥ stejna jako u pfitékajiciho roztoku. W
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Rovnice linearni a Bernoulliho

Bernoulliho rovnice ma tvar

/

y' ' =a(x)y + b(x)y", reR.

Pro r = 0 jde o nehomogenni a pro r = 1 o homogenni LDR.
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

Postup feseni

o P¥edpoklddejme, Ze y # 0.
@ Obé strany rovnice vydélime y" a dostaneme

/

L = aly' + blx).

r

@ Substituci y!~" = z zavedeme novou zavisle promé&nnou, kde

_ y'
Z=Q1-ry"y, "
a rovnice prejde na tvar
Z =(1-r)a(x)z+ (1 - r)b(x),

coz uz je nehomogenni LDR pro funkci z(x).

@ Je-li r > 0 je y = 0 také YeSeni Bernoulliho rovnice.

v
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice linedrni a Bernoulliho

Priklad 16
K rovnici y’ = —2y + y? eX urlete obecné Yeeni a Yedeni prochazejici
bodem [0, 1].
/
-2
y/:_2y+y2ex /:_)/2 = %:7+ex
y y

. — !/ Ve . Ve
Substituce z = %,z’ = 7}2/ vede na LDR z' = 2z — ¥ s homogenni rovnici

U =2u, tedy u= Cel2dx = Ce?x.

Partikuldrn{ YeSeni je potom z,(x) = C(x)e*

C(x)=—e = C(x) =e ™ = zp(x) = e ¥ e =¢~.
Tedyz:eX+Ce2X:>y:ex+ﬁ,y:0.
y0)=1=1=525=1+C=1= C=0, tedy y(x) =€, [
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice neroztesené vzhledem k derivaci

UvaZujeme rovnici

F(x,y,y')=0

a budeme se zabyvat p¥ipadem, kdy se z obecného predpisu nepodafi
vyjadrit y’, ale lze vyjad¥it y jako funkci x, y'.

Regeni nejdeme pomoci zavedeni parametru p =y’ = %.
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Rovnice nerozfesené vzhledem k derivaci

Clairautova rovnice m3a tvar

y=x-y +f(y),

Fesi se metodou parametru a vysledkem je ¥eSeni v parametrickém tvaru
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice neroztesené vzhledem k derivaci

Postup Fesenfi

@ V rovnici polozime y’ = p (tedy p je opét funkce prom&nné x).
@ Dostaneme y = xp + f(p).

@ Derivujeme podle x a za y’ dosazujeme p
Y =p+xp'+f'(p)p' = p=p+px+f(p)] = plx+f(p)=0.

o Odtud mdme dvé moznosti
(i) x = —f'(p), dosadime do prvni rovnice, kde se vyskytlo p

y = —pf'(p) + f(p) singuldrni FeSeni Clairautovy rovnice.
(i) p =0= p= C, opét dosadime do rovnice
y=Cx+f(C) obecné Feseni Clairautovy rovnice,

které tvofi jednoparametricky systém p¥imek.
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice neroztesené vzhledem k derivaci

Priklad 17 J

y=x/+y"”

, ,d
y=xp+p dx
X

y'=p+xp' +2pp
p=p+xp' +2pp

0=p'(x+2p)

Tedy

(i) x=-2p=y=-2p-p+p’=-p>=y= _x (singularni ¥eseni)

T
(i) PP =0= p=C =y = Cx+ C? (obecné Yeseni)
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Rovnice nerozfesené vzhledem k derivaci

KaZzda z p¥imek obecného FeSeni je te¢nou k¥ivky singuldrniho ¥eseni.
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice neroztesené vzhledem k derivaci

Véta 7

KaZdd z pFimek obecného Feseni y = Cx + f(C) je te¢nou kFivky
singuldrniho ¥eSeni x = —f'(p),y = —pf'(p) + f(p). Naopak kaZdym
bodem kFivky singularniho FeSeni prochazi pravé jedna p¥imka obecného
FeSeni, ktera je teCnou k této kFivce.

Dikaz.

Necht [xo, o] = [—'(po), —pof’(po) + f(po)] je bod na k¥ivce singuldrniho
feSeni odpovidajici hodnoté parametru p = pg. UvaZujme p¥imku
y = pox + f(po), tj. pfimku obecného Ye¥eni s C = py.
PoloZzme na p¥imce x = —f'(pp) =y = —pof’(po) + f(po) = yo

= yo = pox + f(po) prochdzi bodem [xg, yo].
Smeérnice te€ny parametricky dané k¥ivky je i;gzg = _f/(p)ip;;/((,,’o))Jrf/(p) =p
a smérnice pfimky y = px + f(p) je také rovna p. Odtud plyne, Ze p¥imka

y = pox + f(po) je te€nou v bod& [—f'(po), —pof’'(po) + f(po)]- O

v
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice neroztesené vzhledem k derivaci

Priklad 18

Uréete rovnici kFivky leZici v prvnim kvadrantu s vlastnosti, Ze trojihelnik
tvofeny osami a te¢nou v libovolném bodé& k¥ivky ma konstantni obsah

p=1/2.

y

[x0. yo]
Y t:y —yo =y (x)(x — )
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice neroztesené vzhledem k derivaci

_ /
O S | B +/xoy (x0)
y'(x0) y'(x0)
y:x=0= 7=y —xy'(x)
Potom
1__  1—yo+x0y'(x0) / —(yo —x0y'(x0))* 1
P = — = - —_ e — .

Tedy diferencidlni rovnice je

—(y=xV =y = y-—x=t/y = y=xt /-y
(+ je pro prvni kvadrant a — pro t¥eti) = Clairautova rovnice

y=x/+v-y.

@ obecny systém pfimek y = Cx++v—C (pro C <0)
@ singuldrni ¥Yedeni y = i (hyperbola)
|
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice neroztesené vzhledem k derivaci

Lagrangeova rovnice ma tvar

y=x-g(y)+f(y), gly)#y., f.geC(a,b)

V pricipu lze Clairautovu rovnici chapat jako specidlni p¥ipad Lagrangeovy
rovnice, ale ¥edeni vypadd jinak — Ye$i se zvl4st.

Re$ime metodou parametru, polozime y' = p a

y = xg(p) + f(p)
y' =g(p) +xg'(p)p’ + f'(p)p’
p=g(p)+p(xg'(p) + f'(p))

p—glp) = % [xg'(p) + f'(p)].
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice neroztesené vzhledem k derivaci

Z této rovnice chceme vypotitat x jako funkci proménné p (p¥i p # g(p))

dX_ 1 xo! / _ g/(p) x f’(p)
Tp_p—g(p)(g(p)+f(p)) p—g) " p—glp)

Tim mame nehomogenni LDR pro funkci x = x(p).

Necht x = x(p, C) je Yeeni této rovnice. Pak do prvni rovnice, kde se
vyskytlo p, dosadime x = x(p, C). Tak vypo&itame

y=x(p,C) - g(p)+ f(p)

a dostaneme obecné ¥eSeni Lagrangeovy rovnice v parametrickém tvaru.
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice neroztesené vzhledem k derivaci

Jestlize hledame singuldrni ¥e¥eni pouZijeme podminku p # g(p).

Nyni tedy necht py € R takové, %e g(po) = po, a uvaZujeme p¥imku danou
rovnici y = xg(po) + f(po), do prvni rovnice, kde se vyskytlo p, dosadime
po a dostaneme singuldrni YeSeni Lagrangeovy rovnice.

OvéFime, zda je to Fegeni

L= xg(po) + f(po),y = d_ g(po)

dx
P = xg(g(po)) + f(g(po)) = xg(po) + f(po)
=
L=P.
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice neroztesené vzhledem k derivaci

Priklad 19

y=2xy' —y"

M3ame rovnici s g(y') = 2y', f(y') = —y"%. Zavedeme y’ = p.

d
—2xp — p? /—
y=2p—p" [~
p=2p+2xp’ —2pp’

—p="Px-2) (p#0)

dx 2
— =——x+2
dp p

A ¥esSime tuto nehomogenni rovnici.
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice neroztesené vzhledem k derivaci

u:Ce_f%dp:Ce_2'””:£2
p
C c’ 2C 2 C
o= (f): (2p)_ gp):_f' (f)Jr2
p p p p P
2
C'(p):2p2#C(p):§p3
2
Xo(P):?p
Tedy obecné ¥esenf je
2p  C
x(p) = ?ﬂLpf
2 C\ o, 4, o, 2C 1, 2C
=2p 2 =2 - _ i
y(p) <3+p2> e L A e LA

a singularni ¥eSeni je p = 0 = y = 0 (p¥imka singuldrniho ¥eZeni).
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice neroztesené vzhledem k derivaci

Priklad

20

Urlete rovnici kfivky, pro niZ plocha lichob&Zniku tvoreného te¢nou v
libovolném bod& [xp, yo] kFivky a osami x,y a p¥imkou x = xp > 0, je
rovna 1/2 kvadratu x-ové sou¥adnice bodu, v némz byla te¢na sestrojena.

y

[x0, o]

_

_—

© Petr Hasil (MUNI)

tiy —yo =y (x0)(x — x)
x=0=y =y — x0y (x0)

X0 1
P =(yo —H/)E = EXS
X 1
= ()/o + Yo — Xoy/(Xo)) 50 = §Xg
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Rovnice prvniho ¥adu Rovnice neroztesené vzhledem k derivaci

Chceme, aby to platilo pro libovolny bod kF¥ivky.

2y —xy' = x
W
X
2
V=" u= P
X

-1 1
C'(x) = 2 = C(x) = ~
y =x+ Cx?

Pokud by vyslo singularni ¥eSeni, museli bychom ovéFit, jestli vyhovuje
podminkdam zadani. [ ]
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Linedrni diferencidlni rovnice vyssich ¥ada Uvod

Linedrni diferencidlni rovnice n-tého ¥adu je tvaru
Y 42, 1)y 4+ ar(x)y! + ao(x)y = f(x), (4)

kde pro f(x) = 0 je rovnice homogenni, pro f(x) # 0 je rovnice
nehomogenni.

Poznamka
@ Rovnice y” + y = 0 m3 YeSeni sin x, cos x a jejich linedrni kombinace

Y = c1Sin X + Cp COs X.

@ Rovnice y” =0 m3 Yefeni 1, x a jejich linedrni kombinace

y = + oX.
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Linedrni diferencidlni rovnice vyssich ¥ada Uvod

Véta 8

Jsou-li y1, y» FeSeni homogenni rovnice (4), pak pro kazdé c1,c; € R (C)
plati, Ze

y=ayr+ oy

Je Fesenim homogenni rovnice (4).

Diikaz.

P¥imo (derivace linearni kombinace). O

Petr Hasil (MUNI)
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Uvod

Véta 9

Jsou-li y1, y» FeSeni nehomogenni rovnice (4), pak y = y1 — y» je FeSenim
pFislusné homogenni rovnice.

Dikaz.
P¥imo. O

© Petr Hasil (MUNI)
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Linedrni diferencidlni rovnice vyssich ¥ada Uvod

Poznamka

P¥edchozi véta ¥ika, Ze FeSeni nehomogenni rovnice (4) je y = y, + u, kde
¥p je jedno partikuldrni YeSeni nehomogenni rovnice a u je obecné YeSeni
homogenni rovnice.

Poznamka

Regeni homogenni DR n-tého ¥adu tvo¥i vektorovy prostor.

tr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 88/198



Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Rovnice s konstantnimi koeficienty

Budeme se zabyvat rovnicemi typu

)

Yt an 1y o ay o+ ary + 2oy =
F(x),

kde ag,...,an—1 € R (popt. C).

Poznamka

Pokud neni koeficient a, € R~ {0} u y(") roven jedné, rovnici timto
koeficientem vydélime. Tim se na pravé stran& objevi funkce F)

anp °
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Rovnice s konstantnimi koeficienty

U homogenni rovnice (f(x) = 0) hleddme ¥eeni ve tvaru y = e, X € C
(inspirace prvnim ¥adem y' +ay =0 =y = e~ ).

Kdy? y = e dosadime do rovnice, ziskime

AN pa, AT eM b g e pageM =0 /e

N4 a, A" 4 a3 =0

charakteristicky polynom rovnice n-tého Fadu.
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Rovnice s konstantnimi koeficienty

Véta 10

MnoZina FeSeni rovnice

YD+ ap 1y 4 2y + a1y’ + agy = 0

tvoki vektorovy prostor (nad R i C), jehoZ dimenze je Fad rovnice n.

Diikaz.
Viz dle. L

© Petr Hasil (MUNI)
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Rovnice s konstantnimi koeficienty

Véta 11

Jsou-li A1, ..., A\p € R navzdjem riizné rediné kofeny charakteristického
polynomu rovnice, pak funkce

A An
yi=e" . yp=e"*

tvoFi bazi prostoru FeSeni, tj. obecné FeSeni je tvaru

y=c e 4.4 cpet,

Diikaz.

Dosazeni (a linearita). O
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Rovnice s konstantnimi koeficienty

Véta 12

Jsou-li A\12 = o & Bi dvojice komplexné sdruZenych korenii
charakteristického polynomu, pak

y1 = e** cos Sx, yo = e**sin Bx

jsou Fesenim pFislusné rovnice.
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Rovnice s konstantnimi koeficienty

Diikaz.
Vime, ze y = el@tBx 5 — o(a=Bi)x jsoy YeSeni. Jejich linedrni kombinace

jsou také YeSenimi, tedy
A
LT
1

— 5 (eax+ﬁix _|_eozx—,3ix>

_ oo eBix 4 e—,Bix
B 2

= e™ cos (Bx,

pFicemz v posledni rovnosti jsme vyuZili Eulerovu identitu, Moivreovu vétu
a parity funkci sinus a kosinus. Tvrzeni pro y» = ¥5-* se dokaze

analogicky. O

v

Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 95 /198



Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Rovnice s konstantnimi koeficienty

Véta 13

Je-li A = Ao m-ndsobnym koFenem charakteristického polynomu (m < n),
pak m-tice funkci

Y1 — e)\ox’ y = XeAOX,---7Ym :Xm—l e)\oX

je FeSenim dané rovnice.

Poznamka

o Cislo je k-nasobny ko¥en polynomu pravé tehdy, kdy# je kofenem
polynomu a jeho derivaci az do ¥adu k — 1 v&etné& (a neni kofenem
derivace ¥adu k).

@ Vzorec pro n-tou derivaci soutinu (uv)(" =377 @) u(Dy(n=1),
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Rovnice s konstantnimi koeficienty

Dikaz.
Necht m = 2, tj. \g je dvojndsobnym kotenem. (Pro m > 2 podobng.)

y =X ehoX
y’ = X f \ox e = (\ox + )e’\ox,
= o M 4 )g e 4 A3x 0% = X(2)g + A3x),

y(n) = e’\"x(n)\g*1 + Agx).

AL+ A2x] + ap_1 € [(n— DA 2 4 AD ] 4 - -
4+ a e’\ox[l + Aox| + apx X =
= x e [A§ + an_1A\§ L+ + ao)
+ e AT 4+ (0= D)an1A\ 2+ -+ a] =0.

Tedy jedna se o FeSeni. L]
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Rovnice s konstantnimi koeficienty

Véta 14
Jsou-li o« + Bi dvojice m-nasobnych kofenii charakteristického polynomu,
pak 2m funkci

y1 = e** cos Bx, 1 = e**sin fx, ...

o Ym = X" e cos Bx, Jm = x™ L e sin Bx
je také FeSenim rovnice.
v
Diikaz.
Kombinace ptedchoziho. Pro k € {0,..., m — 1} mame FeSeni

xk elatBi)x sk ola=Bi)x terd setteme a vydélime dvéma, resp. odetteme a
vydé&lime dvéma i, &¢imZ dostaneme funkce xK e cos Bx, resp.
xk e sin Bx. O

v
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4rni diferencidlni rovnice vy3sich ¥4 Rovnice s konstantnimi koeficienty

Poznamka

Vzdy (tj. bez ohledu na situaci s kofeny charakteristického polynomu) se
ndm poda¥i najit n-tici navzajem riznych ¥eSeni homogenni rovnice n-tého
fadu.
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Rovnice s konstantnimi koeficienty

Definice 5
Determinant
f(x) fn(x)
Wiy | ) f(x)
000 o 00

nazyvame wronskian (Wronského determinant, determinant Wronského
matice).

Véta 15

UvaZujme n-tici funkci fi, ..., f, majicich na intervalu | C R derivace
nejméné& do Fadu (n — 1). Tyto funkce jsou linedrné nezavislé, jestlize jimi
uréeny wronskian je riizny od nuly pro vSechna x € I.
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Rovnice s konstantnimi koeficienty

Diikaz.
Pro libovolné x € I je

a1f(x) + -+ anfp(x) =

0
arf{(x) + -+ anfy(x) =0

a1 fl("fl)(x) + .+ a,,f,,(nfl)(x) =0
systém linedrnich rovnic v proménnych aq, ..., ap, tj.

Al) - falx) a1 0

7 D) - A"V \as 0

a tato soustava ma pravé jedno ¥eSeni pravé tehdy, kdy? je matice
soustavy reguldrni, tj. jeji determinant je rlizny od nuly.

O

v
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥4 Rovnice s konstantnimi koeficienty

Véta 16

UvaZujme n-tici FeSeni y1, ..., Yy, homogenni rovnice n-tého Fadu
(sestrojenou podle vySe uvedenych pravidel). Tato n-tice je linedrné

nezavisla a tvoFi bazi prostoru FeSeni pFislusné rovnice, tj. obecné FesSeni
dané rovnice je tvaru

y(x) = cyi(x) + -+ + cnyn(x).

etr Hasil
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Linedrni diferencialni rovnice vy$sich ¥adi Rovnice s konstantnimi koeficienty

Diikaz.
Pt¥edpokladejme, Ze A1,..., Ay € R je n-tice navzdjem rliznych koteni

charakteristického polynomu, tj. y1(x) = e**, ..., y,(x) = eM* je n-tice

fegeni diferencidlni rovnice. Pak W(y1,...,yn) =

e/\lx e e)‘nX ]_ e 1
A eMx ) e N N A1 An
— . . = e 11X, ., e nX |
~— : .
1 ] #0 - :
)‘T 1 e/\lx . Azfl e)\,,x )\11 . )\zfl

Vandermondiv determinant
= eMX .. ghnx H()\,’ — )\j) £ 0.
i>j
—_———
#0

Tedy funkce yi, ..., ¥, jsou linedrné& nezavislé.
Podobnym zplisobem dokdzeme nezdvislost v ostatnich p¥ipadech.

O

v
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Rovnice s konstantnimi koeficienty

Definice 6

Linearné nezavisla ¥eSeni homogenni rovnice nazyvame fundamentalini
systém FeSeni rovnice.

P¥iklad 21

y//+y:0

N+1=0 = Mo ==+ = )71:eix,)72:e_ix =

eX +e X (cosx 4+ isinx)+ (cosx — isinx)
n= > = > = cos x

eX —e X (cosx + isinx) — (cosx — isinx)

Yo = 5 = 5 =sinx

= y(x) = cicosx + csinx.
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥4 Rovnice s konstantnimi koeficienty

Ptiklad 22

y//:0

M=0 = Mp=0 = yi(x) = =1,y(x) = x- &0 = x

=  y(x)=ca+ ax

P¥iklad 23
yY'—y't+y —y=0
M4 A-1=0= A-1)(N\+1)=0 = A\ =1X3==i
= y1(x) = ¥, ya(x) = cos x, y3 = sin x
= y(x) =c e +ccosx + czsinx. ]
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Linearni diferencidlni rovnice vy%sich ¥ada Rovnice s konstantnimi koeficienty

Véta 17

Necht Aq, ..., A,_1 € R jsou libovolna, pak existuje pravé jedno Feleni

rovnice n-tého Fadu spliiujici tzv. polateéni podminku
y(x0) = Ao, Y (x0) = A1, ...,y D(x) = A,_1 pro kaZdé xo € R.

Diikaz.

Necht yi,...,y, je fundamentaini systém YeSeni, pak kaZdé ¥eeni je tvaru

y =c1y1+ -+ chyn. Dosadime xqg

Ao = cay1(x0) + - - + cayn(x0)
A1 = ay(x0) + -+ + cayp(x0)

n—1 n—1
Anc1 = ayy" V(x0) + -+ cays” ) (x0).
Mdame soustavu rovnic s nezndmymi ¢; jejiz determinant je wronskian,
ktery je nenulovy, tedy at jsou pravé strany (Ai,...,A,) jakékoliv, m3
soustava pravé jedno ¥eleni (nap¥. disledek Frobeniovy véty).
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Rovnice s konstantnimi koeficienty

YDt ap 1y o ay” + ary + ay = f(x), (5)

TV
part. ¥es. obecné ¥e$. hom. rovnice

y(x) = YP(X) +cy1(x) + -+ + cayn(x)
——

K nalezeni partikularniho ¥eSeni nehomogenni rovnice pouZijeme
metodu variace konstant.
Regeni tedy hleddme ve tvaru
yp(x) = G(x)ya(x) + -+ 4 Ca(x)ya(x)

a potfebujeme ur&it nezndmé funkce Cj(x),i € {1...,n}.
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Rovnice s konstantnimi koeficienty

Funkce Ci(x),i € {1...,n}, najdeme jako Fe¥eni systému

G + -+ G(x)yalx) = 0

CLA () + -+ Co(x)ya(x) = 0
O 200 + -+ G () =0
LA™V x) + -+ G P (x) = F(x).

Odtud (p¥i oznageni Wronského matice W)

G (x) 0

W (y1(x), - ya(x)) - ,:” =i |
n—1\X
Ch(x) F(x)

tedy Ci(x),..., C,(x) jsou jednozna&n& ureny a integrovanim ziskdme
jednotlivé funkce Ci(x) = [ C/(x) dx,i € {1...,n}.
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Linedrni diferencialni rovnice vy$sich ¥adi Rovnice s konstantnimi koeficienty

Poznamka

P¥edchozi postup ddva pIné feSeni nehomogenni rovnice. Aditivni
integralni konstanty p¥i uréovani funkci Cj(x) pak ,vytvofi* obecné ¥edeni
homogenni rovnice, zatimco primitivni funkce s volbou nulovych aditivnich
konstant vytvoFi pFislugné partikuldrni ¥eSen.

Véta 18
Je-li funkce f : | — R v rovnici (5) spojitd, pak ma po&ateéni problém
dany rovnici (5) a podminkami

y(XO) = Aan/(XO) = Al’ cee 7y(n_1)(X0) = Anflv

kde xo € | a Ao, ..., An—1 € R, jediné (uplné) Feseni, které je definované
na celém |.
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Rovnice s konstantnimi koeficienty

Systém rovnic v metodé& variace konstant

UvaZujme rovnici druhého ¥adu y” + ay’ + by = f(x),a, b € R, a necht
yh = cy1(x) + dya(x), c,d € R je ¥eSenim p¥islusné homogenni rovnice.
Hledejme ¥eSeni nehomogenni rovnice ve tvaru

y = c(x)y1(x) + d(x)y2(x).
Potom y' = c’y1 + cy; + d'y» + dy} a poloZzme c’y; + d’y» = 0. Pak je
y =cy; +dyy atedy y' = c'y; +cy) + d'ys + dyl.

Dosadime do rovnice
f(x)=y"+ay' +by = c'yi+cy] +d'ys+dy +a(cy; + dyy) + b(cyr + dy2)
=c(x)[y +ay1 +by1 ] +d(x)[yd +ays+ bya | + ['y] + d'y3].
— —
=0 =0

Tim jsme dostali pfisludny systém rovnic. Pro rovnice vyssiho Fadu
podobng (rovnice s nulou vpravo ,,pokldddme", posledni rovnice je
vynucend, aby systém fungoval).

v
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Rovnice s konstantnimi koeficienty

Priklad 24
Urete obecné Yedeni rovnice y” + y = tg x. J

y(x) = yp(x) + crcosx + casinx, yp(x) = Ci(x)cosx + Co(x)sinx

(S o) (20) = (i)

Cramerovo pravidlo dava

0 sinx COS X 0
tgx cosx —sinx  tgx
! o ! _
Gx)=r—""—"-, Gx)=r—"""—
cosx  sinx cosx  sinx
—sinx CosXx —sinx CoSX
—
=1

tedy
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Rovnice s konstantnimi koeficienty

/1t2
—t2+1-1 1—t 1
— [ T T dr = dt — | —————— dt
/ 1—¢2 /1— /1—t)(1+t)
B 1/2 1/2 1 1
=t (/1_td’-‘+/1+ B ( 1_tdf+/1+t‘“‘>

sinx =t
cosx dx = dt

— 1 2
Cl(x):/ sin” x cosx dx —

COs X COs X

¢ | . 1—|—smx 2
=t—=In|——|=sinx—
2 1—t 1—S|nx
G(x) = /sinx dx = —cos x+¢>
(x) ) 1I 1+sinx ) 1I 1+ sinx
x)=|sinx— =In|——| ]-cosx—cosx-sinx=—=In|———|-cos x
P 21— sinx 2T sinx
1 1 i
y(x):—ln‘w - COS X+C7 COS X + CoSin X
2 1 —sinx
|
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Rovnice s konstantnimi koeficienty

Nehomogenni rovnice se specialni pravou stranou
f(x) = e [P(x) cos Sx + Q(x)sin Bx],
kde P(x), Q(x) jsou polynomy, Ize ¥edit metodou neurcitych koeficientd.
Partikuldrni YeSeni hleddme ve tvaru
Yp(x) = x" - e [A(x) cos Bx + B(x)sin Bx],

kde A, B jsou polynomy (s neur&itymi koeficienty) stupn& rovnému
max{st P,st Q} a r je ndsobnost kotene a + [3i charakteristického
polynomu p¥islusné homogenni rovnice.

Neurcité koeficienty najdeme dosazenim do plvodni nehomogenni rovnice.
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Rovnice s konstantnimi koeficienty

P¥iklad 25
Urlete obecné YeSeni rovnice y” + y = x - sin x. J

a=0, =1 PKx)=0, Qkx)=x, stQ=1,

a + Bi = i a charakteristicky polynom je A2 +1=0= Mp=Fi=r=1
Partikularni YeSeni proto hleddme ve tvaru

yp(x)=x"[(ax + b) cos x + (cx + d) sin x] = (ax*+bx) cos x+(cx*+dx) sin .
Spotitdme derivace, které se vyskytuji v zadanf{

¥p = (ax? 4 bx) cos x + (cx? + dx) sin x,
¥, = (2ax + b)cos x — (ax? 4 bx) sin x + (2cx + d) sin x + (ex® + dx) cos x,
Yy =2acosx — 2(2ax + b) sinx — (ax® + bx) cos x

+ 2¢sin x + 2(2cx + d) cos x — (ex? 4 dx) sin x.
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Rovnice s konstantnimi koeficienty

Dosadime do rovnice

¥y + yp = 2acos x — 2(2ax + b)sin x — (ax® + bx) cos x
+ 2csinx 4 2(2cx + d) cos x — (ex? + dx) sinx

+ (ax? 4 bx) cos x + (cx? + dx) sin x = xsin x.

Odtud
sinx: —2b+2c=0
cosx: 2a+2d=0
Xsinx : —4a=1
X COS X : 4c=0
_ 1 _ _ _ 1
= a=—3,b=0,¢c=0,d= 7, atedy
1 1
Yp(x) = —sz cos x + szinx
2
X X . )
y:—Icosx+Zsmx—l—clcosx+c25|nx
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Rovnice s konstantnimi koeficienty

Poznamka

Je-li prava strana nehomogenni rovnice ve tvaru linedrni kombinace
f(x) + f2(x), pak Ize ur&it partikularni feSeni samostatné k f; a k f,,
dostaneme y a ¥, pak y, =y + ¥.

To miiZze usnadnit (zp¥ehlednit) vypolet zejména jde-li o soutet dvou

specidlnich pravych stran, nebo o soulet funkce a specidlni pravé strany.
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Eulerova rovnice

Eulerova rovnice ma tvar

0
ym 2ty -y o A 0,
anly XN f(X)

kde a; e R,i € {0,...,n—1}.

Petr Hasil (MUNI)
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Eulerova rovnice

Homogenni Eulerovu rovnici 1ze pfevést na rovnici s konstantnimi
koeficienty. Redeni hleddme ve tvaru y(x) = x*, tedy mame

dn—1

AMA=1)---(A=n+1)x "+ )\()\—1) A =n+42)xAH

+ ﬁ)\XA_l + @XA = 0

Xn
a po vytknuti x*~" dostaneme tzv. indexovou rovnici P(\) = 0
AMA=1)---(A=n+1)+a,1AA—=1)---(A=n+2)+---+aA+a =0.

Déle postupujeme podle koFenli indexové rovnice.
@ Ma-li navzdjem rizné realné kofeny A1,...,\,, pak n-tice FeSeni,
ktera tvo¥i bazi prostoru ¥eSeni (fundamentalni systém) je

yi(x) = xM, . ya(x) = XM,
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Linearni diferencidlni rovnice vy%sich ¥ada Eulerova rovnice

@ Ma-li m-ndsobny ko¥en \g (m < n), pak linedrn& nezdvisld ¥eSeni jsou
A A A -1
yi(x) =x yo(x) = xInx, ..., ym(x) = x°(Inx)"
(Ize ovéfit dosazenim do rovnice a vyuZitim nasobnosti kofene o).
© Ma-li dvojici komplexné sdruZenych kofenli A1 > = o & 3/

(o, B € R, #0), pak postupujeme podobné& jako u LDR vy%siho
Fadu, tj.

. atfi . .
oniﬁl (elnx) — ealnxi/ﬁlnx — ealnx . eilﬁlnx

= (e'”x)a - [cos(BIn x) £ isin(B In x)]
= x% - [cos(BInx) £ isin(SInx)],

settenim a vydélenim dvéma, resp. odectenim a vydélenim dvéma i/,
dostaneme

y1 = x%cos(BInx), y» = x¥sin(S In x).
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Eulerova rovnice

P¥iklad 26

Urcete obecné

7

Feeni rovnice y” + 4—)1(2y =0.

Dosazenim y = x* dostaneme

A\ — 1)x* 2 -|- 1 X’\ =

1
X)\72 (}\ )
1
4

T2
P
1
= >\1,2:§ = y1=x"2=/x,y2 = VxInx,

tedy feseni je

y(x) = avx + cvxInx.
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Linedrni diferencialni rovnice vy$sich ¥adi Eulerova rovnice

Nehomogenni Eulerovu rovnici Ye$ime stejné jako pfedchozi rovnice.
Obecné Feseni je souttem partikuldrniho ¥eSeni a obecného Yeseni
(pFisluiné homogenni rovnice). Partikuldrni ¥eSeni hleddme metodou

variace konstant, tj.

Yp(x) = G(x)y1(x) + - - + Ca(x)yn(x);

nkx - yalx) Ci(x) 0

YDy e Y0) \a) \f)

Matematicka analyza
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Eulerova rovnice

Poznamka

Zavedenim nové nezdvisle proménné t, kterd je s plvodni proménnou x
vdzana vztahem

x=¢e' (& t=Inx),

Ize pFevést Eulerovu rovnici na rovnici s konstantnimi koeficienty pro
funkci z(t) = y(e').

Znacme derivace te¢kou podle t a &irkou podle x, potom

2(t) = y'(e") e,

Z(t) _ y//(et) e2t _|_y/(et) et — y//(et) e2t +2(t),
Y =20 29,
V' (x) = Z(t)e;z(t) _ Z(t)x—22(t‘)
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Eulerova rovnice

P¥iklad 27

zZ—z zal
—_— z=0
2 "' /X

2—z'+z'al+aoz:0
2+(31—1)2+302:0,

coZ je rovnice s konstantnimi koeficienty, tedy ¥eSeni hleddme ve tvaru
z(t)=eM = M (a3 —1)A+a=0 = MA—1)+a\+a =

coZ je indexovd rovnice. (Je vid&t svazani substituci x = et.)
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Rovnice druhého ¥adu

UvaZujme rovnici

y" +ay' + by =0, a,beR.

Véta 19 (Abelova)

Pro libovolna FeSeni y1,y» rovnice (6) plati

ax

W(y1,y2) = ce”

pro néjaké c € R.

Poznamka

Pro rovnici s nekonstantnimi koeficienty y” + a(x)y’ + b(x)y =0
dostaneme W(yi, ) = ceJal

x) dx
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Rovnice druhého ¥adu

Duikaz.

W(y1,y2)]" = (v1ys — yay1)' = yivs + y1ys — yayi — yayi
= y1(—ay; — by2) — y2(—ay; — by1)
= —a(y1ys — yayi) + b(y1y2 — y1y2)
= —aW(y1, y2),

tedy W(y1,y2) je ¥eSenim rovnice prvniho ¥adu W' = —aW. Odtud
W(yl,yg) =ce ¥,

Disledek

Pro libovolnd ¥eSeni y1, y» rovnice (6) plati
e W(y1,y2) =0 pro n&jaké xop € | & W(y1,y2) =0Vxp €/,
e W(y1,y2) # 0 pro n&jaké xop € | < W(y1,y2) #0Vxp € I.
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Linearni diferencidlni rovnice vy%sich ¥ada Aplikace

Newtonlv zakon

(hmotnost) - (zrychleni) = sila pisobici na téleso
n
m-y" = Z Fi(t)
i=1

Sily plsobici na t&leso
Q Tihové sila F; = m - g, doli, m > 0
@ Pruzinové sila F, = —k(L + y(t)), vzdy tak, aby obnovila pivodni
délku pruziny, k > 0, (je-li vychyleni y(t) velké nahoru (y(t) < —L),
pruZina je stlagend, tedy F, > 0 pisobi dolil)
© Teci sila Fr = —~ - y'(t), vzdy proti sméru pohybu, pro malé
vychyleni je pfimo imérna rychlosti, v > 0

Q Vngjsi sila ,E(t) plsobi p¥imo na t&leso
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Aplikace

my" = Fg + Fp + F¢ + F(t)

my"” = mg — k(L+y) —y' + F(t)

my” = mg — kL —ky — vy’ + F(t)
=0

Linedrni DR 2. ¥adu s konstantnimi koeficienty

my” +y' + ky = F(t)

e y(0) = yp potatelni pozice (smé&r doli znamend kladné vychyleni)
e y'(0) = yy potatedni rychlost (ve sm&ru potatedniho vychyleni je
kladna, proti smé&ru potatetniho vychyleni zdporna)
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Aplikace

e F(t) = 0 vlastni kmitani
e F(t) # 0 vynucené kmitani

s

@ v = 0 netlumené kmitani

@ v # 0(y > 0) tlumené kmitani

a kombinace pfedchozich.
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Aplikace

Vlastni netlumené kmitani
my” +ky =0

charkateristickd rovnice mA2 + k = 0 ozna&ime-li wg = \/% pak

k .
N == = 8 = )= +iwp,
m
kde wq je vlastni frekvence, potom
y = Gy coswot + Gosinwpt
a pomoci souctovych vzorci
y = Csin(wot + ¢),

kde C je amplituda a ¢ je faze

C=/C+ (3, @zarctg%, Gy =Csingp, G = Ccosp.
2
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Aplikace

Vynucené netlumené kmitani
my"” + ky = Fysinwt,
Fosinwt je periodicky pusobici sila o frekvenci w.

Reseni homogenni rovnice

. k
y = Cicoswot + Cosinwpt, wo =1/ —
m

Odhad partikuldrniho ¥eSeni nehomogenni rovnice zavisi na vztahu w a wy.

¢ [on 0]

F
Y, = Acoswt + Bsinwt = Azzioz, B =0,
m(wg — w?)
y = G coswot + Gosinwpt + 2702coswt
m(wg — w?)
) 0

= Csin(wot + @) + ——5——< coswt

y ( 0 ()0) m(wg_wg)

v

FeSeni je ohranitené
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Aplikace

° (rezonance)

F

Y, = Atcoswot + Btsinwgt = A=0, B= —~
2mw0
. Fo .
y = CGicoswot + G sinwgt — tsinwgt
muwo
. Fo .

y = Csin(wot + ¢) — 5 tsint

mwo

s

feSeni utete do oo
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Pozndmka
Jsou-li pro wy # w po&ateéni podminky y(0) =0 a y’(0) = 0, pak

Fo . wo—w . wotw
sin t|-sin ——t.

o o R i
(n) (v)

Je-li pak w blizko wg, je (n) vina nizké frekvence a (v) vina vysoké
frekvence = amplitudova modulace (elektrickych signald).

WAL LA
WV PRI
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Aplikace

Vlastni tlumené kmitani
my” +y' +ky =0
feSeni vzdy konverguje k nule exponencidln& (neosciluje/osciluje)

mA 4+ +k=0 (m>0,v>0,k>0)

) —y & /2 — 4mk
12 =
’ 2m

Redeni zavisi na ko¥enech charakteristického polynomu mA2 + )\ + k = 0,
ale s rostoucim t jde do nuly.

(a) 2 —4mk>0=Ap €R A < 0,0 <0=y=CeMt4Dedt -0

(b) 2 =4mk = y = Ce*M +DteM - 0

(c) Y <4mk = Mp=a+tfi,a=—5- 8= ﬁ\/m 3 je
vlastn{ (pfirozend) frekvence; je-li v =0, je f = wp = \/Z
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Aplikace

Obr.: Modte (a), hn&d& (b) Obr.: Moznost (c)
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Linearni diferencidlni rovnice vy%sich ¥ada Aplikace

Vynucené tlumené kmitani

my” +~y' + ky = Fysinwt

feSeni homogenni rovnice y, = e** (C cos 3t + Dsin 3t)
partikuldrni YeSeni y, = Acoswt + Bsinwt (Zddny &len neni feSenim
homogenni rovnice)

= y = e*(Ccos Bt + Dsin Bt) + yp,

obecné feSeni je ohranicené.

. ot - 4
Pokud by byla vynucujici sila tvaru Foe®* sinwt, kde a = —5 -, pak by
partikuldrni ¥eSeni zaviselo na vztahu w a 3

o w#fB=y,=e"(Acoswt + sinwt)
o w=p=y,=te*(Acoswt + sinwt)
V obou p¥ipadech je ale y, — 0, nebot o < 0, a tedy i y — 0.
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Aplikace

Priklad 28

Téleso o hmotnosti 0,5 kg natdhne pruZinu o 10 cm. JestliZze potdhneme
téleso doll daldi 2 cm a pak pustime (a pokud zanedbdme odpor vzduchu),
jaka bude jeho poloha v &ase t?7

m=05kg, v=0, g=10m/s*>=1000cm/s
-1 ko - .g72
mg =k = k—T& 05 1000 kg-em-sE o2
L 10 cm

0,5y” +50y =0, y(0)=—2, y'(0)=0 bez potate¢niho impulzu

0,5A°> 450 =0
A 4+100=0
A12 = +10i
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Aplikace

y = Cycos10t + G, sin 10t
y(0) =G =-2

y' = —10C; sin 10t + 10G, cos 10t
y'(0)=106=0=CG=0

y = —2cos 10t

. T
y=_2 sin 10t—§
C ~~~

)
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Aplikace

P¥iklad 29

Je-li systém z predchoziho p¥ikladu v (viskéznim) prosttedi, které
zpisobuje odpor 0,16 N, kdyZ m3 t&leso rychlost 2 cm/s. Urgete jeho
pozici v &ase t.

Treci sila |Fe| = -y :>16kgcm—7-2%:>7:8kg/s

0,5y" +8y’ +50y =0
0,502 +8A+50 =0
A +16)+100=0

—16 + /256 —400 —16++/—144 —-16+£12/ 846
= = = — /
2 2 2

A1p =
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Linedrni diferencialni rovnice vy3sich ¥ada Aplikace

y = Cre 8 cosbt + Cre B sin6t
y(0)=CG =-2
y'=G (-8 e 8t cos6t — 6e 8 sin 6t)
+ G (—8 e 8sin6t + 6e 8 cos 6t)

8
y0)=G6G-(-8)+6-6=0= CZ:—§
8
y =—2e % cosbt — 3 e 8 sin6t
1 1
y = ?0 e 8% sin <6t + arctg Z) Ry ?0 e 8% sin (6t + 3,785)
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Systémem linedrnich diferencidlnich rovnic rozumime systém tvaru

X1 = a11(t)x1 + ara(t)xa + - - - + a1n(t)xs + ba(t),
xp = a1 (t)x1 + an(t)xa + -+ - + a2n(t)xn + ba(t),

xp = an1(t)x1 + an2(t)x2 + - - + ann(t)xn + ba(t),

kde aj a bj (i,j =1,...,n) jsou bud redlné nebo komplexni funkce
definované na intervalu I C R.
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Zavedeme-li maticovou funkci
At) = (a5(8))]y

a vektorovou funkci
b(t) = (bi(t),..., ba(t)),

Ize linedrni systém psat ve vektorovém tvaru

x"= A(t)x + b(t). (7)
kde x = (x1,...,Xn). P¥i tomto zpisobu zapisu je vhodné chdpat vektor x
jako matici (xi1,...,x,)7 typu n x 1 a vektorovou funkci b(t) jako
maticovou funkci (by(t), ..., by(t))T. Sou&in maticové funkce A(t) a

vektoru x lze pak chédpat jako sou&in dvou matic a systém mame v tzv.
maticovém tvaru (7).
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Je-li specidln& b(t) = 0, nazyva se rovnice (7) homogenni. V opa&ném
p¥ipad& nehomogenni a rovnice x’ = A(t)x se nazyvd homogenni rovnice
pFidruZend k rovnici x' = A(t)x + b(t).

Potatetni podminka pro rovnici (7) je tvaru

x(to) = ¢, (8)

kde £ je konstantni matice typu n x 1.
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Sl Systémy linedrnich diferencidlnich rovnic

Véta 20

Jsou-li A(t), b(t) spojité na intervalu |, pak maticovd funkce (t) typu
n x 1 je FeSenim pocatecni dlohy (7),(8) pravé tehdy, kdyZ je FeSenim
integralni rovnice

) =c+ [ TAGs)e(s) + b(s)] ds

Diikaz.
Viz skripta. 0J
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Sl Systémy linedrnich diferencidlnich rovnic

Lemma 1 (Gronwall)

Necht u(t), v(t) jsou spojité nezdporné funkce na intervalu J, necht
C > 0 je konstanta a necht ty € J. JestliZe pro viechna t € J plati

u(t) < C+

)

/tt v(s)u(s) ds

0

pak pro vSechna t € J plati

u(t) < C- el V() 35l

(© Petr Hasil (MUNI)
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Sl Systémy linedrnich diferencidlnich rovnic

Dikaz.

Provedeme pro t > t; (tedy vie bez absolutnich hodnot):

u(t) < C+ /t v(s)u(s) ds

to

w(t)

w/(t) = v(t)u(t) < v(t)w(t)
w'(t) — v(t)w(t) <0 /- exp{—/t v(s) ds}
Wl(t) e ft:) v(s) ds —v(t)w(t)e” ft:) v(s) ds <0

[Wan‘%“”“ygo
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Sl Systémy linedrnich diferencidlnich rovnic

Odtud dostaneme

IN
<
=
3
)
3
o

a uZitim nerovnosti u(t)
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Véta 21 (O existenci a jednozna&nosti FeSenf)

Necht maticové funkce A(t), b(t) jsou spojité na intervalu I. Pak
pocateeni uloha (7),(8) (to € 1) ma jediné dplné FeSeni. Toto Feseni je
definovano na celém intervalu | a Ize ho ziskat jako limitu tzv. Picardovy
posloupnosti postupnych aproximaci {¢x(t)}32, kde

po(t) =0,  wrq(t) =&+ /tt [A(s)¢x(s) + b(s)] ds (9)

prok=0,...,00.
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Diikaz.

Funkce posloupnosti {pk(t)}32, jsou definované na celém intervalu /.
Ukazeme-li, Ze existuje maticova funkce ¢(t) typu n x 1 takova, Ze
ok(t) = (t) na intervalu | a

/t [A(s)px(s) + b(s)] ds — / As)p(s) + b(s)] ds  (10)

na intervalu / pro k — oo, bude existence reSeni pocatecm dlohy (7),(8)

na | dokdzéna, nebot z (9) plyne p(t) = &£ + ft [A(s)¢(s) + b(s)] ds, coz
je integrélni tvar rovnice ekvivalentni pocatecm Gloze (7) (8).
Zaved me nejprve nasledujici oznaZeni a(t) = ftt\A )| ds‘,

5(t) - maXTe[mln(to t),max(to,t) ]’f + ft d5| Ak(t) ‘Pk—i-l(t) - ‘Pk(t)-
Funkce a(t), 5(t) jsou spojité na mtervalu I, funkce B(t) je pro t > ty
neklesajici.
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DokaZeme nejprve, Ze plati

ak(t)

py pro k=0,1,... (11)

[Ak(t)] < B(2) -

Uplnou indukcei: Pro

k=0:1D0(8)] = e1(t) = po(8)] = ¢1(8)] = [¢ + [ b(s) ds| < (1),
~——
=0
P¥edpokladejme nyni platnost tvrzeni pro k = j a dokazme platnost pro

k=j+1:
‘Aj+1(t)| = |(Pj+2(t) - @j+1(t)|

£+ / AS)g5(s) + ()] ds — &+ / A)2) + b5 8 )

[ ASerate) ds— [ A)eits) o5

to to

o
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RVl Systémy linedrnich diferencidlnich rovnic

/ AGs o)~ )] ¢

()pj+1(t) = ¢;(2)]] ds

/ A0 ™ ¢ '

/M o)™ as| <

=A(t)| | 1AG) aj'(!s) 5’
= B(t)sgn(t — to) /t o' (s)sgn(s — to) aJJ(Is) ds
IA(s)]
o0 [y s o [ _ 0
‘M”A i ()d‘ﬂ“ﬂ0+njm_m”0+m
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Z (11) plyne, Ze Yada > ;7 o|A«(t)| konverguje a plati

[e'e) 00 ak o0 O[k
Siadnl <3 a0 P = any L0
0 k=0 k=0

k=

= B(t) et

protel.
Plati 37 Ax(t) =
p1(t) = @o(t) + @2(t) — @1(t) + -+ + m(t) — em-1(t) = ©m(t). Pro
p > m pfirozena tedy mame

-1 -1 -1
0(8) — ()] = [023 Ak(e) = 78 Au(e)| = |82, Au(t)) <
Zf;}nmk(t)\ < Yok |Ak(t)]. Odtud plyne, Ze posloupnost {¢k(t)} je
cauchyovska v kazdém t € /. ProtoZe R” je tplny metricky prostor, je
posloupnost {pk(t)} konvergentni v kazdém t € /.
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Sl Systémy linedrnich diferencidlnich rovnic

Polozme o(t) = limy_o0 wik(t),t € I. Plati

lo(t) — om(t)] = ZAk(t) - Z Ag(t)] = Z Ax(t)
k=0 k=0 k=m
< JAk(t)] < Zﬁ(t)% - 8(t)Y" O‘k(|t)
k=0 k=0 k=0

B am(t) a(t) az(t)—
— B(¢) <1+m+1+(m+2)(m+1)+'”>

< s D (1420, O )

m! 1 2-1
= B()2 (It) e tel
m!
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Md3me dok3zat, Ze ftf) [A(s)¢k(s) + b(s)] ds — ftg [A(s)¢(s) + b(s)] ds
na intervalu /. Dlkaz sta&i provést na libovolném kompaktnim intervalu
J C I. Protoze funkce «a(t), 5(t) jsou spojité na J, nabyvaji na ném své
nejvétsi a nejmensi hodnoty reknime &, .

m oo

Pak |¢om(t) — ¢(t)| < e & %% 0 (nutnd podm. konvergence
ap — 0) na J. Odtud opm(t ) :; ©(t) na J pro m — oco. Na J nyni mdme

/ TAGS)ox(s) + b(s)] ds / [A(s)e(s) + b(s)] ds

A()( k(s) — »(1)) ds

/ A(s)(x(s) — (1)) ds

t
|A(s)| ds
to

| lpk(s) — o(t)] ds| < Tgﬂw(S) —p(s)|

k
<é- TSJX“Pk( s) — o(s)] —=> 0,

nebot ¢m,(t) = ¢(t) na J.

v
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Tim je dokdzéno (10), tedy existence Ye¥eni na /. Zbyvad dokdzat
jednozna&nost.

P¥edpokladejme, Ze x(t), y(t) jsou ¥eSenim (7),(8). PoloZme

u(t) = |x(t) — y(t)| na libovolném intervalu, kde jsou ob& ¥eeni x(t), y(t)
definovana. Pak plati

u(t) = Ix(
et / AG)x(s) + b(s)] ds—( /t[A<s) (5)+ b(s)] ds )

/ IA(s) (x(s) — y(5)| ds
/tt]A(s) u(s) ds
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_ / A(s) (x(s) — y(s)) ds

IN

/ A(s)] | ( )| ds| =




Sl Systémy linedrnich diferencidlnich rovnic

Podle Gronwallova lemmatu je u(t) <O0- el A4l _ g pongyady
u(t) >0, mdme u(t) =0, tedy x(t) = y(t) na kazdém intervalu, kde jsou
feseni x(t), y(t) definovana. O
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Poznamka

Picardova metoda postupnych aproximaci pouZitd v dikazu pfedchozi véty
umoZziiuje hledat ¥eseni jako limitu posloupnosti {¢k(t)}. PouZijeme-li
funkci Ak(t), zavedenych v dikazu, Ize ¥eSeni (t) vyjadFit ve tvaru
nekonetné Yady o(t) = > "7, Ak(t). Pfitom lze vektorové funkce A,(t)
definovat nasledujicim zplisobem

t

b(s) ds, Axi1(t) :/ A(s)Ak(s) ds.

to

t

Ao(t) :€+/

to
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Sl Systémy linedrnich diferencidlnich rovnic

Poznamka
Je-li specidln& A(t) = A nezdvisld na t a b(t) = 0, mdme potate¢ni
problém ve tvaru

X' =Ax, x(t) =¢
a jeho ¥eSenfi ve tvaru

—_ 2 _ 3
so(t):£+A§-(t_to)+A2g¥+Asg%+m

= (/ + %A(t —to) + %[A(t — )P+ + %[A(t —t)]* + -

.)5,

v
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Definujeme-li maticovou exponencialni funkci e” vztahem
1 1 1 =1
A f— —_— —_— 2 .« .. —_— k DR —_— k
=l A A A _kzk!A,
=0

kde A® = I, pak ¥eeni ©(t) lze psat ve tvaru o(t) = eA(t=%) ¢ Snadno se
oV&F¥i, e pro maticovou exponencidlni funkci plati [eA(t_tO)]/ = A.eAlt=t),

‘eA‘ < elAl a pro zaménitelné (tji. A- B = B - A) matice typu n x n plati
eMB = A eB.
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Sl Systémy linedrnich diferencidlnich rovnic

Ptiklad 30

Rete potateni problém x' = Ax,x(0) = (0,1)7,A= ( 0 1)_
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10 0 t ~-2 0 o & A

At 2 3! 41

e + + + + + -
(0 1) < t 0> <0 —f22> (53, 0) (0 o

cost sint
—sint cost

At T [ cost sint ‘ 0\ [sint
w(t) =e7(0.1) _(—sint cost) <1>_(cost>
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Sl Systémy linedrnich diferencidlnich rovnic

Véta 22 (Princip superpozice)

Jsou-li x1(t), xo(t) FeSenim rovnice x' = A(t)x + b1(t), resp.
x" = A(t)x + bo(t), pak linedrni kombinace c1x1(t) + coxa(t) je FeSenim
rovnice X' = A(t)x + c1b1(t) + cobo(t).
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Sl Systémy linedrnich diferencidlnich rovnic

Diikaz.

[crxa(t) + caxa(t)]” = cixq(t) + coxb(t)
= a1 (A(t)xa(t) + bi(t)) + c2 (A(t)x2(t) + ba(t))
= A(t) (C1X1(t') + C2X2(t)) + C1b1(t) + Czbz(t).
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Disledek
@ Jsou-li yi(t), y2(t) YeSeni homogenni linedrni rovnice

y'=At)-y, (12)

pak také jejich linedrni kombinace c1y1(t) + coy2(t) je FeSenim rovnice
(12). MnozZina v3ech Fedeni rovnice (12) tedy tvofi vektorovy prostor.
Pozd&ji ukaZeme, Ze tento prostor je dimenze n (= ¥ad matice A).

@ Je-li x(t) Ye¥enim rovnice (7), pak z(t) je YeSenim rovnice (7) pravé
tehdy, kdyz x(t) — z(t) je ¥eSenim rovnice (12). V3echna Yeeni
rovnice (7) jsou tedy tvaru x(t) + y(t), kde y(t) je ¥eSenim rovnice
(12) a x(t) je jedno ¥eZeni rovnice (7).
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Pozndmka
Ve zbytku tohoto odstavce budeme predpokladat, ze A(t), b(t) jsou

spojité na intervalu /.
Z véty o existenci a jednoznacnosti feSeni plyne Ze pocatedni problém

y' = A(t)y, y(to) = 0 ma jediné YeSeni y(t) =

Matematickd analyza 169 /198
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Sl Systémy linedrnich diferencidlnich rovnic

Definice 7

Rekneme, e Fedeni yi(t), ..., yk(t),t € I jsou linedrn& zavisl3, jestlize
existuji konstanty ci, ..., Cx, z nichZ aspofi jedna je riiznd od nuly, takové,
ze crya(t) + -+ ckyk(t) =0 na /. V opa&ném p¥ipad& ¥ikdme, Ze YeSeni
yi(t), ..., yk(t) jsou linedrné nezavisla.
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Jsou-li Yeseni y1(t), ..., yk(t) linedrn& zavisla a je-li ty € I, pak také
vektory yi(to), ..., yk(to) jsou linedrn& zavislé. UkaZme, Ze toto tvrzeni
plati i naopak.

Necht vektory y1(to), ..., yk(to) jsou p¥i tg € I linedrn& zavislé, tj. existuji
konstanty ci, ..., cx ne vdechny rovny nule tak, Ze

ciyi(to) + -+ + ckyk(to) = 0. Protoze yi(t),. .., yk(t) jsou Fedeni, je i
jejich linedrni kombinace y(t) = ciyi(t) + - - + ckyk(t) FeSenim rovnice
(12). P¥itom plati, Ze y(tp) = 0. Podle posledni pozndmky je y(t) =0,

takze y1(t), ..., yk(t) jsou linedrn& zavisla. Plati také, Ze YeSeni
yi(t),...,yk(t) jsou linedrn& nezdvisla prav& tehdy, kdyz vektory
yi(to), ..., yk(to) jsou linedrn& nezdvislé. Odtud plyne, Ze dimenze

vektorového prostoru viech Feseni rovnice (12) je rovna n.

Libovolnou bazi prostoru viech YeSeni rovnice (12) nazyvdme
fundamentalni systém FeSeni rovnice (12).
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Zaroveli s rovnici (12) budeme uvaZovat rovnici
Y =A(t)- Y, (13)

kde Y je &tvercovd matice ¥adu n. Ozna&ime-li sloupce matice Y jako
y[I oyl Ize systém (13) psat jako systém n linedrnich rovnic
y = A(t) -yYl,y=1,...,n, nebo ve tvaru jedné vektoroveé rovnice

Yl 0O 0 - At)) \ym
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Odtud plyne, Ze po&atelni tloha

Y = A(t)-Y, Y(t)= Yo, (14)

kde tg € I, Yy je konstantni &tvercova matice ¥adu n, ma jediné Gplné
feSeni Y'(t) definované na celém intervalu /. Maticovd funkce Y(t) je
feSenim rovnice (13) pravé tehdy, kdyz kazdy sloupec yUl maticové funkce
Y (t) je ¥YeSenim rovnice (12). Je-li £ konstantni n-rozmé&rny sloupcovy
vektor, pak Y(t)- & je YeSenim rovnice (12). Jestlize kaZdé ¥edeni (12) Ize
ziskat ve tvaru Y(t) - £, nazyva se maticova funkce Y(t) fundamentdini
matici rovnice (12).
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Ziejm& Y'(t) je fundamentalni matici rovnice (12) pravé& tehdy, kdyz
sloupce y[U(t), ..., yl"l(t) maticové funkce Y(t) tvoFi fundamentaini
systém FeZeni rovnice (12).

< yl(t), ..., yll(t) jsou Fegeni (12) a det (y1H(¢),. .., yI"l(t)) # 0 pro
tel

& y[ll(t), . ,y[”](t) jsou ¥eSeni (12) a det (y[l](to), ... ,y[”](to)) #0
protel

< Y(t) je feSenim (13) a det Y(t) #0 na /
< Y(t) je fe¥enim (13) a det Y(tp) # 0 na /
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Je-li C &tvercovd konstantni matice ¥adu n a je-li Y(t) ¥eSenim (13), pak
Y(t) - C je rovn&Zz feSenim (13).

(Y(t)- O) = Y'(t)- C= (A1) Y(t) - C=A(t) - (Y(t) - C)

Je-li C reguldrni ¢tvercovd konstantni matice ¥adu n a je-li Y(t)
fundamentalni matice rovnice (12), pak Y(t) - C je op&t fundamentalni
matice rovnice (12). Je-li Y(t) fundamentalni matice rovnice (12), pak
libovolna fundamentalni matice Y(t) rovnice (12) je tvaru

Y(t) = Y(t) - C, kde C je vhodn4 reguldrni &tvercova konstantni matice
¥adu n. Je-li Y(t) fundamentdini matice rovnice (12), pak potate¢ni tiloha
(14) ma ¥edeni Y(t) = Y(t)- C, kde C = Y~1(tg) - Yo.
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Sl Systémy linedrnich diferencidlnich rovnic

Véta 23 (Jacobiho formule)
Bud' Y (t) FeSenim rovnice (13), to € I. Pak plati

det Y(£) = det Y/(t) el TG 9.
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Sl Systémy linedrnich diferencidlnich rovnic

Diikaz

Oznatme y;i(t),(i,j = 1,...,n) prvky maticové funkce Y(t) a poloZme
u(t) = det Y(t). Protoze Y'(t) = A(t) - Y(t), plati

vii(t) =" r_1 aic(t)yxj(t), kde ajj(t) jsou prvky maticové funkce A(t).

yir(t) - yia(t)
Y1) =3 vh(D) YO
i=1 : : .
yoir(t) - Yan(2) |
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Sl Systémy linedrnich diferencidlnich rovnic

y1(t) e y1n(t)
- _"1 S0l Sy k(Do)
_ ,an:(t) - }/nn:(t)
yu(t) - yi(t)
. _; (Ol ai{ ()
oo e

Il
3
L
o
[¢]
+
<
—~
~
N—
Il
N
Nk
L
—~
~
N—r
~
I~
—~~
~
N
Il
+
-~
>
—~~
~
N
<
—
\‘-/
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Sl Systémy linedrnich diferencidlnich rovnic

Déle u(ty) = det Y(tp). Funkce u(t) je tedy ¥eSenim po&ate¢ni tlohy
v =trA(t) - u, u(ty) = det Y(to).

t
IR o trA(s) d ey Ny .
Re¥enim dostdvame u(t) = C - el AL ° pfitem? z potateni podminky

plyne C = det Y(tp), a tedy

det Y(t) = det Y(to) - oo trA(s) ds
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Sl Systémy linedrnich diferencidlnich rovnic

Véta 24

Je-1i Y (t) fundamentdini matice rovnice (12), pak FeSeni pocateni tlohy
(7).(8) je

x(t) = Y(t)- Y to) - £+ Y(t)- /t Y~1(s)b(s) ds.

to
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.
Dikaz.

Protoze Y(t) je reguldrni a spojitd na intervalu /, je na [ spojita i Y~

Existuje proto derivace ftz Y~1(s)b(s) ds a plati

X(t)=Y'(t)- Y} (to) €

+Y'(t)- /t Y~1(s)b(s) ds + Y(t)- Y(t) - b(t)

to

= A()Y(£)Y L(to)€ + A(t) Y (t) - /t Y ~1(s)b(s) ds + b(t)

— AY) [Y(t)Y_l(to)ﬁ +Y () /t y~1(s)b(s) ds] + b(t)
= A(t) - x(t) + b(t),

tedy x(t) je Fesenlm (7)
x(to) = Y(t0) - Y~ H(to) - £ + [0 Y} (s)b(s) ds = &.

H(t).

O

v
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Pozndmka
P¥i praktickém urovani feseni po&ateéni tlohy (7),(8) se obvykle
postupuje takto (tzv. metoda variace konstant)

o ReZeni predpoklddame ve tvaru Y(t) - c(t), kde c(t) je n-vektorova
funkce (sloupcovy vektor)

@ dosadime do rovnice (7):
Y/(t) - c(t) + Y(t)- (t) = A(t) - Y(t) - c(t) + b(t)

@ vyuZijeme vztahu Y'(t) = A(t) - Y(t) a dostaneme
A(t) - Y(t) - c(t) +Y(t) - c'(t) = A(t) - Y(t) - c(t) +b(t), tudiz
c'(t) = Y~H(t) - b(t)

@ integraci dostaneme c( )=n+ ftt Y~1(s)b(s) ds, a tedy
x(t)=Y(t)-n+ Y(t fto ) ds

@ z potite&ni podminky ur&ime n: f— Y(to)n +0=n=Y"1t) a

tedy x(t) = Y(£) - Y H(to)s + V(1) - [, Y 2(s)b(s) ds

v
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Sl Systémy linedrnich diferencidlnich rovnic

Pozndmka

Je-li specidln& A(t) = A, kde A je konstantni &tvercova matice ¥adu n, tj.
uvaZzujeme-li po&ate¢ni tlohu x" = Ax + b(t), x(tp) = &, je Yeeni této
dlohy tvaru x(t) = eAlt—t) ¢ 4 ftz eAt=3) p(s) ds.
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UvaZujme rovnici
y' = Ay, (15)

kde A je konstantni &tvercova matice Fadu n. Maticova funkce et je
fundamentalni matici rovnice (15).

(eM) = Ae™, dete” stati v jednom bod&: dete?t| _ =det/ =10

Na¥im cilem je popsat strukturu matice e, pop¥. jiné fundamentalni
matice e -C.
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Z linedrni algebry je zndmo, Ze existuje reguldrni ¢tvercovd matice ¥adu n,
oznaéme ji P, takova, e A= P - J- P! kde J je takzvany jordaniiv
kanonicky tvar matice A. Tento je blokové diagonalni matici tvaru

Jo1
_ JOq
J= i )
Js
kde Jo1, ..., Jog jsou jednoprvkové matice a Ji, ..., Js jsou matice typu

A1 0

0 X 1
Al
0 A

© Petr Hasil (MUNI) Matematicks analyza 186 /198



Jo1, ..., Jog @ J1,...,Js jsou tzv. Jordanovy bloky a &isla Ag, A1,..., As

Yy

jsou vlastni &isla matice A (tj. ¥eSeni charakteristické rovnice
det(A — Al) =0, kterd nemusi byt navzdjem riznd). Oznatme

Jo1 A1
JOq )\q

4

Necht n; zna¥i ¥ad matice J; pro j =0,...,s (ng = q).
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Definice 8

o Ret&zcem p¥isluinym k vlastnimu &islu \;, kde g < j < g+,
rozumime konecnou posloupnost sloupcovych vektor{i tvorenou
( Jk_:%_l ng + 1)—t)’/m sloupcem matice P a% < e nk>—tym
sloupcem matice P.

o Ret&zcem pf¥islusnym vlastnimu &islu \j, 1 < j < g, rozumime
posloupnost tvofenou jedinym, a to j-tym sloupcem matice P.

o Délkou Fetézce rozumime pocet sloupcovych vektor(, jimiZ je tento
fetézec tvoren. )
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Ke kazdému vlastnimu &islu A matice A existuje aspofi jeden Fetézec
prisludny &islu A (muZe jich byt vice neZ jeden). Soulet délek viech fetézcl
pFislusnych k vlastnimu &islu A matice A je zfejmé& roven nasobnosti
vlastniho ¢&isla A.

o0

eAt — ePprlt — le (PJP—].)J

=07
:)PJP—l-PJP—l---- P JP‘l‘
—_—— T

=> = Lpyipt.d—p. L) . prop.ept
j=0

1l /1
J! =
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v 7

Budeme zkoumat nejprve strukturu matice e’ (je jednodus¥i)

eJot
oo e_/lt
et = JJ t = ,
j'
=0
J= elst
i
Ao
. HE
Y = 1
Lt
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eht Nt
1 .. etot . Mot/
Agt i
e )\th

elit: je{1,...,s},Ji = Agijli + M, I;, Mj jsou matice ¥adu n;, I je
01
0 1

jednotkova matice a M =
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elit = eQatiliTM)t — QAqijlit . oMjt — Agijt | . eMjt — @Aqijt . oMt
Mjt _ N~oo 1 pakek
e’ = Zk:o FMJ t

0t 00 ¢
0 t 0 0 ¢
/\/]JQtOZ/,/\/]jltlz ,I\/Ij-zt2: oo 2],
0 t 0 0

0 0
00 tni—1

GMPTRe = S
00 0

M}‘tk:Oprok:nj,nj+1,...
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2 3 nj—1
Lt 3 5 oo

t2

i 0o 1 2

M;t k .k t

J_ZMMJt -
k=0
1 t

ProtoZe matice P je reguldrni, je matice et -P = P - e’t fundamentalni
matice rovnice (15). Oznatme ylll, ...yl sloupce maticové funkce e*t -P
a Al .. K7l sloupce matice P. Potom
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Yl — gt pl
Y2 ghat pl2

ylal = eXat pll

[a+2] _ Aquat (pla+1] L plg+2)
yla+d — Aan (hq 1!_|_hq )

- n—1
ylatml — At h[fH-l]L 4ot h[q+”1—1]£ + pla+ml
(n —1)! 11

y[q+n1+---+nsf1+1] — Matst platmttns1+1]

y[q+n1+~~~+n571+2] — hatst (h[q+n1+~~~+n571+1]£ + h[q+n1+~~~+n571+2]>
1!
tn—l

y[n] — ehatst (h[q+n1+"'+nsl+1]

LA | (LN 1
(n—1)!+ +h 1!+h >
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Matice et P nemusi byt redlna, prestoZe matice A je redlna (vlastni &isla
matice nejsou nutné redlnd). Vyse uvedeny systém je fundamentalni
systém FeSeni rovnice (15).
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Systémy Homogenni linedrni rovnice s konstantni matici A

Poznamka

Je-li A redlna konstantni matice, pak s kazdym blokem J,, pFislusnym
neredlnému vlastnimu &islu A\; obsahuje matice J blok téhoZ typu pfislusny
vlastnimu ¢&islu )TJ Navic je z algebry zndmo, Ze o matici P lze
pfedpokladat, Ze Yetézce pfislusné vlastnim &islim jsou redlné a Ze s
kaZzdym Fetézcem p¥isluSnym neredlnému vlastnimu &islu A; obsahuje
matice P i fet&zec komplexn& sdruZeny pFislugny k vlastnimu &islu ;.

S kazdym neredlnym ¥eSenim y, pak vy$e uvedend soustava obsahuje i
FeSeni komplexné sdruzené y.

Y je etézec prislugny k A, ..., hl9l je fetézec p¥isludny k \g;

plattl; . platml jsou Fetézce p¥islugné k vlastnimu &islu gy, - . .,
platmttnsati] o Cplil jsou vetézce piislugné k vlastnimu &islu Mgy -
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Systémy Homogenni linedrni rovnice s konstantni matici A

Poznamka

@ Bud (x) libovolny fundamentélni systém ¥eSeni rovnice (15), ktery
s kazdym neredlnym YeSenim obsahuje i ¥eSeni komplexn& sdruzené.
Nahradime-li kazdou dvojici neredlnych komplexn& sdruzenych YeSeni
y ay v (x) dvojici (y +¥) a 2(y —¥), bude tato nova soustava
tvofit systém redlnych FeSeni.

@ Prvky libovolné fundamentalni matice Y(t) rovnice (15) jsou tvaru
y(t) =7 pi(t) e, kde Ay, ..., Am jsou vEechna navzdjem riizn4
vlastni &isla matice A a pk(t) jsou polynomy stupn& men¥iho nezZ je
nasobnost .
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Pozndmka

V pfipadé redlné matice A jsou prvky libovolné readlné fundamentaini
matice Y(t) tvaru

y(t) = S0, eReME (Py(t) cos(ImAkt) + Qi(t) sin(ImAkt)), kde
Pi(t), Qk(t) jsou redlné polynomy stupn& mensiho neZ je ndsobnost
vlastniho ¢&isla .

y[l] — e(Re)\lJriIm)\l)t (hl + hg) — eRedit  oilmAst (hl 4 h2) —
eReMt (cos(ImArt) 4 isin(ImArt)) - (hy + h2) =
gReAit [h1 cos(lm)\lt) — hy sin(lm)\l t) + hy sin(lm)\l t) — hy COS(Im)\lt)]
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