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@ Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych
@ Zakladni pojmy, limita, spojitost
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Diferencialy vyssich ¥adu
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® Lokalni extrémy

® Absolutni extrémy
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® Zobrazeni z R"” do R™
@ Stejnomérna konvergence posloupnosti funkci jedné proménné
® Implicitni funkce
® Vazané extrémy



Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Definice 1

Necht M C R", kde n € N, M # (). Zobrazeni f: M — R se nazyva

(redlnd) funkce n (redlnych) proménnych a mnozina M je jeji definiéni

obor.

P¥iklad 1

° —\/W f:R? >R

° ( ) In(1-x2—y2), M={[x,y] eR2: x>+y?2 <1}, f: M =R
o f(x,y,z) =x-arctgX, M={[x,y,z] eR®:z#0}, f: M >R

@ f(xi,...,Xxn) =x1- 22---X,'77, f:R" =R )
Pozndmka

OR"=Rx---xR={x=[xq,...,xa;x; €R,i=1,...,n}

n

0 x, B xex, B xex, 2 x e x, konverguje k x po soufadnicich

v
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Definice 2
Necht M C R", f: M — R, pak se mno¥ina

Gr(f) ={[x,..., %0yl €ER™ [x1,....xa] € M,y = f(xq,...

nazyva graf funkce f.

 Xn) }

Definice 3

Necht M CR" f: M — R, c € R, pak se mnoZina
fe={[x1,....xn] € M; f(x1...,xp) = c}

nazyva vrstevnice funkce f (na drovni c).
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Definice 4

Necht M C R?,f: M — R, pak
e Yez funkce f (soufadnou) rovinou py, = {[x,y,z] € R3;z =0} je
mnozina
fo = {lx,y:2] € R f(x,y) = 0} ,
e Yez funkce f (soutadnou) rovinou py, = {[x,y,z] € R3;y = 0} je
mnoZina
fpxz = {[X7.y7 Z] E R3’ f(X7 0) = Z} )
e ¥ez funkce f (soutadnou) rovinou py, = {[x, y, z] € R3;x = 0} je

mnoZina

fpyz = {[Xayvz] €R3;f(0?y) :Z}'
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Zakladni pojmy, limita, spojitost

Diferencidlni po&et funkci vice promé&nnych

Pozndmka
o Necht f: R? — R, pak f, = fy (Yez rovniou py, je shodny
s vrstevnici na trovni 0).
@ Samozfejmé Ize stejnym zplsobem definovat ¥ez libovolnou rovinou.
@ Pro funkce vice neZ dvou promé&nnych Ize podobné zavést definici fezu
(sou¥adnymi) nadrovinami apod. )
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Priklad 2
Nadrtnéte graf funkce

flx,y) = Vx> +y2

Nejprve si nalrtneme Yezy soutadnymi rovinami a vrstevnice. Dostavame
foe = ¥y=0=z=Vx2=|x|af,, = x=0=z=/y?=y|,
tedy Fezy jsou
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Vrstevnice jsou mnoziny f. = {[x,y] € R?; f(x,y) = c} tedy pokldddme
z=c = c=+/x24+y2 = x> +y>’=c% tj.proc<0jef.=10apro
¢ > 0 se jedna o kruZnice se stfedem v polatku a polomérem c,

y
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Zakladni pojmy, limita, spojitost

Celkem jsme zjistili, e grafem funkce f(x,y) = 1/x% + y? je rota&ni kuZel
postaveny na 3pice v pocatku.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Definice 5

Necht f: R” — R a x* € (R*)" je hromadny bod defini¢niho oboru f.
Rekneme, ¥e funkce f ma v bod& x* € (R*)™ limitu L € R, jestlize ke
kazdému e > 0 existuje 0 > 0 tak, Ze pro kazdé x € O(x*,0) ~ {x*} plati
If(x) — L] <e.

Tj. pro x* = [x{, ..., x;] mdme limy_,+ f(x) =L &

Ve > 035 >0Vx = [x1,...,Xxp] # x":
Ixi— x| <o (i=1,...,n) = f(x)e(L—¢e,L+¢).

v

Definice 6
Nevlastni limitu definujeme jako

lim f(x) = oco[—o0] <

xX—rx*

VA€ R 3 >0Vx € O(x*,0) N {x*}: f(x) > A[f(x) <Al

v
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

P¥iklad 3
o Im (xX*+y¥)=1+48=9
[xﬁy]—>[1,2]( )
x24y2 x24y241+41
S e ] O aee)

2 2 _
ey =[0,0] V324211 [x,y]—[0,0] XAyl

VX2+y?+1+1=2

[X,y]—>[0 0]
lim Sl =
® oo P
Poznamka
Znac&eni se ruzni
lim  f(x,y)= lim f(x,y) = lim f(x,y).
[x,y]—[x0,0] bey) = (x.y)=(>0.y0) bey) ;3;8 )
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Priklad 4

; = __kx*  _ im k
[x y% o0 ¥+ = ly =l = limy 2(1+k2) = Jim e

limita neexistuje, protoZe zdvisi na smérnici ptimky, po niz se blizime
k bodu [0,0].

2 2
lim 225 = |y = kx| = lim 2585 = lim %5 =0,
[x,y]—[0,0] xity? ly | x—0 X HKEXE T g XAk
ale pro paraboly mame

; 2 * K
oo K = Y = R = fim e = o

a limita proto neexistuje.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Dvojna a dvojndsobna limita

Necht f : R> — R je funkce dvou prom&nnych. Pak limita ve smyslu
Definice 5 se nazyvd dvojnad. Limitni proces také miZeme aplikovat
postupné&. Limity

Ly = lim (lim f(x,y)) a L= lim (lim f(x,y))

Y—Yo " X—Xo X—=X0 " Y—Y0

se nazyvaji dvojndsobné (pop¥. postupné). Potom pro Ly, Ly a
L= 1imp 15,0 £ (X ) plati:

(i) existuji-li limity Ly, a Ly« takové, Ze L,, = Ly, pak limita L nemusi
existovat;
existuje-li limita L (i nevlastni), pak L, a Ly« nemusi existovat;
existuje-li L a nékterd z limit L,, nebo L., pak se ob& rovnaji

existuji-li limity Ly, Lyx a L, pak Ly, = Ly = L;

existuji-li limity L, a L, takové, Ze L, # L, pak limita L
neexistuje.

v
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Vypocet limity L pomoci postupnych limit L,,, L,x je vyhodné zejména
tehdy, je-li pfedem znama existence L. Na druhou stranu &ast (v) udava

dal3i nutnou podminku pro existenci limity L (pro neexistenci limity L staci
ukdzat Ly, # Lyx).

Poznamka

Pro funkce vice proménnych nemame k dispozici |I'Hospitalovo pravidlo.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Véta 1 (Transformace do polarnich soufadnic)

Limita lim  f(x,y) je rovna L, jestliZe existuje funkce g: Ry — Ry
[x,y]—[x0,y0]
Jedné proménné s vlastnosti lim,_,o+ g(r) = 0 tak, Ze existuje ro > 0

takové, Ze pro kazdé r € (0, ry) plati

|f(x0 + rcosp, yo + rsing) — L| < g(r) Vo € [0, 2m).

Priklad 5

x3+y3 (rcosp)d + (rsing)?
m _— = | m -
[xy]—=[0,0] X2 + y2  r—0 (rcosp)? + (rsin)?

r3(cos® ¢ + sin® @)
2

= lim r(cos®> ¢ +sin® ) =0

= lim
(p) r—0

r—0 r2(cos? ¢ + sin

ohrani&ena funkce
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Diikaz.

P¥imo z definice limity lim,_q+ g(r) = 0 znamen4, Ze
Ve>030>0:re(0,0) = g(r) <e, tedy

|f(xo + rcosy, yo + rsing) — L| < g(r) < e.
Proto body [x, y] z ryziho kruhového é-okoli bodu [xp, yo] plati

|f(x,y) — L| <e, tj. dle definice lim  f(x,y)=L.
[x.y]=x0.y0]
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Poznamka

Podobn& miZeme p¥i vypoltu limity funkce t¥i proménnych v bodé&
[x0, Y0, 20] vyuZit transformaci do sférickych soufadnic, tj.

x =xp+ pcospsint, y=yy+ psinpsind, z=2zy+ pcost,

kde
@ p >0 je vzdalenost bodi [xo, Yo, 20] a [x, y, z] (tzv. sféricky polomér),
@ ¢ €[0,27) je dhel, ktery svird primét privodite (spojnice bodl) do
podstavné roviny xy s kladnym smérem osy x (tzv. azimutdini ihel),
e 1 € [0, 7] je thel, ktery svird privodi¢ s kladnym smérem osy z (tzv.
sféricky tihel).
Pokud je hodnota limity zavisld na hodnoté dhlu ¢ nebo ¥, tak limita
funkce neexistuje. Opa&né tvrzeni Ize opét naformulovat jako vétu.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Véta 2

Je-li L € R a existuje-li neziporna funkce g takovd, Ze lim,_,o+ g(p) =0 a

|f(x0 + pcossind, yp + psinpsind, zg + pcos) — L| < g(p)

pro kaZzdé p z n&jakého pravého ryziho okoli bodu 0 a kaZdé ¢ € [0, 27),
¥ € [0, 7], pak plati

lim f(x,y)=L.

[X7y=z]_>[X0 7y0720]
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Poznamka

° lim f(x,y)=LeR <«

[X7Y]_>[X07OO]

VO(L,e) 30 >0,AcR: V[x,y] € R% |x —xo| < b,y > A:
f(Xay) € O(ng) (<:> |f(X7y) - L| < E)

° lim flx,y) =00 <«
[x.y]—=[—00,00]

VAeRIB,CeR: Vx<B,Vy>C: f(x,y)>A

@ apod.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Definice 7
Necht f: R" — R, M C R", x* € M. Potom lim,_, .~ f(x) = L, jestlize
xeM
Ve >030 >0, Vx € (O(x*,0) ~{x*})NnM: f(x) e O(Le).

Priklad 6

Z teorie funkci jedné promé&nné zndme jednostranné limity

XI|_>r'r)\(0 f(x) = Xllg:+ f(x).
XE[xp,00) 0
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Definice 8
Necht f: R" — R, x* € R".
o Rekneme, e funkce f je spojitd v bodé& x*, jestlize

lim f(x) = f(x¥).

Jim_f(x) = f(x7)

o Necht M C R” je oteviend mnoZina. Rekneme, Ze funkce f je spojitd
na M, je-li spojitd v kazdém bodé mnoziny M.

@ Necht M C R" neni otevfend, pak fekneme, Ze funkce f je spojitd v

bod& x*, jestlize limy_, .~ f(x) = f(x*).
xeM )

Poznamka

Vzhledem k rovnosti limy_, .+ f(x) = limy_x+ f(x) pro vniténi body x*
xeM
mnoZiny M, tedy mizZeme definovat, Ze funkce f je spojitd na M C R”",

jestlize pro kazdé x* € M plati limy_,+ f(x) = f(x*).
M

S
v

Matematickd analyza 22 /201

© Petr Hasil (MUNI)



Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Pro funkce vice promé&nnych plati analogie v&tSiny zakladnich vét
o limitach (spojitosti) jako u funkce jedné prom&nné, které Ize odvodit
(dokdzat) p¥imo z definic.

Véta 3

Necht limy_x f(x) = Ly, limy_x= g(x) = Lo, L1, Ly € R, potom
o limy_,+(f(x) £ g(x)) = L1 £ Lo,
o limy_,+(f(x) - g(x)) = L1 - Lo,
o lime e L = &1 pokud L5 # 0.

Véta 4

limy_x+ f(x) = 0 a existuje O(x*,d) \ {x*}, v némZ je funkce g
ohrani&end, pak limy_,,+(f(x) - g(x)) = 0.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Véta 5 (Véta o tech limitach)

Necht pro funkce f, g, h: R" — R plati h(x) < f(x) < g(x) v n&akém
ryzim okoli bodu x* € R" a soucasné

xll)n;* h(X) - xll>n;1<* g(x) =L

Potom také
lim f(x)=L.

X—x*

© Petr Hasil (MUNI)
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Véta 6 (O limit& sloZzeného zobrazeni I)

Necht pro funkci g : R" — R plati limy_,+ g(x) = L a necht funkce
f:R — R je spojitda v bodé L. Potom

lim f(g(x)) = f(L).

X—x*

Véta 7 (O limit& sloZzeného zobrazeni II)

Necht funkce g : R™ — R je definovdna v n&jakém ryzim okoli bodu x*,
pFi¢emZ limy_x+ g(x) = L a g(x) # L pro x z n&jakého ryziho okoli bodu
x*. Jestlize funkce f : R — R je definovdna v néjakém ryzim okoli bodu L
a plati'limy_,; f(x) = M, potom

lim f(g(x)) =M.

X—x*
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Véta 8 (Weierstrass)
Necht M C R" je kompaktni (tj. uzavFend a ohrani¢end) mnoZina a
f: M — R je spojitd na M. Pak
a) f je na M ohranitend, tedy f(M) ={y e R:y = f(x),x € M} je
ohrani¢end mnoZina v R, tj. 3K > 0: |f(x)] < K Vx € M.

b) Je-li
my = sup f(x), my = inf f(x),
xeM xeM
pak existuji xi,xo € M takové, Ze f(x1) = my, f(x2) = my,
tj. f nabyvd na M své nejvétsi a nejmensi hodnoty.

Matematicka analyza
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Dikaz.

Stejny jako pro f: [a, b] — R v diferencidlnim poctu funkci jedné
proménné.

a) Sporem predpoklddejme, Ze f neni shora ohranitena (zdola
analogicky), tj. Yn € N 3x, € M : f(x,) > n. MnoZzina M je

kompaktni, tedy existuje vybrana podposloupnost x,, LY
Ze spojitosti £ na M plyne limy_, f(xn,) = f(x) < 00. Soutasn&

" k . . Y
v8ak f(xp,) > ng £ 50, co¥ je spor, a tedy f je shora ohraniend
na M.

b) Podobnou modifikaci vyuZitim kompaktnosti M.
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promé&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Definice 9

Necht M C R” je oteviena mnoZina (v libovolné metrice). Rekneme, e
tato mnoZzina je souvisld, pokud pro vSechna x,y € M existuje kone¢nd
posloupnost bodil x = xg, X1, ..., Xp—1,Xn = ¥, X; € M, takova, Ze lomena
¢ara s vrcholy v bodech x, ..., x, je celd v M.
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Véta 9 (Bolzano)

Necht M C R" je otevFend, souvisld mnoZina a f: M — R je spojitd
na M,

a) jsou-li xi,xo € M takové, Ze f(x1) - f(x2) <0, pak existuje
ceM:f(c)=0,

b) jsou-li x1,xo € M libovolné a f(x1) < f(x2), pak pro libovolné
d € (f(x1), f(x2)) existuje c € M : f(c) =d.

Idea dikazu

a) Existuji body yi,...,y, € M takové, Ze lomend &ara s vrcholy
Y1,--.,Yn Spojuje body x1 a x2 a lezi v M. Pro alespoii jednu tsecku
plati, Ze v jejich krajnich bodech nabyva funkce f hodnot s opa&nymi
znaménky. Pokracujeme metodou pileni intervalt, pokud jsme se uz
n&kterym y; netrefili do nuly.

b) g(x):=f(x)—d,g(x1) >0,g8(x) <0,3c e M: g(c) =0=f(c)=d

v
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Definice 10
Necht f: R" — R, x* = [x{,...,x}]. Jestlize existuje limita

* * * *
i f(xg, ..., x* 1, Xi, 1+17"‘7Xn)_f(X17"'?Xn)
X=X X'—ka
* * * *
i f(xg,...,x" 1, x" +h, XIH,...,xn)—f(xl,...,xn)
h—0 h

Fekneme, Ze funkce f ma v bod& x* parcidlni derivaci podle i-té proménné
X; s hodnotou této limity.
Tuto derivaci znadime

of o Of(x{,...,x%) . . . .
Bi(x:l,...,xn) = (18)( = f):,'(Xl""7Xn) = f;(i(X]_?“'?Xn)'
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Poznamka

Derivace vy$sich ¥add zavadime tak, Ze uvaZujeme o parcidlni derivaci %
1

jako o funkci, kterou derivujeme. Samoz¥ejmé& tato funkce a; mus{

1

existovat.

U funkce dvou proménnych f(x, y) pak mluvime nap¥. o parcidlnich
derivacich druhého ¥adu podle x

0 of 0°f
A a. — a0 — Ux)x = f;(Xa
Ix Ox  Ox? (%)
nebo o smi¥enych derivacich 5~ = £, = (), a 68}/—28'; = fy = (f,)x.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencial

Poznamka

f:R* >R

G O y) = limp o FEERGIEN) = £ (x, y) = £(x, )
f(X»y+h)_f(X7y)
0 h

g_;(xa.y) = limp_, = fy(x7y) = f;(X,y)

P¥iklad 7
fx,y) =¢€" ‘}/2 -sin(xy)
W = y?(eXsinxy + eXcosxy - y) = y?eX(sin xy + y cos xy)
%ﬁ,’}/) = eX(2y - sinxy + y? - cosxy - x) = e y(2sin xy + xy cos xy) )
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencial

Priklad 8

Vypoctéte parcidlni derivace druhého ¥adu funkce

Z = arctg Z.
X

F— -y " 2xy "o_ )/2 — x?
X2 4y? T a2 T a2

/ X 1" —2xy }/2 — x?

YTy W Ty T (2 y2)2

Matematicka analyza
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Pozndmka (Geometricky vyznam parcidlni derivace)

Parcidlni derivace % je smérnice k¥ivky, ktera vznikne ¥ezem grafu funkce
rovinou y = y*. V n-rozmérném prostoru, feZzeme" nadrovinou.

Pozndmka

Pro funkce jedné promé&nné plyne z existence derivace ¥ada péknych
vlastnosti, nap¥. spojitost, diferencovatelnost (Ize sestrojit te¢nu). Pro
funkce vice proménnych z existence parcidlnich derivaci témé¥ nic p&kného
neplyne, zejména z existence parcialni derivace neplyne spojitost.
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Priklad 9

1 =0vy=0
FiR2 SR, flx,y) =4 Y
0 jinak

(Vytrhneme osovy k¥iz a posuneme ho o jedna nad rovinu xy.)

%(0,0) 0, ay(O 0) = 0, ale funkce f neni spojitd v bodg [0, 0].

Parcialni derivace popisuji vlastnosti pouze ve smérech os x a y.

Matematicka analyza
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Definice 11

UvaZujme funkci f: R” — R, bod x* = [x{, ..., x;] a nenulovy vektor
v=(v1,...,vn) € R" o velikosti ||v/l.

Iv?ekneme, 7e funkce f ma v bod& x* smé&rovou derivaci ve sméru
vektoru v, jestlize existuje limita

im (x5 4+ vih,....xp + vph) — f(x{,.... x5

h—0 hllv||

VR —f(x) OF
= jm hv]] = gy ) =AY,

Poznamka

Parcialni derivace je specidlnim p¥ipadem smérové derivace s vektory
e1 = (1,0),e2 = (0,1),

e = Flxrla) G = Fllxle)

v
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Poznamka

Abychom zjistili rychlost rlistu ve sméru daném vektorem v, je nutné
uvaZovat pouze jeho smér a zbavit se ovlivnéni jeho velikosti, proto

v definici délime ||v||. Samoz¥fejm& je mozné vektor v nejprve normovat,
tedy nahradit vektorem v = ﬁ

vIl”

Pozndmka

Z existence smérovych derivaci f'(x*, v) v bod& x* ve smé&ru libovolného
vektoru v € R" neplyne spojitost v bodé& x*. Stéle se k bodu x* blizime jen
po p¥imkach, coz nemusi stadit. Nap¥. pro funkci

4

Sl oyl #100.0]

=0 kyl= 0.0

Ize p¥imym vypottem ukazat, Ze f/([0,0],v) = 0 Vv € R?, ale limita

lim  f(x,y) neexistuje, tedy f neni spojitd v bod& [0, 0].
[x.y]—[0,0]

v
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Véta 10 (Schwarzova véta)

Necht funkce f: R? — R md v bodé& [xo, yo| spojité smisené parcidlni
derivace f,y, f,x. Pak plati

fry (X0, ¥0) = fx(X0, Y0)-

Diikaz.
Je spiSe technicky, viz skripta. ]

v

Dalsim pouzitim Schwarzovi véty (tedy indukci) Ize vid&t, Ze za pfisludnych
podminek plati nap¥.

fxyzxyzx(xa Y, Z) = fXXnyZZ(X7 Y, Z) = fzzyyxxx(xa Y, Z)*

(Nezalezi na potadi, jen na pottu.)
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Poznamka

@ Pro f: R" — R plati £ (x*) = fix(x") za pfedpokladu spojitosti
p¥islusnych derivaci.

@ Indukci, za pfedpokladu spojitosti pfislusnych derivaci, |ze ukazat, Ze
pro f: R? = R plati fyy = fyxy = fyyx, hoy = Fyx = fyex atd.

Pozndmka
Lagrangeova véta pro funkci f: R — R spojitou na [a, b] a majici derivaci
na (a, b) zaru¢ovala existenci ¢ € (a, b) takového, Ze

f(b) — f(a) = f'(c) - (b— a).

Lze uvaZovat obdobu pro f: R? — R nap¥. pouZitim vektoru
u = (u1, u2) = [x1, y1] — [x0, y0l?

f(x1,y1) — f(x0,50) = -7
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Véta 11

Necht ma funkce f: R? — R v kaZdém bodé& tisecky spojujici body [xo, yo|

a [x1, y1] smérovou derivaci ve sméru vektoru

u=(u1,u) = [x1, y1] — [x0, Yo-

Pak existuje 6 € (0, 1) takové, Ze

f(x1,y1) — f(x0,%0) = f'([x0 + Ou1, yo + Oua], u).

Diikaz.
Zavedeme F(t) = f(xo + tuy, yo + tup), tedy

F(1) = f(xo + w1, yo + u2) = f(x1,y1), F(0) = f(x0, y0)-
Podle Lagrangeovy véty pro funkci jedné proménné dostavame

F(1) — F(0) = F'(6) - (1 — 0), kde 0 € (0,1) a
F'(0) = f'([xo + Ou1, yo + Ous), u).

O

v
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Diferencidlni po&et funkci vice promé&nnych

Parcialni derivace a diferencial

Pouzitim (jednorozm&rné) Lagrangeovy v&ty o stfedni hodnot& na funkce
F(y) =f(x1,y) a G(x) = f(x, yo) dostaneme

f(x1,y1) — f(x0,y0) = f(x1, 1) — f(x1, %0) + f(x1, ¥0) — f(x0, y0)

= fy(XLYO + 91()’1 - YO)) ) (Y1 - YO) + fx(Xo + 92(X1 - Xo):Yo) ) (Xl — Xo) .

Véta 12
Necht f: R?> — R md parcidlni derivace fy, f, v n&jakém obdélniku

M C R? a necht [xo, yo|, [x1, y1] € M. Pak existuji &isla 01,6, € (0,1)
takova, Ze

f(x1,y1) — f(x0,Y0) =

= f(x0 +61(x1 —x0), Y0) - (x1 — x0) + f, (X1, Yo + O2(y1 — y0)) - (1 — »0)-

v
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Analogicky pro f: R” — R.

Véta 13 (Lagrangeova véta o stfedni hodnotg)

Necht f: R" — R m4 parcidlni derivace f..,i = 1,...,n, v n&akém
n-rozmé&rném kvadru M C R" a necht

X =[xt Xn,Y = [V1, ..., Yn] € M. Pak existuji body zIY, ..., zI" lezici
na hranach n-rozmérného kvadru daného body x,y takové, Ze

F) = F(y) =Y (@) (xi — i)
=1
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Poznamka

Diferencial pro f: R — R je €len A- h ze vztahu

f(xo+h) — f(x0) = A- h+ (h), kde A € R,limy_o %7 = 0. Pro
diferencovatelné funkce mdme A = f/(xo).

Podminku diferencovatelnosti Ize psét jako (existenci A € R spliiujiciho)

lim f(XO + h) - f(Xo) — Ah

=0.
h—0 h
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Definice 12

Rekneme, e funkce f: R?2 — R, definovand na n&jakém okoli bodu
[0, o], je diferencovatelnd v bod& [xo, yo], jestlize existuji A, B € R
takovd, Ze plati

im f(xo + h1,y0 + h2) — f(x0, y0) — (Ah1 + Bhy) 0

[h17h2]—>[0,0] /h% + h%

co? je ekvivalentni existenci funkce 7: R? — R takové, e

f(xo + h1,y0 + h2) — f(x0, ¥0) = (Ahy + Bhz) + 7(h1, h2),

pticemz
hi, h

[hl,hg]%[0,0] /h% +7h*% =
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Poznamka (Geometricky vyznam diferencovatelnosti — te¢nd rovina)

Rovnice roviny prochézejici bodem [xo, yo, f(x0, yo)] je
z = f(x0,¥0) + A(x — %) + B(y — y0)-

Oznatme [x,y] :==[xo + h1,yo + ho] = hi=x—x0,h2 =y — yo.
Pak misto f(Xo + h1,y0 + h2) — f(Xo,yo) = Ahy 4+ Bhy + T(hl, h2) piseme

f(Xay) - f(X()ayO) = A(X - XO) + B(y _)/0) +T(X — X0,y _y0)7
tedy
f(Xay) = f(X()?yO) +A(X _XO) + B(y _YO) +T(X — X0,y _y0)7

coZ je rovnice roviny prochdzejici bodem [xo, yo, f (X0, yo)] plus ,chyba® 7
(7 je rozdil mezi pFiriistkem na te&né roving& a pfirtistkem funkce).
Jedn3d se o linedrni aproximaci te¢nou rovinou.
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencial

Definice 13

Je-li funkce f: R? — R diferencovatelna v bod& [xg, yo], vyraz Ahy + Bh
se nazyva diferencial funkce f v bodg [xo, yo] a zna&i se df (xo, yo)(h1, h2),
tedy df(xo, 0): R?> — R a je linearni.
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Véta 14

Je-li funkce f: R?2 — R v bodé& [xo, yo] diferencovatelnd, pak je v tomto
bodé spojita.

Dikaz.

lim  [f(x,y)— f(x0,Y0)] = L a pottebujeme dokazat, Ze L = 0.
[x,y]—[x0,y0]
Z definice diferencovatelnosti plyne

L= lim [A(x —x0) + B(y — y0) + 7(x — %0,y — y0)] = 0.
[x,y]—[x0,¥0]
Tedy f je spojitd v bod& [xo, o] O
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencial

Véta 15

Je-li f diferencovatelnd v bodé& [xo, yo], pak v tomto bodé& existuji ob&

parcidlni derivace a plat:’% =Aa %‘;’)’0) = B.

Dikaz.

0f(x0,y0) _ . F(x0+ h1.y0) — F(x0.y0) _ ‘ hy=h '
hy =0

ox h—0 h =
. : h
i AN B0 T(RO) i, TR0y
h—0 h h—0
Podobng 20010) — B (pro by = 0, hy = h). 0
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Véta 16 (Postatujici podminka diferencovatelnosti)

M3&-li funkce f: R? — R v bodé& [xo, yo| spojité parcidini derivace fy, f,,
pak je funkce f v bodé& [xo, yo| diferencovatelnd.

v
Diikaz.
Je zaloZen na Lagrangeové v&té (pouZijeme i v&tu 4 a samoziejmé&
spojitost derivaci). Po&itejme p¥imo limitu z definice diferencidlu
lim f(x0 + h1, y0 + h2) — f(x0, 0) — [K(x0, Yo) b1 + £y (X0, yo) h2]
[h1,h2]—[0,0] /h% + h%
_ im fi(x0 + 01h1, y0) - b1 + fy(xo + h1, yo + 62h2) - ha — fi(x0, yo)h1 — £, (x0, yo)h2
[h1,h2]—[0,0] /hf + h%
l "L v + O1h1s v0) — (0, v0)] + —2 [£, (x0 + h1, yo + O2h2) — £ (x0, ¥0)] ¢ = 0
= m —F— Ix(x0 1M, ¥0) — x{X0, Yo T X0 1, Y0 2h2) — X0 YO =Vv.
[h1:h2]—(0,0] /h2 + h2 /h2 + h2 v Y
O
v
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Poznamka

Rovina z = Ax + By + C spliiujici

f(x,y)—Ax—By —C
[x,y1—[x0,¥0] \/(X —x0)? + (¥ — y0)?

je te€nou rovinou grafu funkce f v bod& [xo, yo, f(x0, ¥0)]-

Rovina dana rovnici

z = f(x0,¥0) + f(x0, ¥0)(x — x0) + f,(x0, Y0) (¥ — ¥0)

v pFipad& diferencovatelnosti funkce f v bodg [xp, yo] tento poZadavek
spliiuje, jednd se tedy o tecnou rovinu grafu funkce f v bodé

[XO).yOu f(X07)/0)]-
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Véta 17

Necht f je diferencovatelnd v [xo, yo] a u = (u1, u2) € R? je libovolny
Jednotkovy vektor. Pak md funkce f v [xo, yo| smérovou derivaci ve sméru
vektoru u a plati f' ([xo, yol, u) = £ (x0, Yo) - t1 + f,(x0, Yo) - 2.

Dukaz.
' ([xo, yol, u) = }7@0% [f(xo + hut, yo + huz) — (X0, y0)] =

lim } | f(x0, ¥0) hur + £, (x0, yo) hu + T(huy, hup) | = fi(xo, yo)ur +
h—0 ~——— N—_——

A B
. 7(huy, hu
fy(x0, Yo)u2 + /l[)no (1hz) = f(x0, Yo)u1 + £, (x0, yo) u2. ]

N————
—0
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Poznamka

Vektor prvnich derivaci nazyvdme gradient. Je to vektor kolmy na
vrstevnice, sméFujici k v&tsim funkénim hodnotdm. Nap¥. pro funkci
f="f(x,y,z)jegradf = Vf = (£, f,,f,). Smérova derivace funkce f ve
sméru jednotkového vektoru v = (vq, va, v3) je tedy

f/([X,y7Z], V) = <Vf7 V> = fiv1 + ny2 + fzv3.
V pfipadg, Ze vektor jednotkovy neni, nejprve ho normujeme v = Gk

potom
fvi +fvo + fv3

f'([x,y,z],v) = (VFf, V) = :
\JVEHVE+ V2
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Poznamka

Funkce f: R" — R je diferencovatelnd v bodé x* € R", pokud existuje
a € R" takové, Ze

- f(x*+ h) — f(x*)—(a, h)
1hl|—+0 1Al

= 0& f(x* + h) = f(x*) + (a, h) + 7(h)

a limp, o ) = 0. Pak df (x*)(h) = (a, h), kde a = (a1,...,a,) € R”,

aj = 8%(’( ). Pro u € R” je fI(x*,u) = (VF(x*), u).

f'(x*,u) = (VF(x*), u) |ze chdpat jako linedrni zobrazeni u +— f'(x*, u).
MiiZe se stat, Ze funkce neni diferencovatelnd a Ze vySe uvedené plati a je
linedrni (v kazdém sméru existuje smé&rovd derivace a je linedrni), tomu se
¥ika slaby (Gateauxiv) diferencial.

Diferencial zavedeny v definicich 12 a 13 se potom nazyva totdln{
(Fréchetiiv) diferencial.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

P¥iklad 10
Pomoci diferencialu vypo&téte priblizng& /2,982 + 4,052. J

f(x*+ h) = f(x*)+df(x*)(h)

f(x,y) = Vx?>+y?, [x0,v0] =[3,4], h = —0,02, h, = 0,05
X 3 y 4

fxziaf;(?’v‘]':*a f:77f3a4:7
/X2+y2 ( ) 5 y /X2+y2 }’( ) 5

3 4 0,14
df (x0, yo)(h1, h2) = 5 (—0,02) + 5 (0,05) = 5
0,14 0,28
V2,982 4+ 4,052 ~ 9416+ —— =5+ —— = 5,028
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencidl

Priklad 11

Ur&ete rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f(x,y) = x3 + y3 v bod¥&
[1,1,2].

of of
z—zy= a(xov)/o)(x —x0) + @(Xo,)/o)(y —Y0)

of s
5_3)( —\pro [va]_[]'?]-”_?’
g—;:3y2: lpro [x,y] =[1,1]| =3
tedy z—2=3(x—-1)+3(y—-1)=z=3x+3y — 4 [ ]
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Diferencidly vy33ich ¥adi

Pro f: R — R mame

df (x0)(h) = f'(x0)-h,d*F(x0)(h) = F"(x0)-H%,...,d"F(x0)(h) = F()(x)-h".
Taylorlv polynom pak Ize psat jako

LR | ) |

f(xo + h) = f(x0) +df (xo0)(h) + 2 n!

Pro f: R?2 — R, h = (hy, ho) mame

of of
df(x0, y0)(h1, h2) = g(Xo,YO)hl + @(Xomo)hz-

Diferencial druhého ¥adu by tedy mohl vypadat takto

Ah? + Bhyhy + Ch3.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Diferencidly vy33ich ¥adi

Definice 14

Necht funkce f: R? — R ma v bod& [xo, yo] spojité parcidlni derivace
druhého ¥adu, pak definujeme druhy diferencial (diferencial druhého ¥adu)
jako

2 2F 2

o0°f o-f
ﬁ(xo,)/o)'h%*ﬂ ———(x0, ¥0)- /71/72+a (%0, ¥0)-h3.

2 —
d f(X07y0)(h17h2) - 8 8

Poznamka

fx  fx h
(h1, h2) - < y) : < 1) = fixch? + fyhihy + fxchihy + £, b3

fox fy) \h2
—— N~
% h

= fch? + 2 h1hy + £, h3

Lze také psat d2f(hy, ho) = (h, f"h).

v
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Diferencidly vy33ich ¥adi

Definice 15

Necht funkce f: R? — R ma v bod& [xo, yo] spojité parcidlni derivace do
Fadu n veetn&, pak definujeme n-ty diferencial (diferencial n-tého ¥adu)
jako

. /n\ O"f R
nf hi, hy) = E —_— hihS~".
d"f(x0, yo)(h1, h2) 2 (/) 8x’0y”—'(xo’y0) 115

Poznamka

ProtozZe
d"f(x0, yo)(th1, thy) = t"d"f(x0, yo)(h1, h2),

je d"f(xo, ¥0)(h1, h2) homogenni funkce ¥adu n.
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Diferencidly vy33ich ¥adi

Diferencidlni po&et funkci vice promé&nnych

Definice 16
Necht funkce f: R" — R ma v bod& x* € R" spojité parcidlni derivace
druhého ¥adu, pak definujeme druhy diferencial (diferencial druhého ¥adu)

jako d?f(x*)(h) = (h, f"(x*)h), kde
fX1X1(X*) fX1Xn(X*)

f//(x*) —

ﬁ(nxl (X* ) e anXn (Xﬁ< ) )
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Diferencidly vy33ich ¥adi

Poznamka

UvaZujme f: R? — R, potom

d*f(x0, yo)(h1, ho) =
= frx (X0, Y0) 3 + 3Fey (30, Y0) hTh2 + 3fsyy (X0, Y0) 1 13 + £,y (x0, Y0 ) 3

pro spojité parcialni derivace.

Diferencidl 1. ¥adu je vektor, 2. ¥ddu je (symetrickd) matice, 3. ¥adu je
,krychli¢ka" v prostoru, ... (tzv. tenzor n-tého ¥adu).

Poznamka

Necht exponent v kole¢ku znamend binomickou vé&tu, kde se misto mocnin
f délaji dal3i derivace a h se b&zn& umociiuje, nap¥. pro f: R> — R je
d3f(X0,y0)(h1, h2) = (thl + fyh2)© nebo

dnf(Xo,yo)(hl, h2) = (thl + fyhg) .

Pak také pro : R” = R bude d™f(x*)(h) = (fuhr + -~ + fu, hn)@.

v
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Kmenova funkce

P¥ipomenime si koncept primitivni funkce pro funkce f: R — R, coZ je
funkce F takova, 7e F' = f.

UvaZujme funkce P, @: R? — R. Existuje funkce H = H(x, y) takova, Ze

H, =P, H, = Q,

neboli dH = P dx + Q dy?
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Kmenova funkce

Véta 18

Necht P, Q: R?> — R maji spojité parcidini derivace Py, Qx a plati
P, = Q«.
Pak existuje funkce H: R? — R takovd, Ze Hy = P, H, = Q, tj.

dH(x,y) = P(x,y) dx + Q(x,y) dy.

Definice 17

Funkce H z véty 18 se nazyva kmenova funkce funkci P a Q.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Kmenova funkce

Diikaz.
PoloZme N y
H(x, y) :/ P(t.y) dt+/ Q(xo. ) dt.
X0 Yo
Pak Hy(x,y) = P(x,y) a
Hy(x, y) = Q(Xo,y)+/ Py(t,y) dt
X

— Q0. y)+ / " Qu(ty) dt = Qxo.y) + Q(x, ¥)— Q0. ¥) = Q(x,¥).

O]

v
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Kmenova funkce

Priklad 12

Rozhodnéte, zda ke dvojici funkci
Plx,y)=x"=y*  Q(x,y)=5-2xy
existuje kmenova funkce. Pokud existuje, tak ji urlete.

Kmenova funkce H existuje, nebot P, = —2y = Q..
ProtoZze H, = P, mame

3
Hey) = [ Plcoy) dx= [0 = 52) de= 5 =292+ €.
Nyni vyuZijeme znalosti H, = Q k urceni C(y), tj.
Hy = =2xy+C)(y) = Q =5-2xy = C/(y)=5 = C(y) =5y+c, ccR.

Tedy H(x,y):’%i—xy2+5y+c, ceR.

Samozrejmg Ize nejd¥ive vyuZit Q a poté P, tj. H(x,y) = [ Q(x,y) dy,
kde potom C = C(x). [ |
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Diferencidlni po&et funkci vice promé&nnych

Kmenova funkce

Exaktni diferencidlni rovnice

UvaZzujme diferencidlni rovnici

r_ a(x,y)

b(x,y)
P¥epsanim na

dy a(x,y)

dx = blcy) 0¥ dx—blxy)dy =0, dH(xy)=0

vidime, Ze pokud plati a,(x, y) = —by(x, y), pak rovnici vyfesime
nalezenim p¥islusné kmenové funkce H. Jeji Yegeni je pak dano implicitng
vztahem H(x,y) = c a fikdme, Ze jde o exaktni diferencidlni rovnici.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Kmenova funkce

Kmenova funkce t¥ a vice proménnych

Kmenovou funkci zavadime analogicky i pro funkce vice neZ dvou
promé&nnych. UvaZzujme napf. P, Q, R: R3 — R a hledejme funkci
H = H(x, y, z) spliujici

dH=Pdx+Qdy+Rdz, t. Hx=P,H, =Q, H,=R.

Protoie ny — Py’ HyX = QX, HZX = RXa HXZ = Pz, Hyz = Qz; Hz_y =R ’

ovéfime podminky ve tvaru

Py:Qxapz:Rxan:Ry

a postupujeme analogicky jako u funkci dvou promé&nnych, pouze ve tfech

krocich misto dvou. Prvni krok nap¥.

H(x,y,z) = /R(X,y,z) dz, kde potom C = C(x,y).
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZzenych funkci

P¥ipomefime situaci pro f,g: R — R.

Véta 19

Necht funkce f m3 derivaci v bodé& xo a funkce g ma derivaci v bodé&
yo = f(x0). Pak sloZend funkce

F(x) =g(f(x) = (g°f)(x)

ma derivaci v bodé& xg a plati, Ze

F'(x0) = g'(f(x0)) - f'(x0) = &'(y0) - f'(x0)-
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZzenych funkci

Véta 20

Necht u,v: R?> — R maji parcidlni derivace prvniho Fadu v [x0, Yo] @

f: R? = R je diferencovatelnd v bodé& [ug, vo] = [u(x0, o), v(x0, Y0)]. Pak
ma funkce F(x,y) = f(u(x,y), v(x,y)) parcidlni derivace prvniho Fadu

v bodé& [xo, yo] a plati

oF of ou of ov
a(xo,)/o) = *(Uo, Vo) - a(XOJ/O) + E(UO, Vo) - g(X07y0)7
oF 81‘ ou of ov
a*y(XO,)/o) (U07 vo) - 8y(X0,YO) + 5(“07 vo) - a*y(xoa)/o)- ,
Poznamka
Pro z = z(u,v),u = u(x,y),v = v(x, y) Ize zkrdcen& psat napf.
Zy = Z, - Uy + 2, - Vi, nebo gx gi +g§ %.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZzenych funkci

Diikaz
Diikaz provedeme pfimo pomoci definice. lhned dostaneme

lim F(xo+t,y0) — F(x0,50) _
t—0 t
— Iim f(u(xo + t,y0), v(xo + t,¥0)) — f(u(x0, 0), v(x0, ¥0))
t—0 t ’

kde diferencovatelnost f zajisti, Ze
f(ugp+ h,vo + k) — f(uo, ) = Ah+ Bk +7(h, k), A,BeR,
pritom A = f,(uo, vo), B = 1, (uo, vo),

lim 7T(h’ k)
[h,k]—[0,0] VA2 + k2’

a  h=u(x+t y)—ulxy), k=v(x+t y)—v(x,y)
kde h,k - 0< t — 0.

v
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZzenych funkci

V limité tedy mame

f(U(XO + t7y0)a V(XO +t, YO)) - f(Uo, VO) =
= fy(uo, vo) [u(xo + t, yo0) — uo] + £, (o, vo) [v(x0 + £, ¥0) — o]
+ 7(u(x0 + t, 0) — to, v(xo + t, o) — vo) =: G(¢).

Dosadime tedy do limity

. G(t
tim © — £, (40, v0) - ts(30,30) + A0, 1) - (0. 0)

o1
+ lim ?T(u(xo +t,y0) — to, v(xo + t,¥0) — o)

t—0

= fy(uo, w) - ux(x0, ¥0) + £, (o, vo) - vx(x0, ¥0),

kde jsme vyuZili vypocet

(© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 74 /201



Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZzenych funkci

7 (u(xo + t, ¥0) — uo, v(xo + t, ¥0) — Vo)

lim

t—0 \/?2

\/ (u(xo + t,y0) — uo)? + (v(xo + t, o) — vo)?
\/ (u(xo + t,y0) — uo)? + (v(xo + t, y0) — v0)?

7 (u(xo + t, y0) — o, v(Xo + t,¥0) — o)

= lim X
t=0 \/(u(xo + t,¥0) — o)2 + (v(x0 + t, ¥0) — v0)?
—0
2 2
u(xo + t,¥0) — o " v(xo + t, ¥0) — vo —0
t t ’
—Ux(x0,%0) —vx(x0,¥0)

—konetné &islo
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Diferencidlni po&et funkci vice promé&nnych

Parcidlni derivace sloZenych funkci

Priklad 13

Urcete parcidlni derivace z, a z, funkce

z=-¢e""sinv, kde u=xy, v=x-—y.

Zy = Zy - Uy + 2y - Vyx

=e“-sinv-y+e’-cosv-1=eY[ysin(x —y)+ cos(x — y)]

Zy =2zy Uy +2y- vy,

=e"-sinv-x+e’ cosv-(—1)=eY[xsin(x — y) — cos(x — y)]
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZzenych funkci

Priklad 14

Zavedenim novych proménnych u = x + y, v = x — y najdéte vSechny
diferencovatelné funkce f(x,y), spliiujici vztah

f(x,y) +f,(x,y) = 0.

Hleddme funkci f(x,y) = z = z(u(x, y), v(x, y)), kde

fX(X7}/):ZX:Zu'Ux+Zv'VX:Zu+ZV7

fL(x,y)=zy=2z,-u,+2,-v,=2,— 2,

spltiuji 0 = z« + z, = 2z, tedy z, = 0 a z je funkci prom&nné v (nezavisi
na u). Mizeme tedy psat z = g(v). ReZenim je

f(x,y) =glx—y),

kde g je libovolna diferencovatelna funkce. |
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZenych funkci

Poznamka

P¥ipomeiime, Ze pro funkce jedné promé&nné mame

[F'(g(x)) - &'(x)]" = f"(g(x)) - 8”(x) + F'(g(x)) - " (x).
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZzenych funkci

Véta 21

Necht u,v: R?> — R maji druhé parcialni derivace v bodé& [xo, yo] a
f: R?> - R md spojité druhé parcidini derivace v bod&
[to, vo] = [u(x0, ¥0), v(x0, Y0)]-
Pak z = F(x,y) = f(u(x, y), v(x,y)) md druhé parcialni derivace v bodé&
[x0, yo] a plati
Zxx = Zuuu)2< + 2z Ux Vx + ZVVV)% + ZyUxx + 2y Vixxs
Zyy = ZyyUx Uy + ZyyUxVy + ZyyUy Vx + Zyy Vi Vy + Zylxy + ZyViy = Zyx,

_ 2 2
zyy = Zyyly, + 2z4y Uy Vy + Zyy vy + Zylyy + ZyVyy.

Poznamka

e Ve vzorcich je z = z(up, vo), u = u(x0, ¥0) a v = v(xo, yo), totéZ pro
parcidlni derivace.

@ Pro zapamatovani vzorcil Ize vyuZit formalni mocfiovani popsané na
slidu 62.

v
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promé&nnych Parcidlni derivace sloZzenych funkci

Dikaz.
Nejprve si uvédomime, Ze
0z, 0Oz, 0z, 0z,
= —Ux + —Vx = ZyyUx + Zyy Vx, = Zyylx + Zyy Vx-

Ox  Ou © dv Ox

Odtud ihned dostaneme prvni vzorec

z _ 9z _ a(zu +zv)—azuu + zyu +8zv
)(X_ax_ax utx VX_aXX u+Xxx 8X

2 2
= ZyyUy + ZyyUxVx + Zylxx + ZyyUxVx + Zyy Vi + Zy Vix

Vx + 2y Vxx

2 2
= ZyyUy + 22y UxVx + Zyy Vi, + Zxlsx + Zy Vix-

Ostatni podobné.

O

v
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ferencialni po&et funkci vice promé&nnych Parcidlni derivace sloZzenych funkci

Priklad 15

Substituci u = x + ay, v = x — ay najd&te ¥eeni rovnice a°z — z,, = 0.

Protoze
Zy = Zylx + zyVx = 2y + 2y, 2y = ZyUy + 2V, = aZ, — azy,
Zx = Zyulx + ZuyVx + Zyylx + ZywVx = Zyy + 224y + Zuy,s
zy, = a(zyyuy + Zy vy — Zylly — 2, Vy)
= a(azuu —azy, —azy + azvv) = 32(zuu — 2z + Zvv)
dostavame

2 2 2 2
0=a"z« — Zyy = a (Zuu + 2z, + Zvv) — a4 (Zuu — 2z, + Zvv) =43z,

tedy z,, = 0.
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZzenych funkci

Proto z,(u,v) = g(u) a

/g ) du+f(v) = z(u,v) = h(u)+ f(v),

_h(u)
tedy z(x,y) = z(u(x,y), v(x,y)) = h(x + ay) + f(x — ay), kde h, f jsou
libovolné funkce jedné proménné, které maji druhou derivaci. |
Poznamka

o V ptikladu 15 se jedna o tzv. vlnovou rovnici, kterd popisuje napft.
chvéni struny na hudebnim nastroji, kde z(x, y) je velikost vychylky
struny, x je vzdalenost od jednoho z bod{ upevnéni struny a y je &as.

o Je-li zadand potateni poloha a rychlost chv&jici se struny (je dand
dvojice funkci ¢, 1 jedné prom&nné popisujici poateéni stav struny),
pak pocateni podminky z(x,0) = ¢(x), z,(x,0) = ¥ (x) uréuji funkci
z(x,y) jednozna&né.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZzenych funkci

Véta 22

Necht f: R™ - R agi: R" = R (i =1,...,m) maji spojité parcidlni
derivace druhého Fadu. Ozna¢me x* = [x1,...,Xn], u = [u1, ..., Um|, kde

ui=g(x*)(=1,...,m).

Pak existuji parcidlni derivace druhého Fadu funkce

F(xi,...,xn) = (g1(x1,- -y %Xn)s -y &m(X1,- -y %n))

v bodé& x* a plati

T Of Ok .
ax, kZ:: ue ) ox (7).
O0%F T 93f agk 8gg ) .
6X,8XJ( 0= 8u 8ue ( ) Z 8uk 8x,8xj (X )
kdei,jzl,...,n
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Tayloriiv polynom

Pozndmka
P¥ipomeiime, Ze Taylorliv polynom n-tého ¥adu funkce jedné proménné f
se stfedem xp je tvaru

Ta(f,x0) = a0 + a1(x — x0) + a2(x — xo)2 + -+ an(x — x0)",

kde "
. f (Xo) .
ak—T, k—O,l,...,n,
a zbytek Ize pro jisté £ mezi x a xg zapsat jako
£(n+1)
(é.) (X _ Xo)n+1.
(n+1)!
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Tayloriiv polynom

Véta 23

Necht f: R? — R md v bod& x* = [xo, yo] a jeho okoli O(x*) spojité
parcialni derivace aZ do Fadu n + 1 vcetné.

Pak pro [x,y] € O(x*) plati f(x,y) = Tp(f,x*)(x,y) + Rps1(f, x*)(0),
kde pro 6 € (0,1),h = x — x0,k =y — yo Je

Tl )x0y) = F°)  5(7) B 50 x)
2 2 2
1 [gx’;(x) h2+26(?<8fy( “)-h- k+ﬂ( ") kﬂ

nl Z( >6x" Iay ( *)'hn_"klv
n+1

. 1 n+1\ 0" i i
Rn—i—l(f;X )(9): (n+ ]_)IZ( ; )W(XO"‘Gh _y0+9k) -h +1- -k
" i=0

.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Tayloriiv polynom

Dikaz.

Zavedeme funkci F(t) = f(xo + th, yo + tk) tak, Ze

F(O) = f(XOa.yO)v F(l) = f(Xay)

Pro F pouzijeme Taylorliv rozvoj pro funkci jedné proménné, tj.
F(1) =

F(0)+ F'(0) + 1F"(0) + - - - + LFM(0) + L FH(6), 6 € (0, 1).

(n+1)!
Zderivujeme F

dF (4) _ df e . _
G2 (t) = G5 (xo + th, yo + tk) = |derivace sloZené funkce| =

x(t) y(t)
S (x0+ th,yo + tk) - h+ 5L (x0 + th, yo + tk) - k.
Indukcei |ze ukdzat, Ze
S (8) = 20 (1) 5ty (0 + thyyo + th) - h" - K.
Nakonec dosadime za F(t) funkci f(x,y).

O

v
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Tayloriiv polynom

Poznamka

UZitim znaceni pro diferencidly mame

Ta(f,x7)(x,y) =

= f(x*) +df(x*)(h, k) + % d?F(x*)(h, k) + - - -

1

R,.1 = d"t1f Oh 0k)(h, k).
n+1 (n+ 1) (x0 + 0h, yo + 0k)(h, k)

1
+ S (<) (h, k),
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Tayloriiv polynom

P¥iklad 16
Uréete Tayloriv rozvoj druhého ¥adu funkce f(x,y) =

= [x0, ¥o] = [1,1].

5 v bodé

o | B | By fyy | fy
1o |—x 2 [
y y2 | y3 y?
110 -1 2 1

. X 1
To(f, x*)(x,y) = = + —(x —x0) + < )y )
Yo Yo

+% 0-(x—x0)2+2- ( )(X—Xo)(y ¥o) + (y ¥0)?

L [L)xy) =14+1-(x =)+ (=1)(y - 1)

1
+5 [0 (=12 2 (-1 =Dy = 1) +2-(y = 1)7]
:1—|—x—y—xy+x—|—y+y2—2y:y2—xy+2x—2y+1.l
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Tayloriiv polynom

Priklad 17 J

Spotitejte 1,04292 pomoci Taylorova rozvoje druhého ¥adu.

f(x,y)=x", [xo,y]=1[1,2], h=0,04 k=0,02,
fe=y-x"1=2 f,=x"-Inx=0,

fc =y (y=1)x 2 =2, oy = yx’ Tnx+x"1 =1, £, = x(Inx)? =0,

T,=1°+2.0,04+0-0,02+ %(2-0,04%2.1-0,04-0,02+o-0,022)
=1+ 0,08 40,0016 + 0,0008 = 1,0824.
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Diferencidlni po&et funkci vice promé&nnych

Tayloriiv polynom

Véta 24

Necht f: R" — R md v bod& x* = [x{,...,x}] a v jeho okoli O(x*)
spojité parcialni derivace aZ do Fadu n+ 1 véetné.
Pak pro h = [h1, ..., hy],x* + h € O(x*) plati

F(x* + h) = Tp(F,x*)(x) + Rosa(x* + 0h), 6 € (0,1),

TolF ")) = F°) + A ) (R) + 5 FOY(A) + -+ = d"F(x)(h),
1

Roi1(x* 4+ 0h) = (D) d"LF(x* +0h)(h), 6€(0,1).

Pouzili jsme k-ty diferencial funkce f v bod& x*

#em = Y ey
i =k nt- ity axf L Oxpy !
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Definice 18

Necht f: R" — R, xo € R".
@ Funkce f ma v bodé xg lokdini maximum pravé tehdy, kdyZ existuje
okoli O(xg) takové, Ze f(x) < f(xp) pro vdechna x € O(xp).
@ Funkce f md v bodé& xg lokdini minimum pravé tehdy, kdyZ existuje
okoli O(xp) takové, Ze f(x) > f(xp) pro viechna x € O(xp).
@ Funkce f md v bodé xq¢ lokdIni extrém, jestlize ma v tomto bodé
lokdIni maximum nebo minimum.

@ Jsou-li nerovnosti ostré, mluvime o ostrych lokdlnich extrémech.
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Diferencidlni pocet funkei vice prom&nnych LokalIni extrémy

Priklad 18

o f(x,y)=/x*+y?
ma v [0, 0] lokalni minimum, ale nemd tam parcidlni derivace
x> +y* Ix,y] #[0,0]
1 [x;¥] = [0,0]
ma v [0, 0] lokaIni maximum, ale neni tam spojita
‘~
)

)
R
o

T
; A
] AR 7
QJ"M. 7
] SN

R ;, s

o f(x,y)=

b
ot
Ll

= R\
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Definice 19

Necht f: R" — R a xg € R". Bod xq je staciondrnim bodem funkce f,
jestlize existuji parcidlni derivace v xg a plati

of
&(xo)zo pro i=1,....n
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Véta 25 (Fermatova v&ta, nutnd podminka existence lokalniho extrému)

Necht f: R" — R a xp € R". Jestlize md funkce f v bod& xo lokdIni
extrém a existuji v xp vsechny jeji parcidlni derivace prvniho Fadu, pak je xg
stacionarni bod.

v

Diikaz.

Sporem necht jsou splnény predpoklady véty a 3i : (xo) # 0. Zavedeme

funkei o(t) = f(xo + t - &), jeji derivace ¢'(t) = dt(XO + tej) jevt=0
nenulova a funkce ¢ tedy nemd v t = 0 stacionarni bod. V kazdém okoli
O(xo,€) proto existuji t1, tp takovd, Ze

(p(tl) < (,0(0) < gO(tz) & f(X() + tle,-) < f(Xg) < f(Xo + tze,'),

COZ je spor. L]

e =(1,0,0,...,0),...,e;=(0,...,0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1)
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Poznamka

Extrém miZe nastat pouze ve staciondrnim bodé&, nebo v bodé, kde
neexistuje aspoil jedna parcialni derivace. Ve staciondrnim bodé extrém
byt ale nemusi.

1

f(x,y) = x? — y?2 ma v [0, 0] typicky sedlovy bod
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Véta 26

Necht f: R? — R md v bodé& [xo, o] a v jeho okoli spojité parcidlni
derivace druhého Fadu a [xo, yo| je staciondrni bod.

o Jestlize

D(X07_y0) = f;(X(XOLyO) : f;’Y(XOLVO) - fx2y(XOa.y0) > 07

pak ma funkce f v bodé& [xo, yo| lokdIni extrém, a to minimum, kdyZ
fix(X0, Y0) > 0, nebo maximum, je-li fix(x0, yo) < 0.

o Jestlize D(xo,y0) < 0, pak f nemd v [xo, yo| lokalni extrém.

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 98 /201



Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Poznamka
P¥ipomeftime si situaci v jednorozmé&rném p¥ipadé. M&jme funkci
g: R — R, pak

£(x) = (x0) + 8/ (0)(x — 20) + 58"(€)(x — ), kde & € O(x0).

Je-li xp staciondrnim bodem, je g’(xp) = 0, tedy

1

g(x) = g(x0) + 58" (&) (x — x0)*

P¥edpoklad g”(x0) # 0 nam zarudi, Ze sgn g”(xo) = sgn g”(&). Pak
e g'(x0) >0=g"(¢) > 0= g(x) > g(xo) = lok. minimum,
e g’(x0) <0=g"(§) < 0= g(x) < g(xo) = lok. maximum.
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Dukaz

UvaZzujme funkci D(x,y) = f(x,y) - £ (x,y) — fxzy(x,y) a
predpokladejme, ze D(xo, yo) # 0. Ze spojitosti derivaci plyne spojitost
D(va)r tedy sgn D(va) = sgn D(X07y0) pro [Xv.y] € O([XOa.yO]a 8)'
Pouzijeme Taylor{iv rozvoj

f(x,y) = f(x0,¥0) + fx(x0, ¥0)(x — x0) + f(x0, ¥0)(y — ¥0)

/

~~

=0
[fc(c1, @2)(x = x0)* + 26 (1, @2) (x = x0)(y — ¥0)
+fy(c1, )y — %)

_l’_

N -

kde c1, cp leZi na Uselce spojujici body [x,y] a [xo, yo]. Ozna&ime-li
f(cr, ) = A fy(a, ) =B, fy(c,0)=C,x—x = hy—y =k,
pak f(x,y) = f(x0, ) + 3(Ah* + 2Bhk + Ck?). Dale oznatme

Ah? 4+ 2Bhk + Ck? = P(h, k). V¥e tedy zélezi na znaménku P(h, k).

v
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy
P¥ipad  D(x0,y0) >0

o Jestlize k = 0, pak P(h, k) = Ah?, h # 0 (kdyby h = 0, pak
[x,¥] = [x0, Yo, ale my chceme bod z okolf). Protoze AC — B? > 0,
je jist¢ A# 0, takze P(h,k) >0 A>0a P(h,k) <0< A<O.
o Jestlize k # 0, pak

P(h, k) = k* [A <h>2+2sh+c —=t
’ k k k
a oznatme Q(t) = At? 4 2Bt + C, tedy sgn P = sgn Q a diskriminant
Q(t) je 4(B2 — AC) = —4(AC — B?) < 0, tedy
Q(t) <0< P(h,k) <0< A <0 nebo
Q(t) >0 P(hk) >0 A> 0.
Celkem, protoZe sgn fx(x0, Yo) = sgn fix(c1, c2) pro n&jaké O([xo, yol, €),
mame
f(x,y) > f(x0,¥0) & P(
f(x,y) < f(xo, ) < P(

= k?(At?> + 2Bt + C)

_‘h

v
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

P¥ipad  D(x0,)0) <0

Opét pouzijme sgn D(xp, yo) = sgn D(cy, ¢2), takZe nyni
D(Xo,yo) <0= D(Cl, C2) <0= AC — B2 < 0.

Diskriminant Q(t) = At? + 2Bt + C je tedy —4(AC — B2) > 0, proto
dt1, b : Q(l’l) >0A Q(tz) < 0. Oznatme [hl, k]_] = [atl,a] a
[h2, ko] = [acta, @] pro libovolné o # 0. Pak

P(hl, kl) = A(at1)2 + 2Ba2t1 + Ca? = Oé2Q(1.'1) >0,

P(hg, k2) = A(Oét2)2 + 28a2t2 + Ca? = OézQ(t2) < 0.
Nebot h = x — xp,k = y — yp a « je libovolné, Ize se dostat libovoln&
blizko k [xo, yo]. Odtud plyne, Ze v libovoln& malém okoli [xo, yo] najdeme
[h1, k1] a [h2, k2] s vy8e uvedenymi vlastnostmi.
Tedy YO([x0, o], €) [0 + h1, yo + ki], [xo + h2, yo + ko] takové, Ze

f(xo + h1,yo + ki) > f(x0,%0) A f(x0+ h2,y0 + k2) < f(x0, 10)

a extrém tedy nenastdva. O

v
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

P¥iklad 19
Ur&ete lokélni extrémy funkce f(x,y) = x3 + y3 — 3xy. J

© Urcime staciondrni body.
f(x,y) =3x2 -3y =3(x>-y)=0&y=
f,(x, y)—3y —3x = 3(y? —X)—O<:>X_y
Odtud x* —x =0 x(x3-1)=0=x =0(—y =0),
X2:1(—>y:1),X3’4E(C$P1 [00] P2: ].

@ Spotitame druhé derivace.
fox =6x, f, =6y, f,=-3.

© Vyhodnotime pomoci D(x, y).
D(x,y) = 6x -6y — (—3)? = 36xy — 9, takZe
D(0,0) = -9 <0 = [0,0] neni extrém,
D(1,1) =27 >0 = [1,1] je extrém a vzhledem k f(1,1) =6 >0
jde o minimum.

|
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Samozifejmé& miize nastat p¥ipad D(x,y) =0...

P¥iklad 20
Urete extrémy funkce f(x,y) = x* + y* — x? — 2xy — y2. J

Q L= x—2x—2y—0 f,=4y3—2x -2y =0 =
-y =0 & x3—y & x =y, pak

b3 —2x—2x=0 = x(x*-1)=x(x-1)(x+1)=0 =
=[0,0,Q =[1,1],R =[-1,-1].
Q fx=12x>-2, £, =12y2-2 f, =-2.
© D(x,y) = (12x% — 2)(12y? — 2) — (—2), tedy
R:D(=1,-1) =96 > 0, fi(—1,—1) =10 > 0 = ostré lok. min.,
Q:D(1,1) =96 > 0, fix(1,1) = 10 > 0 = ostré lok. min.,
P: D(0,0) =0 = nelze pouzit v&tu 26.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Rozhodneme p¥imo podle chovani funkce v okoli bodu [0, 0].
@ Hodnota v bodé& P je f(0,0) = 0.

o Jestlize y = —x, pak
fix,y) =x"+x* —x®+2x* = x> =2x* > 0 pro x #0.
o Jestlize y = 0, pak

f(x,y) =x* = x> =x*(x* =1) <0 pro x € (—=1,0)U(0,1).

V kazdém okoli O([xo, yo]) tedy existuji body [x1, y1], [x2, y2] takové, Ze
f(x1,y1) < £(0,0) < f(x2, y2).

V bodé P tedy neni extrém. |
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Definice 20

Necht A € Mat,x,(R) je symetrickd, h = (hy,..., h,) € R" je vektor a

uvaZujme kvadratickou formu

P(h) = (Ah, h) Zauhh
ij=1

Pak P(h) je
@ pozitivné (negativné) semidefinitni, je-li
P(h) >0 (P(h) <0) VheR",
@ pozitivn& (negativné) definitni, je-li
P(h) > 0 (P(h) < 0) VheR"~ {0},
@ indefinitni, jestlize

3h,k € R": P(h) > 0 A P(k) < 0.

v
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Diferencidlni po&et funkci vice promé&nnych

Lokalni extrémy

Véta 27

Necht f: R" — R je funkce se spojitymi parcidlnimi derivacemi druhého
Fddu v bod& x* = [x1,...,x,] € R" a n&akém jeho okoli. Necht je navic
x* staciondrnim bodem (tj. parcidlni derivace prvniho Fadu jsou v ném
rovny nule). Pak

Q v x* je ostré lokdIni minimum (maximum), jestliZe P(h) = (Ah, h) je
pozitivné (negativné) definitni, kde

9f O%f
aixlz(X*) 8x18x,,( ")
A= . . . _ 93f * n — f(x*)-
= : - : = ax,.axj(x) el (x*);
2f 2f s
afnaxl( ) gTE(X*)

@ v x* neni extrém, jestlize P(h) = (Ah, hy je indefinitni;

@ jestliZe v x* je extrém, pak P(h) je pozitivn& (negativn&) semidefinitni.

Matice A se nazyva Hessova matice (a zna&i se V>f).
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Diikaz.
Uvazme Taylorlv rozvoj pro funkce vice proménnych (x,§ € R")

f(x) = f(x*)+df(x*)(h) + %d2f(£)(h).

—_—
zbytek

F) = F6¢) + {F (o), B by {F€) oy
—— ——

=0 rozhoduje o znaménku

Oznaéme

pak

O

V.
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Véta 28 (Sylvesterovo kritérium, p¥ipomenuti)
UvaZujme kvadratickou formu P(h)= (Ah, h) danou symetrickou matici A.
e P je pozitivné (negativné) definitni pravé tehdy, kdyZ? jsou vsechna
vlastni &isla matice A kladna (zaporna).
e P je pozitivné (negativné) semidefinitni pravé tehdy, kdyZ jsou

vsechna vlastni &isla matice A nezapornd (nekladna).

@ P je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyZ jsou vsechny vedouci hlavni
minory matice A kladné.

@ P je negativné definitni pravé tehdy, kdyZ vedouci hlavni minory
matice A sttidaji znaménka pocinaje zapornym.

Pro A= (a"f)Z/’:l jsou vedouci hlavni minory determinanty

11 412

a
, ..., det A.
a ax

‘allla

Casto se misto o definitnosti formy P mluvi o definitnosti matice A.

Petr Hasil (MUNI) Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Matematicka analyza 110 /201




Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Absolutni extrémy

Definice 21

Necht f: R" — R a M C D(f) Rekneme, Ze funkce f ma v bodé& xo
absolutni minimum (maximum) v M), jestlize

f(xo) < f(x) (f(x0)>"f(x)) Vxe M.

Jestlize plati ostré nerovnosti, mluvime o ostrych absolutnich extrémech
pro Vx € M, x # xp. Také se pouZiva nizev globalni extrémy.
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Absolutni extrémy

Véta 29

Necht f: R" — R je spojitd na kompaktni podmnoZin& M svého
defini¢niho oboru. Pak f nabyva svého absolutniho minima i maxima na M
bud' v bodech lokdlnich extrémii v M nebo na hranici M.

Duikaz.

Plyne pfimo z Weierstrassovy véty. 0J
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Absolutni extrémy

Priklad 21

Najdéte absolutni extrémy funkce f(x,y) = xy — x> —y?> + x+y na
mnozing M = {[x,y] € R? : x >0,y >0,y <4 —x}.

LokaIni extrémy
fi=y—2x+1=0, f,=x-2y+1=0
= y=2x-1=x-22x-1)41=0 = x=1= y=1 = [1,1]
D(x,y) = (-2)(-2) =1 =3>0, fo=-2<0
= V bod& A =[1, 1] je lokdIni maximum s hodnotou f(1,1) = 1.
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Absolutni extrémy

Hranice

Q@ x=0,y€[0,4] = f(x.y)=f(0,y) = —y* +y = u(y), hleddme
tedy extrémy funkce jedné promenne u(y),y €10,4].
u(y ):—2y+1—0 = y=3,u"(y)=-2<0 = lok. max.
s hodnotou u(3) = 1 a krajni body u(0) = 0, u(4) = —12.
M3me tedy body B = [0, 5], C = [0,0], D = [0, 4].

Q@ y=0,x€[0,4 = f(x,y)=f(x,0) = —x% + x = v(x),
V(x)=-2x+1=0 = x=3,u"(x) = -2<0 = lok. max.
s hodnotou v(3) = 7 a krajni body v(0) = 0, v(4) = —12. Mdme
tedy body E = [3,0],F = C =[0,0], G = [4,0].

Q y=4-x,xc[0,4 = f(x,y) = f(x,4—x) = —3x>+12x—12 = (x),
P'(x)=—-6x+12=0 = x=2,¢"(x) = -6 <0 = lok. max.

)
s hodnotou ¢(2) = 0 a krajni body ¢(0) = —12, ¢(4) = —12. Mdme
tedy body H =[2,2],/ = D =1[0,4],J =

= [4,0].
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Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Absolutni extrémy

Porovnani hodnot v jednotlivych bodech

< Absolutni minimum f(x,y) = —12 v bodech [0, 4], [4, 0].
< Absolutni maximum f(x,y) =1 v bodé& [1,1].
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Zobrazeni z R” do R AR SR 0

Definice 22
UvaZujme funkce f1, b: R? — R. P¥edpis

[X7y] i [fl(X)y)a fé(X,y)]

definuje zobrazeni F: D(f;) N D(f) C R? — R?. Funkce f1, f jsou
slozkami zobrazeni F = (f1, f)

Pozndmka
@ Vlastnosti zavadime podobn& jako u funkci f: R? — R. Zejména
zpravidla Yekneme, Ze F ma vlastnost V), jestliZe v8echny jeho slozky
maji vlastnost V.

@ Zobrazeni F je tzv. vektorové pole.
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Zobrazeni z R” do R AR SR 0

Definice 23
UvaZujme zobrazeni F = (f1, ;): R? — R2.
o F je spojité v bod& [xp, yo|, jestlize jsou v bod& [xo, yo] spojité jeho
slozky f1, 5.

e F je diferencovatelné v bod& [xp, yo], jestlize jsou v bod& [xo, yo]
diferencovatelné jeho slozky fi, .

Definice 24

Necht F: R? — R? je diferencovatelné v bod& [xo, yo], pak zobrazeni
dF(x0, y0): R? — R? dané predpisem

dF(xo0, y0)(h, k) = [dfi(x0, yo)(h, k), dfa(x0, o) (h, k)]

= 87;()(07}/0) - h + 87;()(0,')/0) . k7 aij()(o’yo) - h + 87;()(0,}/0) . k,

nazyvame diferencidl zobrazeni F.

v
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Zobrazeni z R” do R AR SR 0

Definice 25

Necht F: R? — RR? je diferencovatelné v bod& [xg, yo]. Pak se matice

5 (x0,¥0) G (x0, y0)

F'(x0,y0) =
b, y0) 52 (x0,y0) G2 (%0, y0)

nazyvad Jacobiho matice. Determinant det F'(xo, yo) se nazyva Jacobidn
zobrazeni F v bodg [xg, yo].
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Zobrazeni z R” do R AR SR 0

Véta 30

Necht F = (f, ), G = (g1,82): R> = R?2 a D(F) D H(G). Déle necht
Jsou F, G jsou diferencovatelné v [xo, yo|. Pak je zobrazeni

H(x,y) = (F o G)(x,y)
diferencovatelné v [xo, yo] a plati
H'(x0, ¥0) = F'(uo, vo) - G'(x0, 0),

kde up = gi1(x0, ¥0), vo = g2(x0, Y0)-
Navic plati

det H/(X(),yo) = det F/(Uo, Vo) - det G/(Xo,yo).
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Zobrazeni z R” do R AR SR 0

Dikaz.

Z diferencovatelnosti F a G plyne diferencovatelnost

Hix.y) = <h1(x,y)> _ (ﬂ(gl(xay),gz(xay)))

h2(Xay) fé(gl(xvy)agZ(XaY))

Nap¥. prvek matice

H'(x0, y0) = <%’Q(XO’YO) .>

[ ] [ )
dh of dg1 af 9g»
je 2 (x0,y0) = 9 (uo, vo) - L (x0, ¥0) + L (uo, vo) - 22 (x0, Y0).-
Dosazenim do Jacoblanu obdrzime matici, kterou Ize rozloZit na soudin
dvou matic, které jsou F'(ug, vo) a G'(x0, ¥0)-

Zavérené tvrzeni pro Jacobidny plyne z faktu, Ze determinant soudinu se
rovna soucinu determinanti. []

v
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Zobrazeni z R” do R AR SR 0

Véta 31

Necht maji slozky zobrazeni F: R?> — R? spojité parcidlni derivace v bodé&
[x0, yo]. Pokud je
det FI(Xo,yo) #0,

pak existuje okoli O(xo, o), v némZ je zobrazeni F prosté. Zde potom
existuje inverzni zobrazeni a plati

(F7) (0, vo) = [F'(x0, y0)I ",

kde [U()7 Vo] = F(Xo,yo).

Diikaz.

Mame (F~1 o F)(x0,y0) = id(x0, yo) a protoZe Jacobiho matice identity je
jednotkova matice, tak

[(F" o F)(x0, ¥0)I' = [F (o, vo)]" - F'(x0, y0)
= [F (w0, vo)l' = [F(x0, y0) .

—
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Zobrazeni z R” do R AR SR 0

Priklad 22

Zjistéte, zda je zobrazeni F: R? — R? dané slozkami
fA(x,y) = xy, f2(x,y) = 5 prosté v okoli bodu [2,1]. Pokud ano, urtete
Jacobiho matici inverzniho zobrazeni v okoli bodu [ug, vo] = F(2,1).

Fen= (1 %) Fen=(1 3).

y y

det F/(2,1) = —2 — 2 = —4 # 0, tedy existuje F~! a

-1
_1 (1 2\ 1(-2 -2
F (“0"’0)_(1 —2> T a\-1 1)
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Zobrazeni z R” do R AR SR 0

Poznamka

V integrdlnim po&tu funkci dvou promé&nnych (pfi vypo&tu dvojnych
integrald) se pouzivaji tzv. polarni soufadnice. Jedna se o zobrazeni

F:[0,00) x [0,27) = R?,  F(p,) = (pcosp, psin )

s Jacobiho matici

, __[(cosp —psinp
F(p’w)_<sin¢ pcosgp)'

Jeho Jacobidn
det F'(p, p) = pcos” ¢ + psin® o = p

je tedy mimo poc¢dtek nenulovy.
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VASIEY NI RN RIS Zobrazeni z R” do R™

Definice 26

Pro F = (f,...,fm): R" — R™ se slozkami fi,..., f,: R” — R zavadime
analogicky jako v definici 25 Jacobiho matici F/ a v p¥ipadé m = n
Jacobidn v bod& x* = [xi, ..., x| jako

Phi(x) - gg,( )
det F/(x*) =| o
Gh(xr) oo D)

Diferencial dF(x*): R™ — R" definujeme jako

dF(x*)(h) = [dA(x*)(h), ..., dfm(x")(H)],
kde dfi(x*)(h) = Yo7y 95 (x*) - hi, k=1,...,m, tedy

dF(x*)(h) = F(x*) - h, h=(h1,..., hy).
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VASIEY NI RN RIS Zobrazeni z R” do R™

Véta 32

Necht F: R™ — Rk G: R" — R™ a D(F) D H(G). Déle necht je G
diferencovatelné v bodé& x* = [x{,...,x;] a F je diferencovatelné v bod&
y* = G(x*).

Pak je zobrazeni H = F o G, H: R" — R¥, diferencovatelné v bodé& x* a
plati

H'(x") = F'(y") - G'(x") = F/(G(x")) - G'(x").

Diikaz.

U nasobeni matic musime zohlediiovat potadi. Matice se rovnaji, jestlize se
rovnaji jejich prvky, tedy na jednotlivé slozky pouZijeme vétu pro sloZené
zobrazeni z R? do R?. O

v
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VASIEY NI RN RIS Zobrazeni z R” do R™

Poznamka

Jestlize m = n = k, potom

det H'(x*) = det F'(y*) - det G'(x).

Véta 33

Necht F: R" — R", F je diferencovatelnd v x* € R" a det F'(x*) # 0.
Pak existuje okoli O(x*), v ném# je F prosté, a tedy existuje F~! na
O(F(x*)). Navic plati

(FYO) = F e,

kde y* = F(x*).
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VASIEY NI RN RIS Zobrazeni z R” do R™

Poznamka (Cylindrické (valcové) soufadnice)

F:[0,00) x [0,27) x R — R?

X = pCos Y
y =psing
zZ =2z

cosg —psing 0

F'(p,p,z)= | sing pcosp 0O
0 0 1

det F'(p,,2) = p
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VASIEY NI RN RIS Zobrazeni z R” do R™

Poznamka (Sférické soufadnice)

F:[0,00) x [0,27) x [0, 7] — R3

X = pcosysinf
y = psinpsinf

z=pcosf

cospsinf —psinpsing pcosycosf
F'(p,,0) = | sinpsinf pcospsind  psinpcosf
cosf 0 —psinf

det F'(p, ¢, z) = —p?sinf
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RN Zobrazeni z R” do R™

Zobrazeni z

o gradient skaldrni funkce f: R" — R

grad f = < of 6)()

87)(1’ ceey axn
e vektorové pole F: R3 — R3

F) = (P2, Qlxy.2). Rixy.2))
o divergence vektorové pole F

divF = Pi(x,y,2z) + Qy(x,y,2z) + R:(x,y, z)

@ rotace vektorové pole F

rot F = (Ry — @z, P, — Ry, Qy — Py>
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VASIEY NI RN RIS Zobrazeni z R” do R™

@ Hamiltoniiv nabla operator

Pak Ize psat

of of oOf
gradf—Vf— <8,ay,az>
. o o0 0 oP 0Q OR
F= R
div <( ox’ dy’ 82) (P, @, )> x oy Oy Tz 0z

8 8 0
<3R 0Q 3R oP 0Q 3P>

9z’ + 0z’ Ox Oy
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VASIEY NI RN RIS Zobrazeni z R” do R™

o Laplaceiiv operator

92 02 o2
A=get et oz

Af =0 je parcidlni diferencidlni rovnice (Laplaceova rovnice)

0’f  0°f  O°f

S ts5t55=
Ox2  0y?2  0z2
Redeni této rovnice se nazyvaji harmonické funkce.

Af =divgrad f = (V,Vu)
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VASIEY NI RN RIS Zobrazeni z R” do R™

Poznamka

Necht f a F jsou dostate¢n& hladkd funkce a vektorové pole.

@ Vektorovy soudin linedrné zavislych vektori je nula, tedy
rotgrad f =V x Vf =0.

o Vektorovy soudin je kolmy na kazdy z ndsobenych vektor(i, tedy

divrot F = (V,V x F) = 0.
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VASIEY NI RN RIS Zobrazeni z R” do R™

Priklad 23
Urcete divergenci a rotaci gravitaéniho pole vytvofeného hmotnym bodem
o jednotkové hmotnosti, ktery se nachazi v po¢atku soustavy soutradnic.

Hmotné body o hmotnostech my, my [kg] vzdéleny d metri se pfitahuji
silou o velikosti (x je Newtonova gravita&ni konstanta)

KmyLmy _
—r k= 6,67 - 10711 Nm? /kg?.
Bod [x, y, z] s jednotkovou hmotnosti bude pfitahovan do potatku silou,
jejiz smér je opalny neZ smé&r vektoru s potitkem v [0, 0, 0] a koncem

v [x,y, z] a jehoZ velikost |F| je rovna x(x? + y? + z?)~1. Mdme
F(x,y,z) = —alx,y, z]. Skaldr & najdeme porovnanim velikosti F

a2+ y2+ 22 =w(x*+y* +22)7 = a = k(P +y? +2%) 72
Tedy
X y z
F(X,y,Z) = [P(X7.y7z)7Q(Xayaz)7R(X7yaz)] =K [_37_27_3 )

kde r = \/x2 + y2 + 22
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RN Zobrazeni z R” do R™

Zobrazeni z

Parcidlni derivace slozek P, @, R vektorového pole F jsou
1 3x? 1 3y 1 322
PX:E<I‘3+I‘5)’Qy:ﬂ<r3+r5>,Rz:,€<r3+r5>,

3x 3xz 3yz
Py:QX:HTéya P, = x:/"??7 Qz:Ry:HT};.

Tedy pro [x,y,z] # [0,0,0] je vektorové pole F nez¥idlové, protoze
dvF =P+ Q + R, =0,
a také nevirové, nebot
rot F = (Ry — @z, Pz — R, Qx — Py> =0.
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VLTI RENC CR Ul  Stejnomérna konvergence posloupnosti funkei jedné promé&nné

Koncept stejnomérné (a bodové) konvergence posloupnosti funkci jedné
prom&nné ma rozsihlé pouZiti (mj.) v teorii nekone¢nych ¥ad, proto je
dikladné probiran spole¢né s nimi.

Vzhledem k vyuZiti v nasledujici sekci tento koncept zavedeme, dokaZzeme
jedno zdkladni kritérium stejnomérné konvergence a fakt, Ze ,stejnomérnd
limita" spojitych funkci je spojita funkce.
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R"

Zobrazeni z do Stejnomé&rnd konvergence posloupnosti funkci jedné prom&nné

P¥iklad 24 (Motivace)
UvaZujme funkce (R — R) f,(x) = x" pro x € [0,1] a n € N. V8echny

tyto funkce jsou spojité na intervalu [0, 1] pro kazdé n € N. P¥itom

fo(x) =

n—o0

x" 220 xe|o,1),
1n %1 x=1 '

Tedy posloupnost f,(x) konverguje pro kazdé x € [0, 1] k funkci

0, €]0,1),
F(x) = pro x € [0,1)
1, prox=1,

pricemz tato funkce f(x) je nespojitd (konverguje pouze bodové).
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»m

Zobrazeni z R"” do

Stejnomé&rnd konvergence posloupnosti funkci jedné prom&nné

Definice 27

Rekneme, ¥e posloupnost funkci {f,(x)},x € I, konverguje bodové& na
tomto intervalu k funkci f(x), jestlize VX € I &iselnd posloupnost {f,(X)}
konverguje k &islu f(X), piseme f, — f, tj.

Ve > 0,Vx € I,3ng = no(e,x) Yn > ng : |fo(x) — f(x)| < e.

Definice 28

Rekneme, e posloupnost funkci {f,(x)},x € I, konverguje na intervalu |
stejnomérné k funkci f(x), jestlize

Ve > 03ng = no(e) : Vx € 1,Vn > ng : |[fr(x) — f(x)] <&,

piseme f, = f.
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VLTI RENC CR Ul  Stejnomérna konvergence posloupnosti funkei jedné promé&nné

Poznamka

e Konvergence posloupnosti f,(x) = x", x € [0, 1] neni na [0, 1]
stejnomérna.

° P = Cla, b], pc(f,g) = maxeepa | f(x) — g(x)| — metrika
stejnomérné konvergence.

@ Ze stejnomé&rné konvergence plyne bodova konvergence. Naopak to
neplati.
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»m

Zobrazeni z R"” do

Stejnomé&rnd konvergence posloupnosti funkci jedné prom&nné

Véta 34

Necht posloupnost funkci {f,} konverguje na intervalu | k funkci f,
oznacme

rn = suplfp(x) — f(x)|.

xel

Pak posloupnost f, konverguje na | k funkci f stejnomérné pravé tehdy,
kdyZ r, — 0.

Diikaz.

(<) limrm=0&VYe>03nn eN,Vn>ng: || <ec=
Sup, e/l fn(x) — f(x)| <e =>Vx el :|f(x) —f(x) <e

(=) trividlni modifikace p¥edchozi implikace
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VLTI RENC CR Ul  Stejnomérna konvergence posloupnosti funkei jedné promé&nné
Priklad 25
Rozhodnéte, zda posloupnost f,(x) = 143:73;2 konverguje na | = [0, 1]
stejnomérné.

Vyfe$ime bodovou konvergenci a pak podle véty 34 rozhodneme, je-li
stejnomérna nebo ne. ProtozZe lim,_ o 1f;’§x2
bodové na | k funkci f(x) = 0. Dale

rn = sup|fa(x) — f(x)| = sup
xel x€[0,1]

2nx
1+ n2x2
2nx

= max ———— =1
xel0,1] 1 + n?x?

Posloupnost nekonverguje stejnom&rné& k nule na intervalu [0, 1].

= 0, konverguje posloupnost

, VnéeN.

/ 2,2\ _ 2
(125z) = 2R 2 2 — 0 @ 2n(1 4 n2x?) = 2nx(n?2x) &

1+mx? =22 e 1=rx®> e x=11£,(0)=0,f(1) = 1+n2,f( )=
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Stejnomé&rnd konvergence posloupnosti funkci jedné prom&nné

Priklad 26

fn(X) — sinnx)l =R

n

fn—>0,rn=%:>fn(x):§0na]R
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VLTI RENC CR Ul  Stejnomérna konvergence posloupnosti funkei jedné promé&nné

Véta 35

Necht funkce f, jsou na intervalu | spojité a f,(x) = f(x) na intervalu |.
Pak je na intervalu | spojitd i limitni funkce f.

Diikaz.
Pot¥ebujeme dokazat, Ze limy_,,, f(x) = f(x0) Vxo € .

[F(x) = F(x0)| = [(x) = falx) + fa(x) = fa(x0) + fa(x0) — f(x0))]
< [F(x) = falX)] +fa(x) = Fa(x0)| + [fn(x0) — F(x0)] -
S—— —_—

< <

w|m
wlm

Necht & > 0 je libovolné, protoZe f,(x) — f(x) na I, k § Ing,Vn > no,

Vx € | |fa(x) — f(x)| < 5. ProtoZe f, jsou spojité, pak k § 35 > 0,

Vx € (xo — d,x0 4+ 9) : |[fa(x) — fa(x0)| < 5.

Tedy Ve > 035 > 0,Vx € (xo — 0, x0 + 9) : |f(x) — f(x0)| < € a funkece f
je spojitd v bodé xg. O

.
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VLTI RENC CR Ul  Stejnomérna konvergence posloupnosti funkei jedné promé&nné

Poznamka

P¥edchozi Véta 35 v podstaté dokazuje, Ze prostor spojitych funkci s
metrikou stejnomérné konvergence je lplny metricky prostor, a tedy lze
aplikovat (na kontraktivni zobrazen{) Banachovu vétu o pevném bod&.
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»m

R"

Zobrazeni z do Implicitni funkce

Definice 29

Necht F: R? — R a uvaZujme mnoZinu (k¥ivku)
M = {[x,y] € D(F) : F(x,y) = 0}.
Déle necht F(xo, yo) = 0. Pokud existuje okolf
O([x0, yol) = {[x,y] € D(F) : [x = x| < 6,]y — yo| <&}
takové, Ze mnoZina M N O je totozna s grafem funkce
y=F(x) Ix—xl <4,

fikdme, Ze funkce f je v okoli bodu [xo, yo] dana implicitné rovnici
F(x,y)=0.
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»m

R"

Zobrazeni z do Implicitni funkce

P¥iklad 27

o F(x,y)=x>+y>+1, M=0

o Flx,y) =x2+y% M= {[0,0]}

o F(x,y)=x?>+y?—1,M je jednotkovd kruZnice se stredem v potatku
o F(x,y)=x>—-x—y+1, M jegraf funkce y = x> — x +1

o F(x,y)=sin(x>+y?), M={[x,y]: x>+ y?>=k-m k €N},

je to systém soustfednych kruZnic o poloméru r = v k - 7 se stfedem
v pocatku

e F(x,y)=|xy| —xy, M je prvni a t¥eti kvadrant (v&etn& os)
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»m

Zobrazeni z R"” do

Implicitni funkce

Pozndamka
e F(x,y) =0 < y = f(x) (tj. plati pro kazdé x € R a odpovidajici y)
e F(x,f(x)) =0 je funkce dana implicitn&
e geometricky jde o prinik (grafd) funkei z = F(x,y) az=0

P¥irozena otazka
Za jakych podminek existuje f takova, Ze plati

F(x,y)=0 < y=f(x) ?
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Zobrazeni z R" do R™ Implicitni funkce

Véta 36 (Véta o existenci implicitni funkce )

Necht F: R? — R, A C D(F) je oteviend mnoZina a [xo, yo] € A. Ddle
necht jsou F a g—F(x,y) spojité na A,
Y

oF

F(x0.y0) =0 a (Ty(xo,yo)yéo.

Pak existuji h, k > 0 (h, k € R) takové, Ze na mnoZziné
[xo = h,xo + h] X [yo — k, yo + K]

plati
F(x,y) =0 & y = f(x),

kde f: [xo — h,xo + h] = [yo — k, yo + k] je spojitd a jedina.
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Zobrazeni z R" do R™ Implicitni funkce

Dikaz
Principem je vyuziti Banachovy véty o pevném bodé.

Oznatme d = ‘g—)F/(xo,yo) aH(x,y) =y— @, pak

F(x,y) =0« y = H(x,y).

Pro pevné x spliiuje zobrazeni H(x,): R — R podminky Lagrangeovy
véty o stfedni hodnotg&, tedy mame

H(Xayl)_H(X>y2):g’;’(xaé)'(yl_)Q)v S (}/1,}/2)'

Pro y1,y2 € [yo — k, yo + k] plati [H(x, y1) — H(x, y2)| < q(k) - |y1 — y2l,
kde

q(k) = maX{‘(g;I(x,y)‘ 'y €lw— k,yo+k]}-
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Zobrazeni z R"” do R" Implicitni funkce

Mame %’y”(x y)=1- % gg(x y) a z ptedpokladu spojitosti parcidlni

derivace F podle y plyne spojitost parcidlni derivace H podle y, tedy Ize
zvolit h, k tak, Ze pro x € [xo — h,xp + h] je q(k) < g < 1, tedy pro
Vx € [xo — h,xo + h] plati, Ze zobrazeni

H(X7'): [}/0 - k7y0 + k] - [yO - k7y0 + k]
je kontrakce, nebot spliuje
[H(x, y1) = H(x, y2)| < aly1 = yel-

Jde o lplny metricky prostor, tedy lze pouzit Banachovu v&tu o pevném
bod&, odkud plyne (existence a jednozna&nost)

H(va):y:f(x) VXG[XO_h7X0+h]7

f:xo—h,xo+h] = [yo—k,yo+ k]

v
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Zobrazeni z R" do R™ Implicitni funkce

Jesté ové&fme, Ze f je spojitd. Zavedeme posloupnost funkci {f,} jako
fo(x) = yo (je konstantni, tedy spojitd), déle

fi(x) = y1 = H(x, y0) = H(x, fo(x)), ...
s F(X) = yn = H(X, yn—1) = H(x, fo—1(x))

jsou spojité a chceme ukazat, Ze i f je spojitd. Jejich rozdil je

[fa(x) = ()] = |yn — | = |H(X, ya-1) = H(x,¥)| < qlyn-1 — Y|
= qlH(x, yn2)—Hx, Y)| < @Plyn2—yl = ... < q"lyo—y| < "k =: rn,
sup {|fH(x)—Ff)} <m0 = f,=f,
x€[xo—h,xo+h]

kde [yo — y| < k, protoZe y € [yo — k, yo + k], tedy f je spojita.

O

v
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Zobrazeni z R"” do Implicitni funkce

Pozndamka

Tvrzeni véty zaru€uje existenci pravé jedné spojité funkce f dané implicitné
vztahem F(x,y) = 0 v okoli bodu [xp, yo]. Mohou zde ale existovat dal3i
funkce, které nejsou spojité.

Napt. F(x,y) = y? — y = 0 implicitn& zad4va v okoli bodu [0, 0] spojitou
funkci f(x) = 0 a také Dirichletovu funkci

x(x) = {0 X

1 xel

Pozndmka

Podminka ve v&t& %}F/(xo,yo) # 0 je pouze dostalujici (neni nutnd), nap¥.
funkce F(x,y) =y — x ma v bod& [0, 0] derivaci nulovou, ale ptesto

v jeho okoli implicitn& zad4va funkci f(x) = ¥/x.
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»m

Zobrazeni z do

Implicitni funkce

Véta 37

Necht F: R? —> R, A C D(F) je otevfend mnoZina a [xo, yo] € A. Déle
necht jsou F a (x y) spojité na A,

oF
F(X07y0) =0 a 7(X07)/0) ;é 0.

dy
Jestlize navic existuje na n&jakém okoli bodu [xg, yo]
O([x0, y0]) = [x0 — h, x0 + h] x [yo — k, yo + k] parcidlni derivace gF aje
na ném spojitd, pak existuje derivace implicitné dané funkce f v xg,
f:[xo— h,xo+ h] — [yo — k,yo + k], a plati

—F(x0, y0)
f'(x0) = —— 2.
(o) Fy,(x0, o)
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Zobrazeni z R" do R™ Implicitni funkce

Diikaz.

Existence funkce f je zajisténa vétou 36, jejiz predpoklady jsou splnény.
Proto 3h > 0 takové, Ze

F(x,f(x)) =0, Vx € (xo — hxo + h).

P¥imym derivovanim (podle x) dostaneme

Fu(x, f(x)) + Fy(x, f(x)f'(x) =0 = f'(x) = m

Dosazenim x = xp, f(x0) = yo je dikaz hotov.
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Zobrazeni z R" do R™ Implicitni funkce

P¥iklad 28
UrZete rovnici te¢ny a normdly ke k¥ivce x> + y3 — 2xy = 0 v bodg [1, 1]. J

Fixoy)=x+y = 2xy, Fo=3-2y, F,=3y—2x| /=10,

tedy Ize pouZit véty 36 a 37, tj. y = f(x) v O(1) a f'(1) = 5= = —1.
Odtud ihned

y —yo = f'(x0)(x — x0) y—=Yyo= f,;(lo)(x — X0)
y—1=(-1)(x-1) 1
y—1=—(x—-1)

t:y=—x+2 _
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P¥iklad 29

Najd&te body, ve kterych je te¢na ke k¥ivce x>+ y2 —xy —1 =0
rovnobézna s nékterou ze soufadnych os x a y.

F(x,y) =x>+y?—xy —1a F, =2y — x je nulova pro x = 2y.
Dosazenim do rovnice k¥ivky dostaneme

V3 2V3

4y2+y272y-y7120 = 3y2:1 > y=*— = X—:I:—.

3
Mimo tyto body definuje k¥ivka implicitn& n&jakou funkci f(x) =y a
_FX(X7y)

vzhledem ke spojitosti F, = 2x — y mame f'(x) = ACR

Pro které body [x, y] je f'(x) =0, tj. Fx(x,y) =2x —y =07
Dosazenim y = 2x dostaneme
V3 2v3

X2+4X272X2f1:O:>3X2:]_:>X::|:? y ==+ 3

V bodech [?,%] a [—?, 2‘[} je derivace rovna nule, tedy te¢na je

rovnob&Zna s osou x.

© Petr Hasil (MUNI) Diferencidlni po&et funkci vice prom&nnych Matematickd analyza 160 /201



Zobrazeni z R” do R™ Implicitni funkce

Pro druhou &3st budeme hledat implicitn& danou funkci g(y) = x, tedy
zopakujeme postup s F(y,x) = x>+ y? — xy — 1, F, = 2x — y je nulova
pro y = 2x. Odtud, opakovanim/pouZitim pfedchozich vypotti, vidime, Ze

mimo body [\[ 231 4 —é,—%} definuje k¥ivka implicitné& n&jakou
funkci g(y) = x a vzhledem ke spojitosti F, = 2y — x mame
—Fy(y,x)
/ _ y 9
£l Fu(y, x)

Pro které body [x,y] je g'(y) =0, tj. F,(y,x) =07
Opét opakovanim/pouZitim pfedchozich vypocti vidime, Ze je to v bodech
[2—*3@, ?} a [—%, —?] kde je te€na rovnobézna s osou y. |
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Zobrazeni z R" do R™ Implicitni funkce

Poznamka

Necht F(x,y) = 0 implicitn& uréuje funkce y = f(x).
Jestlize F € C™(O([x0, y0])), pak f € C™(O(x)).
Q f(x,g(x))=0
0 fi(x,8(x)) + f(x,8(x)) - &'(x) =0
Q fu(x,8(x)) + fiy(x, 8(x)) - g'(X)
[fx(x,8(x)) + £y (x,8(x)) - &’
Q ... atd

Naznadeny postup se &asto vyuZiva pro vypolty, kdy postupné politdme
derivace a ty do nasledujicich krok dosazujeme pro zisk derivaci vy$siho
Fadu.
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Zobrazeni z R" do R™ Implicitni funkce

Priklad 30

Urtete, zda graf k¥ivky x3 + y3 — 2xy = 0 leZi v okoli bodu [1, 1] nad nebo
pod te¢nou.

F(x,y) = x3+y3 —2xy, Fy:3y2—2x|[171] =1+#0

(X3+y3 — 2xy)’, :3x2+3y2 Yy =2y —2xy' =0

2y — 3x?
/
=Yy = 3,2 _ ‘[1 117 3_9 "

G4y —2xy)l =6x+6y-y -y +3y%-y" —2y 2y —2xy" =0
= 6+6-1-(—1)>+3-1-y"—2(-1)—2(-1)—2-1-y" =0
= 16+y"=0= y"=-16<0
Tedy graf k¥ivky leZi pod te¢nou. |
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Zobrazeni z do Implicitni funkce

P¥iklad 31
Clov&k vysky 180 cm jde rychlosti 1.5 m/s k pouli¢ni lampé&, jejiz zdroj
svétla je 4.8 metri nad zemi.
(i) Jakou rychlosti se pohybuje $pitka jeho stinu?
(i) Jakou rychlosti se méni délka jeho stinu, kdyZ je dany €lovék 3 metry
od stojanu lampy?

e x(t) = pozice ¢lov&ka [m],
e y(t) = pozice 3picky jeho stinu [m],

e t = Cas [s].
Potom vime, %e x'(t) = —1.5 m/s (vzdalenost od lampy se zmen3uje,
proto je tato derivace zapornd). Hleddme

(i) (1),
(i) [y(t) = x(t)] pro x =3 m.
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Zobrazeni z R” do R™ Implicitni funkce

(i) Z podobnosti pravouhlych trojihelniki vyplyva, Ze
48 18
y(t)  y(t) —x(t)

Derivovanim podle t obdrzime

= y(t) =1.6x(t).

y'(t)=16xX(t) = y(t)=16-(-15)=-24m/s.

Spitka stinu se pohybuje rychlosti 2.4 m/s (p¥iblizuje se k lampg).

(i) Mame
1.8

y(t) = x(t) = ;2 y(t) = 0.375y(t),

tj. po derivovani a dosazeni

[y(t) — x(t)] = 0.375y/(t) = 0.375- (—2.4) = —0.9 m/s.

Stin se zkracuje a to rychlosti 0.9 m/s (rychlost nezdvisi na
vzdalenosti ¢lovéka od lampy).
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Zobrazeni z R” do R™ Implicitni funkce

Priklad 32

Policejni vrtulnik leti 3 km nad rovnou cestou v obci rychlosti 120 km/h.
Pilot vidi protijedouci auto a radarem zjisti, Ze kdyZ je auto od né&j 5 km
daleko, jejich vzdélenost se zmen3uje rychlosti 160 km/h. Urcete rychlost
auta v tomto okamZiku.

e x(t) = auta (vodorovnd) [km],
e y(t) = vrtulniku (vodorovnd) [km],
e t = &as [h],

@ s(t) = vzdudna vzdélenost vrtulniku a auta [km].

Tedy y/'(t) = 120 km/h a s’(t) = —160 km/h pro s =5 km
(jejich vzdudnd vzdélenost se zmen3uje, proto je derivace zaporna).

Hleddme x/(t) v tomto okamZiku.
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Zobrazeni z R” do R™ Implicitni funkce

Z rovnice

[x(t) = y(£)]* +3% = s%(1)

dostaneme derivovdnim podle t

2[x(t) = y(O)] [X'(t) = ¥'(t)] = 2s(t) $'(¢),

tedy
s(t)s'(t)
X (t) = y'(t) + ——+—.
W=y O+
Pro s =5 km je x — y = v/52 — 32 = 4 km, tedy dosazenim do vy3e
uvedeného vztahu dostaneme pro dany okamzik, Ze

(-1
X(t) = 120 + 5(460) — —80 km/h.

Auto jede (p¥ibliZuje se z pohledu pilota vrtulniku) v obci rychlosti
80 km/h. n
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P¥iklad 33
Uréete lokalni extrémy funkce dané implicitné vztahem

In/x2 + y2 = arctg ii

F(x,y) =Iny/x%2+y2 — arctgx,
X

1 2y 1 1 y X Yy —X

F, = : - T = - = )

R e R I R R A
tedy pro x # y zadava F(x,y) implicitn& funkci . Pro ni nastavd extrém
ve stacionarnich bodech.

1 ‘2x—i—2y-y’: 1 'y’x—y
VX2 4y 2\/x2+ )2 1_1_(%)2 x?

x+tyy' _yx—y b )Xty
x2+y?  x?4y? Xty =y Y X—y
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Zobrazeni z do Implicitni funkce

Odtud f'(x) =0 & x = —y, tedy

InvV2x2 = arctg_—x = InV2x2 = 7%
X
Qe_ﬂ—/4

= V2x|=eT* = x=+

a dostavame body [% e /4, —% e*”/“} , [—% e /4 g e*ﬂ/4] ‘
Pro uréeni extrému vyuZijeme hodnotu druhé derivace v téchto bodech.

/ / 1 /1] " / / " 1+(y,)2
Xty =y s Ly Y =ty Y sy s

a dosazenim p¥islugnych hodnot mame y” (‘/5 e*”/4> > 0, je zde lok4lni

2
minimum, a y” <—§ e*”/“) < 0, je zde lokdIni maximum. [ |

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 169 /201



Zobrazeni z R” do R™ Implicitni funkce

Pro ptehlednost nasledujiciho zavedeme ozna&eni
F:R™™ 5 R™, F=(f,....fm),

i=(1,...,n), j=(n+1,....n+m),
X1y ooy Xns Vs-- oy Ym] € RTTM.
X y
tedy [x,y] € R” x R™ a F € C1(A) vzhledem k i-tym, resp. j-tym

proménnym pravé tehdy, kdyZz F ma spojité parcialni derivace prvniho ¥adu
podle prvnich n, resp. poslednich m proménnych.

V metrickém prostoru (P, p) oznatme

Q[x0,6] = {x € P: p(x,x0) < 4}, Q(x0,0) ={x € P:p(x,x) < d}.
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Véta 38 (Véta o existenci implicitni funkce I1)

Necht F: R"™™ — R™, A C D(F) je oteviend mnoZina a F je spojitd
na A. Necht navic F € C*(A) vzhledem k (poslednim) j prom&nnym a
existuje bod [xo, yo] € A tak, Ze F(xo,¥0) =0 a F/(x0,¥0) je reguldrni
(tj. det F/(x0, y0) # 0).

Pak existuji h > 0,k > 0 a jediné spojité zobrazeni G : Q[xo, h] — Q[yo, k]
takové, Ze na Q[xo, h] x Q[yo, k] je rovnost F(x,y) = 0 ekvivalentni
sy = G(x).

Poznamka
e G:R" - R™
on OYm
° Fj’ = : . 5
oy1 OYm

v
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Poznamka

@ Pron=1m=1jei=(1),j=(2)a F(x,)= 5 (x0.).

Stejné tak Q[Xo, h] = [XO — h,xp + h] a Q[yo, k] [yo —k,yo+ k]

@ Pro m=1a nlibovolné mame F: R"™! — R, tedy
|:(17an)7.]:(n+1) (XO }/0) 8y(XZ(l)7"'7Xr(1Jay0)' kde
(Xo,yo):(X?,...,Xg,yo),F— F(x1,... Xn, Y).

Matematicka analyza
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Zobrazeni z R” do R™ Implicitni funkce

Véta 39

Necht F: R™mM — R™ A C D(F) je oteviend mnoZina, F € C1(A),
existuje bod [xo, yo] € A takovy, Ze F(xo,¥0) = 0 a det F/(xo,¥0) # 0.
Pak existuji h,k € R, h > 0, k > 0 takovd, Ze Q[xo, h] x Qyo, k] C A,
a existuje jediné zobrazeni G : Q[xo, h] — Q[yo, k] t¥idy C' na Q[xq, h]
takové, Ze rovnost F(x,y) = 0 je ekvivalentnis y = G(x) na

Q[xo, k] x Qyo, k], pFicemZ

G'(x) = — [F(x, G(x))] " F(x, 6(x))

pro x € Q(xo, h).

Diikaz.

Dikazy v&t 38 a 39 jsou analogické dikaziim pro véty o jedné (dvou)
proménnych, jen misto skalari pracujeme s vektory a maticemi. O

v

Pozn.: Je-li F € CK(A), pak G € CK(Q(xo, h)).
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Priklad 34

UvaZujme F: R3 — R? danou jako
F(x,y,2) = (fi(x.y,2), b(x,y,2)) = (* +y* + 22 = Lx + y + 2).

Tedy i = (1), j = (2,3) a mame

0f of
I__,_a—}}a—zl_2y2z
7\ o6 ™1 1)
Jdy 0z

det F/(x,y,z) =2y —2z=0&y =2z
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Znaceni

e Lin ... linedrni kombinace
e A- ... ortogonalni dopln&k k A
e rankB=h(B) ... hodnost matice B
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Zobrazeni z R" do R™ Implicitni funkce

Definice 30

Necht
o F:R™M 5 R™ F=(fi,...,fn),
o M= {[x,y] e R™™: F(x,y) =0}, [x0, y0] € M,
o F e CHO(x0, %)), rank(F'(x0,0)) =
Normdlovym prostorem k M v bod& [xp, yp] nazyvdme

Nu(x0, y0) = Lin{f{(x0,%0), - - -, fm(x0, ¥0) },

-
of, of,

kde /(0. yo) = (afxﬁﬁ) .

Te&nym prostorem k M v bod& [xp, yp] nazyvdme

T (%0, ¥0) = [Nm(x0, o)1
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Zobrazeni z R"” do Implicitni funkce

P¥iklad 35 (Navazuje na ptiklad 34)

Mame
F=(hh)=(*+y*+22—1,x+y+2).
MnoZina M je mnoZina YeSeni systému rovnic

XX +y?+22-1=0,
x+y+z=0.

Pak te¢ny prostor k M v bod& [x,y,z] € M je
jednorozmérny prostor dany smérovym vektorem
te¢ny ke kruznici M a normalovy prostor je jeho
dvourozmérny ortogondlni dopln&k (generovany
normalovymi vektory ke sféfe a roviné.
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Zobrazeni z R" do R™ Implicitni funkce

Poznamka

@ V definici 30 nelze vypustit pfedpoklad na hodnost Jacobiho matice.
Napt.
M={[x,y] € R*:x* —y* =0,y > 0}

jsou dvé& polopfimky 0 < y = +x (graf f(x) = |x|). V po&atku, kde
jsou parcidlni derivace nulové, je hrot.
e Pro f: R™ 5 R, f e CYO(x0)), f(x0) =0,x € R™1 je

n+1
Tin(xo) = (F(0). (x —x0)) = 3 0 (3x0) - (x — x9).

— Ox;
i=1

kde x = (x1,..., Xnt1), %0 = (X0, ..., x214).
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Vazané extrémy

Definice 31
Necht f,g1,...,8m: R" — R a uvazujme mnoZinu M C D(f) danou jako

M={x=1[x1,...,xn) : g1(x1,--.,xn) =0,...,8m(x1,...,%s) = 0}.

Rekneme, %e bod x* = [x{,...,x%] € M je lokdlnim minimem (maximem)
funkce f vzhledem k mnoZin& M, jestlize existuje okoli O(x*) takové, Ze

f(x) > f(x*) (f(x) < f(x*)) pro x€ O(x*)NM.

Plati-li nerovnosti ostfe, mluvime o ostrych lokdlnich extrémech.
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Poznamka

V p¥ipadg, kdy je mnoZina M zadana vy%e popsanym zplsobem (systém
rovnosti = vazebné podminky), pouZiva se terminologie (ostré) viazané
extrémy (vazané podminkami gi(x) =0,..., gm(x) = 0).

Poznamka

Je-li na&im cilem nap¥. vepsat do koule x? 4+ y? + z2 = 1 hranol tak, aby
mé&l maximalni objem, potom je studovanou (,extremalizovanou") funkci
objem hranolu V = 8xyz a vazebnou podminkou je rovnice koule, resp.
kulové plochy (sféry) x2 + y? + z? = 1.
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Uvaha

UvaZujme p¥ipad n=2,m =1, tj. f,g: R?> = R a ¥eSime (lohu

f(x,y) — max/ min, M: g(x,y) =0.

Vektor (f(xo, y0), f,(x0, ¥0)) je kolmy na vrstevnice f na trovni
f(x0, o) = ¢ a vektor (g«(xo0, ¥0), 8 (X0, ¥0)) je normalovy vektor kfivky
g(x,y) =0 v bodé& [xo, yo]. Aby byl v bod& [xp, yo] extrém, museji mit
kiivky f(x,y) = c,g(x,y) = 0 v tomto bod& spoleZnou te¢nu, tedy

INER:  (f,f) =X\ (gx &)

(Viz také p¥. 21 a vyZetfovani na hranici.)

Pron=3m=2tj. f,g1,8: R® = R, f(x,y,z) — max/min,
M: gi(x,y,z) = 0 A g(x,y,z) = 0 obdrzime podobng, Ze

El)\l,/\geR:(ﬁ(,fy,fz):)\l.<ag1 981 3&)+A ,(3g2 982 5g2>'

ox’ dy’ 0z Ox By 0z
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Véta 40

Necht f,g1,...,&m: R" — R maji spojité parcidlni derivace, 1 < m < n,
M= {x=[x1,...,xa] : g1(x) =0,...,8m(x) =0}

Je mnoZina ur&end vazebnymi podminkami (gi(x) =0,i=1,...,m)

a predpokladejme, Ze v kaZdém bodé mnoZiny M ma Jacobiho matice
zobrazeni G = (g1, ..,8m): R" — R™ hodnost m, tj. rank(G'(x)) = m.
Je-li x* lokalnim extrémem funkce f na mnoZiné M, pak jeji derivace patFi

do normdalového prostoru k M v bodé& x*, tj. f'(x*) € Ny(x*), tedy

existuji konstanty \1,...,Am € R, tzv. Lagrangeovy multiplikatory,
takové, Ze plati

FI(x*) = [Mg1(x") + -+ + Amgm(x")] = 0. (L)

Pro jednoduchost zapisu je v zapisu (L) pouZito znaZeni
= (.-, an)T a podobné& pro g/. Tj. jednd se o systém rovnic, kde
v kazdé rovnici derivujeme podle jiné proménné.
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Zobrazeni z R"” do

Diikaz
Pro jednoduchost ptedpokladejme, Ze funkce gi,...,gmn jsou tvaru
g,'(X):<a,',X>+O[,', aieRnaai€R7i:17"'am

(jinak nahradime plochu gj(x) = 0 te¢nou nadrovinou v bod& [x*, gi(x*)]).
Sporem predpokladejme, Ze '(x*) & Nu(x*) = Lin{g{(x*), ..., gm(x")}.

tedy existuje vektor

h e Tm(x*) = Lin{g](x"),..., g (x*)}* = Lin{a,...,am}*

takovy, ze (f'(x*), hy # 0.
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Zobrazeni z do Vazané extrémy

Necht x = x* + ah, kde o € R (dostate¢n& malé),
gi(x) = gi(x" +ah) = (a;,x" + ah) + a; = (3;,x") + aj + afaj, h) ,
——— ——
—0x M —0,heT(x*)

tedy x = x* +ah € M a déle

f(x) = f(x* + ah) = [diferencidl| = f(x*) + a (f'(x*), h) + T(ah)
T R,O_/
—

proa— 0, f(x)—f(x*)=a-p —|— a podle znaménka o miiZe byt
rozdil jak kladny, tak i zaporny, a tedy extrém nenastava.

O

v
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Poznamka

e PouZité gi(x) = (ai, x) + «; je afinni zobrazeni.

@ Afinni zobrazeni zobrazi trojici bodii leZicich na jedné p¥imce bud do
jednoho bodu, nebo na trojici bodi leZicich na jedné p¥imce pfFi
zachovani délictho poméru. Zejména tedy prevadi pfimky na p¥imky
(nebo bod). Obecné prevadi afinni podprostor na afinni podprostor.

o Afinni zobrazeni Ize vyjad¥it jako sloZeni linedrniho zobrazeni
s posunutim (tj. zahrnuje otaeni, zrcadleni, zkoseni, zm&nu

méfitka,. . . ).

@ Afinni podprostor vektorového prostoru V je mnoZina
{u+v:ueV,veV} kdeV je vektorovy podpostor prostoru V.

@ Vektorovy prostor je afinni, ale naopak to neplati. Nap¥. pfimka v R”
prochazejici po¢atkem je afinni i vektorovy podprostor, ale p¥imka
posunutd mimo po&atek je pouze afinni. (To je jedna ze zdkladnich
motivaci pro zavedeni tohoto pojmu — umoziiuje Iépe studovat
geometrii prostoru R".)

v
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Vazané extrémy

Definice 32
Bodu x*, pro ktery plati f'(x*) € Ny (tj. existuji Lagrangeovy
multiplikatory) ¥ikame stacionarni bod funkce f na mnoZin& M dané

gl(X):O""7gm(X):07 X:[X].?"'?Xn]'

Funkce L(x, A1, ..., Am) = f(x) — >/ Aigi(x) se nazyvd Lagrangeova
funkce.

f'(x*) e Nu(x*) &  L(x*A1,...,Am)=0na M

Principem metody je ,,zabudovani* podminek do Lagrangeovy funkce,
kterou pak vySetfujeme bez omezeni.
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Zobrazeni z R"” do

Vazané extrémy

Najit stacionarni body znamend najit YeSeni systému (n -+ m) rovnic

of “ ag,' N
87X1(X) - ; A’aTq(X) =0

gi(x)=0
gm(x) =0
pro nezndmé x = [x1,...,Xp] @ A1,..., Am.

Matematicka analyza

188 /201



Zobrazeni z R” do R [AVEFENENSIINY

Véta 41

Necht x* = [x{, ..., x}] je staciondrni bod funkce f na mnoZin& M, funkce
f,g1,...,8m maji v x* spojité parcidlni derivace druhého Fadu, m < n,
Jacobiho matice zobrazeni G = (g1,...,8m): R" — R™ md v x* hodnost
m a necht \1, ..., \m jsou pFislusné Lagrangeovy multiplikatory.

Jestlize (Lyx(x*, A1,...,Am)h, h) je kladny (zaporny) pro vSechna
h# 0, h € Tpm(x*), pak v bodé x* nastavd lokalni minimum (maximum).

JestliZe existuji hy, hy € Ty (x*) takovd, Ze (Lyx(Xx*,A\1,...,Am)h1, h1) >0
a sou&asné (Lyx(x*,A1,...,Am)h2, ha) < 0, pak ve staciondrnim bodé& x*
extrém nenastava.

A= (A, Am), LG A) = F(x) = > Nigi(x),

m

LXX(X7 >\) = fXX(X) - Z )\i(gi)xx(x)

i=1
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Diikaz.

Diikaz lze provést stejné jako pro nevazané extrémy pres Tayloriv rozvoj
druhého ¥adu. Prvni derivace jsou nulové a podle kvadratické &asti
rozhodujeme o extrému. O

v

Pozndmka

Je jedno, zda mdme v Lagrangeové funkci pfed &asti s multiplikatory plus,
nebo minus. Jejich hodnoty v téchto p¥ipadech jednoduse vyjdou

s opa¢nymi znaménky.
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P¥iklad 36
Najdéte extrémy funkce f(x,y) = 2x2 + 4y? na mnoZiné x2 + y2 = 9. J

Sestavime Lagrangeovu funkci
L(x,y,\) = 2x* 4+ 4y? — X\(x*> + y?> — 9)

a derivujeme ji podle v8ech proménnych. Tyto parcialni derivace poloZime
rovny nule a fe$ime soustavu t¥i rovnic o tfech neznamych

x(4—-2)\)=0
y(8—=2)\)=0
x*+y?=0.

Dostaneme 4 stacionarni body [0, 3], [£3, 0] a k nim p¥islusné hodnoty A
(postupng 4,2). Zda v nich nastdva extrém zjistime z definitnosti formy

(Lxx ny>
LyX Lyy ‘

dané
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Tj., pokud je vyraz
L L dx
(i) @)
( ) L, L, ) \dy

kladny pro v&echna (dx,dy) # (0,0), pak je pozitivn& definitni, pokud
zaporny, pak je negativné definitni a pokud najdeme dva vektory takové,
Ze je dany vyraz pro jeden kladny a pro druhy zdporny, pak je indefinitni.
(dx,dy) ovdem bereme jen z te¢ného prostoru dané mnoZiny, tedy takové,
jez spliuji podminku

2xdx + 2ydy = 0.
Dosazenim bodu [0, 3] do této podminky dostaneme, Zedy = 0, tedy dx
musi byt od nuly riizné. VyZetfovany vyraz je tedy (pro tento bod A = 4)

—4(dx)?,

ktery je pro kazdé dx = 0 zadporny. VySetfovana forma je tedy negativn&
definitni a v bod& [0, 3] je ostré lokalni maximum.
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Zobrazeni z R"” do

Vazané extrémy

Podobn& zjistime, Ze maximum nastava i v bod& [0, —3] a v bodech [+3, 0]
ma funkce minima. Na obrdzku jsou tyto body ozna&eny riizovymi puntiky.
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R"

Zobrazeni z do

Vazané extrémy

Priklad 37
Najdéte lokalni extrémy funkce - + —|— 25 naM:x>+y?+22=1. }

Sestrojime Lagrangeovu funkci dané dlohy

X2 y2 2
L(x,y,z,A) = —+E+g+>\(x2+y2+z2—1).

Spotitdme parcidlni derivace

Ly =2 +2)\x =0,

2
2
Lyzijrsz:o,
L =2 oz—o,
T

g(x,y,2) =x*+y*+ 22 =1,
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Pak mame systém rovnic

1

49 _
X(2—|— >\> 0

2

Sion) =0
r(5+2)

2

Z i) =0
Z<25+ )

a odtud ziskdme multiplikatory a stacionarni body

1
A=—-=y=0,z=0,x==£1=[1,0,0],[-1,0,0],

4
1

A=—5=x=0z=0y=+1=[0,10][0,-10]
1

A= —ge = x=0y=02z=+1=[0,01],00,0,-1]
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Ur&ime matici druhych derivaci (Hessovu matici), tedy

1 2 2
= - L, =242\ Ly=—-+2\
Lo=5+2\ Ly=5+2 =t

a smiSené derivace jsou rovny nule. Pak

1 2 2
2, _ (4 2 < 2 < 2
d°L = (2—1—2)\) h1~|—<9+2)\> h2+<25~|—2)\> h3.

Vy3et¥ime chovani kvadratické formy (L h, h) vzhledem
k h= (hl, hy, h3) S T/\/[(X*).

Poznamenejme, e N : Lin{[x, y, z]}, xh1 + yho + zh3 = 0 (diferencidl
vazebné podminky) a

<[X,y,Z], (hla h27h3)> =0« (h17 h27h3) € TM

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 196 /201
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2 1 2 1

2 2 2
L=(s-Z)m+(=—-Z)n
d (9 2) 2 (25 2> 3

negativné definitni, tedy v bodech [+1, 0, 0] nastava lokdlni maximum.
@ Pro A = —% je

1 2 2 2
L=z )M+ (Z-=|h
(2 25) 1+(9 25) 2

pozitivné definitni, tedy v bodech [0, 0, £1] nastdva lokaIni minimum.

oPro)\:—%je
1 2 2 2
PL=(z-Z )R+ (=-Z)hH
(2 9) 1+<25 9) 3

° Pro)\:—%je

na celém prostoru indefinitni, ale my potfebujeme znat chovani na
te¢ném prostoru, tedy 0- hy £1-hy +0-h3 & hy =0, tedy i pro
ha = 0 je forma indefinitni, a tedy extrém v bodech [0, +1, 0]
nenastdva.
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Zobrazeni z do Vazané extrémy

Priklad 38

X

y2
2

. . 2 2 . o, .
Do elipsoidu %7 + {7 + % = 1 vepiste hranol s maximaInim objemem. J

b

Objem hranolu je V = 8xyz za podminky :—2 + };—2 + i—z =1,tj.

X2 y2 22
L:8xyz—)\<az+bz+c2—1>.

LX:8yz—2a)\2X:0:>);:§\4xyz,
L, = 8x —%:0:%:§4xyz,
Lz:8xy—2:\2z:0:>iz::)l\4xyz,
2 2 2
S+5+5 =1
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Odtud A = 12xyz a

>
N
L | X
NN

|
N NN

Il

o

>
/
TS Rl
|
ON‘ Nr\) ﬁm\N c~“<

N——
|
o

I
o

e
o
P¥ipad A = 0 dava stacionarni bod, ale jde o minimum, coZ nechceme.
, . 2 2 2

Po tpravé& dostaneme % =1, % =1, 33% =1, pak

=2 y=2b ,_ ¢ 74 4 03 3
X = ,\/§7y = NIk T Zagl)ornfe .hodnoty mu%eme,vynechaot, proto,ze
hleddme objem, coz je kladnd veli¢ina. Z podminky tlohy mdzeme ¥ict, Ze

a_ L Cc s 7 . — 8
v [\/§’ el \@] nastdvd maximum s hodnotou V —3\/§abc. |
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P¥iklad 39
Odvod'te vzorec pro vzdilenost bodu x* € R" od nadroviny p: (a,x) = a. J

Chceme d(x* — x) — min, ale hledat minimum funkce v/f je toté? jako
hledat minimum funkce f, tedy

[d(x* — x)]? = (x* — x,x* — x) = min za podminky (a,x) = a,

L(x,A) = (x* —x,x" — x) — A((a, x) — ).

Potom

L =2(x* —x)—Aa=0 = 2(x* —x,a) = \a?
= 2(x",a) —2(a,x) = A[al®
>
2(x*,a) — 2«

= 2(x*,a) —2a = Aa]]? = A= P
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Dosadime do L,

2(x*, a) — 2 g —
(x*, a) a'a:X*_X:<x,a> a

2x* —2x =
al|? all

a dosazenim do plivodni rovnice pro vzdélenost dostaneme

((x*,a) —a)?

(x* —x,x* = x) =
’ [l E

tedy

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza

201 /201



	Diferenciální pocet funkcí více promenných
	Základní pojmy, limita, spojitost
	Parciální derivace a diferenciál
	Diferenciály vyšších rádu
	Kmenová funkce
	Parciální derivace složených funkcí
	Tayloruv polynom
	Lokální extrémy
	Absolutní extrémy

	Zobrazení z Rn do Rm
	Zobrazení z R2 do R2
	Zobrazení z Rn do Rm
	Stejnomerná konvergence posloupnosti funkcí jedné promenné
	Implicitní funkce
	Vázané extrémy


