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Definice 1

Necht’ M ⊆ Rn, kde n ∈ N, M 6= ∅. Zobrazeńı f : M → R se nazývá
(reálná) funkce n (reálných) proměnných a množina M je jej́ı definičńı
obor.

Př́ıklad 1

f (x , y) =
√

x2 + y2, f : R2 → R
f (x , y) = ln(1−x2−y2), M = {[x , y ] ∈ R2 : x2+y2 < 1}, f : M → R
f (x , y , z) = x · arctg y

z , M = {[x , y , z ] ∈ R3 : z 6= 0}, f : M → R
f (x1, . . . , xn) = x1 · x2

2 · · · xnn , f : Rn → R

Poznámka

Rn = R× · · · × R︸ ︷︷ ︸
n

= {x = [x1, . . . , xn]; xi ∈ R, i = 1, . . . , n}

xn
ρ1−→ x ⇔ xn

ρ2−→ x ⇔ xn
ρ∞−−→ x ⇔ xn konverguje k x po soǔradnićıch
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Definice 2

Necht’ M ⊆ Rn, f : M → R, pak se množina

Gr(f ) =
{

[x1, . . . , xn, y ] ∈ Rn+1; [x1, . . . , xn] ∈ M, y = f (x1, . . . , xn)
}

nazývá graf funkce f .

Definice 3

Necht’ M ⊆ Rn, f : M → R, c ∈ R, pak se množina

fc = {[x1, . . . , xn] ∈ M; f (x1 . . . , xn) = c}

nazývá vrstevnice funkce f (na úrovni c).
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Definice 4

Necht’ M ⊆ R2, f : M → R, pak

řez funkce f (soǔradnou) rovinou ρxy = {[x , y , z ] ∈ R3; z = 0} je
množina

fρxy =
{

[x , y , z ] ∈ R3; f (x , y) = 0
}
,

řez funkce f (soǔradnou) rovinou ρxz = {[x , y , z ] ∈ R3; y = 0} je
množina

fρxz =
{

[x , y , z ] ∈ R3; f (x , 0) = z
}
,

řez funkce f (soǔradnou) rovinou ρyz = {[x , y , z ] ∈ R3; x = 0} je
množina

fρyz =
{

[x , y , z ] ∈ R3; f (0, y) = z
}
.
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Poznámka

Necht’ f : R2 → R, pak fρxy = f0 (̌rez rovniou ρxy je shodný
s vrstevnićı na úrovni 0).

Samožrejmě lze stejným způsobem definovat řez libovolnou rovinou.

Pro funkce v́ıce než dvou proměnných lze podobně zavést definici řezu
(soǔradnými) nadrovinami apod.
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Př́ıklad 2

Načrtněte graf funkce
f (x , y) =

√
x2 + y2.

Nejprve si načrtneme řezy soǔradnými rovinami a vrstevnice. Dostáváme
fρxz ⇒ y = 0 ⇒ z =

√
x2 = |x | a fρyz ⇒ x = 0⇒ z =

√
y2 = |y |,

tedy řezy jsou

x

z

y

z
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Vrstevnice jsou množiny fc = {[x , y ] ∈ R2; f (x , y) = c} tedy pokládáme
z = c ⇒ c =

√
x2 + y2 ⇒ x2 + y2 = c2, tj. pro c < 0 je fc = ∅ a pro

c ≥ 0 se jedná o kružnice se sťredem v počátku a poloměrem c ,

x

y
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Celkem jsme zjistili, že grafem funkce f (x , y) =
√

x2 + y2 je rotačńı kužel
postavený na špičce v počátku.

�
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Definice 5

Necht’ f : Rn → R a x∗ ∈ (R∗)n je hromadný bod definičńıho oboru f .
Řekneme, že funkce f má v bodě x∗ ∈ (R∗)n limitu L ∈ R, jestliže ke
každému ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro každé x ∈ O(x∗, δ) r {x∗} plat́ı
|f (x)− L| < ε.

Tj. pro x∗ = [x∗1 , . . . , x
∗
n ] máme limx→x∗ f (x) = L ⇔

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x = [x1, . . . , xn] 6= x∗ :

|xi − x∗i | < δ (i = 1, . . . , n) ⇒ f (x) ∈ (L− ε, L + ε).

Definice 6

Nevlastńı limitu definujeme jako

lim
x→x∗

f (x) =∞[−∞] ⇔

∀A ∈ R ∃δ > 0 ∀x ∈ O(x∗, δ) r {x∗} : f (x) > A [f (x) < A].
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Př́ıklad 3

lim
[x ,y ]→[1,2]

(x2 + y3) = 1 + 8 = 9

lim
[x ,y ]→[0,0]

x2+y2√
x2+y2+1−1

= lim
[x ,y ]→[0,0]

(x2+y2)
(√

x2+y2+1+1
)

x2+y2+1−1

= lim
[x ,y ]→[0,0]

√
x2 + y2 + 1 + 1 = 2

lim
[x ,y ]→[0,0]

1
x2+y2 =∞

Poznámka

Značeńı se r̊uzńı

lim
[x ,y ]→[x0,y0]

f (x , y) = lim
(x ,y)→(x0,y0)

f (x , y) = lim
x→x0
y→y0

f (x , y).
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Př́ıklad 4

lim
[x ,y ]→[0,0]

xy
x2+y2 = |y = kx | = lim

x→0

kx2

x2(1+k2)
= lim

x→0

k
1+k2

limita neexistuje, protože záviśı na směrnici p̌ŕımky, po ńıž se bĺıž́ıme
k bodu [0, 0].

lim
[x ,y ]→[0,0]

x2y
x4+y2 = |y = kx | = lim

x→0

x2·kx
x4+k2x2 = lim

x→0

kx
x2+k2 = 0,

ale pro paraboly máme

lim
[x ,y ]→[0,0]

x2y
x4+y2 = |y = kx2| = lim

x→0

kx4

x4+k2x4 = k
1+k

a limita proto neexistuje.
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Dvojná a dvojnásobna limita

Necht’ f : R2 → R je funkce dvou proměnných. Pak limita ve smyslu
Definice 5 se nazývá dvojná. Limitńı proces také můžeme aplikovat
postupně. Limity

Lxy = lim
y→y0

(
lim
x→x0

f (x , y)
)

a Lyx = lim
x→x0

(
lim
y→y0

f (x , y)
)

se nazývaj́ı dvojnásobné (pop̌r. postupné). Potom pro Lxy , Lyx a
L := lim[x ,y ]→[x0,y0] f (x , y) plat́ı:

(i) existuj́ı-li limity Lxy a Lyx takové, že Lxy = Lyx , pak limita L nemuśı
existovat;

(ii) existuje-li limita L (i nevlastńı), pak Lxy a Lyx nemuśı existovat;

(iii) existuje-li L a některá z limit Lxy nebo Lyx , pak se obě rovnaj́ı;

(iv) existuj́ı-li limity Lxy , Lyx a L, pak Lxy = Lyx = L;

(v) existuj́ı-li limity Lxy a Lyx takové, že Lxy 6= Lyx , pak limita L
neexistuje.
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Výpočet limity L pomoćı postupných limit Lxy , Lyx je výhodné zejména
tehdy, je-li p̌redem známa existence L. Na druhou stranu část (v) udává
daľśı nutnou podḿınku pro existenci limity L (pro neexistenci limity L stač́ı
ukázat Lxy 6= Lyx).

Poznámka

Pro funkce v́ıce proměnných nemáme k dispozici l’Hospitalovo pravidlo.
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Věta 1 (Transformace do polárńıch soǔradnic)

Limita lim
[x ,y ]→[x0,y0]

f (x , y) je rovna L, jestliže existuje funkce g : R+
0 → R+

0

jedné proměnné s vlastnost́ı limr→0+ g(r) = 0 tak, že existuje r0 > 0
takové, že pro každé r ∈ (0, r0) plat́ı

|f (x0 + r cosϕ, y0 + r sinϕ)− L| < g(r) ∀ϕ ∈ [0, 2π).

Př́ıklad 5

lim
[x ,y ]→[0,0]

x3 + y3

x2 + y2
= lim

r→0

(r cosϕ)3 + (r sinϕ)3

(r cosϕ)2 + (r sinϕ)2

= lim
r→0

r3(cos3 ϕ+ sin3 ϕ)

r2(cos2 ϕ+ sin2 ϕ)
= lim

r→0
r (cos3 ϕ+ sin3 ϕ)︸ ︷︷ ︸

ohraničená funkce

= 0
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Důkaz.

Př́ımo z definice limity limr→0+ g(r) = 0 znamená, že
∀ε > 0 ∃δ > 0 : r ∈ (0, δ) ⇒ g(r) < ε, tedy

|f (x0 + r cosϕ, y0 + r sinϕ)− L| < g(r) < ε.

Proto body [x , y ] z ryźıho kruhového δ-okoĺı bodu [x0, y0] plat́ı

|f (x , y)− L| < ε, tj. dle definice lim
[x ,y ]→[x0,y0]

f (x , y) = L.
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Poznámka

Podobně můžeme p̌ri výpočtu limity funkce ťŕı proměnných v bodě
[x0, y0, z0] využ́ıt transformaci do sférických soǔradnic, tj.

x = x0 + ρ cosϕ sinϑ, y = y0 + ρ sinϕ sinϑ, z = z0 + ρ cosϑ,

kde

ρ ≥ 0 je vzdálenost bodů [x0, y0, z0] a [x , y , z ] (tzv. sférický poloměr),

ϕ ∈ [0, 2π) je úhel, který sv́ırá pr̊umět pr̊uvodiče (spojnice bodů) do
podstavné roviny xy s kladným směrem osy x (tzv. azimutálńı úhel),

ϑ ∈ [0, π] je úhel, který sv́ırá pr̊uvodič s kladným směrem osy z (tzv.
sférický úhel).

Pokud je hodnota limity závislá na hodnotě úhlu ϕ nebo ϑ, tak limita
funkce neexistuje. Opačné tvrzeńı lze opět naformulovat jako větu.
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Věta 2

Je-li L ∈ R a existuje-li nezáporná funkce g taková, že limρ→0+ g(ρ) = 0 a

|f (x0 + ρ cosϕ sinϑ, y0 + ρ sinϕ sinϑ, z0 + ρ cosϑ)− L| ≤ g(ρ)

pro každé ρ z nějakého pravého ryźıho okoĺı bodu 0 a každé ϕ ∈ [0, 2π),
ϑ ∈ [0, π], pak plat́ı

lim
[x ,y ,z]→[x0,y0,z0]

f (x , y) = L.
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Poznámka

lim
[x ,y ]→[x0,∞]

f (x , y) = L ∈ R ⇔

∀O(L, ε) ∃δ > 0,A ∈ R : ∀[x , y ] ∈ R2, |x − x0| < δ, y > A :

f (x , y) ∈ O(L, ε) (⇔ |f (x , y)− L| < ε)

lim
[x ,y ]→[−∞,∞]

f (x , y) =∞ ⇔

∀A ∈ R ∃B,C ∈ R : ∀x < B, ∀y > C : f (x , y) > A

apod.
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Definice 7

Necht’ f : Rn → R,M ⊆ Rn, x∗ ∈ M. Potom limx→x∗
x∈M

f (x) = L, jestliže

∀ε > 0 ∃δ > 0, ∀x ∈ (O(x∗, δ) r {x∗}) ∩M : f (x) ∈ O(L, ε).

Př́ıklad 6

Z teorie funkćı jedné proměnné známe jednostranné limity

lim
x→x0

x∈[x0,∞)

f (x) = lim
x→x+

0

f (x).
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Definice 8

Necht’ f : Rn → R, x∗ ∈ Rn.

Řekneme, že funkce f je spojitá v bodě x∗, jestliže

lim
x→x∗

f (x) = f (x∗).

Necht’ M ⊆ Rn je otev̌rená množina. Řekneme, že funkce f je spojitá
na M, je-li spojitá v každém bodě množiny M.

Necht’ M ⊆ Rn neńı otev̌rená, pak řekneme, že funkce f je spojitá v
bodě x∗, jestliže limx→x∗

x∈M
f (x) = f (x∗).

Poznámka

Vzhledem k rovnosti limx→x∗
x∈M

f (x) = limx→x∗ f (x) pro vniťrńı body x∗

množiny M, tedy můžeme definovat, že funkce f je spojitá na M ⊆ Rn,
jestliže pro každé x∗ ∈ M plat́ı limx→x∗

x∈M
f (x) = f (x∗).
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Pro funkce v́ıce proměnných plat́ı analogie věťsiny základńıch vět
o limitách (spojitosti) jako u funkce jedné proměnné, které lze odvodit
(dokázat) p̌ŕımo z definic.

Věta 3

Necht’ limx→x∗ f (x) = L1, limx→x∗ g(x) = L2, L1, L2 ∈ R, potom

limx→x∗(f (x)± g(x)) = L1 ± L2,

limx→x∗(f (x) · g(x)) = L1 · L2,

limx→x∗
f (x)
g(x) = L1

L2
, pokud L2 6= 0.

Věta 4

limx→x∗ f (x) = 0 a existuje O(x∗, δ) r {x∗}, v němž je funkce g
ohraničená, pak limx→x∗(f (x) · g(x)) = 0.
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Věta 5 (Věta o ťrech limitách)

Necht’ pro funkce f , g , h : Rn → R plat́ı h(x) ≤ f (x) ≤ g(x) v nějakém
ryźım okoĺı bodu x∗ ∈ Rn a současně

lim
x→x∗

h(x) = lim
x→x∗

g(x) = L.

Potom také
lim

x→x∗
f (x) = L.
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Věta 6 (O limitě složeného zobrazeńı I)

Necht’ pro funkci g : Rn → R plat́ı limx→x∗ g(x) = L a necht’ funkce
f : R→ R je spojitá v bodě L. Potom

lim
x→x∗

f (g(x)) = f (L).

Věta 7 (O limitě složeného zobrazeńı II)

Necht’ funkce g : Rn → R je definována v nějakém ryźım okoĺı bodu x∗,
p̌ričemž limx→x∗ g(x) = L a g(x) 6= L pro x z nějakého ryźıho okoĺı bodu
x∗. Jestliže funkce f : R→ R je definována v nějakém ryźım okoĺı bodu L
a plat́ı limx→L f (x) = M, potom

lim
x→x∗

f (g(x)) = M.
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Věta 8 (Weierstrass)

Necht’ M ⊆ Rn je kompaktńı (tj. uzav̌rená a ohraničená) množina a
f : M → R je spojitá na M. Pak

a) f je na M ohraničená, tedy f (M) = {y ∈ R : y = f (x), x ∈ M} je
ohraničená množina v R, tj. ∃K > 0 : |f (x)| < K ∀x ∈ M.

b) Je-li
m1 = sup

x∈M
f (x), m2 = inf

x∈M
f (x),

pak existuj́ı x1, x2 ∈ M takové, že f (x1) = m1, f (x2) = m2,
tj. f nabývá na M své nejvěťśı a nejmenš́ı hodnoty.
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Důkaz.

Stejný jako pro f : [a, b]→ R v diferenciálńım počtu funkćı jedné
proměnné.

a) Sporem p̌redpokládejme, že f neńı shora ohraničená (zdola
analogicky), tj. ∀n ∈ N ∃xn ∈ M : f (xn) ≥ n. Množina M je

kompaktńı, tedy existuje vybraná podposloupnost xnk
k→∞−−−→ x ∈ M.

Ze spojitosti f na M plyne limk→∞ f (xnk ) = f (x) <∞. Současně

však f (xnk ) ≥ nk
k→∞−−−→∞, což je spor, a tedy f je shora ohraničená

na M.

b) Podobnou modifikaćı využit́ım kompaktnosti M.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Základńı pojmy, limita, spojitost

Definice 9

Necht’ M ⊆ Rn je otev̌rená množina (v libovolné metrice). Řekneme, že
tato množina je souvislá, pokud pro všechna x , y ∈ M existuje konečná
posloupnost bodů x = x0, x1, . . . , xn−1, xn = y , xi ∈ M, taková, že lomená
čára s vrcholy v bodech x0, . . . , xn je celá v M.
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Věta 9 (Bolzano)

Necht’ M ⊆ Rn je otev̌rená, souvislá množina a f : M → R je spojitá
na M,

a) jsou-li x1, x2 ∈ M takové, že f (x1) · f (x2) ≤ 0, pak existuje
c ∈ M : f (c) = 0,

b) jsou-li x1, x2 ∈ M libovolné a f (x1) < f (x2), pak pro libovolné
d ∈ (f (x1), f (x2)) existuje c ∈ M : f (c) = d.

Idea důkazu

a) Existuj́ı body y1, . . . , yn ∈ M takové, že lomená čára s vrcholy
y1, . . . , yn spojuje body x1 a x2 a lež́ı v M. Pro alespoň jednu úsečku
plat́ı, že v jej́ıch krajńıch bodech nabývá funkce f hodnot s opačnými
znaménky. Pokračujeme metodou půleńı interval̊u, pokud jsme se už
některým yi netrefili do nuly.

b) g(x) := f (x)−d , g(x1) > 0, g(x2) < 0, ∃c ∈ M : g(c) = 0⇒ f (c) = d
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Definice 10

Necht’ f : Rn → R, x∗ = [x∗1 , . . . , x
∗
n ]. Jestliže existuje limita

lim
xi→x∗i

f (x∗1 , . . . , x
∗
i−1, xi , x

∗
i+1, . . . , x

∗
n )− f (x∗1 , . . . , x

∗
n )

xi − x∗i

= lim
h→0

f (x∗1 , . . . , x
∗
i−1, x

∗
i + h, x∗i+1, . . . , x

∗
n )− f (x∗1 , . . . , x

∗
n )

h

řekneme, že funkce f má v bodě x∗ parciálńı derivaci podle i-té proměnné
xi s hodnotou této limity.
Tuto derivaci znač́ıme

∂f

∂xi
(x∗1 , . . . , x

∗
n ) =

∂f (x∗1 , . . . , x
∗
n )

∂xi
= f ′xi (x

∗
1 , . . . , x

∗
n ) = fxi (x

∗
1 , . . . , x

∗
n ).
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Poznámka

Derivace vyš̌śıch řádů zavád́ıme tak, že uvažujeme o parciálńı derivaci ∂f
∂xi

jako o funkci, kterou derivujeme. Samožrejmě tato funkce ∂f
∂xi

muśı
existovat.

U funkce dvou proměnných f (x , y) pak mluv́ıme nap̌r. o parciálńıch
derivaćıch druhého řádu podle x

∂

∂x

∂f

∂x
=
∂2f

∂x2
= (fx)x = fxx ,

nebo o sḿı̌sených derivaćıch ∂2f
∂x∂y = fxy = (fx)y a ∂2f

∂y∂x = fyx = (fy )x .
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Poznámka

f : R2 → R
∂f
∂x (x , y) = limh→0

f (x+h,y)−f (x ,y)
h = fx(x , y) = f ′x(x , y)

∂f
∂y (x , y) = limh→0

f (x ,y+h)−f (x ,y)
h = fy (x , y) = f ′y (x , y)

Př́ıklad 7

f (x , y) = ex ·y2 · sin(xy)

∂f (x ,y)
∂x = y2(ex sin xy + ex cos xy · y) = y2 ex(sin xy + y cos xy)

∂f (x ,y)
∂y = ex(2y · sin xy + y2 · cos xy · x) = ex y(2 sin xy + xy cos xy)
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Př́ıklad 8

Vypočtěte parciálńı derivace druhého řádu funkce

z = arctg
y

x
.

f ′x =
−y

x2 + y2
, f ′′xx =

2xy

(x2 + y2)2
, f ′′xy =

y2 − x2

(x2 + y2)2
,

f ′y =
x

x2 + y2
, f ′′yy =

−2xy

(x2 + y2)2
, f ′′yx =

y2 − x2

(x2 + y2)2
.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Poznámka (Geometrický význam parciálńı derivace)

Parciálńı derivace ∂f
∂x je směrnice ǩrivky, která vznikne řezem grafu funkce

rovinou y = y∗. V n-rozměrném prostoru
”
řežeme“ nadrovinou.

Poznámka

Pro funkce jedné proměnné plyne z existence derivace řada pěkných
vlastnost́ı, nap̌r. spojitost, diferencovatelnost (lze sestrojit tečnu). Pro
funkce v́ıce proměnných z existence parciálńıch derivaćı témě̌r nic pěkného
neplyne, zejména z existence parciálńı derivace neplyne spojitost.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Př́ıklad 9

f : R2 → R, f (x , y) =

{
1 x = 0 ∨ y = 0

0 jinak

(Vytrhneme osový ǩŕıž a posuneme ho o jedna nad rovinu xy .)

∂f
∂x (0, 0) = 0, ∂f∂y (0, 0) = 0, ale funkce f neńı spojitá v bodě [0, 0].

Parciálńı derivace popisuj́ı vlastnosti pouze ve směrech os x a y .
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Definice 11

Uvažujme funkci f : Rn → R, bod x∗ = [x∗1 , . . . , x
∗
n ] a nenulový vektor

v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn o velikosti ‖v‖.
Řekneme, že funkce f má v bodě x∗ směrovou derivaci ve směru
vektoru v , jestliže existuje limita

lim
h→0

f (x∗1 + v1h, . . . , x
∗
n + vnh)− f (x∗1 , . . . , x

∗
n )

h‖v‖

= lim
h→0

f (x∗ + vh)− f (x∗)

h‖v‖
=:

∂f

∂v
(x∗) = f ′(x∗, v).

Poznámka

Parciálńı derivace je speciálńım p̌ŕıpadem směrové derivace s vektory
e1 = (1, 0), e2 = (0, 1),

∂f

∂x
(x , y) = f ′([x , y ], e1),

∂f

∂y
(x , y) = f ′([x , y ], e2).
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Poznámka

Abychom zjistili rychlost r̊ustu ve směru daném vektorem v , je nutné
uvažovat pouze jeho směr a zbavit se ovlivněńı jeho velikost́ı, proto
v definici děĺıme ‖v‖. Samožrejmě je možné vektor v nejprve normovat,
tedy nahradit vektorem ṽ = v

‖v‖ .

Poznámka

Z existence směrových derivaćı f ′(x∗, v) v bodě x∗ ve směru libovolného
vektoru v ∈ Rn neplyne spojitost v bodě x∗. Stále se k bodu x∗ bĺıž́ıme jen
po p̌ŕımkách, což nemuśı stačit. Nap̌r. pro funkci

f (x , y) =

{
x4y2

x8+y4 [x , y ] 6= [0, 0]

0 [x , y ] = [0, 0]

lze p̌ŕımým výpočtem ukázat, že f ′([0, 0], v) = 0 ∀v ∈ R2, ale limita
lim

[x ,y ]→[0,0]
f (x , y) neexistuje, tedy f neńı spojitá v bodě [0, 0].
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Věta 10 (Schwarzova věta)

Necht’ funkce f : R2 → R má v bodě [x0, y0] spojité sḿı̌sené parciálńı
derivace fxy , fyx . Pak plat́ı

fxy (x0, y0) = fyx(x0, y0).

Důkaz.

Je sṕı̌se technický, viz skripta.

Daľśım použit́ım Schwarzovi věty (tedy indukćı) lze vidět, že za p̌ŕıslušných
podḿınek plat́ı nap̌r.

fxyzxyzx(x , y , z) = fxxxyyzz(x , y , z) = fzzyyxxx(x , y , z).

(Nezálež́ı na pǒrad́ı, jen na počtu.)
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Poznámka

Pro f : Rn → R plat́ı fxixj (x
∗) = fxjxi (x

∗) za p̌redpokladu spojitosti
p̌ŕıslušných derivaćı.

Indukćı, za p̌redpokladu spojitosti p̌ŕıslušných derivaćı, lze ukázat, že
pro f : R2 → R plat́ı fxyy = fyxy = fyyx , fxxy = fxyx = fyxx atd.

Poznámka

Lagrangeova věta pro funkci f : R→ R spojitou na [a, b] a maj́ıćı derivaci
na (a, b) zaručovala existenci c ∈ (a, b) takového, že

f (b)− f (a) = f ′(c) · (b − a).

Lze uvažovat obdobu pro f : R2 → R nap̌r. použit́ım vektoru
u = (u1, u2) = [x1, y1]− [x0, y0]?

f (x1, y1)− f (x0, y0) = · · ·?
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Věta 11

Necht’ má funkce f : R2 → R v každém bodě úsečky spojuj́ıćı body [x0, y0]
a [x1, y1] směrovou derivaci ve směru vektoru

u = (u1, u2) = [x1, y1]− [x0, y0].

Pak existuje θ ∈ (0, 1) takové, že

f (x1, y1)− f (x0, y0) = f ′([x0 + θu1, y0 + θu2], u).

Důkaz.

Zavedeme F (t) = f (x0 + tu1, y0 + tu2), tedy
F (1) = f (x0 + u1, y0 + u2) = f (x1, y1),F (0) = f (x0, y0).
Podle Lagrangeovy věty pro funkci jedné proměnné dostáváme
F (1)− F (0) = F ′(θ) · (1− 0), kde θ ∈ (0, 1) a
F ′(θ) = f ′([x0 + θu1, y0 + θu2], u).
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Použit́ım (jednorozměrné) Lagrangeovy věty o sťredńı hodnotě na funkce
F (y) = f (x1, y) a G (x) = f (x , y0) dostaneme

f (x1, y1)− f (x0, y0) = f (x1, y1)− f (x1, y0)︸ ︷︷ ︸+ f (x1, y0)− f (x0, y0)︸ ︷︷ ︸
= fy (x1, y0 + θ1(y1 − y0)) · (y1 − y0)︸ ︷︷ ︸+ fx(x0 + θ2(x1 − x0), y0) · (x1 − x0)︸ ︷︷ ︸ .

Věta 12

Necht’ f : R2 → R má parciálńı derivace fx , fy v nějakém obdélńıku
M ⊆ R2 a necht’ [x0, y0], [x1, y1] ∈ M. Pak existuj́ı č́ısla θ1, θ2 ∈ (0, 1)
taková, že

f (x1, y1)− f (x0, y0) =

= fx(x0 + θ1(x1− x0), y0) · (x1− x0) + fy (x1, y0 + θ2(y1− y0)) · (y1− y0).
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Analogicky pro f : Rn → R.

Věta 13 (Lagrangeova věta o sťredńı hodnotě)

Necht’ f : Rn → R má parciálńı derivace fxi , i = 1, . . . , n, v nějakém
n-rozměrném kvádru M ⊆ Rn a necht’

x = [x1, . . . , xn], y = [y1, . . . , yn] ∈ M. Pak existuj́ı body z[1], . . . , z[n] lež́ıćı
na hranách n-rozměrného kvádru daného body x, y takové, že

f (x)− f (y) =
n∑

i=1

fxi (z[i ]) · (xi − yi ).
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Poznámka

Diferenciál pro f : R→ R je člen A · h ze vztahu
f (x0 + h)− f (x0) = A · h + τ(h), kde A ∈ R, limh→0

τ(h)
h = 0. Pro

diferencovatelné funkce máme A = f ′(x0).
Podḿınku diferencovatelnosti lze psát jako (existenci A ∈ R splňuj́ıćıho)

lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)− Ah

h
= 0.
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Definice 12

Řekneme, že funkce f : R2 → R, definovaná na nějakém okoĺı bodu
[x0, y0], je diferencovatelná v bodě [x0, y0], jestliže existuj́ı A,B ∈ R
taková, že plat́ı

lim
[h1,h2]→[0,0]

f (x0 + h1, y0 + h2)− f (x0, y0)− (Ah1 + Bh2)√
h2

1 + h2
2

= 0,

což je ekvivalentńı existenci funkce τ : R2 → R takové, že

f (x0 + h1, y0 + h2)− f (x0, y0) = (Ah1 + Bh2) + τ(h1, h2),

p̌ričemž

lim
[h1,h2]→[0,0]

τ(h1, h2)√
h2

1 + h2
2

= 0.
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Poznámka (Geometrický význam diferencovatelnosti – tečná rovina)

Rovnice roviny procházej́ıćı bodem [x0, y0, f (x0, y0)] je

z = f (x0, y0) + A(x − x0) + B(y − y0).

Označme [x , y ] := [x0 + h1, y0 + h2] ⇒ h1 = x − x0, h2 = y − y0.
Pak ḿısto f (x0 + h1, y0 + h2)− f (x0, y0) = Ah1 + Bh2 + τ(h1, h2) ṕı̌seme

f (x , y)− f (x0, y0) = A(x − x0) + B(y − y0) + τ(x − x0, y − y0),

tedy

f (x , y) = f (x0, y0) + A(x − x0) + B(y − y0) + τ(x − x0, y − y0),

což je rovnice roviny procházej́ıćı bodem [x0, y0, f (x0, y0)] plus
”
chyba“ τ

(τ je rozd́ıl mezi p̌ŕır̊ustkem na tečné rovině a p̌ŕır̊ustkem funkce).
Jedná se o lineárńı aproximaci tečnou rovinou.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Definice 13

Je-li funkce f : R2 → R diferencovatelná v bodě [x0, y0], výraz Ah1 + Bh2

se nazývá diferenciál funkce f v bodě [x0, y0] a znač́ı se df (x0, y0)(h1, h2),
tedy df (x0, y0) : R2 → R a je lineárńı.
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Věta 14

Je-li funkce f : R2 → R v bodě [x0, y0] diferencovatelná, pak je v tomto
bodě spojitá.

Důkaz.

lim
[x ,y ]→[x0,y0]

[f (x , y)− f (x0, y0)] = L a poťrebujeme dokázat, že L = 0.

Z definice diferencovatelnosti plyne

L = lim
[x ,y ]→[x0,y0]

[A(x − x0) + B(y − y0) + τ(x − x0, y − y0)] = 0.

Tedy f je spojitá v bodě [x0, y0].
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Věta 15

Je-li f diferencovatelná v bodě [x0, y0], pak v tomto bodě existuj́ı obě

parciálńı derivace a plat́ı ∂f (x0,y0)
∂x = A a ∂f (x0,y0)

∂y = B.

Důkaz.

∂f (x0, y0)

∂x
= lim

h→0

f (x0 + h1, y0)− f (x0, y0)

h
=

∣∣∣∣ h1 = h
h2 = 0

∣∣∣∣
= lim

h→0

A · h + B · 0 + τ(h, 0)

h
= A + lim

h→0

τ(h, 0)

h
= A

Podobně ∂f (x0,y0)
∂y = B (pro h1 = 0, h2 = h).
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Věta 16 (Postačuj́ıćı podḿınka diferencovatelnosti)

Má-li funkce f : R2 → R v bodě [x0, y0] spojité parciálńı derivace fx , fy ,
pak je funkce f v bodě [x0, y0] diferencovatelná.

Důkaz.

Je založen na Lagrangeově větě (použijeme i větu 4 a samožrejmě
spojitost derivaćı). Poč́ıtejme p̌ŕımo limitu z definice diferenciálu

lim
[h1,h2]→[0,0]

f (x0 + h1, y0 + h2)− f (x0, y0)− [fx (x0, y0)h1 + fy (x0, y0)h2]√
h2

1 + h2
2

= lim
[h1,h2]→[0,0]

fx (x0 + θ1h1, y0) · h1 + fy (x0 + h1, y0 + θ2h2) · h2 − fx (x0, y0)h1 − fy (x0, y0)h2√
h2

1 + h2
2

= lim
[h1,h2]→[0,0]

 h1√
h2

1 + h2
2

[fx (x0 + θ1h1, y0)− fx (x0, y0)] +
h2√

h2
1 + h2

2

[
fy (x0 + h1, y0 + θ2h2)− fy (x0, y0)

] = 0.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Poznámka

Rovina z = Ax + By + C splňuj́ıćı

lim
[x ,y ]→[x0,y0]

f (x , y)− Ax − By − C√
(x − x0)2 + (y − y0)2

= 0

je tečnou rovinou grafu funkce f v bodě [x0, y0, f (x0, y0)].

Rovina daná rovnićı

z = f (x0, y0) + fx(x0, y0)(x − x0) + fy (x0, y0)(y − y0)

v p̌ŕıpadě diferencovatelnosti funkce f v bodě [x0, y0] tento požadavek
splňuje, jedná se tedy o tečnou rovinu grafu funkce f v bodě
[x0, y0, f (x0, y0)].
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Věta 17

Necht’ f je diferencovatelná v [x0, y0] a u = (u1, u2) ∈ R2 je libovolný
jednotkový vektor. Pak má funkce f v [x0, y0] směrovou derivaci ve směru
vektoru u a plat́ı f ′ ([x0, y0], u) = fx(x0, y0) · u1 + fy (x0, y0) · u2.

Důkaz.

f ′ ([x0, y0], u) = lim
h→0

1
h [f (x0 + hu1, y0 + hu2)− f (x0, y0)] =

lim
h→0

1
h

fx(x0, y0)︸ ︷︷ ︸
A

hu1 + fy (x0, y0)︸ ︷︷ ︸
B

hu2 + τ(hu1, hu2)

 = fx(x0, y0)u1 +

fy (x0, y0)u2 + lim
h→0

τ(hu1, hu2)

h︸ ︷︷ ︸
→0

= fx(x0, y0)u1 + fy (x0, y0)u2.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Poznámka

Vektor prvńıch derivaćı nazýváme gradient. Je to vektor kolmý na
vrstevnice, smě̌ruj́ıćı k věťśım funkčńım hodnotám. Nap̌r. pro funkci
f = f (x , y , z) je grad f = ∇f = (fx , fy , fz). Směrová derivace funkce f ve
směru jednotkového vektoru v = (v1, v2, v3) je tedy

f ′([x , y , z ], v) = 〈∇f , v〉 = fxv1 + fyv2 + fzv3.

V p̌ŕıpadě, že vektor jednotkový neńı, nejprve ho normujeme ṽ = v
‖v‖ ,

potom

f ′([x , y , z ], v) = 〈∇f , ṽ〉 =
fxv1 + fyv2 + fzv3√

v2
1 + v2

2 + v2
3

.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Poznámka

Funkce f : Rn → R je diferencovatelná v bodě x∗ ∈ Rn, pokud existuje
a ∈ Rn takové, že

lim
‖h‖→0

f (x∗ + h)− f (x∗)− 〈a, h〉
‖h‖

= 0⇔ f (x∗ + h) = f (x∗) + 〈a, h〉+ τ(h)

a limh→0
τ(h)
‖h‖ = 0. Pak df (x∗)(h) = 〈a, h〉, kde a = (a1, . . . , an) ∈ Rn,

ai = ∂f (x∗)
∂xi

. Pro u ∈ Rn je f ′(x∗, u) = 〈∇f (x∗), u〉.

f ′(x∗, u) = 〈∇f (x∗), u〉 lze chápat jako lineárńı zobrazeńı u 7→ f ′(x∗, u).
Může se stát, že funkce neńı diferencovatelná a že výše uvedené plat́ı a je
lineárńı (v každém směru existuje směrová derivace a je lineárńı), tomu se
ř́ıká slabý (Gâteaux̊uv) diferenciál.

Diferenciál zavedený v definićıch 12 a 13 se potom nazývá totálńı
(Fréchet̊uv) diferenciál.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Př́ıklad 10

Pomoćı diferenciálu vypočtěte p̌ribližně
√

2,982 + 4,052.

f (x∗ + h) ≈ f (x∗) + df (x∗)(h)

f (x , y) =
√

x2 + y2, [x0, y0] = [3, 4], h1 = −0,02, h2 = 0,05

fx =
x√

x2 + y2
, fx(3, 4) =

3

5
, fy =

y√
x2 + y2

, fy (3, 4) =
4

5

df (x0, y0)(h1, h2) =
3

5
· (−0,02) +

4

5
· (0,05) =

0,14

5√
2,982 + 4,052 ≈

√
9 + 16 +

0,14

5
= 5 +

0,28

10
= 5,028

�
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace a diferenciál

Př́ıklad 11

Určete rovnici tečné roviny ke grafu funkce f (x , y) = x3 + y3 v bodě
[1, 1, 2].

z − z0 =
∂f

∂x
(x0, y0)(x − x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0)

∂f

∂x
= 3x2 = |pro [x , y ] = [1, 1]| = 3

∂f

∂y
= 3y2 = |pro [x , y ] = [1, 1]| = 3

tedy z − 2 = 3(x − 1) + 3(y − 1)⇒ z = 3x + 3y − 4 �
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Diferenciály vyš̌śıch řádů

Pro f : R→ R máme

df (x0)(h) = f ′(x0)·h, d2f (x0)(h) = f ′′(x0)·h2, . . . , dnf (x0)(h) = f (n)(x0)·hn.

Taylor̊uv polynom pak lze psát jako

f (x0 + h) = f (x0) + df (x0)(h) +
d2f (x0)(h)

2
+ · · ·+ dnf (x0)(h)

n!
+ zbytek.

Pro f : R2 → R, h = (h1, h2) máme

df (x0, y0)(h1, h2) =
∂f

∂x
(x0, y0)h1 +

∂f

∂y
(x0, y0)h2.

Diferenciál druhého řádu by tedy mohl vypadat takto

Ah2
1 + Bh1h2 + Ch2

2.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Diferenciály vyš̌śıch řádů

Definice 14

Necht’ funkce f : R2 → R má v bodě [x0, y0] spojité parciálńı derivace
druhého řádu, pak definujeme druhý diferenciál (diferenciál druhého řádu)
jako

d2f (x0, y0)(h1, h2) =
∂2f

∂x2
(x0, y0)·h2

1+2· ∂
2f

∂x∂y
(x0, y0)·h1h2+

∂2f

∂y2
(x0, y0)·h2

2.

Poznámka

(h1, h2) ·
(
fxx fxy
fyx fyy

)
︸ ︷︷ ︸

f ′′

·
(
h1

h2

)
︸ ︷︷ ︸

h

= fxxh
2
1 + fxyh1h2 + fyxh1h2 + fyyh

2
2

= fxxh
2
1 + 2fxyh1h2 + fyyh

2
2

Lze také psát d2f (h1, h2) = 〈h, f ′′h〉.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Diferenciály vyš̌śıch řádů

Definice 15

Necht’ funkce f : R2 → R má v bodě [x0, y0] spojité parciálńı derivace do
řádu n včetně, pak definujeme n-tý diferenciál (diferenciál n-tého řádu)
jako

dnf (x0, y0)(h1, h2) =
n∑

i=0

(
n

i

)
∂nf

∂x i∂yn−i
(x0, y0)hi1h

n−i
2 .

Poznámka

Protože
dnf (x0, y0)(th1, th2) = tn dnf (x0, y0)(h1, h2),

je dnf (x0, y0)(h1, h2) homogenńı funkce řádu n.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Diferenciály vyš̌śıch řádů

Definice 16

Necht’ funkce f : Rn → R má v bodě x∗ ∈ Rn spojité parciálńı derivace
druhého řádu, pak definujeme druhý diferenciál (diferenciál druhého řádu)
jako d2f (x∗)(h) = 〈h, f ′′(x∗)h〉, kde

f ′′(x∗) =

fx1x1(x∗) · · · fx1xn(x∗)
...

. . .
...

fxnx1(x∗) · · · fxnxn(x∗)

 .
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Diferenciály vyš̌śıch řádů

Poznámka

Uvažujme f : R2 → R, potom

d3f (x0, y0)(h1, h2) =

= fxxx(x0, y0)h3
1 + 3fxxy (x0, y0)h2

1h2 + 3fxyy (x0, y0)h1h
2
2 + fyyy (x0, y0)h3

2

pro spojité parciálńı derivace.

Diferenciál 1. řádu je vektor, 2. řádu je (symetrická) matice, 3. řádu je

”
krychlička“ v prostoru, . . . (tzv. tenzor n-tého řádu).

Poznámka

Necht’ exponent v kolečku znamená binomickou větu, kde se ḿısto mocnin
f dělaj́ı daľśı derivace a h se běžně umocňuje, nap̌r. pro f : R2 → R je
d3f (x0, y0)(h1, h2) = (fxh1 + fyh2) 3○ nebo
dnf (x0, y0)(h1, h2) = (fxh1 + fyh2) n○.
Pak také pro f : Rn → R bude dmf (x∗)(h) = (fx1h1 + · · ·+ fxnhn) m○.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Kmenová funkce

Připomeňme si koncept primitivńı funkce pro funkce f : R→ R, což je
funkce F taková, že F ′ = f .

Uvažujme funkce P,Q : R2 → R. Existuje funkce H = H(x , y) taková, že

Hx = P, Hy = Q,

neboli dH = P dx + Q dy?
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Kmenová funkce

Věta 18

Necht’ P,Q : R2 → R maj́ı spojité parciálńı derivace Py ,Qx a plat́ı

Py = Qx .

Pak existuje funkce H : R2 → R taková, že Hx = P,Hy = Q, tj.

dH(x , y) = P(x , y) dx + Q(x , y) dy .

Definice 17

Funkce H z věty 18 se nazývá kmenová funkce funkćı P a Q.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Kmenová funkce

Důkaz.

Položme

H(x , y) =

∫ x

x0

P(t, y) dt +

∫ y

y0

Q(x0, t) dt.

Pak Hx(x , y) = P(x , y) a

Hy (x , y) = Q(x0, y) +

∫ x

x0

Py (t, y) dt

= Q(x0, y)+

∫ x

x0

Qx(t, y) dt = Q(x0, y)+Q(x , y)−Q(x0, y) = Q(x , y).
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Kmenová funkce

Př́ıklad 12

Rozhodněte, zda ke dvojici funkćı

P(x , y) = x2 − y2, Q(x , y) = 5− 2xy

existuje kmenová funkce. Pokud existuje, tak ji určete.

Kmenová funkce H existuje, nebot’ Py = −2y = Qx .
Protože Hx = P, máme

H(x , y) =

∫
P(x , y) dx =

∫
(x2 − y2) dx =

x3

3
− xy2 + C (y).

Nyńı využijeme znalosti Hy = Q k určeńı C (y), tj.

Hy = −2xy+C ′y (y) = Q = 5−2xy ⇒ C ′y (y) = 5 ⇒ C (y) = 5y+c , c ∈ R.

Tedy H(x , y) = x3

3 − xy2 + 5y + c, c ∈ R.

Samožrejmě lze nejďŕıve využ́ıt Q a poté P, tj. H(x , y) =
∫
Q(x , y) dy ,

kde potom C = C (x). �
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Kmenová funkce

Exaktńı diferenciálńı rovnice

Uvažujme diferenciálńı rovnici

y ′ =
a(x , y)

b(x , y)
.

Přepsáńım na

dy

dx
=

a(x , y)

b(x , y)
, a(x , y) dx − b(x , y) dy = 0, dH(x , y) = 0

vid́ıme, že pokud plat́ı ay (x , y) = −bx(x , y), pak rovnici vy̌reš́ıme
nalezeńım p̌ŕıslušné kmenové funkce H. Jej́ı řešeńı je pak dáno implicitně
vztahem H(x , y) = c a ř́ıkáme, že jde o exaktńı diferenciálńı rovnici.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Kmenová funkce

Kmenová funkce ťŕı a v́ıce proměnných

Kmenovou funkci zavád́ıme analogicky i pro funkce v́ıce než dvou
proměnných. Uvažujme nap̌r. P,Q,R : R3 → R a hledejme funkci
H = H(x , y , z) splňuj́ıćı

dH = P dx + Q dy + R dz , tj. Hx = P,Hy = Q,Hz = R.

Protože Hxy = Py ,Hyx = Qx ,Hzx = Rx ,Hxz = Pz ,Hyz = Qz ,Hzy = Ry ,
ově̌ŕıme podḿınky ve tvaru

Py = Qx ,Pz = Rx ,Qz = Ry

a postupujeme analogicky jako u funkćı dvou proměnných, pouze ve ťrech
kroćıch ḿısto dvou. Prvńı krok nap̌r.

H(x , y , z) =

∫
R(x , y , z) dz , kde potom C = C (x , y).
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace složených funkćı

Připomeňme situaci pro f , g : R→ R.

Věta 19

Necht’ funkce f má derivaci v bodě x0 a funkce g má derivaci v bodě
y0 = f (x0). Pak složená funkce

F (x) = g
(
f (x)

)
= (g ◦ f )(x)

má derivaci v bodě x0 a plat́ı, že

F ′(x0) = g ′
(
f (x0)

)
· f ′(x0) = g ′(y0) · f ′(x0).
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace složených funkćı

Věta 20

Necht’ u, v : R2 → R maj́ı parciálńı derivace prvńıho řádu v [x0, y0] a
f : R2 → R je diferencovatelná v bodě [u0, v0] = [u(x0, y0), v(x0, y0)]. Pak
má funkce F (x , y) = f (u(x , y), v(x , y)) parciálńı derivace prvńıho řádu
v bodě [x0, y0] a plat́ı

∂F

∂x
(x0, y0) =

∂f

∂u
(u0, v0) · ∂u

∂x
(x0, y0) +

∂f

∂v
(u0, v0) · ∂v

∂x
(x0, y0),

∂F

∂y
(x0, y0) =

∂f

∂u
(u0, v0) · ∂u

∂y
(x0, y0) +

∂f

∂v
(u0, v0) · ∂v

∂y
(x0, y0).

Poznámka

Pro z = z(u, v), u = u(x , y), v = v(x , y) lze zkráceně psát nap̌r.
zx = zu · ux + zv · vx , nebo ∂z

∂x = ∂z
∂u ·

∂u
∂x + ∂z

∂v ·
∂v
∂x .
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace složených funkćı

Důkaz

Důkaz provedeme p̌ŕımo pomoćı definice. Ihned dostaneme

lim
t→0

F (x0 + t, y0)− F (x0, y0)

t
=

= lim
t→0

f (u(x0 + t, y0), v(x0 + t, y0))− f (u(x0, y0), v(x0, y0))

t
,

kde diferencovatelnost f zajist́ı, že

f (u0 + h, v0 + k)− f (u0, v0) = Ah + Bk + τ(h, k), A,B ∈ R,

p̌ritom A = fu(u0, v0),B = fv (u0, v0),

lim
[h,k]→[0,0]

τ(h, k)√
h2 + k2

,

a h = u(x0 + t, y0)− u(x0, y0), k = v(x0 + t, y0)− v(x0, y0),
kde h, k → 0⇔ t → 0.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace složených funkćı

V limitě tedy máme

f (u(x0 + t, y0), v(x0 + t, y0))− f (u0, v0) =

= fu(u0, v0) [u(x0 + t, y0)− u0] + fv (u0, v0) [v(x0 + t, y0)− v0]

+ τ(u(x0 + t, y0)− u0, v(x0 + t, y0)− v0) =: G (t).

Dosad́ıme tedy do limity

lim
t→0

G (t)

t
= fu(u0, v0) · ux(x0, y0) + fv (u0, v0) · vx(x0, y0)

+ lim
t→0

1

t
τ (u(x0 + t, y0)− u0, v(x0 + t, y0)− v0)

= fu(u0, v0) · ux(x0, y0) + fv (u0, v0) · vx(x0, y0),

kde jsme využili výpočet
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace složených funkćı

lim
t→0

τ (u(x0 + t, y0)− u0, v(x0 + t, y0)− v0)√
t2

×

×
√

(u(x0 + t, y0)− u0)2 + (v(x0 + t, y0)− v0)2√
(u(x0 + t, y0)− u0)2 + (v(x0 + t, y0)− v0)2

= lim
t→0

τ (u(x0 + t, y0)− u0, v(x0 + t, y0)− v0)√
(u(x0 + t, y0)− u0)2 + (v(x0 + t, y0)− v0)2︸ ︷︷ ︸

→0

×

×

√√√√√√√
u(x0 + t, y0)− u0

t︸ ︷︷ ︸
→ux (x0,y0)


2

+

v(x0 + t, y0)− v0

t︸ ︷︷ ︸
→vx (x0,y0)


2

︸ ︷︷ ︸
→konečné č́ıslo

= 0.

�
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace složených funkćı

Př́ıklad 13

Určete parciálńı derivace zx a zy funkce

z = eu · sin v , kde u = xy , v = x − y .

zx = zu · ux + zv · vx
= eu · sin v · y + eu · cos v · 1 = exy [y sin(x − y) + cos(x − y)]

zy = zu · uy + zv · vy
= eu · sin v · x + eu · cos v · (−1) = exy [x sin(x − y)− cos(x − y)]

�
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace složených funkćı

Př́ıklad 14

Zavedeńım nových proměnných u = x + y , v = x − y najděte všechny
diferencovatelné funkce f (x , y), splňuj́ıćı vztah

fx(x , y) + fy (x , y) = 0.

Hledáme funkci f (x , y) = z = z(u(x , y), v(x , y)), kde

fx(x , y) = zx = zu · ux + zv · vx = zu + zv ,

fy (x , y) = zy = zu · uy + zv · vy = zu − zv

splňuj́ı 0 = zx + zy = 2 zu, tedy zu = 0 a z je funkćı proměnné v (nezáviśı
na u). Můžeme tedy psát z = g(v). Řešeńım je

f (x , y) = g(x − y),

kde g je libovolná diferencovatelná funkce. �
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace složených funkćı

Poznámka

Připomeňme, že pro funkce jedné proměnné máme[
f ′(g(x)) · g ′(x)

]′
= f ′′(g(x)) · g ′2(x) + f ′(g(x)) · g ′′(x).
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace složených funkćı

Věta 21

Necht’ u, v : R2 → R maj́ı druhé parciálńı derivace v bodě [x0, y0] a
f : R2 → R má spojité druhé parciálńı derivace v bodě
[u0, v0] = [u(x0, y0), v(x0, y0)].

Pak z = F (x , y) = f (u(x , y), v(x , y)) má druhé parciálńı derivace v bodě
[x0, y0] a plat́ı

zxx = zuuu
2
x + 2zuvuxvx + zvvv

2
x + zuuxx + zvvxx ,

zxy = zuuuxuy + zuvuxvy + zvuuyvx + zvvvxvy + zuuxy + zvvxy = zyx ,

zyy = zuuu
2
y + 2zuvuyvy + zvvv

2
y + zuuyy + zvvyy .

Poznámka

Ve vzorćıch je z = z(u0, v0), u = u(x0, y0) a v = v(x0, y0), totéž pro
parciálńı derivace.

Pro zapamatováńı vzorc̊u lze využ́ıt formálńı mocňováńı popsané na
slidu 62.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace složených funkćı

Důkaz.

Nejprve si uvědoḿıme, že

∂zu
∂x

=
∂zu
∂u

ux +
∂zu
∂v

vx = zuuux + zuvvx ,
∂zv
∂x

= zvuux + zvvvx .

Odtud ihned dostaneme prvńı vzorec

zxx =
∂zx
∂x

=
∂

∂x
(zuux + zvvx) =

∂zu
∂x

ux + zuuxx +
∂zv
∂x

vx + zvvxx

= zuuu
2
x + zuvuxvx + zuuxx + zvuuxvx + zvvv

2
x + zvvxx

= zuuu
2
x + 2zuvuxvx + zvvv

2
x + zxuxx + zvvxx .

Ostatńı podobně.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace složených funkćı

Př́ıklad 15

Substitućı u = x + ay , v = x − ay najděte řešeńı rovnice a2zxx − zyy = 0.

Protože

zx = zuux + zvvx = zu + zv , zy = zuuy + zvvy = azu − azv ,

zxx = zuuux + zuvvx + zvuux + zvvvx = zuu + 2zuv + zvv ,

zyy = a(zuuuy + zuvvy − zvuuy − zvvvy )

= a(azuu − azuv − azvu + azvv ) = a2(zuu − 2zuv + zvv )

dostáváme

0 = a2zxx − zyy = a2(zuu + 2zuv + zvv )− a2(zuu − 2zuv + zvv ) = 4a2zuv ,

tedy zuv = 0.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace složených funkćı

Proto zu(u, v) = g(u) a máme

z(u, v) =

∫
g(u) du︸ ︷︷ ︸
:=h(u)

+f (v) ⇒ z(u, v) = h(u) + f (v),

tedy z(x , y) = z(u(x , y), v(x , y)) = h(x + ay) + f (x − ay), kde h, f jsou
libovolné funkce jedné proměnné, které maj́ı druhou derivaci. �

Poznámka

V p̌ŕıkladu 15 se jedná o tzv. vlnovou rovnici, která popisuje nap̌r.
chvěńı struny na hudebńım nástroji, kde z(x , y) je velikost výchylky
struny, x je vzdálenost od jednoho z bodů upevněńı struny a y je čas.

Je-li zadaná počátečńı poloha a rychlost chvěj́ıćı se struny (je daná
dvojice funkćı ϕ,ψ jedné proměnné popisuj́ıćı počátečńı stav struny),
pak počátečńı podḿınky z(x , 0) = ϕ(x), zy (x , 0) = ψ(x) určuj́ı funkci
z(x , y) jednoznačně.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Parciálńı derivace složených funkćı

Věta 22

Necht’ f : Rm → R a gi : Rn → R (i = 1, . . . ,m) maj́ı spojité parciálńı
derivace druhého řádu. Označme x∗ = [x1, . . . , xn], u = [u1, . . . , um], kde
ui = gi (x

∗) (i = 1, . . . ,m).
Pak existuj́ı parciálńı derivace druhého řádu funkce

F (x1, . . . , xn) = f (g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn))

v bodě x∗ a plat́ı

∂F

∂xi
(x∗) =

m∑
k=1

∂f

∂uk
(u) · ∂gk

∂xi
(x∗),

∂2F

∂xi∂xj
(x∗) =

m∑
k,`=1

∂2f

∂uk∂u`
(u)·∂gk

∂xi
(x∗)·∂g`

∂xj
(x∗)+

m∑
k=1

∂f

∂uk
(u)· ∂

2gk
∂xi∂xj

(x∗),

kde i , j = 1, . . . , n.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Taylor̊uv polynom

Poznámka

Připomeňme, že Taylor̊uv polynom n-tého řádu funkce jedné proměnné f
se sťredem x0 je tvaru

Tn(f , x0) = a0 + a1(x − x0) + a2(x − x0)2 + · · ·+ an(x − x0)n,

kde

ak =
f (k)(x0)

k!
, k = 0, 1, . . . , n,

a zbytek lze pro jisté ξ mezi x a x0 zapsat jako

f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x − x0)n+1.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Taylor̊uv polynom

Věta 23

Necht’ f : R2 → R má v bodě x∗ = [x0, y0] a jeho okoĺı O(x∗) spojité
parciálńı derivace až do řádu n + 1 včetně.
Pak pro [x , y ] ∈ O(x∗) plat́ı f (x , y) = Tn(f , x∗)(x , y) + Rn+1(f , x∗)(θ),
kde pro θ ∈ (0, 1), h = x − x0, k = y − y0 je

Tm(f , x∗)(x , y) = f (x∗) +
∂f

∂x
(x∗) · h +

∂f

∂y
(x∗) · k

+
1

2!

[
∂2f

∂x2
(x∗) · h2 + 2

∂2f

∂x∂y
(x∗) · h · k +

∂2f

∂y2
(x∗) · k2

]
+ · · ·

· · ·+ 1

n!

n∑
i=0

(
n

i

)
∂nf

∂xn−i∂y i
(x∗) · hn−i · k i ,

Rn+1(f , x∗)(θ)=
1

(n + 1)!

n+1∑
i=0

(
n + 1

i

)
∂n+1f

∂xn+1−i∂y i
(x0+θh, y0+θk)·hn+1−i ·k i.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Taylor̊uv polynom

Důkaz.

Zavedeme funkci F (t) = f (x0 + th, y0 + tk) tak, že
F (0) = f (x0, y0),F (1) = f (x , y).

Pro F použijeme Taylor̊uv rozvoj pro funkci jedné proměnné, tj.
F (1) =
F (0) + F ′(0) + 1

2F
′′(0) + · · ·+ 1

n!F
(n)(0) + 1

(n+1)!F
(n+1)(θ), θ ∈ (0, 1).

Zderivujeme F
dF
dt (t) = df

dt (x0 + th︸ ︷︷ ︸
x(t)

, y0 + tk︸ ︷︷ ︸
y(t)

) = |derivace složené funkce| =

∂f
∂x (x0 + th, y0 + tk) · h + ∂f

∂y (x0 + th, y0 + tk) · k .
Indukćı lze ukázat, že
dnF
dtn (t) =

∑n
i=1

(n
i

)
∂nf

∂xn−i∂y i (x0 + th, y0 + tk) · hn−i · k i .
Nakonec dosad́ıme za F (t) funkci f (x , y).
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Taylor̊uv polynom

Poznámka

Užit́ım značeńı pro diferenciály máme

Tn(f , x∗)(x , y) =

= f (x∗) + df (x∗)(h, k) +
1

2!
d2f (x∗)(h, k) + · · ·+ 1

n!
dnf (x∗)(h, k),

Rn+1 =
1

(n + 1)!
dn+1f (x0 + θh, y0 + θk)(h, k).
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Taylor̊uv polynom

Př́ıklad 16

Určete Taylor̊uv rozvoj druhého řádu funkce f (x , y) = x
y v bodě

x∗ = [x0, y0] = [1, 1].

fx fxx fy fyy fxy
1
y 0 − x

y2
2x
y3 − 1

y2

1 0 −1 2 −1

T2(f , x∗)(x , y) =
x0

y0
+

1

y0
(x − x0) +

(
− x0

y2
0

)
(y − y0)

+
1

2

[
0 · (x − x0)2 + 2 ·

(
− 1

y2
0

)
(x − x0)(y − y0) +

2x0

y3
0

(y − y0)2

]
T2(f , [1, 1])(x , y) = 1 + 1 · (x − 1) + (−1)(y − 1)

+
1

2

[
0 · (x − 1)2 + 2 · (−1)(x − 1)(y − 1) + 2 · (y − 1)2

]
= 1 + x − y − xy + x + y + y2 − 2y = y2 − xy + 2x − 2y + 1.�
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Taylor̊uv polynom

Př́ıklad 17

Spoč́ıtejte 1,042,02 pomoćı Taylorova rozvoje druhého řádu.

f (x , y) = xy , [x0, y0] = [1, 2], h = 0,04, k = 0,02,

fx = y · xy−1 = 2, fy = xy · ln x = 0,

fxx = y ·(y−1)·xy−2 = 2, fxy = y ·xy−1·ln x+xy−1 = 1, fyy = xy ·(ln x)2 = 0,

T2 = 12 + 2 · 0,04 + 0 · 0,02 +
1

2

(
2 · 0,042 + 2 · 1 · 0,04 · 0,02 + 0 · 0,022

)
= 1 + 0,08 + 0,0016 + 0,0008 = 1,0824.

�
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Taylor̊uv polynom

Věta 24

Necht’ f : Rn → R má v bodě x∗ = [x∗1 , . . . , x
∗
n ] a v jeho okoĺı O(x∗)

spojité parciálńı derivace až do řádu n + 1 včetně.
Pak pro h = [h1, . . . , hn], x∗ + h ∈ O(x∗) plat́ı

f (x∗ + h) = Tn(f , x∗)(x) + Rn+1(x∗ + θh), θ ∈ (0, 1),

Tn(f , x∗)(x) = f (x∗) + df (x∗)(h) +
1

2
d2f (x∗)(h) + · · ·+ 1

n!
dnf (x∗)(h),

Rn+1(x∗ + θh) =
1

(n + 1)!
dn+1f (x∗ + θh)(h), θ ∈ (0, 1).

Použili jsme k-tý diferenciál funkce f v bodě x∗

dk f (x∗)(h) =
∑

i1+···+in=k

k!

i1! · i2! · · · in!

∂k f

∂x i11 . . . ∂x
in
n

(x∗) · hi11 · · · h
in
n .
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Definice 18

Necht’ f : Rn → R, x0 ∈ Rn.

Funkce f má v bodě x0 lokálńı maximum právě tehdy, když existuje
okoĺı O(x0) takové, že f (x) ≤ f (x0) pro všechna x ∈ O(x0).

Funkce f má v bodě x0 lokálńı minimum právě tehdy, když existuje
okoĺı O(x0) takové, že f (x) ≥ f (x0) pro všechna x ∈ O(x0).

Funkce f má v bodě x0 lokálńı extrém, jestliže má v tomto bodě
lokálńı maximum nebo minimum.

Jsou-li nerovnosti ostré, mluv́ıme o ostrých lokálńıch extrémech.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Př́ıklad 18

f (x , y) =
√

x2 + y2

má v [0, 0] lokálńı minimum, ale nemá tam parciálńı derivace

f (x , y) =

{
x2 + y2 [x , y ] 6= [0, 0]

1 [x , y ] = [0, 0]

má v [0, 0] lokálńı maximum, ale neńı tam spojitá
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Definice 19

Necht’ f : Rn → R a x0 ∈ Rn. Bod x0 je stacionárńım bodem funkce f ,
jestliže existuj́ı parciálńı derivace v x0 a plat́ı

∂f

∂xi
(x0) = 0 pro i = 1, . . . , n.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Věta 25 (Fermatova věta, nutná podḿınka existence lokálńıho extrému)

Necht’ f : Rn → R a x0 ∈ Rn. Jestliže má funkce f v bodě x0 lokálńı
extrém a existuj́ı v x0 všechny jej́ı parciálńı derivace prvńıho řádu, pak je x0

stacionárńı bod.

Důkaz.

Sporem necht’ jsou splněny p̌redpoklady věty a ∃i : ∂f
∂xi

(x0) 6= 0. Zavedeme

funkci ϕ(t) = f (x0 + t · ei ), jej́ı derivace ϕ′(t) = df
dt (x0 + tei ) je v t = 0

nenulová a funkce ϕ tedy nemá v t = 0 stacionárńı bod. V každém okoĺı
O(x0, ε) proto existuj́ı t1, t2 taková, že

ϕ(t1) < ϕ(0) < ϕ(t2)⇔ f (x0 + t1ei ) < f (x0) < f (x0 + t2ei ),

což je spor.

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0), . . . , ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1)
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Poznámka

Extrém může nastat pouze ve stacionárńım bodě, nebo v bodě, kde
neexistuje aspoň jedna parciálńı derivace. Ve stacionárńım bodě extrém
být ale nemuśı.

f (x , y) = x2 − y2 má v [0, 0] typický sedlový bod
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Věta 26

Necht’ f : R2 → R má v bodě [x0, y0] a v jeho okoĺı spojité parciálńı
derivace druhého řádu a [x0, y0] je stacionárńı bod.

Jestliže

D(x0, y0) = fxx(x0, y0) · fyy (x0, y0)− f 2
xy (x0, y0) > 0,

pak má funkce f v bodě [x0, y0] lokálńı extrém, a to minimum, když
fxx(x0, y0) > 0, nebo maximum, je-li fxx(x0, y0) < 0.

Jestliže D(x0, y0) < 0, pak f nemá v [x0, y0] lokálńı extrém.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Poznámka

Připomeňme si situaci v jednorozměrném p̌ŕıpadě. Mějme funkci
g : R→ R, pak

g(x) = g(x0) + g ′(x0)(x − x0) +
1

2
g ′′(ξ)(x − x0)2, kde ξ ∈ O(x0).

Je-li x0 stacionárńım bodem, je g ′(x0) = 0, tedy

g(x) = g(x0) +
1

2
g ′′(ξ)(x − x0)2.

Předpoklad g ′′(x0) 6= 0 nám zaruč́ı, že sgn g ′′(x0) = sgn g ′′(ξ). Pak

g ′′(x0) > 0⇒ g ′′(ξ) > 0⇒ g(x) ≥ g(x0)⇒ lok. minimum,

g ′′(x0) < 0⇒ g ′′(ξ) < 0⇒ g(x) ≤ g(x0)⇒ lok. maximum.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Důkaz

Uvažujme funkci D(x , y) = fxx(x , y) · fyy (x , y)− f 2
xy (x , y) a

p̌redpokládejme, že D(x0, y0) 6= 0. Ze spojitosti derivaćı plyne spojitost
D(x , y), tedy sgnD(x , y) = sgnD(x0, y0) pro [x , y ] ∈ O([x0, y0], ε).
Použijeme Taylor̊uv rozvoj

f (x , y) = f (x0, y0) + fx(x0, y0)(x − x0) + fy (x0, y0)(y − y0)︸ ︷︷ ︸
=0

+
1

2

[
fxx(c1, c2)(x − x0)2 + 2fxy (c1, c2)(x − x0)(y − y0)

+fyy (c1, c2)(y − y0)2
]
,

kde c1, c2 lež́ı na úsečce spojuj́ıćı body [x , y ] a [x0, y0]. Označ́ıme-li
fxx(c1, c2) = A, fxy (c1, c2) = B, fyy (c1, c2) = C , x − x0 = h, y − y0 = k ,
pak f (x , y) = f (x0, y0) + 1

2 (Ah2 + 2Bhk + Ck2). Dále označme
Ah2 + 2Bhk + Ck2 = P(h, k). Vše tedy zálež́ı na znaménku P(h, k).
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Př́ıpad D(x0, y0) > 0

Jestliže k = 0, pak P(h, k) = Ah2, h 6= 0 (kdyby h = 0, pak
[x , y ] = [x0, y0], ale my chceme bod z okoĺı). Protože AC − B2 > 0 ,
je jistě A 6= 0, takže P(h, k) > 0⇔ A > 0 a P(h, k) < 0⇔ A < 0.

Jestliže k 6= 0, pak

P(h, k) = k2

[
A

(
h

k

)2

+ 2B
h

k
+ C

]
=

∣∣∣∣hk = t

∣∣∣∣ = k2(At2 + 2Bt +C )

a označme Q(t) = At2 + 2Bt + C , tedy sgnP = sgnQ a diskriminant
Q(t) je 4(B2 − AC ) = −4(AC − B2) < 0, tedy
Q(t) < 0⇔ P(h, k) < 0⇔ A < 0 nebo
Q(t) > 0⇔ P(h, k) > 0⇔ A > 0.

Celkem, protože sgn fxx(x0, y0) = sgn fxx(c1, c2) pro nějaké O([x0, y0], ε),
máme

f (x , y) > f (x0, y0)⇔ P(h, k) > 0⇔ A > 0⇔ fxx(c1, c2) > 0,
f (x , y) < f (x0, y0)⇔ P(h, k) < 0⇔ A < 0⇔ fxx(c1, c2) < 0.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Př́ıpad D(x0, y0) < 0

Opět použijme sgnD(x0, y0) = sgnD(c1, c2), takže nyńı

D(x0, y0) < 0⇒ D(c1, c2) < 0⇒ AC − B2 < 0.

Diskriminant Q(t) = At2 + 2Bt + C je tedy −4(AC − B2) > 0, proto
∃t1, t2 : Q(t1) > 0 ∧ Q(t2) < 0. Označme [h1, k1] = [αt1, α] a
[h2, k2] = [αt2, α] pro libovolné α 6= 0. Pak

P(h1, k1) = A(αt1)2 + 2Bα2t1 + Cα2 = α2Q(t1) > 0,
P(h2, k2) = A(αt2)2 + 2Bα2t2 + Cα2 = α2Q(t2) < 0.

Nebot’ h = x − x0, k = y − y0 a α je libovolné, lze se dostat libovolně
bĺızko k [x0, y0]. Odtud plyne, že v libovolně malém okoĺı [x0, y0] najdeme
[h1, k1] a [h2, k2] s výše uvedenými vlastnostmi.

Tedy ∀O([x0, y0], ε) ∃[x0 + h1, y0 + k1], [x0 + h2, y0 + k2] takové, že

f (x0 + h1, y0 + k1) > f (x0, y0) ∧ f (x0 + h2, y0 + k2) < f (x0, y0)

a extrém tedy nenastává. �
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Př́ıklad 19

Určete lokálńı extrémy funkce f (x , y) = x3 + y3 − 3xy .

1 Urč́ıme stacionárńı body.
fx(x , y) = 3x2 − 3y = 3(x2 − y) = 0⇔ y = x2,
fy (x , y) = 3y2 − 3x = 3(y2 − x) = 0⇔ x = y2.
Odtud x4 − x = 0⇔ x(x3 − 1) = 0⇒ x1 = 0 (→ y = 0),
x2 = 1 (→ y = 1), x3,4 ∈ C ⇒ P1 = [0, 0],P2 = [1, 1].

2 Spoč́ıtáme druhé derivace.
fxx = 6x , fyy = 6y , fxy = −3.

3 Vyhodnot́ıme pomoćı D(x , y).
D(x , y) = 6x · 6y − (−3)2 = 36xy − 9, takže
D(0, 0) = −9 < 0 ⇒ [0, 0] neńı extrém,
D(1, 1) = 27 > 0 ⇒ [1, 1] je extrém a vzhledem k fxx(1, 1) = 6 > 0
jde o minimum.

�
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Samožrejmě může nastat p̌ŕıpad D(x , y) = 0 . . .

Př́ıklad 20

Určete extrémy funkce f (x , y) = x4 + y4 − x2 − 2xy − y2.

1 fx = 4x3 − 2x − 2y = 0, fy = 4y3 − 2x − 2y = 0 ⇒
x3 − y3 = 0 ⇔ x3 = y3 ⇔ x = y , pak

4x3 − 2x − 2x = 0 ⇒ x(x2 − 1) = x(x − 1)(x + 1) = 0 ⇒
P = [0, 0],Q = [1, 1],R = [−1,−1].

2 fxx = 12x2 − 2, fyy = 12y2 − 2, fxy = −2.

3 D(x , y) = (12x2 − 2)(12y2 − 2)− (−2)2, tedy
R : D(−1,−1) = 96 > 0, fxx(−1,−1) = 10 > 0 ⇒ ostré lok. min.,
Q : D(1, 1) = 96 > 0, fxx(1, 1) = 10 > 0⇒ ostré lok. min.,
P : D(0, 0) = 0 ⇒ nelze použ́ıt větu 26.
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Rozhodneme p̌ŕımo podle chováńı funkce v okoĺı bodu [0, 0].

Hodnota v bodě P je f (0, 0) = 0.

Jestliže y = −x , pak

f (x , y) = x4 + x4 − x2 + 2x2 − x2 = 2x4 > 0 pro x 6= 0.

Jestliže y = 0, pak

f (x , y) = x4 − x2 = x2(x2 − 1) < 0 pro x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1).

V každém okoĺı O([x0, y0]) tedy existuj́ı body [x1, y1], [x2, y2] takové, že

f (x1, y1) < f (0, 0) < f (x2, y2).

V bodě P tedy neńı extrém. �
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

f (x , y) = x3 + y3 − 3xy f (x , y) = x4 + y4 − x2 − 2xy − y2
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Definice 20

Necht’ A ∈ Matn×n(R) je symetrická, h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn je vektor a
uvažujme kvadratickou formu

P(h) = 〈Ah, h〉 =
n∑

i ,j=1

aijhihj .

Pak P(h) je

pozitivně (negativně) semidefinitńı, je-li

P(h) ≥ 0 (P(h) ≤ 0) ∀h ∈ Rn,

pozitivně (negativně) definitńı, je-li

P(h) > 0 (P(h) < 0) ∀h ∈ Rn r {0},

indefinitńı, jestliže

∃h, k ∈ Rn : P(h) > 0 ∧ P(k) < 0.

© Petr Hasil (MUNI) Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Matematická analýza 107 / 201



Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Lokálńı extrémy

Věta 27

Necht’ f : Rn → R je funkce se spojitými parciálńımi derivacemi druhého
řádu v bodě x∗ = [x1, . . . , xn] ∈ Rn a nějakém jeho okoĺı. Necht’ je nav́ıc
x∗ stacionárńım bodem (tj. parciálńı derivace prvńıho řádu jsou v něm
rovny nule). Pak

1 v x∗ je ostré lokálńı minimum (maximum), jestliže P(h) = 〈Ah, h〉 je
pozitivně (negativně) definitńı, kde

A =


∂2f
∂x2

1
(x∗) · · · ∂2f

∂x1∂xn
(x∗)

...
. . .

...
∂2f

∂xn∂x1
(x∗) · · · ∂2f

∂x2
n

(x∗)

 =
(

∂2f
∂xi∂xj

(x∗)
)n
i ,j=1

=: f ′′(x∗);

2 v x∗ neńı extrém, jestliže P(h) = 〈Ah, h〉 je indefinitńı;

3 jestliže v x∗ je extrém, pak P(h) je pozitivně (negativně) semidefinitńı.

Matice A se nazývá Hessova matice (a znač́ı se ∇2f ).
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Důkaz.

Uvažme Taylor̊uv rozvoj pro funkce v́ıce proměnných (x , ξ ∈ Rn)

f (x) = f (x∗) + df (x∗)(h) +
1

2
d2f (ξ)(h)︸ ︷︷ ︸

zbytek

.

Označme

f ′(x) =

(
∂f

∂x1
(x), . . . ,

∂f

∂xn
(x)

)T

=

(
∂f

∂xi
(x)

)n

i=1

,

pak

f (x) = f (x∗) + 〈f ′(x0), h〉︸ ︷︷ ︸
=0

+
1

2
〈f ′′(ξ) · h, h〉︸ ︷︷ ︸

rozhoduje o znaménku

.
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Věta 28 (Sylvesterovo kritérium, p̌ripomenut́ı)

Uvažujme kvadratickou formu P(h)=〈Ah, h〉 danou symetrickou matićı A.

P je pozitivně (negativně) definitńı právě tehdy, když jsou všechna
vlastńı č́ısla matice A kladná (záporná).

P je pozitivně (negativně) semidefinitńı právě tehdy, když jsou
všechna vlastńı č́ısla matice A nezáporná (nekladná).

P je pozitivně definitńı právě tehdy, když jsou všechny vedoućı hlavńı
minory matice A kladné.

P je negativně definitńı právě tehdy, když vedoućı hlavńı minory
matice A sťŕıdaj́ı znaménka poč́ınaje záporným.

Pro A = (aij)
n
i ,j=1 jsou vedoućı hlavńı minory determinanty

∣∣a11

∣∣ , ∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ , . . . , detA.

Často se ḿısto o definitnosti formy P mluv́ı o definitnosti matice A.
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Definice 21

Necht’ f : Rn → R a M ⊆ D(f ) Řekneme, že funkce f má v bodě x0

absolutńı minimum (maximum) v M, jestliže

f (x0) ≤ f (x) (f (x0) ≥ f (x)) ∀x ∈ M.

Jestliže plat́ı ostré nerovnosti, mluv́ıme o ostrých absolutńıch extrémech
pro ∀x ∈ M, x 6= x0. Také se použ́ıvá název globálńı extrémy.
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Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Absolutńı extrémy

Věta 29

Necht’ f : Rn → R je spojitá na kompaktńı podmnožině M svého
definičńıho oboru. Pak f nabývá svého absolutńıho minima i maxima na M
bud’ v bodech lokálńıch extrémů v M nebo na hranici M.

Důkaz.

Plyne p̌ŕımo z Weierstrassovy věty.
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Př́ıklad 21

Najděte absolutńı extrémy funkce f (x , y) = xy − x2 − y2 + x + y na
množině M = {[x , y ] ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, y ≤ 4− x}.

Lokálńı extrémy

fx = y − 2x + 1 = 0, fy = x − 2y + 1 = 0

⇒ y = 2x − 1 ⇒ x − 2(2x − 1) + 1 = 0 ⇒ x = 1 ⇒ y = 1 ⇒ [1, 1]

D(x , y) = (−2)(−2)− 12 = 3 > 0, fxx = −2 < 0

⇒ V bodě A = [1 , 1 ] je lokálńı maximum s hodnotou f (1, 1) = 1.
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Hranice

1 x = 0, y ∈ [0, 4] ⇒ f (x , y) = f (0, y) = −y2 + y = u(y), hledáme
tedy extrémy funkce jedné proměnné u(y), y ∈ [0, 4].
u′(y) = −2y + 1 = 0 ⇒ y = 1

2 , u
′′(y) = −2 < 0 ⇒ lok. max.

s hodnotou u( 1
2 ) = 1

4 a krajńı body u(0) = 0, u(4) = −12.
Máme tedy body B = [0, 1

2 ],C = [0, 0],D = [0, 4].

2 y = 0, x ∈ [0, 4] ⇒ f (x , y) = f (x , 0) = −x2 + x = v(x),
v ′(x) = −2x + 1 = 0 ⇒ x = 1

2 , u
′′(x) = −2 < 0 ⇒ lok. max.

s hodnotou v( 1
2 ) = 1

4 a krajńı body v(0) = 0, v(4) = −12. Máme
tedy body E = [ 1

2 , 0],F = C = [0, 0],G = [4, 0].

3 y = 4−x , x ∈ [0, 4]⇒ f (x , y) = f (x , 4−x) = −3x2+12x−12 = ϕ(x),
ϕ′(x) = −6x + 12 = 0 ⇒ x = 2, ϕ′′(x) = −6 < 0 ⇒ lok. max.
s hodnotou ϕ(2) = 0 a krajńı body ϕ(0) = −12, ϕ(4) = −12. Máme
tedy body H = [2, 2], I = D = [0, 4], J = G = [4, 0].
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Porovnáńı hodnot v jednotlivých bodech

↪→ Absolutńı minimum f (x , y) = −12 v bodech [0, 4], [4, 0].
↪→ Absolutńı maximum f (x , y) = 1 v bodě [1, 1].

x

y

1 2 4

1

2

4

0

�
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Zobrazeńı z Rn do Rm Zobrazeńı z R2 do R2

Definice 22

Uvažujme funkce f1, f2 : R2 → R. Předpis

[x , y ]
F−→ [f1(x , y), f2(x , y)]

definuje zobrazeńı F : D(f1) ∩ D(f2) ⊆ R2 → R2. Funkce f1, f2 jsou
složkami zobrazeńı F = (f1, f2)

Poznámka

Vlastnosti zavád́ıme podobně jako u funkćı f : R2 → R. Zejména
zpravidla řekneme, že F má vlastnost V, jestliže všechny jeho složky
maj́ı vlastnost V.

Zobrazeńı F je tzv. vektorové pole.
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Definice 23

Uvažujme zobrazeńı F = (f1, f2) : R2 → R2.

F je spojité v bodě [x0, y0], jestliže jsou v bodě [x0, y0] spojité jeho
složky f1, f2.

F je diferencovatelné v bodě [x0, y0], jestliže jsou v bodě [x0, y0]
diferencovatelné jeho složky f1, f2.

Definice 24

Necht’ F : R2 → R2 je diferencovatelné v bodě [x0, y0], pak zobrazeńı
dF (x0, y0) : R2 → R2 dané p̌redpisem

dF (x0, y0)(h, k) = [df1(x0, y0)(h, k), df2(x0, y0)(h, k)]

=

[
∂f1
∂x

(x0, y0) · h +
∂f1
∂y

(x0, y0) · k , ∂f2
∂x

(x0, y0) · h +
∂f2
∂y

(x0, y0) · k ,
]

nazýváme diferenciál zobrazeńı F .
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Definice 25

Necht’ F : R2 → R2 je diferencovatelné v bodě [x0, y0]. Pak se matice

F ′(x0, y0) =

(
∂f1
∂x (x0, y0) ∂f1

∂y (x0, y0)
∂f2
∂x (x0, y0) ∂f2

∂y (x0, y0)

)

nazývá Jacobiho matice. Determinant detF ′(x0, y0) se nazývá Jacobián
zobrazeńı F v bodě [x0, y0].
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Zobrazeńı z Rn do Rm Zobrazeńı z R2 do R2

Věta 30

Necht’ F = (f1, f2),G = (g1, g2) : R2 → R2 a D(F ) ⊇ H(G ). Dále necht’

jsou F ,G jsou diferencovatelné v [x0, y0]. Pak je zobrazeńı

H(x , y) = (F ◦ G )(x , y)

diferencovatelné v [x0, y0] a plat́ı

H ′(x0, y0) = F ′(u0, v0) · G ′(x0, y0),

kde u0 = g1(x0, y0), v0 = g2(x0, y0).

Nav́ıc plat́ı

detH ′(x0, y0) = detF ′(u0, v0) · detG ′(x0, y0).
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Zobrazeńı z Rn do Rm Zobrazeńı z R2 do R2

Důkaz.

Z diferencovatelnosti F a G plyne diferencovatelnost

H(x , y) =

(
h1(x , y)
h2(x , y)

)
=

(
f1(g1(x , y), g2(x , y))
f2(g1(x , y), g2(x , y))

)
.

Nap̌r. prvek matice

H ′(x0, y0) =

(
∂h1
∂x (x0, y0) •
• •

)
je ∂h1

∂x (x0, y0) = ∂f1
∂u (u0, v0) · ∂g1

∂x (x0, y0) + ∂f1
∂v (u0, v0) · ∂g2

∂x (x0, y0).
Dosazeńım do Jacobiánu obdrž́ıme matici, kterou lze rozložit na součin
dvou matic, které jsou F ′(u0, v0) a G ′(x0, y0).

Závěrečné tvrzeńı pro Jacobiány plyne z faktu, že determinant součinu se
rovná součinu determinant̊u.
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Věta 31

Necht’ maj́ı složky zobrazeńı F : R2 → R2 spojité parciálńı derivace v bodě
[x0, y0]. Pokud je

detF ′(x0, y0) 6= 0,

pak existuje okoĺı O(x0, y0), v němž je zobrazeńı F prosté. Zde potom
existuje inverzńı zobrazeńı a plat́ı

(F−1)′(u0, v0) = [F ′(x0, y0)]−1,

kde [u0, v0] = F (x0, y0).

Důkaz.

Máme (F−1 ◦ F )(x0, y0) = id(x0, y0) a protože Jacobiho matice identity je
jednotková matice, tak

[(F−1 ◦ F )(x0, y0)]′ = [F−1(u0, v0)]′ · F ′(x0, y0)

⇒ [F−1(u0, v0)]′ = [F ′(x0, y0)]−1.
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Zobrazeńı z Rn do Rm Zobrazeńı z R2 do R2

Př́ıklad 22

Zjistěte, zda je zobrazeńı F : R2 → R2 dané složkami
f1(x , y) = xy , f2(x , y) = x

y prosté v okoĺı bodu [2, 1]. Pokud ano, určete
Jacobiho matici inverzńıho zobrazeńı v okoĺı bodu [u0, v0] = F (2, 1).

F ′(x , y) =

(
y x
1
y − x

y2

)
, F ′(2, 1) =

(
1 2
1 −2

)
,

detF ′(2, 1) = −2− 2 = −4 6= 0, tedy existuje F−1 a

F−1(u0, v0) =

(
1 2
1 −2

)−1

= −1

4

(
−2 −2
−1 1

)
.

�
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Zobrazeńı z Rn do Rm Zobrazeńı z R2 do R2

Poznámka

V integrálńım počtu funkćı dvou proměnných (p̌ri výpočtu dvojných
integrál̊u) se použ́ıvaj́ı tzv. polárńı soǔradnice. Jedná se o zobrazeńı

F : [0,∞)× [0, 2π)→ R2, F (ρ, ϕ) = (ρ cosϕ, ρ sinϕ)

s Jacobiho matićı

F ′(ρ, ϕ) =

(
cosϕ −ρ sinϕ
sinϕ ρ cosϕ

)
.

Jeho Jacobián

detF ′(ρ, ϕ) = ρ cos2 ϕ+ ρ sin2 ϕ = ρ

je tedy mimo počátek nenulový.
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Zobrazeńı z Rn do Rm Zobrazeńı z Rn do Rm

Definice 26

Pro F = (f1, . . . , fm) : Rn → Rm se složkami f1, . . . , fm : Rn → R zavád́ıme
analogicky jako v definici 25 Jacobiho matici F ′ a v p̌ŕıpadě m = n
Jacobián v bodě x∗ = [x1, . . . , xn] jako

detF ′(x∗) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂f1
∂x1

(x∗) · · · ∂f1
∂xn

(x∗)
...

. . .
...

∂fn
∂x1

(x∗) · · · ∂fn
∂xn

(x∗)

∣∣∣∣∣∣∣ .
Diferenciál dF (x∗) : Rm → Rn definujeme jako

dF (x∗)(h) = [df1(x∗)(h), . . . , dfm(x∗)(h)],

kde dfk(x∗)(h) =
∑n

i=1
∂fk
∂xi

(x∗) · hi , k = 1, . . . ,m, tedy

dF (x∗)(h) = F ′(x∗) · h, h = (h1, . . . , hn).
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Zobrazeńı z Rn do Rm Zobrazeńı z Rn do Rm

Věta 32

Necht’ F : Rm → Rk ,G : Rn → Rm a D(F ) ⊇ H(G ). Dále necht’ je G
diferencovatelné v bodě x∗ = [x∗1 , . . . , x

∗
n ] a F je diferencovatelné v bodě

y∗ = G (x∗).

Pak je zobrazeńı H = F ◦ G ,H : Rn → Rk , diferencovatelné v bodě x∗ a
plat́ı

H ′(x∗) = F ′(y∗) · G ′(x∗) = F ′ (G (x∗)) · G ′(x∗).

Důkaz.

U násobeńı matic muśıme zohledňovat pǒrad́ı. Matice se rovnaj́ı, jestliže se
rovnaj́ı jejich prvky, tedy na jednotlivé složky použijeme větu pro složené
zobrazeńı z R2 do R2.
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Zobrazeńı z Rn do Rm Zobrazeńı z Rn do Rm

Poznámka

Jestliže m = n = k , potom

detH ′(x∗) = detF ′(y∗) · detG ′(x∗).

Věta 33

Necht’ F : Rn → Rn, F je diferencovatelná v x∗ ∈ Rn a detF ′(x∗) 6= 0.
Pak existuje okoĺı O(x∗), v němž je F prosté, a tedy existuje F−1 na
O(F (x∗)). Nav́ıc plat́ı

(F−1)′(y∗) = [F ′(x∗)]−1,

kde y∗ = F (x∗).
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Zobrazeńı z Rn do Rm Zobrazeńı z Rn do Rm

Poznámka (Cylindrické (válcové) soǔradnice)

F : [0,∞)× [0, 2π)× R→ R3

x = ρ cosϕ

y = ρ sinϕ

z = z

F ′(ρ, ϕ, z) =

cosϕ −ρ sinϕ 0
sinϕ ρ cosϕ 0

0 0 1


detF ′(ρ, ϕ, z) = ρ
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Zobrazeńı z Rn do Rm Zobrazeńı z Rn do Rm

Poznámka (Sférické soǔradnice)

F : [0,∞)× [0, 2π)× [0, π]→ R3

x = ρ cosϕ sin θ

y = ρ sinϕ sin θ

z = ρ cos θ

F ′(ρ, ϕ, θ) =

cosϕ sin θ −ρ sinϕ sin θ ρ cosϕ cos θ
sinϕ sin θ ρ cosϕ sin θ ρ sinϕ cos θ

cos θ 0 −ρ sin θ


detF ′(ρ, ϕ, z) = −ρ2 sin θ
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Zobrazeńı z Rn do Rm Zobrazeńı z Rn do Rm

gradient skalárńı funkce f : Rn → R

grad f =

(
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)
vektorové pole F : R3 → R3

F (x) =

(
P(x , y , z),Q(x , y , z),R(x , y , z)

)
divergence vektorové pole F

div F = Px(x , y , z) + Qy (x , y , z) + Rz(x , y , z)

rotace vektorové pole F

rotF =

(
Ry − Qz ,Pz − Rx ,Qx − Py

)
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Zobrazeńı z Rn do Rm Zobrazeńı z Rn do Rm

Hamilton̊uv nabla operátor

∇ :=

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
Pak lze psát

grad f = ∇f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)
div F = 〈∇,F 〉 =

〈(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
, (P,Q,R)

〉
=
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

rotF = ∇× F =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
× (P,Q,R)

=

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z
,−∂R

∂x
+
∂P

∂z
,
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
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Zobrazeńı z Rn do Rm Zobrazeńı z Rn do Rm

Laplace̊uv operátor

∆ :=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

∆f = 0 je parciálńı diferenciálńı rovnice (Laplaceova rovnice)

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
= 0.

Řešeńı této rovnice se nazývaj́ı harmonické funkce.

∆f = div grad f = 〈∇,∇u〉
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Zobrazeńı z Rn do Rm Zobrazeńı z Rn do Rm

Poznámka

Necht’ f a F jsou dostatečně hladká funkce a vektorové pole.

Vektorový součin lineárně závislých vektor̊u je nula, tedy

rot grad f = ∇×∇f = 0.

Vektorový součin je kolmý na každý z násobených vektor̊u, tedy

div rotF = 〈∇,∇× F 〉 = 0.
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Zobrazeńı z Rn do Rm Zobrazeńı z Rn do Rm

Př́ıklad 23

Určete divergenci a rotaci gravitačńıho pole vytvǒreného hmotným bodem
o jednotkové hmotnosti, který se nacháźı v počátku soustavy soǔradnic.

Hmotné body o hmotnostech m1,m2 [kg] vzdáleny d metr̊u se p̌ritahuj́ı
silou o velikosti (κ je Newtonova gravitačńı konstanta)

|F | =
κm1m2

d2
, κ = 6,67 · 10−11 Nm2/kg2.

Bod [x , y , z ] s jednotkovou hmotnost́ı bude p̌ritahován do počátku silou,
jej́ıž směr je opačný než směr vektoru s počátkem v [0, 0, 0] a koncem
v [x , y , z ] a jehož velikost |F | je rovna κ(x2 + y2 + z2)−1. Máme
F (x , y , z) = −α[x , y , z ]. Skalár α najdeme porovnáńım velikosti F

α
√

x2 + y2 + z2 = κ(x2 + y2 + z2)−1 ⇒ α = κ(x2 + y2 + z2)−3/2.

Tedy

F (x , y , z) =
[
P(x , y , z),Q(x , y , z),R(x , y , z)

]
= κ

[
− x

r3
,− y

r3
,− z

r3

]
,

kde r =
√

x2 + y2 + z2.
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Zobrazeńı z Rn do Rm Zobrazeńı z Rn do Rm

Parciálńı derivace složek P,Q,R vektorového pole F jsou

Px = κ

(
− 1

r3
+

3x2

r5

)
,Qy = κ

(
− 1

r3
+

3y2

r5

)
,Rz = κ

(
− 1

r3
+

3z2

r5

)
,

Py = Qx = κ
3xy

r5
, Pz = Rx = κ

3xz

r5
, Qz = Ry = κ

3yz

r5
.

Tedy pro [x , y , z ] 6= [0, 0, 0] je vektorové pole F nežŕıdlové, protože

div F = Px + Qy + Rz = 0,

a také nev́ırové, nebot’

rotF =

(
Ry − Qz ,Pz − Rx ,Qx − Py

)
= 0.

�
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Zobrazeńı z Rn do Rm Stejnoměrná konvergence posloupnosti funkćı jedné proměnné

Koncept stejnoměrné (a bodové) konvergence posloupnosti funkćı jedné
proměnné má rozsáhlé použit́ı (mj.) v teorii nekonečných řad, proto je
důkladně prob́ırán společně s nimi.

Vzhledem k využit́ı v následuj́ıćı sekci tento koncept zavedeme, dokážeme
jedno základńı kritérium stejnoměrné konvergence a fakt, že

”
stejnoměrná

limita“ spojitých funkćı je spojitá funkce.
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Zobrazeńı z Rn do Rm Stejnoměrná konvergence posloupnosti funkćı jedné proměnné

Př́ıklad 24 (Motivace)

Uvažujme funkce (R→ R) fn(x) = xn pro x ∈ [0, 1] a n ∈ N. Všechny
tyto funkce jsou spojité na intervalu [0, 1] pro každé n ∈ N. Přitom

fn(x) =

{
xn

n→∞−−−→ 0 x ∈ [0, 1),

1n
n→∞−−−→ 1 x = 1

.

Tedy posloupnost fn(x) konverguje pro každé x ∈ [0, 1] k funkci

f (x) =

{
0, pro x ∈ [0, 1),

1, pro x = 1,

p̌ričemž tato funkce f (x) je nespojitá (konverguje pouze bodově).
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Zobrazeńı z Rn do Rm Stejnoměrná konvergence posloupnosti funkćı jedné proměnné

Definice 27

Řekneme, že posloupnost funkćı {fn(x)}, x ∈ I , konverguje bodově na
tomto intervalu k funkci f (x), jestliže ∀x̃ ∈ I č́ıselná posloupnost {fn(x̃)}
konverguje k č́ıslu f (x̃), ṕı̌seme fn → f , tj.

∀ε > 0,∀x ∈ I ,∃n0 = n0(ε, x) ∀n ≥ n0 : |fn(x)− f (x)| < ε.

Definice 28

Řekneme, že posloupnost funkćı {fn(x)}, x ∈ I , konverguje na intervalu I
stejnoměrně k funkci f (x), jestliže

∀ε > 0 ∃n0 = n0(ε) : ∀x ∈ I , ∀n ≥ n0 : |fn(x)− f (x)| < ε,

ṕı̌seme fn ⇒ f .
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Zobrazeńı z Rn do Rm Stejnoměrná konvergence posloupnosti funkćı jedné proměnné

Poznámka

Konvergence posloupnosti fn(x) = xn, x ∈ [0, 1] neńı na [0, 1]
stejnoměrná.

P = C [a, b], ρC (f , g) = maxx∈[a,b]|f (x)− g(x)| → metrika
stejnoměrné konvergence.

Ze stejnoměrné konvergence plyne bodová konvergence. Naopak to
neplat́ı.
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Zobrazeńı z Rn do Rm Stejnoměrná konvergence posloupnosti funkćı jedné proměnné

Věta 34

Necht’ posloupnost funkćı {fn} konverguje na intervalu I k funkci f ,
označme

rn = sup
x∈I
|fn(x)− f (x)|.

Pak posloupnost fn konverguje na I k funkci f stejnoměrně právě tehdy,
když rn → 0.

Důkaz.

(⇐) lim rn = 0⇔ ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N,∀n ≥ n0 : |rn| < ε⇒
supx∈I |fn(x)− f (x)| < ε⇒ ∀x ∈ I : |fn(x)− f (x)| < ε

(⇒) triviálńı modifikace p̌redchoźı implikace
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Zobrazeńı z Rn do Rm Stejnoměrná konvergence posloupnosti funkćı jedné proměnné

Př́ıklad 25

Rozhodněte, zda posloupnost fn(x) = 2nx
1+n2x2 konverguje na I = [0, 1]

stejnoměrně.

Vy̌reš́ıme bodovou konvergenci a pak podle věty 34 rozhodneme, je-li
stejnoměrná nebo ne. Protože limn→∞

2nx
1+n2x2 = 0, konverguje posloupnost

bodově na I k funkci f (x) ≡ 0. Dále

rn = sup
x∈I
|fn(x)− f (x)| = sup

x∈[0,1]

∣∣∣∣ 2nx

1 + n2x2
− 0

∣∣∣∣
= max

x∈[0,1]

2nx

1 + n2x2
= 1, ∀n ∈ N.

Posloupnost nekonverguje stejnoměrně k nule na intervalu [0, 1].(
2nx

1+n2x2

)′
= 2n(1+n2x2)−2nx(n22x)

(1+n2x2)2 = 0⇔ 2n(1 + n2x2) = 2nx(n22x)⇔
1 +n2x2 = 2n2x2 ⇔ 1= n2x2 ⇔ x = 1

n , fn(0) = 0, fn(1) = 2n
1+n2 , fn( 1

n ) = 1
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Zobrazeńı z Rn do Rm Stejnoměrná konvergence posloupnosti funkćı jedné proměnné

Př́ıklad 26

fn(x) = sin nx
n , I = R

fn → 0, rn =
1

n
⇒ fn(x) ⇒ 0 na R
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Zobrazeńı z Rn do Rm Stejnoměrná konvergence posloupnosti funkćı jedné proměnné

Věta 35

Necht’ funkce fn jsou na intervalu I spojité a fn(x) ⇒ f (x) na intervalu I .
Pak je na intervalu I spojitá i limitńı funkce f .

Důkaz.

Poťrebujeme dokázat, že limx→x0 f (x) = f (x0) ∀x0 ∈ I .

|f (x)− f (x0)| = |f (x)− fn(x) + fn(x)− fn(x0) + fn(x0)− f (x0)|
≤ |f (x)− fn(x)|︸ ︷︷ ︸

< ε
3

+|fn(x)− fn(x0)|+ |fn(x0)− f (x0)|︸ ︷︷ ︸
< ε

3

.

Necht’ ε > 0 je libovolné, protože fn(x)→ f (x) na I , k ε
3 ∃n0, ∀n ≥ n0,

∀x ∈ I : |fn(x)− f (x)| < ε
3 . Protože fn jsou spojité, pak k ε

3 ∃δ > 0,
∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) : |fn(x)− fn(x0)| < ε

3 .
Tedy ∀ε > 0 ∃δ > 0, ∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) : |f (x)− f (x0)| < ε a funkce f
je spojitá v bodě x0.
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Poznámka

Předchoźı Věta 35 v podstatě dokazuje, že prostor spojitých funkćı s
metrikou stejnoměrné konvergence je úplný metrický prostor, a tedy lze
aplikovat (na kontraktivńı zobrazeńı) Banachovu větu o pevném bodě.
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Zobrazeńı z Rn do Rm Implicitńı funkce

Definice 29

Necht’ F : R2 → R a uvažujme množinu (ǩrivku)

M = {[x , y ] ∈ D(F ) : F (x , y) = 0}.

Dále necht’ F (x0, y0) = 0. Pokud existuje okoĺı

O([x0, y0]) = {[x , y ] ∈ D(F ) : |x − x0| < δ, |y − y0| < ε}

takové, že množina M ∩ O je totožná s grafem funkce

y = f (x), |x − x0| < δ,

ř́ıkáme, že funkce f je v okoĺı bodu [x0, y0] daná implicitně rovnićı
F (x , y) = 0.
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Zobrazeńı z Rn do Rm Implicitńı funkce

Př́ıklad 27

F (x , y) = x2 + y2 + 1, M = ∅
F (x , y) = x2 + y2, M = {[0, 0]}
F (x , y) = x2 + y2− 1,M je jednotková kružnice se sťredem v počátku

F (x , y) = x2 − x − y + 1, M je graf funkce y = x2 − x + 1

F (x , y) = sin(x2 + y2), M = {[x , y ] : x2 + y2 = k · π, k ∈ N},
je to systém sousťredných kružnic o poloměru r =

√
k · π se sťredem

v počátku

F (x , y) = |xy | − xy , M je prvńı a ťret́ı kvadrant (včetně os)
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Zobrazeńı z Rn do Rm Implicitńı funkce

Poznámka

F (x , y) = 0 ⇔ y = f (x) (tj. plat́ı pro každé x ∈ R a odpov́ıdaj́ıćı y)

F (x , f (x)) = 0 je funkce daná implicitně

geometricky jde o pr̊unik (graf̊u) funkćı z = F (x , y) a z = 0

Přirozená otázka

Za jakých podḿınek existuje f taková, že plat́ı

F (x , y) = 0 ⇔ y = f (x) ?
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Zobrazeńı z Rn do Rm Implicitńı funkce

Věta 36 (Věta o existenci implicitńı funkce I)

Necht’ F : R2 → R, A ⊆ D(F ) je otev̌rená množina a [x0, y0] ∈ A. Dále
necht’ jsou F a ∂F

∂y (x , y) spojité na A,

F (x0, y0) = 0 a
∂F

∂y
(x0, y0) 6= 0.

Pak existuj́ı h, k > 0 (h, k ∈ R) takové, že na množině

[x0 − h, x0 + h]× [y0 − k , y0 + k]

plat́ı
F (x , y) = 0 ⇔ y = f (x),

kde f : [x0 − h, x0 + h]→ [y0 − k , y0 + k] je spojitá a jediná.
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Důkaz

Principem je využit́ı Banachovy věty o pevném bodě.

Označme d = ∂F
∂y (x0, y0) a H(x , y) := y − F (x ,y)

d , pak

F (x , y) = 0⇔ y = H(x , y).

Pro pevné x splňuje zobrazeńı H(x , ·) : R→ R podḿınky Lagrangeovy
věty o sťredńı hodnotě, tedy máme

H(x , y1)− H(x , y2) =
∂H

∂y
(x , ξ) · (y1 − y2), ξ ∈ (y1, y2).

Pro y1, y2 ∈ [y0 − k , y0 + k] plat́ı |H(x , y1)− H(x , y2)| ≤ q(k) · |y1 − y2|,
kde

q(k) = max

{∣∣∣∣∂H∂y (x , y)

∣∣∣∣ : y ∈ [y0 − k , y0 + k]

}
.
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Máme ∂H
∂y (x , y) = 1− 1

d ·
∂F
∂y (x , y) a z p̌redpokladu spojitosti parciálńı

derivace F podle y plyne spojitost parciálńı derivace H podle y , tedy lze
zvolit h, k tak, že pro x ∈ [x0 − h, x0 + h] je q(k) ≤ q < 1, tedy pro
∀x ∈ [x0 − h, x0 + h] plat́ı, že zobrazeńı

H(x , ·) : [y0 − k , y0 + k]→ [y0 − k , y0 + k]

je kontrakce, nebot’ splňuje

|H(x , y1)− H(x , y2)| ≤ q|y1 − y2|.

Jde o úplný metrický prostor, tedy lze použ́ıt Banachovu větu o pevném
bodě, odkud plyne (existence a jednoznačnost)

H(x , y) = y = f (x) ∀x ∈ [x0 − h, x0 + h],

f : [x0 − h, x0 + h]→ [y0 − k , y0 + k].
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Ještě ově̌rme, že f je spojitá. Zavedeme posloupnost funkćı {fn} jako
f0(x) = y0 (je konstantńı, tedy spojitá), dále

f1(x) = y1 = H(x , y0) = H(x , f0(x)), . . .

. . . , fn(x) = yn = H(x , yn−1) = H(x , fn−1(x))

jsou spojité a chceme ukázat, že i f je spojitá. Jejich rozd́ıl je

|fn(x)− f (x)| = |yn − y | = |H(x , yn−1)− H(x , y)| ≤ q|yn−1 − y |
= q|H(x , yn−2)−H(x , y)| ≤ q2|yn−2−y | = . . . ≤ qn|y0−y | ≤ qnk =: rn,

sup
x∈[x0−h,x0+h]

{|fn(x)− f (x)|} ≤ rn
n→∞−−−→ 0 ⇒ fn ⇒ f ,

kde |y0 − y | ≤ k , protože y ∈ [y0 − k, y0 + k], tedy f je spojitá.
�
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Poznámka

Tvrzeńı věty zaručuje existenci právě jedné spojité funkce f dané implicitně
vztahem F (x , y) = 0 v okoĺı bodu [x0, y0]. Mohou zde ale existovat daľśı
funkce, které nejsou spojité.

Nap̌r. F (x , y) = y2 − y = 0 implicitně zadává v okoĺı bodu [0, 0] spojitou
funkci f (x) ≡ 0 a také Dirichletovu funkci

χ(x) =

{
0 x ∈ Q,
1 x ∈ I.

Poznámka

Podḿınka ve větě ∂F
∂y (x0, y0) 6= 0 je pouze dostačuj́ıćı (neńı nutná), nap̌r.

funkce F (x , y) = y3 − x má v bodě [0, 0] derivaci nulovou, ale p̌resto
v jeho okoĺı implicitně zadává funkci f (x) = 3

√
x .
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Věta 37

Necht’ F : R2 → R, A ⊆ D(F ) je otev̌rená množina a [x0, y0] ∈ A. Dále
necht’ jsou F a ∂F

∂y (x , y) spojité na A,

F (x0, y0) = 0 a
∂F

∂y
(x0, y0) 6= 0.

Jestliže nav́ıc existuje na nějakém okoĺı bodu [x0, y0]
O([x0, y0]) = [x0 − h, x0 + h]× [y0 − k , y0 + k] parciálńı derivace ∂F

∂x a je
na něm spojitá, pak existuje derivace implicitně dané funkce f v x0,
f : [x0 − h, x0 + h]→ [y0 − k , y0 + k], a plat́ı

f ′(x0) =
−Fx(x0, y0)

Fy (x0, y0)
.
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Důkaz.

Existence funkce f je zajǐstěna větou 36, jej́ıž p̌redpoklady jsou splněny.
Proto ∃h > 0 takové, že

F (x , f (x)) = 0, ∀x ∈ (x0 − h x0 + h).

Př́ımým derivováńım (podle x) dostaneme

Fx(x , f (x)) + Fy (x , f (x))f ′(x) = 0 ⇒ f ′(x) =
−Fx(x , f (x))

Fy (x , f (x))
.

Dosazeńım x = x0, f (x0) = y0 je důkaz hotov.
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Př́ıklad 28

Určete rovnici tečny a normály ke ǩrivce x3 + y3 − 2xy = 0 v bodě [1, 1].

F (x , y) = x3 + y3 − 2xy , Fx = 3x2 − 2y , Fy = 3y2 − 2x
∣∣
[1,1]

= 1 6= 0,

tedy lze použ́ıt věty 36 a 37, tj. y = f (x) v O(1) a f ′(1) = −1
1 = −1.

Odtud ihned

y − y0 = f ′(x0)(x − x0)

y − 1 = (−1)(x − 1)

t : y = −x + 2

y − y0 =
−1

f ′(x0)
(x − x0)

y − 1 =
−1

−1
(x − 1)

n : y = x
�
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Př́ıklad 29

Najděte body, ve kterých je tečna ke ǩrivce x2 + y2 − xy − 1 = 0
rovnoběžná s některou ze soǔradných os x a y .

F (x , y) = x2 + y2 − xy − 1 a Fy = 2y − x je nulová pro x = 2y .
Dosazeńım do rovnice ǩrivky dostaneme

4y2 + y2 − 2y · y − 1 = 0 ⇒ 3y2 = 1 ⇒ y = ±
√

3

3
⇒ x = ±2

√
3

3
.

Mimo tyto body definuje ǩrivka implicitně nějakou funkci f (x) = y a

vzhledem ke spojitosti Fx = 2x − y máme f ′(x) = −Fx (x ,y)
Fy (x ,y) .

Pro které body [x , y ] je f ′(x) = 0, tj. Fx(x , y) = 2x − y = 0?
Dosazeńım y = 2x dostaneme

x2 + 4x2 − 2x2 − 1 = 0 ⇒ 3x2 = 1 ⇒ x = ±
√

3

3
⇒ y = ±2

√
3

3
.

V bodech
[√

3
3 ,

2
√

3
3

]
a
[
−
√

3
3 ,−

2
√

3
3

]
je derivace rovna nule, tedy tečna je

rovnoběžná s osou x .
© Petr Hasil (MUNI) Diferenciálńı počet funkćı v́ıce proměnných Matematická analýza 160 / 201
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Pro druhou část budeme hledat implicitně danou funkci g(y) = x , tedy
zopakujeme postup s F (y , x) = x2 + y2 − xy − 1, Fx = 2x − y je nulová
pro y = 2x . Odtud, opakováńım/použit́ım p̌redchoźıch výpočt̊u, vid́ıme, že

mimo body
[√

3
3 ,

2
√

3
3

]
a
[
−
√

3
3 ,−

2
√

3
3

]
definuje ǩrivka implicitně nějakou

funkci g(y) = x a vzhledem ke spojitosti Fy = 2y − x máme

g ′(y) =
−Fy (y , x)

Fx(y , x)
.

Pro které body [x , y ] je g ′(y) = 0, tj. Fy (y , x) = 0?
Opět opakováńım/použit́ım p̌redchoźıch výpočt̊u vid́ıme, že je to v bodech[

2
√

3
3 ,

√
3

3

]
a
[
−2
√

3
3 ,−

√
3

3

]
, kde je tečna rovnoběžná s osou y . �
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Poznámka

Necht’ F (x , y) = 0 implicitně určuje funkce y = f (x).
Jestliže F ∈ Cm(O([x0, y0])), pak f ∈ Cm(O(x0)).

0 f (x , g(x)) = 0

1 fx(x , g(x)) + fy (x , g(x)) · g ′(x) = 0

2 fxx(x , g(x)) + fxy (x , g(x)) · g ′(x) +
[fyx(x , g(x)) + fyy (x , g(x)) · g ′(x)] · g ′(x) + fy (x , g(x)) · g ′′(x) = 0

3 . . . atd.

Naznačený postup se často využ́ıva pro výpočty, kdy postupně poč́ıtáme
derivace a ty do následuj́ıćıch krok̊u dosazujeme pro zisk derivaćı vyš̌śıho
řádu.
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Př́ıklad 30

Určete, zda graf ǩrivky x3 + y3 − 2xy = 0 lež́ı v okoĺı bodu [1, 1] nad nebo
pod tečnou.

F (x , y) = x3 + y3 − 2xy , Fy = 3y2 − 2x
∣∣
[1,1]

= 1 6= 0

(x3 + y3 − 2xy)′x = 3x2 + 3y2 · y ′ − 2y − 2xy ′ = 0

⇒ y ′ =
2y − 3x2

3y2 − 2x

∣∣
[1,1]

=
2− 3

3− 2
= −1

(x3 + y3 − 2xy)′′xx = 6x + 6y · y ′ · y ′ + 3y2 · y ′′ − 2y ′ − 2y ′ − 2xy ′′ = 0

⇒ 6 + 6 · 1 · (−1)2 + 3 · 1 · y ′′ − 2(−1)− 2(−1)− 2 · 1 · y ′′ = 0

⇒ 16 + y ′′ = 0 ⇒ y ′′ = −16 < 0

Tedy graf ǩrivky lež́ı pod tečnou. �
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Př́ıklad 31

Člověk výšky 180 cm jde rychlost́ı 1.5 m/s k pouličńı lampě, jej́ıž zdroj
světla je 4.8 metr̊u nad zeḿı.

(i) Jakou rychlost́ı se pohybuje špička jeho st́ınu?

(ii) Jakou rychlost́ı se měńı délka jeho st́ınu, když je daný člověk 3 metry
od stojanu lampy?

x(t) = pozice člověka [m],

y(t) = pozice špičky jeho st́ınu [m],

t = čas [s].

Potom v́ıme, že x ′(t) = −1.5 m/s (vzdálenost od lampy se zmenšuje,
proto je tato derivace záporná). Hledáme

(i) y ′(t),

(ii) [y(t)− x(t)]′ pro x = 3 m.
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(i) Z podobnosti pravoúhlých trojúhelńık̊u vyplývá, že

4.8

y(t)
=

1.8

y(t)− x(t)
⇒ y(t) = 1.6 x(t).

Derivováńım podle t obdrž́ıme

y ′(t) = 1.6 x ′(t) ⇒ y ′(t) = 1.6 · (−1.5) = −2.4 m/s.

Špička st́ınu se pohybuje rychlost́ı 2.4 m/s (p̌ribližuje se k lampě).

(ii) Máme

y(t)− x(t) =
1.8

4.8
y(t) = 0.375 y(t),

tj. po derivováńı a dosazeńı

[y(t)− x(t)]′ = 0.375 y ′(t) = 0.375 · (−2.4) = −0.9 m/s.

St́ın se zkracuje a to rychlost́ı 0.9 m/s (rychlost nezáviśı na
vzdálenosti člověka od lampy).

�
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Př́ıklad 32

Policejńı vrtulńık let́ı 3 km nad rovnou cestou v obci rychlost́ı 120 km/h.
Pilot vid́ı protijedoućı auto a radarem zjist́ı, že když je auto od něj 5 km
daleko, jejich vzdálenost se zmenšuje rychlost́ı 160 km/h. Určete rychlost
auta v tomto okamžiku.

x(t) = auta (vodorovná) [km],

y(t) = vrtulńıku (vodorovná) [km],

t = čas [h],

s(t) = vzdušná vzdálenost vrtulńıku a auta [km].

Tedy y ′(t) = 120 km/h a s ′(t) = −160 km/h pro s = 5 km
(jejich vzdušná vzdálenost se zmenšuje, proto je derivace záporná).

Hledáme x ′(t) v tomto okamžiku.
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Z rovnice
[x(t)− y(t)]2 + 32 = s2(t)

dostaneme derivováńım podle t

2 [x(t)− y(t)] [x ′(t)− y ′(t)] = 2 s(t) s ′(t),

tedy

x ′(t) = y ′(t) +
s(t) s ′(t)

x(t)− y(t)
.

Pro s = 5 km je x − y =
√

52 − 32 = 4 km, tedy dosazeńım do výše
uvedeného vztahu dostaneme pro daný okamžik, že

x ′(t) = 120 +
5 · (−160)

4
= −80 km/h.

Auto jede (p̌ribližuje se z pohledu pilota vrtulńıku) v obci rychlost́ı
80 km/h. �
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Př́ıklad 33

Určete lokálńı extrémy funkce dané implicitně vztahem

ln
√

x2 + y2 = arctg
y

x
.

F (x , y) = ln
√

x2 + y2 − arctg
y

x
,

Fy =
1√

x2 + y2
· 2y

2
√

x2 + y2
− 1

1 +
( y
x

)2
·1
x

=
y

x2 + y2
− x

x2 + y2
=

y − x

x2 + y2
,

tedy pro x 6= y zadává F (x , y) implicitně funkci f . Pro ni nastává extrém
ve stacionárńıch bodech.

1√
x2 + y2

· 2x + 2y · y ′

2
√

x2 + y2
=

1

1 +
( y
x

)2
· y
′x − y

x2

⇒ x + yy ′

x2 + y2
=

y ′x − y

x2 + y2
⇒ x + yy ′ = xy ′ − y ⇒ y ′ =

x + y

x − y
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Odtud f ′(x) = 0 ⇔ x = −y , tedy

ln
√

2x2 = arctg
−x
x
⇒ ln

√
2x2 = −π

4

⇒
√

2|x | = e−π/4 ⇒ x = ±
√

2

2
e−π/4

a dostáváme body
[√

2
2 e−π/4,−

√
2

2 e−π/4
]
,
[
−
√

2
2 e−π/4,

√
2

2 e−π/4
]
.

Pro určeńı extrému využijeme hodnotu druhé derivace v těchto bodech.

x + yy ′ = xy ′ − y ⇒ 1 + yy ′′ + y ′y ′ = xy ′′ + y ′ − y ′ ⇒ y ′′ =
1 + (y ′)2

x − y

a dosazeńım p̌ŕıslušných hodnot máme y ′′
(√

2
2 e−π/4

)
> 0, je zde lokálńı

minimum, a y ′′
(
−
√

2
2 e−π/4

)
< 0, je zde lokálńı maximum. �
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Pro p̌rehlednost následuj́ıćıho zavedeme označeńı

F : Rn+m → Rm, F = (f1, . . . , fm),

i = (1, . . . , n), j = (n + 1, . . . , n + m),

[x1, . . . , xn︸ ︷︷ ︸
x

, y1, . . . , ym︸ ︷︷ ︸
y

] ∈ Rn+m,

tedy [x , y ] ∈ Rn × Rm a F ∈ C 1(A) vzhledem k i-tým, resp. j-tým
proměnným právě tehdy, když F má spojité parciálńı derivace prvńıho řádu
podle prvńıch n, resp. posledńıch m proměnných.

V metrickém prostoru (P, ρ) označme

Ω[x0, δ] = {x ∈ P : ρ(x , x0) ≤ δ}, Ω(x0, δ) = {x ∈ P : ρ(x , x0) < δ}.
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Věta 38 (Věta o existenci implicitńı funkce II)

Necht’ F : Rn+m → Rm, A ⊆ D(F ) je otev̌rená množina a F je spojitá
na A. Necht’ nav́ıc F ∈ C 1(A) vzhledem k (posledńım) j proměnným a
existuje bod [x0, y0] ∈ A tak, že F (x0, y0) = 0 a F ′j (x0, y0) je regulárńı
(tj. detF ′j (x0, y0) 6= 0).

Pak existuj́ı h > 0, k > 0 a jediné spojité zobrazeńı G : Ω[x0, h]→ Ω[y0, k]
takové, že na Ω[x0, h]× Ω[y0, k] je rovnost F (x , y) = 0 ekvivalentńı
s y = G (x).

Poznámka

G : Rn → Rm

F ′j =


∂f1
∂y1

· · · ∂f1
∂ym

...
. . .

...
∂fm
∂y1

· · · ∂fm
∂ym


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Poznámka

1 Pro n = 1,m = 1 je i = (1), j = (2) a F ′j (x0, y0) = ∂F
∂y (x0, y0).

Stejně tak Ω[x0, h] = [x0 − h, x0 + h] a Ω[y0, k] = [y0 − k, y0 + k].

2 Pro m = 1 a n libovolné máme F : Rn+1 → R, tedy
i = (1, . . . , n), j = (n + 1),F ′j (x0, y0) = ∂F

∂y (x0
1 , . . . , x

0
n , y

0), kde

(x0, y0) = (x0
1 , . . . , x

0
n , y

0),F = F (x1, . . . , xn, y).
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Věta 39

Necht’ F : Rn+m → Rm,A ⊆ D(F ) je otev̌rená množina, F ∈ C 1(A),
existuje bod [x0, y0] ∈ A takový, že F (x0, y0) = 0 a detF ′j (x0, y0) 6= 0.

Pak existuj́ı h, k ∈ R, h > 0, k > 0 taková, že Ω[x0, h]× Ω[y0, k] ⊆ A,
a existuje jediné zobrazeńı G : Ω[x0, h]→ Ω[y0, k] ťŕıdy C 1 na Ω[x0, h]
takové, že rovnost F (x , y) = 0 je ekvivalentńı s y = G (x) na
Ω[x0, k]× Ω[y0, k], p̌ričemž

G ′(x) = −
[
F ′j (x ,G (x))

]−1 · F ′i (x ,G (x))

pro x ∈ Ω(x0, h).

Důkaz.

Důkazy vět 38 a 39 jsou analogické důkaz̊um pro věty o jedné (dvou)
proměnných, jen ḿısto skalár̊u pracujeme s vektory a maticemi.

Pozn.: Je-li F ∈ C k(A), pak G ∈ C k(Ω(x0, h)).
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Př́ıklad 34

Uvažujme F : R3 → R2 danou jako

F (x , y , z) = (f1(x , y , z), f2(x , y , z)) = (x2 + y2 + z2 − 1, x + y + z).

Tedy i = (1), j = (2, 3) a máme

F ′j =

(
∂f1
∂y

∂f1
∂z

∂f2
∂y

∂f2
∂z

)
=

(
2y 2z
1 1

)
,

detF ′j (x , y , z) = 2y − 2z = 0⇔ y = z .
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Značeńı

Lin . . . lineárńı kombinace

A⊥ . . . ortogonálńı doplněk k A

rankB = h(B) . . . hodnost matice B
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Definice 30

Necht’

F : Rn+m → Rm, F = (f1, . . . , fm),

M = {[x , y ] ∈ Rn+m : F (x , y) = 0}, [x0, y0] ∈ M,

F ∈ C 1(O(x0, y0)), rank(F ′(x0, y0)) = m.

Normálovým prostorem k M v bodě [x0, y0] nazýváme

NM(x0, y0) = Lin{f ′1(x0, y0), . . . , f ′m(x0, y0)},

kde f ′k(x0, y0) =
(
∂fk
∂x1
, . . . , ∂fk∂ym

)T
.

Tečným prostorem k M v bodě [x0, y0] nazýváme

TM(x0, y0) = [NM(x0, y0)]⊥ .
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Př́ıklad 35 (Navazuje na p̌ŕıklad 34)

Máme
F = (f1, f2) = (x2 + y2 + z2 − 1, x + y + z).
Množina M je množina řešeńı systému rovnic

x2 + y2 + z2 − 1 = 0,

x + y + z = 0.

Pak tečný prostor k M v bodě [x , y , z ] ∈ M je
jednorozměrný prostor daný směrovým vektorem
tečny ke kružnici M a normálový prostor je jeho
dvourozměrný ortogonálńı doplněk (generovaný
normálovými vektory ke sfé̌re a rovině.
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Zobrazeńı z Rn do Rm Implicitńı funkce

Poznámka

V definici 30 nelze vypustit p̌redpoklad na hodnost Jacobiho matice.
Nap̌r.

M = {[x , y ] ∈ R2 : x2 − y2 = 0, y ≥ 0}

jsou dvě polop̌ŕımky 0 ≤ y = ±x (graf f (x) = |x |). V počátku, kde
jsou parciálńı derivace nulové, je hrot.

Pro f : Rn+1 → R, f ∈ C 1(O(x0)), f (x0) = 0, x0 ∈ Rn+1 je

TM(x0) = 〈f ′(x0), (x − x0)〉 =
n+1∑
i=1

∂f

∂xi
(x0) · (x − x0

i ),

kde x = (x1, . . . , xn+1), x0 = (x0
1 , . . . , x

0
n+1).
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Definice 31

Necht’ f , g1, . . . , gm : Rn → R a uvažujme množinu M ⊂ D(f ) danou jako

M = {x = [x1, . . . , xn] : g1(x1, . . . , xn) = 0, . . . , gm(x1, . . . , xn) = 0}.

Řekneme, že bod x∗ = [x∗1 , . . . , x
∗
n ] ∈ M je lokálńım minimem (maximem)

funkce f vzhledem k množině M, jestliže existuje okoĺı O(x∗) takové, že

f (x) ≥ f (x∗) (f (x) ≤ f (x∗)) pro x ∈ O(x∗) ∩M.

Plat́ı-li nerovnosti osťre, mluv́ıme o ostrých lokálńıch extrémech.
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Poznámka

V p̌ŕıpadě, kdy je množina M zadána výše popsaným způsobem (systém
rovnost́ı = vazebné podḿınky), použ́ıvá se terminologie (ostré) vázané
extrémy (vázané podḿınkami g1(x) = 0, . . . , gm(x) = 0).

Poznámka

Je-li naš́ım ćılem nap̌r. vepsat do koule x2 + y2 + z2 = 1 hranol tak, aby
měl maximálńı objem, potom je studovanou (

”
extremalizovanou“) funkćı

objem hranolu V = 8xyz a vazebnou podḿınkou je rovnice koule, resp.
kulové plochy (sféry) x2 + y2 + z2 = 1.
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Úvaha

Uvažujme p̌ŕıpad n = 2,m = 1, tj. f , g : R2 → R a řeš́ıme úlohu

f (x , y)→ max /min, M : g(x , y) = 0.

Vektor (fx(x0, y0), fy (x0, y0)) je kolmý na vrstevnice f na úrovni
f (x0, y0) = c a vektor (gx(x0, y0), gy (x0, y0)) je normálový vektor ǩrivky
g(x , y) = 0 v bodě [x0, y0]. Aby byl v bodě [x0, y0] extrém, musej́ı ḿıt
ǩrivky f (x , y) = c , g(x , y) = 0 v tomto bodě společnou tečnu, tedy

∃λ ∈ R : (fx , fy ) = λ · (gx , gy ).

(Viz také p̌r. 21 a vyšeťrováńı na hranici.)

Pro n = 3,m = 2, tj. f , g1, g2 : R3 → R, f (x , y , z)→ max /min,
M : g1(x , y , z) = 0 ∧ g2(x , y , z) = 0 obdrž́ıme podobně, že

∃λ1, λ2 ∈ R : (fx , fy , fz) = λ1 ·
(
∂g1

∂x
,
∂g1

∂y
,
∂g1

∂z

)
+ λ2 ·

(
∂g2

∂x
,
∂g2

∂y
,
∂g2

∂z

)
.
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Věta 40

Necht’ f , g1, . . . , gm : Rn → R maj́ı spojité parciálńı derivace, 1 ≤ m < n,

M = {x = [x1, . . . , xn] : g1(x) = 0, . . . , gm(x) = 0}

je množina určená vazebnými podḿınkami (gi (x) = 0, i = 1, . . . ,m)
a p̌redpokládejme, že v každém bodě množiny M má Jacobiho matice
zobrazeńı G = (g1, . . . , gm) : Rn → Rm hodnost m, tj. rank(G ′(x)) = m.

Je-li x∗ lokálńım extrémem funkce f na množině M, pak jej́ı derivace paťŕı
do normálového prostoru k M v bodě x∗, tj. f ′(x∗) ∈ NM(x∗), tedy
existuj́ı konstanty λ1, . . . , λm ∈ R, tzv. Lagrangeovy multiplikátory,
takové, že plat́ı

f ′(x∗)−
[
λ1g

′
1(x∗) + · · ·+ λmg

′
m(x∗)

]
= 0. (L)

Pro jednoduchost zápisu je v zápisu (L) použito značeńı
f ′ = (fx1 , . . . , fxn)T a podobně pro g ′i . Tj. jedná se o systém rovnic, kde
v každé rovnici derivujeme podle jiné proměnné.
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Důkaz

Pro jednoduchost p̌redpokládejme, že funkce g1, . . . , gm jsou tvaru

gi (x) = 〈ai , x〉+ αi , ai ∈ Rn, αi ∈ R, i = 1, . . . ,m

(jinak nahrad́ıme plochu gi (x) = 0 tečnou nadrovinou v bodě [x∗, gi (x
∗)]).

Sporem p̌redpokládejme, že f ′(x∗) 6∈ NM(x∗) = Lin{g ′1(x∗), . . . , g ′m(x∗)},
tedy existuje vektor

h ∈ TM(x∗) = Lin{g ′1(x∗), . . . , g ′m(x∗)}⊥ = Lin{a1, . . . , am}⊥

takový, že 〈f ′(x∗), h〉 6= 0.
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Necht’ x = x∗ + αh, kde α ∈ R (dostatečně malé),

gi (x) = gi (x
∗ + αh) = 〈ai , x∗ + αh〉+ αi = 〈ai , x∗〉+ αi︸ ︷︷ ︸

=0,x∗∈M

+ α〈ai , h〉︸ ︷︷ ︸
=0,h∈TM(x∗)

,

tedy x = x∗ + αh ∈ M a dále

f (x) = f (x∗ + αh) = |diferenciál| = f (x∗) + α 〈f ′(x∗), h〉︸ ︷︷ ︸
β

+ τ(αh)︸ ︷︷ ︸
→0

pro α→ 0, f (x)− f (x∗) = α · β + → 0 a podle znaménka α může být
rozd́ıl jak kladný, tak i záporný, a tedy extrém nenastává.

�
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Poznámka

Použité gi (x) = 〈ai , x〉+ αi je afinńı zobrazeńı.

Afinńı zobrazeńı zobraźı trojici bodů lež́ıćıch na jedné p̌ŕımce bud’ do
jednoho bodu, nebo na trojici bodů lež́ıćıch na jedné p̌ŕımce p̌ri
zachováńı děĺıćıho poměru. Zejména tedy p̌revád́ı p̌rimky na p̌ŕımky
(nebo bod). Obecně p̌revád́ı afinńı podprostor na afinńı podprostor.

Afinńı zobrazeńı lze vyjáďrit jako složeńı lineárńıho zobrazeńı
s posunut́ım (tj. zahrnuje otáčeńı, zrcadleńı, zkoseńı, změnu
mě̌ŕıtka,. . . ).

Afinńı podprostor vektorového prostoru V je množina
{u + v : u ∈ V, v ∈ Ṽ}, kde Ṽ je vektorový podpostor prostoru V.

Vektorový prostor je afinńı, ale naopak to neplat́ı. Nap̌r. p̌ŕımka v Rn

procházej́ıćı počátkem je afinńı i vektorový podprostor, ale p̌ŕımka
posunutá mimo počátek je pouze afinńı. (To je jedna ze základńıch
motivaćı pro zavedeńı tohoto pojmu – umožňuje lépe studovat
geometrii prostoru Rn.)
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Definice 32

Bodu x∗, pro který plat́ı f ′(x∗) ∈ NM (tj. existuj́ı Lagrangeovy
multiplikátory) ř́ıkáme stacionárńı bod funkce f na množině M dané

g1(x) = 0, . . . , gm(x) = 0, x = [x1, . . . , xn].

Funkce L(x , λ1, . . . , λm) = f (x)−
∑m

i=1 λigi (x) se nazývá Lagrangeova
funkce.

f ′(x∗) ∈ NM(x∗) ⇔ Lx(x∗, λ1, . . . , λm) = 0 na M

Principem metody je
”
zabudováńı“ podḿınek do Lagrangeovy funkce,

kterou pak vyšeťrujeme bez omezeńı.
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Naj́ıt stacionárńı body znamená naj́ıt řešeńı systému (n + m) rovnic

∂f

∂x1
(x)−

m∑
i=1

λi
∂gi
∂x1

(x) = 0

...

∂f

∂xn
(x)−

m∑
i=1

λi
∂gi
∂xn

(x) = 0

g1(x) = 0

...

gm(x) = 0

pro neznámé x = [x1, . . . , xn] a λ1, . . . , λm.
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Věta 41

Necht’ x∗ = [x∗1 , . . . , x
∗
n ] je stacionárńı bod funkce f na množině M, funkce

f , g1, . . . , gm maj́ı v x∗ spojité parciálńı derivace druhého řádu, m < n,
Jacobiho matice zobrazeńı G = (g1, . . . , gm) : Rn → Rm má v x∗ hodnost
m a necht’ λ1, . . . , λm jsou p̌ŕıslušné Lagrangeovy multiplikátory.

Jestliže 〈Lxx(x∗, λ1, . . . , λm)h, h〉 je kladný (záporný) pro všechna
h 6= 0, h ∈ TM(x∗), pak v bodě x∗ nastává lokálńı minimum (maximum).

Jestliže existuj́ı h1, h2 ∈ TM(x∗) taková, že 〈Lxx(x∗, λ1, . . . , λm)h1, h1〉 > 0
a současně 〈Lxx(x∗, λ1, . . . , λm)h2, h2〉 < 0, pak ve stacionárńım bodě x∗

extrém nenastává.

λ := (λ1, . . . , λm), L(x , λ) = f (x)−
∑m

i=1 λigi (x),

Lxx(x , λ) = fxx(x)−
m∑
i=1

λi (gi )xx(x)
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Důkaz.

Důkaz lze provést stejně jako pro nevázané extrémy p̌res Taylor̊uv rozvoj
druhého řádu. Prvńı derivace jsou nulové a podle kvadratické části
rozhodujeme o extrému.

Poznámka

Je jedno, zda máme v Lagrangeově funkci p̌red část́ı s multiplikátory plus,
nebo minus. Jejich hodnoty v těchto p̌ŕıpadech jednoduše vyjdou
s opačnými znaménky.
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Př́ıklad 36

Najděte extrémy funkce f (x , y) = 2x2 + 4y2 na množině x2 + y2 = 9.

Sestav́ıme Lagrangeovu funkci

L(x , y , λ) = 2x2 + 4y2 − λ(x2 + y2 − 9)

a derivujeme ji podle všech proměnných. Tyto parciálńı derivace polož́ıme
rovny nule a řeš́ıme soustavu ťŕı rovnic o ťrech neznámých

x(4− 2λ) = 0

y(8− 2λ) = 0

x2 + y2 = 9.

Dostaneme 4 stacionárńı body [0,±3], [±3, 0] a k nim p̌ŕıslušné hodnoty λ
(postupně 4, 2). Zda v nich nastává extrém zjist́ıme z definitnosti formy
dané (

Lxx Lxy
Lyx Lyy

)
.
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Tj., pokud je výraz

(
dx dy

)(Lxx Lxy
Lyx Lyy

)(
dx
dy

)
kladný pro všechna (dx ,dy) 6= (0, 0), pak je pozitivně definitńı, pokud
záporný, pak je negativně definitńı a pokud najdeme dva vektory takové,
že je daný výraz pro jeden kladný a pro druhý záporný, pak je indefinitńı.
(dx ,dy) ovšem bereme jen z tečného prostoru dané množiny, tedy takové,
jež splňuj́ı podḿınku

2xdx + 2ydy = 0.

Dosazeńım bodu [0, 3] do této podḿınky dostaneme, že dy = 0, tedy dx
muśı být od nuly r̊uzné. Vyšeťrovaný výraz je tedy (pro tento bod λ = 4)

−4(dx)2,

který je pro každé dx 6= 0 záporný. Vyšeťrovaná forma je tedy negativně
definitńı a v bodě [0, 3] je ostré lokálńı maximum.
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Podobně zjist́ıme, že maximum nastává i v bodě [0,−3] a v bodech [±3, 0]
má funkce minima. Na obrázku jsou tyto body označeny r̊užovými punt́ıky.

�
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Př́ıklad 37

Najděte lokálńı extrémy funkce x2

4 + y2

9 + z2

25 na M : x2 + y2 + z2 = 1.

Sestroj́ıme Lagrangeovu funkci dané úlohy

L(x , y , z , λ) =
x2

4
+

y2

9
+

z2

25
+ λ(x2 + y2 + z2 − 1).

Spoč́ıtáme parciálńı derivace

Lx =
x

2
+ 2λx = 0,

Ly =
2y

9
+ 2λy = 0,

Lz =
2z

25
+ 2λz = 0,

g(x , y , z) = x2 + y2 + z2 = 1.
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Pak máme systém rovnic

x

(
1

2
+ 2λ

)
= 0

y

(
2

9
+ 2λ

)
= 0

z

(
2

25
+ 2λ

)
= 0

x2 + y2 + z2 = 1

a odtud źıskáme multiplikátory a stacionárńı body

λ = −1

4
⇒ y = 0, z = 0, x = ±1⇒ [1, 0, 0], [−1, 0, 0],

λ = −1

9
⇒ x = 0, z = 0, y = ±1⇒ [0, 1, 0], [0,−1, 0],

λ = − 1

25
⇒ x = 0, y = 0, z = ±1⇒ [0, 0, 1], [0, 0,−1].
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Urč́ıme matici druhých derivaćı (Hessovu matici), tedy

Lxx =
1

2
+ 2λ, Lyy =

2

9
+ 2λ, Lzz =

2

25
+ 2λ

a sḿı̌sené derivace jsou rovny nule. Pak

d2L =

(
1

2
+ 2λ

)
h2

1 +

(
2

9
+ 2λ

)
h2

2 +

(
2

25
+ 2λ

)
h2

3.

Vyšeťŕıme chováńı kvadratické formy 〈Lxxh, h〉 vzhledem
k h = (h1, h2, h3) ∈ TM(x∗).

Poznamenejme, že NM : Lin{[x , y , z ]}, xh1 + yh2 + zh3 = 0 (diferenciál
vazebné podḿınky) a

〈[x , y , z ], (h1, h2, h3)〉 = 0⇔ (h1, h2, h3) ∈ TM .
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Pro λ = −1
4 je

d2L =

(
2

9
− 1

2

)
h2

2 +

(
2

25
− 1

2

)
h2

3

negativně definitńı, tedy v bodech [±1, 0, 0] nastává lokálńı maximum.
Pro λ = − 1

25 je

d2L =

(
1

2
− 2

25

)
h2

1 +

(
2

9
− 2

25

)
h2

2

pozitivně definitńı, tedy v bodech [0, 0,±1] nastává lokálńı minimum.
Pro λ = −1

9 je

d2L =

(
1

2
− 2

9

)
h2

1 +

(
2

25
− 2

9

)
h2

3

na celém prostoru indefinitńı, ale my poťrebujeme znát chováńı na
tečném prostoru, tedy 0 · h1 ± 1 · h2 + 0 · h3 ⇔ h2 = 0, tedy i pro
h2 = 0 je forma indefinitńı, a tedy extrém v bodech [0,±1, 0]
nenastává.

�
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Př́ıklad 38

Do elipsoidu x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1 vepǐste hranol s maximálńım objemem.

Objem hranolu je V = 8xyz za podḿınky x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1, tj.

L = 8xyz − λ
(
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
− 1

)
.

Lx = 8yz − 2λx

a2
= 0⇒ x2

a2
=

1

λ
4xyz ,

Ly = 8xz − 2λy

b2
= 0⇒ y2

b2
=

1

λ
4xyz ,

Lz = 8xy − 2λz

a2
= 0⇒ z2

c2
=

1

λ
4xyz ,

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1.
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Odtud λ = 12xyz a

λ

(
x2

a2
− y2

b2

)
= 0

λ

(
y2

b2
− z2

c2

)
= 0

λ

(
x2

a2
− z2

c2

)
= 0.

Př́ıpad λ = 0 dává stacionárńı bod, ale jde o minimum, což nechceme.

Po úpravě dostaneme 3z2

c2 = 1, 3y2

b2 = 1, 3x2

a2 = 1, pak

x = a√
3
, y = b√

3
, z = c√

3
. Záporné hodnoty můžeme vynechat, protože

hledáme objem, což je kladná veličina. Z podḿınky úlohy můžeme ř́ıct, že

v
[

a√
3
, b√

3
, c√

3

]
nastává maximum s hodnotou V = 8

3
√

3
abc. �
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Př́ıklad 39

Odvod’te vzorec pro vzdálenost bodu x∗ ∈ Rn od nadroviny ρ : 〈a, x〉 = α.

Chceme d(x∗ − x)→ min, ale hledat minimum funkce
√
f je totéž jako

hledat minimum funkce f , tedy

[d(x∗ − x)]2 = 〈x∗ − x , x∗ − x〉 → min za podḿınky 〈a, x〉 = α,

L(x , λ) = 〈x∗ − x , x∗ − x〉 − λ(〈a, x〉 − α).

Potom

Lx = 2(x∗ − x)− λa = 0 ⇒ 2〈x∗ − x , a〉 = λ‖a‖2

⇒ 2〈x∗, a〉 − 2 〈a, x〉︸ ︷︷ ︸
=α

= λ‖a‖2

⇒ 2〈x∗, a〉 − 2α = λ‖a‖2 ⇒ λ =
2〈x∗, a〉 − 2α

‖a‖2
.
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Dosad́ıme do Lx

2x∗ − 2x =
2〈x∗, a〉 − 2α

‖a‖2
· a ⇒ x∗ − x =

〈x∗, a〉 − α
‖a‖

a dosazeńım do původńı rovnice pro vzdálenost dostaneme

〈x∗ − x , x∗ − x〉 =
(〈x∗, a〉 − α)2

‖a‖2
,

tedy

d(x∗, ρ) =
|〈x∗, a〉 − α|
‖a‖

.

�
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