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Definice 1

Necht M C R", kde n € N, M # (). Zobrazeni f: M — R se nazyvd
(redInd) funkce n (redlnych) promé&nnych a mnozina M je jeji defini¢ni
obor.

Priklad 1
o f(x,y)=vx2+y2 f:R?2 SR
o f(x,y)=In(1-x2—y?), M={[x,y] e R?: x>+y?2 <1}, f: M - R
o f(x,y,z)=x-arctg¥, M={[x,y,zZ] eR3:z#0}, f: M >R
o f(xi,...,xn) =x1-x3---x", f:R" - R
Pozndmka
R"=Rx---xR={x=[x,....xp];x; €R,i=1,...,n}

n

o x, B xex, B xex, 2 x e x, konverguje k x po soufadnicich

0 Diferencidlni pocet funkci vice proménnych
Zakladni pojmy, limita, spojitost

@ Parcidlni derivace a diferencial

@ Diferencidly vysSich ¥ada
°
°

Kmenova funkce

Parcialni derivace slozenych funkci
Tayloriv polynom

® Lokalni extrémy

@ Absolutni extrémy

© Zobrazeni z R” do R™
@ Zobrazeni z R? do R?
® Zobrazeni z R" do R™
® Stejnomérnd konvergence posloupnosti funkci jedné prom&nné
® Implicitni funkce
® Vazané extrémy

Definice 2
Necht M C R",f: M — R, pak se mnoZina

Gr(f) = {[xt, - xm Y] €ER™ L [x1, ... xa] € Myy = f(x1,.... xa) }

nazyva graf funkce f.

Definice 3
Necht M CR",f: M — R, c € R, pak se mnoZina

fe={[x1,...,xn] € M; f(x1...,xn) = c}

nazyva vrstevnice funkce f (na drovni c).




Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Z3kladni pojmy, limita, spojitost

Definice 4

Necht M C R? f: M — R, pak
e ¥ez funkce f (soufadnou) rovinou px, = {[x,y,z] € R}z =0} je
mnoZina

fpxy = {[X7.y7z] 6 R3' f(X7y) = 0}7

e Yez funkce f (soufadnou) rovinou py, = {[x,y,z] € R3,y =0} je
mnoZina
fo, = {[X,y,z] c R3: f(x,0) = z} ,

e ¥ez funkce f (soufadnou) rovinou py, = {[x,y,z] € R3 x = 0} je
mnoZzina

foe = {[x,y,z] c R3: f(0,y) = z}.
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Priklad 2
Nacrtnéte graf funkce

Fx,y) = V32 + 2.

Nejprve si naértneme Yezy soufadnymi rovinami a vrstevnice. Dostavdme
fr, = y=0= z:\/;:|x| af,, > x=0=z=1/y?=1y,
tedy Fezy jsou
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Z3kladni pojmy, limita, spojitost

Poznamka

o Necht f: R? — R, pak fo,, = fo (Yez rovniou py, je shodny
s vrstevnici na trovni 0).

@ Samoztejmé Ize stejnym zpisobem definovat ¥ez libovolnou rovinou.

@ Pro funkce vice nez dvou proménnych lze podobné& zavést definici fezu
(soufadnymi) nadrovinami apod.

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 7/201

Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Vrstevnice jsou mnoziny f. = {[x,y] € R?; f(x,y) = c} tedy pokladdme
z=c = c=x24+y?2 = x> +y’=c?tj.proc<0jef.=0apro
¢ > 0 se jedna o kruZnice se stfedem v polatku a polomérem c,

y
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Z3kladni pojmy, limita, spojitost

Celkem jsme zjistili, e grafem funkce f(x,y) = /x2 + y?2 je rota&ni kuZel
postaveny na $piéce v polatku.

|
© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 10 /201
Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost
Ptriklad 3
o lim (x*>+y3)=1+8=9
[xy]=[1.2]
e Vrceat)
m —F = m 5 5 —
1 500] VP2 H1-1 [xylofog) R
= lim xX2+y?4+1+4+1=2
[x,y]1—[0,0]
: 1
o lim 3L —
[xy]=[00] <+
Poznamka
Znaceni se rlzni
lim  f(x,y) = lim f(x,y) = lim f(x,y).
eyl bo.x0l (x3)=(x0.30) 3
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Z3kladni pojmy, limita, spojitost

Definice 5

Necht f: R"” — R a x* € (R*)" je hromadny bod defini¢niho oboru f.
Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x* € (R*)" limitu L € R, jestlize ke
kazdému ¢ > 0 existuje 0 > 0 tak, Ze pro kazdé x € O(x*,d) ~ {x*} plati
If(x)—L|l<e.

Tj. pro x* = [x{,...,x;] mdme limy_x+ f(x) =L <

Ve > 030 >0Vx = [xq,...,xp] #x*:
Ixi — x| <d(i=1,...,n) = f(x)e(L—e,L+¢).

Definice 6
Nevlastni limitu definujeme jako

lim f(x) = oo[—o0] <

X—rx*
VAEeR 30 >0Vx € O(x*,0) N {x"}: f(x) > A[f(x) <A]

y
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Priklad 4

2
o lim ¥, =ly=kx|=lim 25 = lim £

[x,y]—1[0,0] x*+y? ly | 0 X2(1+K2) T Top 1+k2

limita neexistuje, protoZe zavisi na smérnici pfimky, po niZ se blizime
k bodu [0, 0].

2

H <2y _ _ N x“-kx kx
° [x yllT;[O o XHy? ly =l = xllno xtHkax2 T >|<[>no e =0
ale pro paraboly mame
4
lim XY, = |y = kx®| = lim &5, = &
[x.y]—[0,0] X' T¥° y | x—0 Xk T 14k
a limita proto neexistuje.
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Z3kladni pojmy, limita, spojitost

Dvojna a dvojnasobna limita

Necht f : R? — R je funkce dvou prom&nnych. Pak limita ve smyslu
Definice 5 se nazyva dvojnd. Limitni proces také mizeme aplikovat
postupné. Limity

o = i, Ui, o)) 2 o= i, (i, 7))
se nazyvaji dvojnasobné (pop¥. postupné). Potom pro Ly, Ly a
L:= |im[X7y]H[X07y0] f(x,y) plati:
(i) existuji-li limity Ly, a Ly takové, Ze Ly, = L, pak limita L nemus/
existovat;
existuje-li limita L (i nevlastni), pak L,, a L, nemusi existovat;

)
(iii) existuje-li L a n&kterd z limit L., nebo Ly, pak se ob& rovnaji,
) existuji-li limity Ly,, Ly a L, pak Ly, = L, = L;

)

existuji-li limity L., a Ly, takové, Ze L,, # L., pak limita L
neexistuje.

4
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

V&ta 1 (Transformace do poldrnich soufadnic)

Limita lim
[x,y]—=[x0.¥0]
Jedné proménné s vlastnosti lim,_,o+ g(r) = 0 tak, Ze existuje ry > 0

takové, Ze pro kazdé r € (0, ry) plati

f(x,y) je rovna L, jestliZe existuje funkce g: Ry — R§

|f(x0 + rcosp, yo + rsing) — L| < g(r) Ve € [0,27).

Priklad 5

lim 348 — lim (rcosp)® + (rsing)3
[xy]—[0,0] X2 + y2  r=0 (rcos¢)? + (rsin¢)?

r3(cos3 ¢ + sin3 )
2

) = rli_r)nor(cos3cp+sin3 ¢)=0

= lim -
r—0 r2(cos? ¢ + sin

TV
ohraniena funkce
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Z3kladni pojmy, limita, spojitost

Vypocet limity L pomoci postupnych limit L,,, L . je vyhodné zejména
tehdy, je-li pfedem zndma existence L. Na druhou stranu &ast (v) udava
dal3i nutnou podminku pro existenci limity L (pro neexistenci limity L sta&f
ukazat Ly, # Lyy).

v

Poznamka

Pro funkce vice promé&nnych nemame k dispozici I'Hospitalovo pravidlo.
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Diikaz.

P¥imo z definice limity lim,_,o+ g(r) = 0 znameng, Ze
Ve>030>0:re(0,8) = g(r) <e, tedy

|f(xo + rcosp, yo+ rsing) — L| < g(r) <e.
Proto body [x, y] z ryziho kruhového d-okoli bodu [xp, yo] plati

|f(x,y) —L| <e, tj. dle definice lim

f(x,y)=L.
[x,¥]=[x0,¥0] bey)

(© Petr Hasil (MUNI)
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Z3kladni pojmy, limita, spojitost

Poznamka

Podobné miizeme p¥i vypoctu limity funkce t¥i promé&nnych v bod&
[x0, Y0, 20] vyuZit transformaci do sférickych soufadnic, tj.

X =Xxp+pcospsingd, y=yy+psinpsind, z=2zy+ pcos?,

kde
@ p > 0 je vzdélenost bodi [xo, Yo, 20] a [x,y, z] (tzv. sféricky polomér),
@ ¢ € [0,27) je thel, ktery svird primét priivodi¢e (spojnice bodi) do
podstavné roviny xy s kladnym smé&rem osy x (tzv. azimutdIni dhel),
e ¥ € [0, 7] je dhel, ktery svird pravodi¢ s kladnym smé&rem osy z (tzv.
stéricky dhel).
Pokud je hodnota limity zavisld na hodnoté thlu ¢ nebo ¥, tak limita
funkce neexistuje. Opa&né tvrzeni Ize op&t naformulovat jako vétu.
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Poznamka

° lim f(x,y)=LeR <«

[x:y]=[x0,00]

VO(L,e) 36 > 0,AeR: V[x,y] e R%|x —xp| < d,y > A:
f(X7y) € O(L7€) (<:> ’f(X,y) - L’ < 6)

° lim flx,y)=00 <&
[x.y]—=[—00,00]

VAeRIB,CeR: Vx< B, Vy>C: f(x,y) > A

@ apod.
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Z3kladni pojmy, limita, spojitost

Véta 2
Je-li L € R a existuje-li nezaporna funkce g takova, Ze lim, o+ g(p) =0 a

|f(x0 + pcospsind, yp + psinesind, zy + pcosd) — L| < g(p)

pro kaZdé p z né&jakého pravého ryziho okoli bodu 0 a kaZdé ¢ € [0, 27),
v € [0, 7], pak plati

lim f(x,y)=L.

[vavz]H[X(%yOvZO]
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Definice 7

Necht f: R" — R, M C R", x* € M. Potom lim,_,,« f(x) = L, jestlize
xeM

Ve > 030 >0, Vx € (O(x*,0) ~{x*"})NM: f(x) € O(L,e).

Priklad 6
Z teorie funkci jedné promé&nné zndme jednostranné limity
lim f(x)= lim f(x).

X—X0 st
x€E[x0,00) 0
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Z3kladni pojmy, limita, spojitost

Definice 8
Necht f: R" — R, x* € R".

o Rekneme, e funkce f je spojitd v bodé& x*, jestlize

lim f(x) = f(x").

X—x*

@ Necht M C R" je otevfend mnoZina. Rekneme, Ze funkce f je spojitd

na M, je-li spojitd v kazdém bod& mnoziny M.
@ Necht M C R" nenf otevfena, pak fekneme, Ye funkce f je spojitd v

bod& x*, jestlize limy_,+ f(x) = f(x*).
xeM

Pozndmka
Vzhledem k rovnosti Ilmxﬁx»= f(x) = limy_x+ f(x) pro vnit¥ni body x*

mnoziny M, tedy muzeme deflnovat Ze funkce f je spojitd na M C R",
jestlize pro kazdé x* € M plati limy_, f(x) = f(x*).
xeM

4
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Véta 5 (V&ta o tfech limitich)

Necht pro funkce f, g, h: R" — R plati h(x) < f(x) < g(x) v n&akém
ryzim okoli bodu x* € R" a sou¢asné

lim h(x) = lim g(x)=L.

X—X* X—rx*

Potom také
lim f(x)= L.

X—Xx*
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Z3kladni pojmy, limita, spojitost

Pro funkce vice proménnych plati analogie v&tSiny zakladnich vét
o limitdch (spojitosti) jako u funkce jedné prom&nné, které Ize odvodit
(dokazat) p¥imo z definic.

Véta 3

Necht limy_yx+ f(x) = L1, limx_x+ g(x) = La, L1, L, € R, potom
o limy e (F(x) + g(x)) = Ly + Lo,
@ limy_x+(f(x) - g(x)) = L1 - Lo,

@ limy ;&% = L—l pokud Ly # 0.

Véta 4

limy_x+ f(x) = 0 a existuje O(x*,d) ~ {x*}, v némZ je funkce g
ohranitend, pak limy_.x+(f(x) - g(x)) = 0.

Matematicka analyza 23 /201
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Véta 6 (O limité& slozeného zobrazeni I)

Necht pro funkci g : R" — R plati limy_,x« g(x) = L a necht funkce
f:R — R je spojitd v bodé L. Potom

lim f(g(x))=f(L).

X—x*

Véta 7 (O limité slozeného zobrazeni I1)

Necht funkce g : R" — R je definovdna v né&jakém ryzim okoli bodu x*,
pFi¢emZ limy_,,+ g(x) = L a g(x) # L pro x z n&jakého ryziho okoli bodu
x*. Jestlize funkce f : R — R je definovana v néjakém ryzim okoli bodu L
a plati' limy_,; f(x) = M, potom

lim f(g(x)) =M.

X—X*
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Z3kladni pojmy, limita, spojitost

Diferencidlni poZet funkci vice prom&nnych [VAENEXRINCI I IT T W ToT i ¥e13 Diferencidlni poZet funkci vice prom&nnych

Dikaz.
, Stejny jako pro f: [a, b] — R v diferencidlnim po&tu funkci jedné
Necht M Q.]R” je“ko,mpaktm' (tj. uzavfend a ohrani¢end) mnoZina a prom&nné.
F:M _> R je spojita .nva A{I Pak ' a) Sporem predpoklddejme, Ze f neni shora ohranitend (zdola
a) f je na M ohranitend, tedy f(M) ={y € R:y = f(x),x € M} je analogicky), tj. Vn € N 3x, € M : f(x,) > n. MnoZina M je
ohrani¢end mnoZina v R, tj. AK > 0: |f(x)| < K Vx € M.

Véta 8 (Weierstrass)

kompaktni, tedy existuje vybrand podposloupnost xp, LN e M.

b) Je-i p e Ze spojitosti f na M plyne limy_,o f(xn,) = f(x) < co. Soutasné&
m = :g,i\),, (x), 2= v (x), viak f(xn,) > nk k2%, o, co? je spor, a tedy f je shora ohranitena
pak existuji x1,xp € M takové, Ze f(x1) = my, f(x2) = my, na M. N _ _
tj. £ nabyvd na M své nejvétsi a nejmensi hodnoty. b) Podobnou modifikaci vyuZitim kompaktnosti M.
‘ O
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Zakladni pojmy, limita, spojitost Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Zakladni pojmy, limita, spojitost

Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych

Véta 9 (Bolzano)

Necht M C R" je otevFend, souvisld mnoZina a f: M — R je spojitd

na M,

a) jsou-li x1,xp € M takové, Ze f(x1) - f(x2) <0, pak existuje
Definice 9 ceM:f(c)=0,
Necht M C R” je oteviend mnoZina (v libovolné metrice). Rekneme, e b) jsou-li x1,x2 € M libovolné a f(x1) < f(x2), pak pro libovolné
tato mnoZina je souvisld, pokud pro viechna x,y € M existuje kone¢na d € (f(x1), f(x2)) existuje c € M : f(c) =d.
posloupnost bodil x = xg, X1, ..., Xp—1,Xn = ¥, X; € M, takova, Ze lomena ’
¢ara s vrcholy v bodech xg, ..., x, je celd v M. Idea dakazu

a) Existuji body y1,...,yn € M takové, Ze lomena &ara s vrcholy

Y1,.-.,Yn spojuje body x1 a xo a leZi v M. Pro alespofi jednu usecku

plati, Ze v jejich krajnich bodech nabyva funkce f hodnot s opa&nymi
znaménky. Pokralujeme metodou pileni intervalil, pokud jsme se uz
nékterym y; netrefili do nuly.

b) g(x):=f(x)—d,g(x1) > 0,g(x2) <0,Ic e M: g(c) =0=f(c)=d

4
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Diferencialni po&et funkci vice promé&nnych

Definice 10

Necht f: R" = R, x* = [x},...,

Parcidlni derivace a diferencial

x1]. Jestlize existuje limita

)

X; s hodnotou této limity.
Tuto derivaci znaéime

of o OFO, X))
o) = g =k

i FO s X X X ) — £, xp)
X;i—x;" X'—ka
* * * *
—im FOs XX hox g, x) — O X,
h—0 h

Fekneme, Ze funkce f ma v bodé& x* parcidlni derivaci podle i-té prom&nné
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencial
Pozndmka
f:R* >R
of T f(x+h,y)—f(x,y) g
m(xay) - IIrnh~>0 % - fX(va) - fX(Xay)
of T f(x,y+h)—f(x,y) __ g
W(Xay) — ||mh—>0 % - fy(Xa}/) - fy(Xay)
P¥iklad 7
f(x,y) = € -y* sin(xy)

W = y2(e¥sinxy + eX cosxy - y) = y? e*(sin xy + y cos xy)
of(x,y) _ . 2 _ .
% =e&X(2y -sinxy + y* - cosxy - x) = €~ y(2sin xy + xy cos xy)
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Parcidlni derivace a diferencial

Diferencialni po&et funkci vice promé&nnych

Poznamka
Derivace vyssich ¥adl zavddime tak, Ze uvaZujeme o parcialni derivaci %
jako o funkci, kterou derivujeme. Samozfejmé tato funkce 8}’: musf{
existovat.
U funkce dvou prom&nnych f(x ak mluvime napF. o parcialnich
p M YY) P p p

derivacich druhého ¥adu podle x

o of  0°f

Dxax ~ ox2 o

— 0% f _ —
nebo o smienych derivacich a a =fy = (K)y a 595 = frx = (fy)x
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Parcidlni derivace a diferencial

Diferencialni po&et funkci vice promé&nnych

Priklad 8
Vypoctéte parcidlni derivace druhého ¥adu funkce

z = arctg Y
X

- -y 1o 2xy " o_ y2 — x?
XT X242 T 24y T (24 yR)2
f_ X =2y, yiext
YT X2y W T (222 T (X241 y?)

© Petr Hasil (MUNI)

Matematickd analyza

34 /201




Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcialni derivace a diferencial

Pozndmka (Geometricky vyznam parcidlni derivace)

Parcidlni derivace % je smérnice ktivky, kterd vznikne fezem grafu funkce
rovinou y = y*. V n-rozmé&rném prostoru, fezeme" nadrovinou.

Poznamka

Pro funkce jedné promé&nné plyne z existence derivace ¥fada pé&knych
vlastnosti, nap¥. spojitost, diferencovatelnost (lze sestrojit te¢nu). Pro
funkce vice promé&nnych z existence parcidlnich derivaci témé&¥ nic p&kného
neplyne, zejména z existence parcidlni derivace neplyne spojitost.
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencial

Definice 11
Uvazujme funkci f: R” — R, bod x* = [x{, ..., x| a nenulovy vektor
v=(v1,...,vs) € R" o velikosti ||v]|.

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé& x* smérovou derivaci ve sméru
vektoru v, jestlize existuje limita

f(X;lk_'_Vlh?”wX:"i_Vnh)_f(Xf,...,X:;)

Parcidlni derivace je specidlnim p¥ipadem smérové derivace s vektory
€ = (1,0), € = (0, 1),

e = Flxrla) 5 o) = Fllxle)

i
ho0 AV
. f(x* 4+ vh) — f(x¥) of ,
= I =, — * = f *
PRl AV gy X = 1Y)
Poznamka

4
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencial

Priklad 9

1 = =
f:R2 SR, fx,y)= X 0vy=0
0 jinak

(Vytrhneme osovy k¥iz a posuneme ho o jedna nad rovinu xy.)

%(0,0) =0, g—;(0,0) =0, ale funkce f nenf spojitad v bod& [0, 0].

Parcialni derivace popisuji vlastnosti pouze ve smérech os x a y.
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencial

Poznamka

Abychom zjistili rychlost riistu ve sméru daném vektorem v, je nutné
uvaZovat pouze jeho smér a zbavit se ovlivnéni jeho velikosti, proto

v definici d&lime ||v||. SamozFfejm& je moZné vektor v nejprve normovat,
tedy nahradit vektorem v = ﬁ

Pozndmka

Z existence smé&rovych derivaci f'(x*, v) v bod& x* ve smé&ru libovolného
vektoru v € R" neplyne spojitost v bod& x*. Stéle se k bodu x* blizime jen
po pfimkach, coZ nemusi stacit. Nap¥. pro funkci

2 Iyl #[0.0]
=107 k-0

Ize pFimym vypottem ukézat, Ze f([0,0],v) = 0 Vv € R?, ale limita

lim  f(x,y) neexistuje, tedy f neni spojitd v bod& [0, 0].
[x.y]-[0,0]

v
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencial Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencial

Poznamka

Véta 10 (Schwarzova véta)

@ Pro f: R" — R plati £ (x*) = fi.x(x*) za pFedpokladu spojitosti
’ 2 . . < T " o )
Necht funkce f: R* — R md v bod& [xo, yo| spojité smiSené parcidini p¥isludnych derivaci.

derivace f.y, fx. Pak plati @ Indukci, za predpokladu spojitosti pt¥islugnych derivaci, Ize ukazat, Ze

f:R?2 = R plati fiyy = fixy = fovxes foy = Fryx = T td.
ﬁ(y(X07y0) _ f;/x(X07y0)~ pro plati 7y yxy yyxs Txxy Xyx yxx 4 |

sl
i, oznamia

Je spi%e technicky, viz skripta. ]

Lagrangeova véta pro funkci f: R — R spojitou na [a, b] a majici derivaci
/ na (a, b) zaru¥ovala existenci ¢ € (a, b) takového, Ze

Dal3im pouZitim Schwarzovi véty (tedy indukci) Ize vidét, Ze za pFisludnych

podminek plati nap¥. f(b) — f(a) =f'(c)- (b— a).

Lze uvaZovat obdobu pro f: R? — R nap¥. pouZitim vektoru

fxyzxyzx(xvy,z) = ﬁ(xxyyzz(XJ/aZ) = fzzyyXXX(Xayaz)' y = (Ll1 u2) _ [Xl y1] - [XO yo]?

(Nezélezi na poradi, jen na po&tu.)

f(x1,y1) — f(x0,y0) = -7
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Véta 11 PouZitim (jednorozmé&rné) Lagrangeovy véty o st¥edni hodnot& na funkce
Necht m3 funkce f: R2 — R v kaZdém bod& dsecky spojujici body [xo, yo] F(y) = f(x1,y) a G(x) = f(x, yo) dostaneme

a [x1, y1] smé&rovou derivaci ve sméru vektoru
f(x1,y1) — f(x0, y0) = f(x1,y1) — F(x1, y0) + F(x1, ¥o) — (X0, Y0)

u = (u1, u) = [x1, y1] — [x0, yo- ~ ~
= f,(x1,50 + 01(y1 — y0)) - (y1 — yo) + f(x0 + O2(x1 — x0), Y0) - (x1 — x0) -
Pak existuje 6 € (0,1) takové, Ze M
f(x1,y1) — f(x0,y0) = f'([x0 + Ou1, yo + Oun], u). Véta 12

Necht f: R? — R md parcidini derivace f, f, v né&jakém obdélniku

Diikaz. M C R? a necht [xo, yo], [x1, y1] € M. Pak existuji &isla 61,60, € (0,1)
Zavedeme F(t) = f(xo + tui, yo + tun), tedy takovd, Ze

F(1) = F(x0+ Yo + 1) = F(x1, 1), F(0) = F(x0, y0).

Podle Lagrangeovy véty pro funkci jedné prom&nné dostdvame f(x1,y1) — f(x0,%0) =

F(1)— F(0) = F'(#) - (1 —0), kde 8 € (0,1) a — f(x X — x S — x X _ v — ).
F(60) = /([ + Ous. yo -+ 6un]. 1) - fie(x0 + 01(x1 — X0), ¥0) - (x1 — x0) + f, (x1, Yo + 02(y1 — y0)) - (y1 — y0) )

o
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcialni derivace a diferencial

Analogicky pro f: R" — R.

Véta 13 (Lagrangeova véta o stfedni hodnotg)

Necht f: R" — R m4 parcidlni derivace fy,,i = 1,...,n, v n&akém
n-rozmérném kvadru M C R" a necht

X =[x, ., Xa],Y = [V1s-- - ¥n] € M. Pak existuji body 211, ... 2l lezici
na hranach n-rozmérného kvadru daného body x,y takové, Ze

n

F) — F(y) = 3 £ald) - (x — y2).

i=1
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencial

Definice 12

Rekneme, ¥e funkce f: R?2 — R, definovana na néjakém okoli bodu
[0, Y0], je diferencovatelnd v bod& [xo, yo], jestlize existuji A, B € R
takova, Ze plati

f(xo+ h1,yo + h2) — f(x0, ¥0) — (Al + Bha)
\/ 2+ h3

co? je ekvivalentni existenci funkce 7: R? — R takové, Ze

lim 0,
[h1,h2]—>[0,0]

f(xo + h1,y0 + h2) — f(x0, y0) = (Ah1 + Bho) + 7(h1, ho),

pricemz

7(h1, h2) _

lim e
[hl,hg]—>[0,0] /h% + h%

0.
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencial

Poznamka

Diferencidl pro f: R — R je ¢len A - h ze vztahu
F(xo+h) — F(x0) = A- h+7(h), kde A € R, limj 0 % = 0. Pro
diferencovatelné funkce mdme A = f'(xp).

lim f(XO + h) — f(Xo) — Ah

h—0 h =0

Podminku diferencovatelnosti Ize psat jako (existenci A € R spliiujiciho)
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencial

Pozndmka (Geometricky vyznam diferencovatelnosti — te¢nd rovina)

Rovnice roviny prochdazejici bodem [xo, o, f(x0, yo)] je
z = f(x0, y0) + Alx — x0) + B(y — y0)-

Oznatme [x,y| :=[xo+ h1,y0+ h2] = h1 =x—x0,h2 =y — yo.

f(x,y) — f(x0, ¥0) = A(x — x0) + B(y — y0) + 7(x — x0,¥ — y0),

tedy

f(Xay) = f(X07YO) + A(X - XO) + B(.y - }/0) +T(X — X0,y 7.)/0)7

(7 je rozdil mezi p¥irtistkem na te€né rovin& a pfirtistkem funkce).
Jedna se o linedrni aproximaci te¢nou rovinou.

Pak misto f(xo + h1, yo + h2) — f(x0, ¥o) = Ah1 + Bhy + 7(h1, h2) piSeme

coZ je rovnice roviny prochazejici bodem [xg, yo, (X0, ¥0)] plus ,,chyba” 7
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencial

Definice 13

Je-li funkce f: R? — R diferencovatelnd v bod& [xg, yo], vyraz Ahy + Bhy
se nazyva diferencidl funkce f v bod& [xo, yo] a znad&i se df (xo, yo)(h1, h2),
tedy df(xo, yo): R?2 — R a je linearni.

© Petr Hasil (MUNI)

Matematicka analyza 47 /201
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Véta 15

Je-li f diferencovatelna v bodé& [xy, yo|, pak v tomto bodé& existuji obé&
7 8f(g0,)/0) — A g %loxn) _ g
- .

parcialni derivace a plat ay

Diikaz.

Of (x0,¥0) _ im f(xo + h1, y0) — f(x0, %0) _ ’ hy =h ’

ox h—0 h h, =0
g At BOE(h0) L r(h0)
h—0 h h—0
Podobnz 200) — B (pro hy =0, hy = h). O
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencial

Véta 14

Je-li funkce f: R? — R v bodé& [xo, yo| diferencovatelnd, pak je v tomto
bodé spojita.

Diikaz.

lim  [f(x,y) — f(x0,Y0)] = L a potfebujeme dokazat, ze L = 0.
[x,y]—=[x0.y0]
Z definice diferencovatelnosti plyne

L= lim [A(x—x0)+ B(y —yo) +7(x — 0,y — y0)] = 0.
[Xv.V]*}[XOvyO]

Tedy f je spojitd v bod& [xo, yo].
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Diferencialni po&et funkci vice promé&nnych Parcidlni derivace a diferencial

Véta 16 (Postatujici podminka diferencovatelnosti)

Ma-li funkce f: R? — R v bodé& [xo, yo| spojité parcidlni derivace f, fy,
pak je funkce f v bodé& [xy, yo| diferencovatelnd.

Diikaz.
Je zaloZen na Lagrangeové vét& (pouZijeme i vétu 4 a samozfejmé
spojitost derivaci). Potitejme p¥imo limitu z definice diferencidlu

f(xo + h1, y0 + h2) — f(x0, ¥0) — [K(x0, o) + £y (x0, yo)ho]

lim
[h1,h2]—1[0,0] /h% i h%

fi(xo + 01h1, y0) - h1 + fy(x0 + 1, yo + O2h2) - hp — £i(x0, Yo)h1 — Fy(x0, Yo) 2

= lim
hy ,h 0,0 2 2
[h1,h2]—10,0] [0 + K3

[fc(x0 + 01h1, ¥0) — fi(x0, y0)] +

h ho
= lim —— [fy(x0 + h1, yo + 62h2) — fy(x0, y0)] ¢ = 0.
[y, hp]—[0,0] { \/h2 + h3 3 + h3

O

o
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencial

Poznamka

Rovina z = Ax + By + C spliiujici
o f(x,y)—Ax—By — C
i =
[xyl=bovol v/(x — x0)2 + (v — y0)?

je te¢nou rovinou grafu funkce f v bod& [xo, yo, (X0, ¥0)]-

Rovina dana rovnici

z = f(x0, y0) + (X0, ¥0) (x — x0) + £, (X0, ¥0) (¥ — y0)

v p¥ipadé diferencovatelnosti funkce f v bod& [xp, yo] tento poZadavek
spliiuje, jedna se tedy o te¢nou rovinu grafu funkce f v bodé&

[X07y07 f(X07y0)]-
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Véta 17

Necht f je diferencovatelnd v [xo, yo] a u = (uy, u2) € R? je libovolny
Jednotkovy vektor. Pak md funkce f v [xo, yo| smérovou derivaci ve sméru
vektoru u a plati f' ([x0, yo], u) = f(x0, y0) - u1 + f,(x0, Y0) - U2.

Dukaz.
' ([x0, yol, u) = i')i_%% [f(xo + hu1, yo + hup) — f(x0, yo)] =

/!ig]o% f«(x0, Yo) huy + £,(x0, y0) huz + 7(huy, huz) | = f(x0, yo)u1 +

A B
. 7(huy, hu
fy (X0, yo)u2 + /Llno % = f(x0, yo)u1 + f,(x0, yo) u2. O

—0

Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace a diferencial

Poznamka

Vektor prvnich derivaci nazyvame gradient. Je to vektor kolmy na
vrstevnice, smé&Fujici k vétsim funkénim hodnotam. Nap¥. pro funkci
f="f(x,y,z) je gradf = Vf = (£, f,, ;). Smérova derivace funkce f ve
sméru jednotkového vektoru v = (v, vo, v3) je tedy

f'([x,y,2],v) = (VF,v) = fovi + fvo + Frv3.

v

V ptipadé, Ze vektor jednotkovy neni, nejprve ho normujeme Vv = Gk
potom

fovi +fvo + w3

1/v12—|—v22—i—v32

f([x,y,2],v) = (VFf,¥) =
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Poznamka
Funkce f: R” — R je diferencovatelnd v bodé x* € R", pokud existuje
a € R" takové, ze

f(x*+ h) — f(x*) — (a, h)

Ihl=0 Al =04 f(x" +h) = F(x*) +(a, h) + 7(h)

a limp_o % = 0. Pak df(x*)(h) = (a, h), kde a = (ay, ..., a,) € R",

aj = 8%(;*). Pro u e R" je f/(X*, U) = <Vf(X*)v u>.

f'(x*, u) = (VFf(x*), u) |ze chdpat jako linedrni zobrazeni u — f'(x*, u).
MizZe se stat, Ze funkce neni diferencovatelnd a Ze vySe uvedené plati a je
linedrni (v kaZdém smé&ru existuje smé&rova derivace a je linedrni), tomu se
fika slaby (Gateauxiv) diferencidl.

Diferencidl zavedeny v definicich 12 a 13 se potom nazyva totdln{
(Fréchettv) diferencial.
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Pomoci diferencidlu vypo&téte ptiblizng /2,982 + 4,052,

Priklad 10 J

Fx* + h) ~ F(x*) + dF (") (h)
f(x,y) = Vx%2+y2, [x0, 0] = [3,4], h1 = —0,02, hp = 0,05

X 3 y 4
fo=——— £(3,4) =2, f= 2 £,(3,4) =~
a3 =5 b= =]
3 4 0,14
df (xo, yo)(h1, h2) = 5 (—0,02) + 5 (0,05) =
14 2
/2,982 + 4,052 ~ /9 + 16 + 0, =5+ 0,28 = 5,028

5 10

© Petr Hasil (MUNI)

Matematicka analyza 55 /201

Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Diferencidly vy3sich ¥ada

Pro f: R — R mame

df(x0)(h) = '(x0)-h, d*f(x0)(h) = f"(x0)-h%, ..., d"F(x0)(h) = (") (x0)-h".
Taylorliv polynom pak Ize psat jako

d*f(x0)(h) n d"f(xo)(h)

f(xo + h) = f(x0) + df(x0)(h) + —— R

+ zbytek.

Pro f: R> = R, h = (hy, hy) mdme

of of
df(xo0, 0)(h1, h2) = —=(x0, ¥0)h1 + —(x0, yo) h2.
ox Oy

Diferencidl druhého ¥adu by tedy mohl vypadat takto

Ah? + Bhyhy + Ch3.
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Priklad 11

Ur&ete rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f(x,y) = x> + y3 v bod¥
[1,1,2].

of of
z—z9= a(XOJ’O)(X —Xo) + @(Xoij)(y — Yo)

o =3 = Jpro [xy] = [1.1]] =3
?;:3%: lpro [x,y] = [L,1]| =3
tedy z—2=3(x—1)+3(y—1)=z=3x+3y —4 [ |
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Definice 14

Necht funkce f: R? — R ma v bod& [xo, yo] spojité parcidlni derivace
druhého ¥adu, pak definujeme druhy diferencidl (diferencial druhého ¥adu)
jako

2 2 2

o“f o“f o°f
2 - —_— . 2 - —_— . —_— . 2
d°f (%0, yo) (b1, h2) = -5 (%0, yo)-hi+2 8X8y(xo,)/0) h1h2+8y2 (x0,¥0) 3.

v

Poznamka

fx Fy hy
—_—
! h

= fh? + 2f hi by + £, b3

Lze také psat d?f(hy, ho) = (h, f"h).

y
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Diferencidly vyssich ¥adt Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Diferencidly vyssich ¥adt
Definice 15
Necht funkce f: R? — R ma v bod& [x, yo] spojité parcialni derivace do Definice 16
¥adu n véetné, pak definujeme n-ty diferencidl (diferencidl n-tého ¥adu , , e, o .
ko P ) Y ( ) Necht funkce f: R” — R md v bodé x* € R" spojité parcialni derivace
! non onf druhého ¥adu, pak definujeme druhy diferencidl (diferencial druhého ¥adu)

n _ i pn—i . 2 * _ 11( %

o, 0) (. 1) = 3 (7) et o ing jako d2F(x")(h) = (h, £/(x*)h), kde
1=
’ f;<1X1(X*) T fX1Xn(X*)
Pozndmka f"(x*) = : g ;
Protoze e (X)) F (X7)
d"f(x0, y0)(thy, tho) = t"d"f(x0, yo)(h1, h2),
je d"f(x0, yo)(h1, h2) homogenni funkce ¥adu n.
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Diferencidly vy3sich ¥ada Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Kmenova funkce

Poznamka

UvaZujme f: R? — R, potom

d*f(x0, y0)(h1, h2) = . . o ..
3 5 ) 3 P¥ipomeiime si koncept primitivni funkce pro funkce f: R — R, coZ je
= foo (X0, ¥0) hi + 3y (X0, Y0) hT 2 + 3y (X0, Yo) h1 b5 + fyy (X0, Yo) 15 funkce F takova, ¥e F/ = f.

pro spojité parcidini derivace. UvaZujme funkce P, Q: R? — R. Existuje funkce H = H(x, y) takova, Ze

Diferencial 1. ¥ddu je vektor, 2. ¥adu je (symetrickd) matice, 3. ¥adu je
v " 7 4 HX - P7 H = Q’
krychlicka” v prostoru, ... (tzv. tenzor n-tého ¥adu).

neboli dH = P dx + Q dy?

Poznamka

Necht exponent v kole¢ku znamena binomickou vétu, kde se misto mocnin
f délaji dal¥i derivace a h se b&%n& umociiuje, napt. pro f: R2 — R je
d3f(X0,y0)(h1, h2) = (ﬁ(hl + f:vhg)® nebo

d"f(x0,¥0)(h1, ho) = (fchy + f,h)\Y.

Pak také pro f: R" — R bude d™f(x*)(h) = (fuh1 + - -- + fo, h) @,

v
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Kmenova funkce

Diferencialni po&et funkci vice promé&nnych

Véta 18

Necht P, Q: R? — R mayji spojité parcidlni derivace Py, Qx a plati
P, = Q.

Pak existuje funkce H: R? — R takovd, e Hy = P, H, = Q, tj.

dH(x,y) = P(x,y) dx + Q(x, y) dy.

Definice 17
Funkce H z v&ty 18 se nazyvad kmenova funkce funkci P a Q.
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Kmenova funkce

Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych

P¥iklad 12
Rozhodnéte, zda ke dvojici funkci

P(X7.y):X2_y25 Q(X,Y):5—2Xy
existuje kmenova funkce. Pokud existuje, tak ji uréete.

Kmenovd funkce H existuje, nebot P, = —2y = Q.

Protoze H, = P, mame

2 2 x3 2
Hexy) = [ Pocy) dx= [0 =52) dx =5 =02+ €O

Nyni vyuZijeme znalosti H, = Q k uréeni C(y), tj.

Tedy H(X,y):%z'—xy2—|—5y+c, ceR.

Samoziejmé& Ize nejd¥ive vyuzit Q a poté P, tj. H(x,y) = [ Q(x,y) dy,
kde potom C = C(x).
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Hy = =2xy+C)(y) = Q@ =5-2xy = C/(y)=5 = C(y) =5y+c, ceR.
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Kmenova funkce

Diferencialni po&et funkci vice promé&nnych

Diikaz.

PoloZme N Y
Hix.y) = / P(t.y) dt + / Q0. ) dt.
X0 Yo

Pak Hx(x,y) = P(x,y) a

X

Hy(x,y) = Q(xo,y) + / P, (t.y) dt

X0

= Q(Xan)+/X Qx(t’y) dt = Q(Xan)"i'Q(X’y)_Q(XOaY) = Q(va)'

O

v
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Kmenova funkce

Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych

Exaktni diferencidlni rovnice
UvaZujme diferencialni rovnici

P¥epsanim na

dy _ a(x,y) _ _
a_ b(X,y)7 a(va) dx b(xa)/) d.y_07 dH(va)_O
vidime, Ze pokud plati a,(x, y) = —bx(x,y), pak rovnici vyFesime

nalezenim p¥islugné kmenové funkce H. Jeji feSeni je pak dano implicitné
vztahem H(x,y) = c a ¥ikdme, Ze jde o exaktni diferencidlni rovnici.
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Kmenova funkce Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZenych funkci

Kmenova funkce t¥i a vice promé&nnych

Kmenovou funkci zavadime analogicky i pro funkce vice nez dvou

prom&nnych. UvaZujme nap¥. P, @, R: R3 — R a hledejme funkci Pfipomefime situaci pro f,g: R = R.
H = H(x,y, z) splfiujici Véta 19
dH=Pdx+Qdy+Rdz, tj. H,=P,H =Q,H,=R. Necht funkce f ma derivaci v bodé& xq a funkce g ma derivaci v bod&

yo = f(xo). Pak sloZend funkce
Protoze ny - Py’ ny = QX’ H.« = R, Hy; = P5, Hyz = Qz; sz =R,

ovéfime podminky ve tvaru F(x) = g(f(x)) = (gof)(x)
Py =Qx,P: =R, Q: =R, m4 derivaci v bod& xq a plati, Ze
a postupujeme analogicky jako u funkci dvou proménnych, pouze ve t¥ech F'(x0) = g’(f(xo)) - f'(%0) = &'(v0) - f'(x0).

krocich misto dvou. Prvni krok napf¥.

H(x,y,z) = /R(x,y,z) dz, kde potom C = C(x,y).
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Dikaz
Véta 20 Dikaz provedeme pfimo pomoci definice. Ihned dostaneme
Necht u,v: R? — R maji parcidlni derivace prvniho ¥adu v [xo, yo] a
’ . F(xo+t,y0) — F(x
f: R? — R je diferencovatelnd v bodé& [ug, vo] = [u(x0, ¥0), v(x0, y0)]. Pak tIm}J (o + )/03 (xo0. o) =
md funkce F(x,y) = f(u(x,y), v(x,y)) parcidlni derivace prvniho Fadu -
) b ) ) f- t t _ f-
v bodé& [xo, yo| a plati = lim (ubo+ £ y0), v(x0 + £ y0)) = F(ul*o: 0). V(Xo,yg))7
t—0 t
OF orf 0 orf 0 . “ Ly
a(Xo,yo) = %(Uo, ) - ai)i(xo’yo) + %(Uo, w) - a%i(Xo,yo)’ kde diferencovatelnost f zajisti, Ze
OF of ou of

_ v f(uo + h, vo + k) — f(uo, vo) = Ah+ Bk +7(h,k), A BER
ay (x0,¥0) = au(uo,vo) ay(Xo,)/o)+ 8V(U0,Vo) ay(X07YO).

pfitom A = fu(u0, Vo), B = fv(uo, Vo),

Pozndmka (h k)
-
Pro z=2z(u,v),u = u(x,y),v = v(x,y) lze zkracené psat nap¥t. lim ——=
(u,v) (x,¥) (x,) p P L

Zy = Zy - Uy + 2y + Vy, nebo%:%-%—i—%-gi.

a h = U(XO + t’ .yO) - U(X07.y0)’ k = V(XO + t7.y0) - V(X07y0)7
kde h,k -0t — 0.
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Parcidlni derivace slozenych funkci

V limité tedy mame

f(u(xo + t, %), v(xo + t, ¥0)) — f(uo, vo) =
= fu(uo, vo) [u(x0 + t, o) — uo] + £, (uo, vo) [v(x0 + t, y0) — vo]
+ 1(u(x0 + t, ¥0) — uo, v(x0 + t, y0) — vo) =: G(t).

Dosadime tedy do limity

. G(t
jim S0 _ fu(to, vo) - tx(x0, ¥0) + f (10, v0) - v (X0, y0)
t—0 t

o1
+ lim ET(U(XO +t,¥0) — to, v(xo + t, Y0) — o)

t—0
= fy(uo, wo) - ux(xo0, yo) + (o, vo) - vx(x0, y0),

kde jsme vyuzili vypolet
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZenych funkci

m - (u(xo + t, y0) — o, v(xo + t, ¥0) — Vo)
t—0 \/?
\/(U(XO + tayO) - U0)2 + (V(XO + t,)/O) — Vo)2
V(

X

N

X

u(xo + t,y0) — uo)? + (v(xo + t, 0) — v0)?

7 (u(xo + t, y0) — o, v(xo + t, ¥0) — o)

Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZenych funkei

P¥iklad 13
Urcete parcidlni derivace z, a z, funkce

z=¢e"" sinv, kde Uu=xy, v=x-—y.

Zy = Zy - Uy + 2y - Vyx

=e’ sinv-y+e'-cosv-1=eY[ysin(x —y)+ cos(x — y)]

Zy =2z, Uy + 2,V
=e" sinv-x+e"-cosv-(—1)=eY[xsin(x — y) — cos(x — y)]
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= lim
=0 \/(u(xo + t,y0) — t0)? + (v(x0 + t, ¥0) — v0)?
)
2 2
u(xo + t, o) — o vixo+t,y0) —wvo | 0
t t '
—ux(x0,¥0) — Vi (X0,%0)
—kone&né &islo
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZenych funkci

Priklad 14

Zavedenim novych proménnych u = x + y, v = x — y najdéte v8echny
diferencovatelné funkce f(x, y), spliiujici vztah

f(x,¥) + f,(x,y) = 0.

Hleddme funkci f(x,y) = z = z(u(x,y), v(x,y)), kde

ﬁ((x7y):ZX:ZU'UX+ZV'VX:ZU+ZV)

fL(xy)=2z, =z, u+2,-v,=2,—2,

spliiuji 0 = z, + z, = 2z, tedy z, = 0 a z je funkci prom&nné v (nezavisi
na u). MiZeme tedy psat z = g(v). ReSenim je

f(x,y) = g(x—y),

kde g je libovolna diferencovatelna funkce. ]
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Parcidlni derivace slozenych funkci

Poznamka

P¥ipomerime, Ze pro funkce jedné proménné mame

[F'(g(x)) - g'(x)] = "(g(x)) - 8”(x) + '((x)) - £"(x)-
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZenych funkei

Diikaz.
Nejprve si uvédomime, Ze
0z, 0Oz, 0z, + 0z, i
= u Vx = Zyylx + Zyy V. —— = ZyylUx + Zyy Vx-
8X au X 8\/ X uut+x uvvVx, 8X vuH“Xx vv VX
Odtud ihned dostaneme prvni vzorec
02y 0 ( n ) 0z, n n 0z, n
Zix = — = —(zZyux + zyVx) = —ux + z,U — vy + z,Vv.
XX 8X 6X uHx v VX 8X X uHXxx 8x X Vv VXX

2 2
= ZyyUy + Zyy UxVx + Zylxx + ZyyUxVx + Zuy Ve + 2y Vix

2 2
= ZyyUu, + 2z, Uy Vy + Zyy Vs + Zylxx + Zy Vxx.

Ostatni podobné. |

v
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZenych funkci

Véta 21

Necht u,v: R? — R maji druhé parcidini derivace v bodé& [xo, yo] a

f: R?2 — R md spojité druhé parcidini derivace v bod&

[uo, vo] = [u(x0, y0), v(x0, Y0)]-

Pak z = F(x,y) = f(u(x,y), v(x,y)) mad druhé parcidini derivace v bod&
[X07.y0] a platll

2 2
Zyw = ZyyUy + 2Zyy UxVx + Zyy Vy + Zylxx + Zy Vi
Zyy = ZyylUxUy + ZyyUxVy + ZyyUy Vx + Zyy Vi Vy + Zylxy + Zy Vxy = Zyx,

2 2
zyy = ZyyUy, + 2z4y Uy vy + Zyy vy + Zylyy + 2y vyy.

Poznamka
e Ve vzorcich je z = z(up, wy), u = u(xp, y0) a v = v(x0, ¥0), totéZz pro
parcidlni derivace.

@ Pro zapamatovani vzorcl lze vyuZit formalni mociiovani popsané na
slidu 62.

v
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZenych funkei

Priklad 15

Substituci u = x + ay, v = x — ay najd&te Feeni rovnice a’z, — zy,, = 0.

Protoze
Zx = Zyux + zyVx = zy + 2y, Zy = ZyUy + 2V, = az, — azy,
Zyx = ZyylUx + ZyyVx + Zyylx + 2y Vx = Zyy + 22uv + Zyv,
zy, = a(zyuly + Zyy Vy — Zy Uy — 2, Vy)
= a(azuu —azy, —azy, + azvv) = az(zuu — 2z, + Zvv)
dostavame

2 2 2 2
0=a"2zx—2zy=2a (zuw +2zuy + 2v) — 3 (Zuu — 220y + 20) = 43" Zuy,

tedy z,, = 0.
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Parcidlni derivace slozenych funkci

Proto z,(u,v) = g(u) a mdme

z(u,v) = /g(u) du+f(v) = z(u,v) = h(u) + f(v),

—_——

:=h(u)
tedy z(x,y) = z(u(x, y), v(x,y)) = h(x + ay) + f(x — ay), kde h, f jsou
libovolné funkce jedné proménné, které maji druhou derivaci. |
Pozndmka

e V prikladu 15 se jednd o tzv. vinovou rovnici, kterd popisuje napt.
chvéni struny na hudebnim ndstroji, kde z(x, y) je velikost vychylky
struny, x je vzdalenost od jednoho z bod{ upevnéni struny a y je €as.

e Je-li zadand potatetni poloha a rychlost chvgjici se struny (je dana
dvojice funkci ¢, 1) jedné promé&nné popisujici po¢ate€ni stav struny),
pak po&atetni podminky z(x,0) = ¢(x), z,(x,0) = (x) uréuji funkci
z(x, y) jednozna&né.

v
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Tayloriiv polynom

Poznamka

P¥ipomefime, Ze Taylorlv polynom n-tého ¥adu funkce jedné promé&nné f
se stfedem xg je tvaru

Tn(f,Xo) = ag + al(x — Xo) + 32(X - X())2 + -+ a,,(x - Xo)n,

kde )
. f (Xo) _
ik = K ) k= O) ]-a , N,
a zbytek lze pro jisté & mezi x a xp zapsat jako
f(n+1)(§) n+1
crn (x —x0)" .
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Parcidlni derivace sloZenych funkci

Véta 22
Necht f:R™ - R agi: R" - R (i =1,...,m) maji spojité parcidlni
derivace druhého Fadu. Oznaéme x* = [x1,...,%n|,u = [u1,...,um], kde

ui=gi(x*)(i=1,...,m).
Pak existuji parcidlni derivace druhého Fadu funkce

F(xi,...,xn) = f(g1(x1,-- -y %n)s -, 8m(x1, ..., Xn))

v bodé x* a plati

Uy Ox;

— Oug 'ax,-ax,-

2 m 2 2
0 F.(X*) -y O?f (u)'agk(x*).aiili Y of () gk (x),
k

v
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Tayloriiv polynom

Véta 23

Necht f: R? — R md v bodé x* = [xo, yo| a jeho okoli O(x*) spojité
parcialni derivace aZ do ¥adu n+ 1 vletné.

Pak pro [x, y] € O(x*) plati £(x, y) = Ta(F,x*)(x, ) + Rasa (£, x7)(0),
kde pro 6 € (0,1),h=x — xo, k =y — yo Je

* o % of " g .
TolFox ), y) = FG¢) () -t 5o () -k
L[ oy 2y OF PF .
+2![8X2(X).h +28X8y(x).h.k+8y2(x).k]+,,_

Lgn(n\ 0" i
“+n!,0<i>8x”_"6y"(x).h K

1=

RnJrl(f?X*)(H): 72

(n+1)! i Joxnt1=igyi

YRR <n+ 1) omHLf

=

(xo+0h, yo+0k)-h" 1k

v
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Tayloriv polynom Diferencidlni po&et funkci vice proménnych [EEEVISIIVATSI Tl

Diferencialni po&et funkci vice promé&nnych

Diikaz.
e Zavedeme funkci F(t) = f(xo + th, yo + tk) tak, Ze
F(O) = f(X07y0)7 F(l) = f(va)

Poznamka
@ Pro F pouzijeme Tayloriv rozvoj pro funkci jedné proménné, tj. U¥itim znagenf pro diferencidly méme
F(1) =
F(0)+ F'(0) + 3F"(0) + -+ 5 FU(0) + iy FH(6), 60 € (0, 1). To(F,x")(x,y) =

° Zderivujeme F

dE(t) = 9L (x0 + th, yo + tk) = |derivace sloZené funkce| =

I = F(x*) + df (x")(h, k) + %dzf(x*)(h, K)+ -+ %d"f(x*)(h, k),

x(t) y(t) 1
9 (xo + th,yo + tk) - h + %;(xo + th, yo + tk) - k. Rn1 = 1)
o Indukci |ze ukazat, ze
G (1) =201 (7) gertay axn :ay (xo + th, yo + tk) - h"~" - k'.
e Nakonec dosadime za F(t) funkci f(x,y).

d"f (xo + Oh, yo + 0k)(h, k).

DJ
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Tayloriiv polynom Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Taylortiv polynom
Priklad 16
v ° . / v _ X v
Urcet?XTaj//Ij)ruv[lro;i/OJ druhého ¥adu funkce f(x,y) = vV bodé PrKlad 17
= [X0,¥0] = [+, 1]
Spotitejte 1,04292 pomoci Taylorova rozvoje druhého ¥adu. J
bl b | B |y | by
1 2 1
y 0 _)% 7)3‘( Y f(X7y) = va [XO,YO] = [172]a h= 07047 k = 0,02,
1 0 -1 2 1 fX:y~)(y_]':27 fy:Xy Inx =0,
1
Ta(f,x")(x,¥) = 2+ = (x — x0) < ) (v — o) fa=y(y—1)x""2=2 fy =yx Linx+x"t =1, £, =x"(Inx)? =0,
Yo Yo
0-(x—x0)>+2- — X —
(=) < >( 0)ly =)+ g(y o)’ To=12+42.0,04+0- 002+2(2 0,042 +2-1-0,04-0,02+0-0,022)
=1+ 0,08 + 0,0016 + 0,0008 = 1,0824.
Ta(F (L) (xy) = 1+1- (x = )+ (-1)(y ~ 1) TR TR |
1
+§[0-(X—1)2—|-2-(—1)(X—1)(y—1)+2-(y—1)2] u
= 1—i—x—y—xy—|—x—|—y—|—y2—2y:y2—xy—|—2x—2y+l.l
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Diferencidlni po&et funkci vice proménnych [EEEVISIITVALTSI Tl

Véta 24

Necht f: R" — R md v bod& x* = [x{,...,x}] a v jeho okoli O(x*)
spojité parcialni derivace aZ do ¥adu n+ 1 v&etné.
Pak pro h = [hy, ..., hp],x* + h € O(x*) plati

F(x* 4+ h) = Ta(F,x*)(X) + Rosa(x" + 0h), 0 € (0,1),
Ta(f,x*)(x) = F(x*) + df(x*)(h) + %dzf(x*)(h) +oot %d”f(x*)(h),

Ros1(x* + 0h) = S d™H (x4 6h)(h), 6 € (0,1).

(n+1)

PouZili jsme k-ty diferencidl funkce f v bod& x*

k! kf , .
d Fx)h) = > 0 (x*) - bl ... hin,

nbeile-inl gxt .. Oxp
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy
/]
Priklad 18

o f(x,y)=+/x*+y?
ma v [0, 0] lokdIni minimum, ale nema tam parcialni derivace
< +y? [xyl #10,0]
1 [x; ¥ = [0,0]
md v [0, 0] lokdlni maximum, ale neni tam spojitd

o f(X’y):
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych LokaIni extrémy

Definice 18

Necht f: R" — R, xg € R".
@ Funkce f ma v bodé& xg lokalni maximum pravé tehdy, kdyZ existuje
okoli O(xp) takové, Ze f(x) < f(xp) pro vechna x € O(xp).
@ Funkce f ma v bodé& xg lokalni minimum pravé tehdy, kdyZ existuje
okoli O(xp) takové, Ze f(x) > f(xo) pro viechna x € O(xp).
@ Funkce f ma v bodé& xy lokdlni extrém, jestliZe ma v tomto bod&
lokalni maximum nebo minimum.

@ Jsou-li nerovnosti ostré, mluvime o ostrych lokdlnich extrémech.
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Diferencialni po&et funkci vice promé&nnych Lokalni extrémy

Definice 19

Necht f: R” — R a xg € R". Bod xg je staciondrnim bodem funkce f,
jestlize existuji parcidlni derivace v xg a plati

of
W(XO):O pro i=1,...,n.
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Lokalni extrémy

Véta 25 (Fermatova véta, nutnd podminka existence lokalniho extrému)

Necht f: R" — R a xg € R". Jestlize md funkce f v bodé& xq lokdIni
extrém a existuji v xo vSechny jeji parcidlni derivace prvniho Fadu, pak je xp
stacionarni bod.

v

Dikaz.

Sporem necht jsou spln&ny predpoklady véty a 3i : g—)’;(xo) # 0. Zavedeme
funkei (t) = f(xo + t - &), jeji derivace ¢/(t) = £ (xo + te;) jev t =0
nenulova a funkce ¢ tedy nema v t = 0 stacionarni bod. V kazdém okol{
O(xo,€) proto existuji t1, to takova, Ze

<,0(t1) < (,0(0) < (p(tz) = f(Xo + t1e,-) < f(Xo) < f(Xo + tge,'),

COZ je spor. ]

e1 =(1,0,0,...,0),...,ei=(0,...,0,1,0,...,0),...

© Petr Hasil (MUNI)

Matematicka analyza 96 /201

Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Véta 26

Necht f: R? — R m4 v bodé& [xo, yo] a v jeho okoli spojité parcialni
derivace druhého Fadu a [xo, yo| je staciondrni bod.

o Jestlize

D(XOa.yO) = f;(X(X()?yO) : ﬂ/y(XO,YO) - f;<2y(X0).y0) > 07

pak m3 funkce f v bodé& [xo, yo| lokdIni extrém, a to minimum, kdyZ
fix (X0, Y0) > 0, nebo maximum, je-lIi fx (X0, o) < 0.

o Jestlize D(xo, o) < 0, pak f nema v [xo, yo| lokdlni extrém.

© Petr Hasil (MUNI)

Matematicka analyza 98 /201

Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Lokalni extrémy

Poznamka

Extrém miZe nastat pouze ve staciondrnim bodég, nebo v bodég, kde
neexistuje aspoil jedna parcidlni derivace. Ve stacionarnim bodé& extrém
byt ale nemusi.

1

f(x,y) = x> — y?> ma v [0, 0] typicky sedlovy bod
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Diferencialni po&et funkci vice promé&nnych Lokalni extrémy

Poznamka

P¥ipomefime si situaci v jednorozmérném p¥ipadé. Mé&jme funkci
g: R — R, pak

£(x) = 8() + &/ (0)(x ~ x0) + 58" (€)x — x0)°, ke & € Olxo).

Je-li xp staciondrnim bodem, je g’(xp) = 0, tedy

8(x) = 8(0) + 38" (E)(x — xo)*

P¥edpoklad g”(xo) # 0 ndm zarudi, Ze sgn g”(xp) = sgn g’ (). Pak
o g"(x0) > 0=g"(&) > 0= g(x) > g(xo) = lok. minimum,
0 g”’(x0) <0=g"(§) <0= g(x) < g(xo) = lok. maximum.
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Lokalni extrémy

Diikaz

Uvazujme funkei D(x,y) = fi(x, y) - iy (x,y) — £2(x,y) a
predpokladejme, Ze D(xo, yo) # 0. Ze spojitosti derivaci plyne spojitost

D(x, y), tedy sgn D(x, y) = sgn D(xo, y0) pro [x, y] € O([x0, yo], €).
PouZijeme Taylor(iv rozvoj

f(x,y) = f(x0,¥0) + £(x0, ¥0)(x — x0) + £, (x0, Y0)(¥ — ¥0)
=0
+ 5 [fler, @) (x = x0) + 2y (c1, ©2)(x — x0)(y — yo)

+hy (e, )y = vo)] |

—

kde c1, c» lezi na dselce spojujici body [x, y]| a [xo, yo]. Ozna&ime-li
fix(cr, @) = A, fy(c1, ) = B, fy(c1,2) = C,x —xo = h,y — yo = k,
pak f(x,y) = f(x0,y0) + 3(Ah? + 2Bhk + Ck?). Déle oznatme

Ah? + 2Bhk + Ck? = P(h, k). Vée tedy zile#i na znaménku P(h, k).

4
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

P¥ipad

D(xo0, y0) <0

Opét pouZijme sgn D(xo, yo) = sgn D(c1, ¢2), takZe nyni
D(x0,y0) < 0= D(c1, ) < 0= AC — B> < 0.
Diskriminant Q(t) = At? + 2Bt + C je tedy —4(AC — B?) > 0, proto
dt1, to - Q(tl) >0A Q(tg) < 0. Oznatme [hl, kl] = [atl,a] a
[h2, ko] = [at2, @] pro libovolné a # 0. Pak
P(h1, k1) = A(aty)? + 2Ba’t; + Ca? = o?Q(t1) > 0,
P(ha, ky) = A(aty)? +2Ba’t, + Ca? = o?Q(tp) < 0.

Nebot h = x — xp, k = y — yo a « je libovolné, Ize se dostat libovolng&

[h1, k1] a [h2, k2] s vySe uvedenymi vlastnostmi.

Tedy YO([x0, o], €) 3[xo + h1, yo + k1], [xo + h2, yo + ko] takové, Ze
f(xo+ h1,y0 + ki) > f(x0,0) A f(xo+ h2,y0 + ko) < f(x0, ¥0)

a extrém tedy nenastdva.

blizko k [xo, yo]. Odtud plyne, Ze v libovoln& malém okoli [xp, yo] najdeme

O

v
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych LokaIni extrémy
P¥ipad  D(xo,y0) >0
o Jestlize k =0, pak P(h, k) = Ah?, h # 0 (kdyby h = 0, pak
[x,y] = [x0, yo], ale my chceme bod z okoli). Protoe AC — B? > 0,
je jist&¢ A#0, takze P(h,k) >0 A>0a P(hk) <0< A<O.
o Jestlize k # 0, pak
‘ h

) h\? h
P(hk)=k |Al+) +2B-+C|=| =t

= K*(At> + 2Bt + C
P P P (A + 2B+ C)
a oznaéme Q(t) = At? + 2Bt + C, tedy sgn P = sgn @ a diskriminant
Q(t) je 4(B? — AC) = —4(AC — B?) < 0, tedy
Q(t) <0« P(h,k) <0< A< 0 nebo
Q(t) >0« P(h,k) >0 A>0.
Celkem, protoZe sgn fix(x0, Yo) = sgn fxx(c1, c2) pro n&jaké O([xo, ¥o], €),
mame
f(x,y) > f(x0,y0) & P(
f(x,y) < f(x0,y0) & P(

k) >0 A> 0% fi(c, @) >0,
k) <08 A< 04 fix(c, o) <0.
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

P¥iklad 19
Uréete lokaIni extrémy funkce f(x,y) = x> + y3 — 3xy. J

© Urc¢ime staciondrni body.
f(x,y) =3 =3y =3(x> —y) =0 & y = x>
f,(x,y) =3y2=3x=3(y> —x) =0 & x = y°.
Odtud x* —x =0 x(x3-1)=0=x =0(—y=0),
Xy = 1 (—>y = 1),X374 cC=> P1 s [0,0], P2 = [1,1].
@ Spotitdme druhé derivace.
fox = 6x, f, =6y, f,=-3.
© Vyhodnotime pomoci D(x, y).
D(x,y) = 6x - 6y — (—3)% = 36xy — 9, takZe
D(0,0) = -9 <0 = [0, 0] neni extrém,
D(1,1) =27 >0 = [1,1] je extrém a vzhledem k f,(1,1) =6 >0
jde o minimum.
[ |
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Lokalni extrémy

Samoziejmé& muiZe nastat p¥ipad D(x,y) =0...

Priklad 20

Urgete extrémy funkce f(x,y) = x* + y* — x> — 2xy — y2. J

Q@ L =4x3-2x—-2y =0, fy:4y3—2x—2y:0 =
X—y3=0e 3=y’ & x=y, pak
43 —2x—2x=0 = x(x* - 1) =x(x—-1)(x+1)=0 =
P=10,0,Q=11,1,R =[-1,-1].
Q fu=12x>-2, f,=12y2-2 f, =-2.
Q@ D(x,y) = (12x2 — 2)(12y? — 2) — (—2)?, tedy
R:D(-1,-1) =96 >0, fix(—1,—1) =10 > 0 = ostré lok. min.,
Q:D(1,1) =96 > 0, fix(1,1) = 10 > 0 = ostré lok. min.,
P:D(0,0) =0 = nelze pouZit v&tu 26.
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych LokaIni extrémy

Rozhodneme pfimo podle chovéni funkce v okoli bodu [0, 0].
e Hodnota v bod& P je f(0,0) = 0.

o Jestlize y = —x, pak
fx,y) =x*+x* = x> +2x* = x* =2x* > 0 pro x #0.
o Jestlize y =0, pak

f(x,y) =x*—x*=x*(x>-1) <0 pro x € (-1,0)U(0,1).

V kazdém okoli O([xo, yo]) tedy existuji body [x1, y1], [x2, y2] takové, Ze
f(x1,y1) < £(0,0) < f(x2, y2)-

V bodé P tedy neni extrém. |
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Definice 20

Necht A € Mat,xn(R) je symetrickd, h = (hy,..., h,) € R" je vektor a
uvaZzujme kvadratickou formu

n
P(h) = (Ah,hy = > ajhih;.
Pak P(h) je v
e pozitivné& (negativn&) semidefinitni, je-li
P(h) >0 (P(h) <0) VheR"
e pozitivné (negativné&) definitni, je-li

P(h) >0 (P(h) <0) VheR"~ {0},

@ indefinitni, jestlize

3h,k € R": P(h) > 0 A P(k) < 0.

v
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Lokalni extrémy

Véta 27
Necht f: R" — R je funkce se spojitymi parcidlnimi derivacemi druhého
¥ddu v bod& x* = [x1,...,x,] € R" a n&akém jeho okoli. Necht je navic

x* staciondrnim bodem (tj. parcialni derivace prvniho Fadu jsou v ném
rovny nule). Pak
Q v x* je ostré lokdIni minimum (maximum), jestlize P(h) = (Ah, h) je
pozitivn& (negativné&) definitni, kde

2 2
271;()(*) 8)?15;"( “)
A= . . . _ 9%f )" — 1 x*)-
= : - : = ax,axj(x) el (x*);
2 2
g (X)) e GE()

@ v x* neni extrém, jestlize P(h) = (Ah, h) je indefinitni;

@ jestlize v x* je extrém, pak P(h) je pozitivn& (negativn&) semidefinitni.

Matice A se nazyvd Hessova matice (a zna&i se V>f).
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Lokalni extrémy

Véta 28 (Sylvesterovo kritérium, pfipomenuti)
UvaZujme kvadratickou formu P(h)=(Ah, h) danou symetrickou matici A.
e P je pozitivné (negativné) definitni pravé tehdy, kdyZ jsou vsechna
vlastni &isla matice A kladna (zaporna).
e P je pozitivn& (negativné) semidefinitni pravé tehdy, kdyZ jsou
vSechna vlastni &isla matice A nezdporna (nekladna).
@ P je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyZ jsou vsechny vedouci hlavni
minory matice A kladné.
@ P je negativné& definitni pravé tehdy, kdyZ vedouci hlavni minory
matice A stfidaji znaménka pocinaje zapornym.

Pro A= (a;j)f’jzl jsou vedouci hlavni minory determinanty

dil  ai2
a

oL 3 ,...,det A.

’311}7

Casto se misto o definitnosti formy P mluvi o definitnosti matice A.
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych LokaIni extrémy

Dukaz.

UvaZme Tayloriv rozvoj pro funkce vice proménnych (x, & € R")

f(x) = f(x*) +df(x")(h) + %d%(g)(h) :

—_—
zbytek
Oznalme
of af . \" [of , \"
f/ = - — A = P
()= (et ) = (5209)
pak
1
F(x) = F(<) + (o). ) 5 (9 - b h)
=0 rozhoduje o znaménku
DJ
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Absolutni extrémy

Definice 21

Necht f: R” — R a M C D(f) Rekneme, %e funkce f ma v bod¥ xg
absolutni minimum (maximum) v M, jestlize

f(xo0) < f(x) (f(xo)>f(x)) Vxe M.

Jestlize plati ostré nerovnosti, mluvime o ostrych absolutnich extrémech
pro Vx € M, x # xp. Také se pouZivd nazev globalni extrémy.
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Absolutni extrémy

Véta 29

Necht f: R" — R je spojitd na kompaktni podmnoZin& M svého
defini¢niho oboru. Pak f nabyvd svého absolutniho minima i maxima na M
bud' v bodech lokalnich extrémi v M nebo na hranici M.

v

Diikaz.

Plyne pfimo z Weierstrassovy véty. O
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Absolutni extrémy

Hranice

QO x=0,y€c[0,4 = f(x,y)=r(0,y)=—y>+y = u(y), hleddme
tedy extrémy funkce jedné prom&nné u(y),y € [0, 4].
U(y)=-2y+1=0 = y=3u"(y)=-2<0 = lok. max.

s hodnotou u(3) = % a krajni body u(0) = 0, u(4) = —12.
Méme tedy body B = [0, 1], C = [0,0], D = [0, 4].

Q@ y=0,x€[0,4 = f(x,y) =f(x,0) = —x® + x = v(x),
V(x)=-2x+1=0 = x=3,u"'(x) = -2<0 = lok. max.

s hodnotou v(3) = % a krajni body v(0) = 0, v(4) = —12. Mdme
tedy body £ = [1,0], F = C =[0,0], G = [4,0].

Q@ y=4-x,x€[0,4] = f(x,y) = f(x,4—x) = —3x>+12x—12 = (x),
P'(x)=—-6x+12=0 = x=2,¢"(x) =—6 <0 = lok. max.

s hodnotou ¢(2) = 0 a krajni body ¢(0) = —12,¢(4) = —12. Mame
tedy body H =[2,2],/ = D =10,4],J = G = [4,0].
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Diferencidlni po&et funkei vice prom&nnych Absolutni extrémy

Priklad 21

Najd&te absolutni extrémy funkce f(x,y) = xy — x> — y?> + x + y na
mnozing M = {[x,y] € R? : x >0,y >0,y <4 —x}.

Lokalni extrémy
fk=y—-2x+1=0, f,=x—-2y+1=0
= y=2x—1=x-22x-1)+1=0= x=1= y=1 = [1,1]
D(x,y) = (-2)(-2) - 1°=3>0, fx=-2<0
= V bod& A = [1, I] je lokdlni maximum s hodnotou f(1,1) = 1.
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Diferencidlni potet funkci vice prom&nnych Absolutni extrémy

Porovnani hodnot v jednotlivych bodech

< Absolutni minimum f(x,y) = —12 v bodech [0, 4], [4, 0].
— Absolutni maximum f(x,y) =1 v bod& [1,1].
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Zobrazeni z R” do R” A ER SR D

Definice 22
UvaZujme funkce fi, f»: R> — R. P¥edpis

[, v] 5 [f(x,y), o(x, )]

definuje zobrazeni F: D(f;) N D(f;) € R? — R2. Funkce f1, f jsou
slozkami zobrazeni F = (f1, f)

Poznamka

@ Vlastnosti zavadime podobng jako u funkci f: R?> — R. Zejména
zpravidla fekneme, Ze F ma vlastnost V), jestlize v8echny jeho sloZky
maji vlastnost V.

@ Zobrazeni F je tzv. vektorové pole.
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Zobrazeni z R" do R" [ENASSCT ER G N G

Definice 25

Necht F: R? — R? je diferencovatelné v bod& [xo, yo]. Pak se matice

of oh

S (x0, y0) (%0, ¥0)
F'(x0,y0) = | 9% o
b0, o) G2 (x0,¥0) G2 (x0: y0)

nazyva Jacobiho matice. Determinant det F'(xg, yo) se nazyvd Jacobidn
zobrazeni F v bodé& [xo, yo].
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Zobrazeni z R" do R" [EVASSCT R ER G N G

Definice 23
UvaZujme zobrazeni F = (i, ): R? — R2.
e F je spojité v bod& [xp, yo|, jestliZze jsou v bod& [xo, yo] spojité jeho
slozky f1, fo.
e F je diferencovatelné v bod& [xo, yo], jestlize jsou v bod& [xp, yo]
diferencovatelné jeho slozky fi, f>.

Definice 24

Necht F: R? — R? je diferencovatelné v bod& [xo, yo], pak zobrazeni
dF(x0, y0): R? — R2 dané predpisem

dF(xo0, yo)(h, k) = [dfi(x0, yo)(h, k), df(x0, yo)(h, k)]
of of of- of-
a*;(xo,}/o) ~h+ af;(xodfo) -k, afj(xo,}/o) ~h+ af;(xodfo) -k,

nazyvame diferencial zobrazeni F.

v
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Zobrazeni z R" do R [ENASSCT S ER G N G

Véta 30

Necht F = (f1,f), G = (g1,&): R> = R? a D(F) D H(G). Dile necht
Jsou F, G jsou diferencovatelné v [xo, yo|. Pak je zobrazeni

H(x,y) = (F o G)(x,y)
diferencovatelné v [xo, yo] a plati
H'(x0, %0) = F'(u0, vo) - G'(x0, Y0),

kde uy = g1(x0, 0), Vo = &2(x0, ¥0)-
Navic plati

det HI(Xo,yo) = det F/(UO, Vo) - det G/(Xg,yo).

(© Petr Hasil (MUNI)

Matematicka analyza 121 /201




Zobrazeni z R” do R” A ER SR D

Diikaz.
Z diferencovatelnosti F a G plyne diferencovatelnost

(M y)\  (Algi(x,y), &(x,y))
Hlxy) = (hz(x, y)) = (fz(gl(x,y),gz(x,y))> '

Nap¥. prvek matice

H'(x0, y0) = <%T(Xo,yo) .>

je 2 (x0, y0) = % (uo, vo) - 28 (x0, y0) + 22 (uo, vo) - 222 (x0, Y0)-

Dosazenim do Jacobidnu obdrzime matici, kterou lze rozloZit na soudin
dvou matic, které jsou F'(ug, vo) a G'(xo, yo0)-

Zavéretné tvrzeni pro Jacobidny plyne z faktu, Ze determinant soudinu se
rovnd soudinu determinantd. O

4
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Zobrazeni z R" do R" [ENASSCT ER G N G

Priklad 22

Zjistéte, zda je zobrazeni F: R? — R? dané slozkami
f(x,y) =xy, h(x,y) = % prosté v okoli bodu [2,1]. Pokud ano, urete
Jacobiho matici inverzniho zobrazeni v okoli bodu [ug, vo] = F(2,1).

Fen= (1 %) Fen=(1 2).

y y
det F/(2,1) = —2 — 2 = —4 # 0, tedy existuje F1a

-1
1 (1 2\t 12 -2
F (“0"’0)_<1 —2) a1 1)

<
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Véta 31
Necht maji slozky zobrazeni F: R?> — R? spojité parcidlni derivace v bodé&
[Xg,yo]. Pokudje

det FI(X07y0) 7é 05

pak existuje okoli O(xo, o), v némZ je zobrazeni F prosté. Zde potom
existuje inverzni zobrazeni a plati

(F1) (o, vo) = [F'(x0, y0)I ",

kde [UO, Vo] = F(Xo,yo).

Diikaz.

Mame (F~1 o F)(x0,¥0) = id(x0, yo) a protoZe Jacobiho matice identity je
jednotkova matice, tak

[(F~" o F)(x0. y0)I' = [F (w0, v0)]" - F'(x0, ¥0)
= [FY(uo, )" = [F'(x0, y0)] .

—
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Zobrazeni z R" do R [ENASSCT S ER G N G

Poznamka

V integralnim po¢tu funkci dvou prom&nnych (pfi vypo&tu dvojnych
integraldl) se pouZivaji tzv. polarni soutadnice. Jedna se o zobrazeni

F:[0,00) x [0,27) = R?,  F(p, ) = (pcosp, psin p)

s Jacobiho matici

E _ cgscp —psiny .
(p>2) (smgp p COS

Jeho Jacobian
det F'(p, p) = pcos® o + psin® g = p

je tedy mimo pocatek nenulovy.

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 125 /201




VASEPZ TR NG MU  Zobrazeni z R” do R

Definice 26

Pro F =(f,...,fm): R" — R™ se slozkami fi, ..
analogicky jako v definici 25 Jacobiho matici F/ a v p¥ipadé¢ m = n

Jacobidn v bodé& x* =[xy, ..., xp] jako
of ofi
o (X)) g (X7)
det F/(x*) = : _ :
Fe(x) o gR(x7)

Diferenciadl dF(x*): R™ — R" definujeme jako
dF(x")(h) = [dA()(A), .. dfm(x") ()],
kde dfi(x*)(h) = 7y G (x*) - hiy k=1,..., m, tedy

dF(x*)(h) = F'(x*) - h,

., fm: R" — R zavadime
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Poznamka
Jestlize m = n = k, potom
det H'(x*) = det F'(y*) - det G'(x™).
Véta 33
Necht F: R" — R", F je diferencovatelnd v x* € R" a det F'(x*) # 0.
Pak existuje okoli O(x*), v ném¥ je F prosté, a tedy existuje F~1 na
O(F(x*)). Navic plati
(FH'0") =F eI

kde y* = F(x*).
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VALICPU TR N Zobrazeni z R” do R

Véta 32

Necht F: R™ — Rk, G: R" — R™ a D(F) D H(G). Déle necht je G
diferencovatelné v bodé x* = [x;,...,x;] a F je diferencovatelné v bod&
y* = G(x¥).

Pak je zobrazeni H = F o G, H: R" — RX, diferencovatelné v bodé& x* a
plati
H'(x") = F'(y") - G'(x") = F'(G(x")) - G'(x").

Diikaz.

U nasobeni matic musime zohlediiovat potadi. Matice se rovnaji, jestlize se
rovnaji jejich prvky, tedy na jednotlivé slozky pouZijeme vétu pro sloZené
zobrazeni z R? do R?. [

v
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Zobrazeni z R" do R™

Zobrazeni z R" do R

Poznamka (Cylindrické (valcové) soutadnice)

F:[0,00) x [0,27) x R — R3

X = pcosy
y = psing
z=12z
cosep —psinp 0
F'(p,p,z) = | sing pcosep O
0 0 1

det F'(p,¢,2) = p
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VASEPZ TR NG MU  Zobrazeni z R” do R

Poznamka (Sférické soufadnice)

F:[0,00) x [0,27) x [0, 7] — R3

X = pcospsinf
y = psinpsind

z = pcosf

cospsinf —psinpsinf pcospcosh
F'(p,,0) = | singsinf pcospsinf  psingpcosf
cos 0 —psinf

det F/(p, ,z) = —p®sinf
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VALICTUTR RGN N Zobrazeni z R” do R

@ Hamiltoniv nabla operator

Pak Ize psat

of Of oOf
gradf = Vf = <X,ay,az>
) o o0 0 oP 0Q OR
F = F) = —_——, = P R))=—+4+—+ —
div (V. F) <<8x’ oy’ 82) (P, Q, )> Ox * oy + 0z

rotF=V x F =

_ (OR 0Q 8R+8P 0Q 0P
~\dy 0z’ Ox 09z Ix Oy
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VALICPU TR N Zobrazeni z R” do R

@ gradient skalarni funkce f: R" — R

of of
gradf— <6X1’78Xn>

o vektorové pole F: R3 — R3
F(X) = (P(X,y, 2)7 Q(X7y7 Z), R(X7y7 Z)>
@ divergence vektorové pole F

div F = Pu(x,y,2) + Qy(x,y,2) + R:(x,y, 2)

@ rotace vektorové pole F

rot F = (Ry — Q2 P; — Re, Qu — Py>
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VALICPT BN N Zobrazeni z R” do R

@ Laplaceliv operator

0? 0? 0?
A= et ar T op

Af =0 je parcidlni diferencidlni rovnice (Laplaceova rovnice)

of O O
ox2  Oy?  0z2

Reseni této rovnice se nazyvaji harmonické funkce.

Af =divgrad f = (V,Vu)
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VALICPIU TR R Zobrazeni z R” do R

Pozndmka
Necht f a F jsou dostate¢n& hladka funkce a vektorové pole.

@ Vektorovy soudin linedrné zavislych vektort je nula, tedy
rotgradf =V x Vf = 0.
@ Vektorovy soudin je kolmy na kaZdy z nasobenych vektor(, tedy

divrot F = (V,V x F) = 0.

Matematickd analyza
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VALICTUTR RGN N Zobrazeni z R” do R

Parcialni derivace slozek P, @, R vektorového pole F jsou
1, 3 1 3y? 1 322
Px:/‘i(—r?"Fr5>,Qy:’€<—r3+r5>7Rz:H<—r3+r5

3x 3xz 3yz
Py:QX:HTE;y7 PZZRX:H?, Qz:Ry:KT);'

Tedy pro [x,y, z] # [0, 0, 0] je vektorové pole F nezfidlové, protoze
diVF:PX+Qy+R2207

e Ve Ve 1
a také nevirové, nebot

rot F = (Ry — Qs P, — R, Qy — Py> = 0.

Matematickd analyza
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VALICPU TR N Zobrazeni z R” do R

Priklad 23
Urcete divergenci a rotaci gravitaéniho pole vytvoreného hmotnym bodem
o jednotkové hmotnosti, ktery se nachazi v po¢atku soustavy soufadnic.

Hmotné body o hmotnostech my, my [kg] vzdaleny d metrii se pFitahuji
silou o velikosti (x je Newtonova gravitaéni konstanta)
KMmimo

Fl=—p
Bod [x,y, z] s jednotkovou hmotnosti bude pFitahovan do po&atku silou,
jejiz smé&r je opa&ny neZ smé&r vektoru s potatkem v [0, 0,0] a koncem
v [x,y, 2] a jeho? velikost |F| je rovna k(x? + y2 + z2)~1. Mdme
F(x,y,z) = —a[x,y, z]. Skaldr a najdeme porovnanim velikosti F

a\/m =k(x2+y?+ 227 = a=kr(x*+y* + 22)_3/2.
Tedy

K =6,67-107 Nm?/kg?.

X z
F(X)yuz): [P(Xay)z))Q(nyvz)uR(Xayaz)] =K [_37_%)_3 )

kde r = /x2 + y2 + 22,
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PASEPN TR MUl Stejnomérnd konvergence posloupnosti funkei jedné promé&nné

Koncept stejnomé&rné (a bodové) konvergence posloupnosti funkci jedné
prom&nné ma rozsihlé pouZiti (mj.) v teorii nekone&nych ¥ad, proto je
dikladné& probiran spole¢n& s nimi.

Vzhledem k vyuZiti v nasledujici sekci tento koncept zavedeme, dokdzeme
jedno zakladni kritérium stejnomérné konvergence a fakt, Ze ,stejnomé&rnd
limita* spojitych funkci je spojitd funkce.

Matematicka analyza 139 /201
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R™ Stejnomé&rna konvergence posloupnosti funkci jedné promé&nné

Zobrazeni z R" do

P¥iklad 24 (Motivace)
Uvazujme funkce (R — R) f,(x) = x" pro x € [0,1] a n € N. V3echny
tyto funkce jsou spojité na intervalu [0, 1] pro kazdé n € N. P¥itom

n—oo

X" 2220 xeo,1),

fo(x) = 1n "2 g

Tedy posloupnost f,(x) konverguje pro kazdé x € [0,1] k funkci

0, prox€|0,1),

f(x) =
(x) 1, prox=1,

pricemZ tato funkce f(x) je nespojitd (konverguje pouze bodové).
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d

LR Stejnomérna konvergence posloupnosti funkei jedné proménné

Zobrazeni z R’

Pozndmka
e Konvergence posloupnosti f,(x) = x", x € [0,1] neni na [0, 1]
stejnomérna.
o P = Cla,b], pc(f,g) = maxyc[ap|f(x) — g(x)| — metrika
stejnomé&rné konvergence.

@ Ze stejnomérné konvergence plyne bodova konvergence. Naopak to
neplati.
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Zobrazeni z R" do R™ Stejnomé&rnd konvergence posloupnosti funkci jedné promé&nné

Definice 27

Rekneme, Ze posloupnost funkci {f,(x)},x € I, konverguje bodové na
tomto intervalu k funkci f(x), jestlize VX € | &iselnd posloupnost {f,(X)}
konverguje k &islu f(X), piseme f, — f, tj.

Ve > 0,Vx € 1,3ng = no(e,x) Vn > ng : |fa(x) — F(x)] < e.

Definice 28

Rekneme, %e posloupnost funkci {f,(x)}, x € I, konverguje na intervalu |
stejnomé&rné k funkci f(x), jestlize

Ve > 03ng = ng(e) : Vx € 1,Yn > ng : |fo(x) — F(x)| < e,

piseme f, = f.
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PASEPN TR MUl Stejnomérnd konvergence posloupnosti funkei jedné proménné

Véta 34

Necht posloupnost funkci {f,} konverguje na intervalu | k funkci f,
oznacéme

rn = sup|fp(x) — f(x)|.

xel

Pak posloupnost f, konverguje na | k funkci f stejnomérné pravé tehdy,
kdyZ r, — 0.

Diikaz.
(<) limr,=0&VYe>03ng € N,Vn>ng: || <e=
sup,e/|fa(x) — f(x)| <e = Vx el :|fh(x) —f(x)|<e

(=) trividlni modifikace p¥edchozi implikace
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VASEP TR Nl Stejnom&rna konvergence posloupnosti funkci jedné promé&nné

Priklad 25
Rozhodnéte, zda posloupnost f,(x) = 14325;2 konverguje na | = [0, 1]
stejnomérné.

VyteSime bodovou konvergenci a pak podle vé&ty 34 rozhodneme, je-li
stejnomérnd nebo ne. ProtoZe lim,_~ 1431% = 0, konverguje posloupnost
bodové na | k funkci f(x) = 0. Déle

rn = sup|fp(x) — f(x)| = sup
xel x€[0,1]

2nx
1+nx2 0'

2nx
x@[gﬁ] 1+ n2x?

=1, VneN.

Posloupnost nekonverguje stejnomé&rn& k nule na intervalu [0, 1].

( 2nx )/ _ 2n(1+n?x*)—2nx(n?2x) =0 2”(1 + n2x2) = 2nx(n22x) =

1+n2x2 (1+n2x2)2
1+ =27 & 1= X & x = £, 7(0) = 0,75(1) = 3, fon(3) = 1
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PASET TR MUl Stejnomérnd konvergence posloupnosti funkei jedné promé&nné

Véta 35

Necht funkce f, jsou na intervalu | spojité a f,(x) = f(x) na intervalu I.
Pak je na intervalu | spojitd i limitni funkce f.

Diikaz.
Potfebujeme dokazat, Ze limy_,, f(x) = f(x0) Vxo € I.

[F(x) = F(x0)| = [F(x) = fa(x) + fa(x) = fa(x0) + falx0) — f(x0)]
< [F(X) = T +1a(x) = fa(x0)[ + [fa(x0) = F(x0)] -
S—— —

< <

wlm
wim

Necht € > 0 je libovolné, protoZe f,(x) — f(x) na I, k § 3ng,¥n > ng,

Vx € 11 |fa(x) — f(x)| < 5. Protoze f, jsou spojité, pak k 5 36 > 0,

Vx € (x0 — d0,x0 + 9) : |fo(x) — fu(x0)| < 5.

Tedy Ve > 036 > 0,Vx € (xo — d,x0 + 0) : |[f(x) — f(x0)| < € a funkce f
je spojita v bodé xp. O

v
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VASIEPZ TR Nl Stejnom&rna konvergence posloupnosti funkci jedné promé&nné

P¥iklad 26
fn(X) _ sinnx’/ =R

~ n

1
fn—=0,mm===1p(x) =0na R
n
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PASEPN TR MUl Stejnomérnd konvergence posloupnosti funkei jedné proménné

Poznamka

P¥edchozi Véta 35 v podstaté dokazuje, Ze prostor spojitych funkci s
metrikou stejnomérné konvergence je tplny metricky prostor, a tedy Ize
aplikovat (na kontraktivni zobrazeni) Banachovu v&tu o pevném bodg.
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R™

Zobrazeni z R" do

Implicitni funkce

Definice 29
Necht F: R? — R a uvaZujme mnoZinu (k¥ivku)

M ={[x,yl € D(F) : F(x,y) = 0}.
Déle necht F(xp,yo) = 0. Pokud existuje okolf
O([x0, yol) = {[x,¥] € D(F) : [x = xo| < 0,]y — yo| < e}
takové, Ze mnozina M N O je totoZnd s grafem funkce
y =1(x), |x—xo| <39,

fikame, Ze funkce f je v okoli bodu [xg, yo] dana implicitné rovnici
F(x,y)=0.
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om

Implicitni funkce

Zobrazeni z R" do R™

Poznamka
o F(x,y) =0 & y = f(x) (tj. plati pro kaZzdé x € R a odpovidajici y)
e F(x,f(x)) =0 je funkce dand implicitn&
e geometricky jde o prinik (graft) funkci z = F(x,y)az=0

P¥irozena otazka

Za jakych podminek existuje f takova, Ze plati

F(x,y)=0 < y=f(x) ?
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Zobrazeni z R" do R™ Implicitni funkce

P¥iklad 27
o Flx,y)=x>+y*+1, M=
)= x4y M={[0,0]}
F(x,y) = x>+ y? — 1, M je jednotkova kruznice se stfedem v potatku
Y=x2—x—y+1, M jegraf funkce y = x> — x + 1

F(x,y) =sin(x>+y?), M={[x,y] : x> +y?=k-m k €N},
je to systém soustfednych kruznic o poloméru r = vV k - w se stfedem
v podatku

e F(x,y)=|xy| —xy, M je prvni a t¥eti kvadrant (v&etn& os)
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Zobrazeni z R" do R™ Implicitni funkce

Véta 36 (Veta o existenci implicitni funkce 1)

Necht F: R? — R, A C D(F) je oteviend mnoZina a [xo, yo] € A. Ddle
necht jsou F a g—g(x,y) spojité na A,

oF

F(x0,0)=0 a gﬂmmhﬂ-

Pak existuji h, k > 0 (h, k € R) takové, Ze na mnoZiné
[xo = h,xo + h] X [yo — k, yo + K]

plati
F(x,y) =0 < y=f(x),

kde f: [xo — h,xo + h] = [yo — k, yo + k]| je spojitd a jedina.
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Zobrazeni z R" do R™ Implicitni funkce

Diikaz
Principem je vyuZiti Banachovy véty o pevném bodé&.
F(x.y)

Oznalme d = ng;_(XOJ/O) a H(x,y) ==y — =3, pak
F(x,y)=0&y=H(xy).

Pro pevné x spliiuje zobrazeni H(x,-): R — R podminky Lagrangeovy

véty o stfedni hodnot&, tedy mame

H(x,y1) — H(x, y2) = ?;(X,f) 1 —y2), €€, y2)-

Pro y1,y2 € [yo — k, yo + k] plati [H(x, y1) — H(x, y2)| < q(k) - [y1 — y2l,

kde
OH

q(k) = maX{’w(X,y)’ ry€lvo—ky+ k]}-
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Zobrazeni z R" do R Implicitni funkce

Jedt& ov&fme, Ze f je spojitd. Zavedeme posloupnost funkei {f,} jako
fo(x) = yo (je konstantni, tedy spojitd), dale

fi(x) = y1 = H(x, y0) = H(x, fo(x)), ...
T f”(X) =Yn= H(X7Yn71) = H(X, fnfl(X))

jsou spojité a chceme ukazat, Ze i f je spojitad. Jejich rozdil je

[fa(x) — F(X)] = yn — y| = [H(X, yn—1) — H(x, )| < qlyn—1 — ¥

= qlH(x, yn-2)—H(, y)| < @Plyn—2-yl = ... < q"lyo—y| < ¢"k =i ry,
sup  {|fa(x) = F)|} < 250 = £, =31,
X€E[xo—h,x0+h]

kde |yp — y| < k, protoze y € [yo — k, yo + k], tedy f je spojita.

O

v
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Zobrazeni z R" do R™ Implicitni funkce

Mame %(x,y) =1- % : %(X,y) a z predpokladu spojitosti parcidlni

derivace F podle y plyne spojitost parcidlni derivace H podle y, tedy lze
zvolit h, k tak, Ze pro x € [xo — h,xo + h] je q(k) < g < 1, tedy pro
Vx € [xo — h, xo + h] plati, Ze zobrazeni

H(X)'): [_yO - ka)/O + k] - [}/0 - ka}/O + k]
je kontrakce, nebot spliuje
|H(x; 1) — H(x, y2)| < qly1 — yal.

Jde o tplny metricky prostor, tedy Ize pouZit Banachovu vétu o pevném
bodg, odkud plyne (existence a jednoznaZnost)

H(Xay):y:f(x) VXG[XO—h,Xo—i-h]’

f:lxo— hxo+ h] = [yo— k,yo + K]

4
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Zobrazeni z R" do R™ Implicitni funkce

Poznamka

Tvrzeni véty zaru€uje existenci pravé jedné spojité funkce f dané implicitné
vztahem F(x,y) = 0 v okoli bodu [xg, yo]. Mohou zde ale existovat dal3i
funkce, které nejsou spojité.

Nap¥. F(x,y) = y? — y = 0 implicitn& zad4vd v okoli bodu [0,0] spojitou
funkci f(x) = 0 a také Dirichletovu funkci

x(x) = {0 X<

1 xel

Pozndamka
Podminka ve vé&té %(xo,yo) # 0 je pouze dostaujici (neni nutnd), nap¥.

funkce F(x,y) = y3 — x ma v bod& [0, 0] derivaci nulovou, ale pFesto
v jeho okoli implicitn& zaddva funkci f(x) = /x.
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Zobrazeni z R" do R™ Implicitni funkce

Véta 37

Necht F: R? — R, A C D(F) je otevfend mnoZina a [xo, yo] € A. Dile
necht jsou F a %(x,y) spojité na A,

oF
F(XO,}/O) =0 a 7(X07}’0) 7& 0.

dy
JestliZe navic existuje na n&jakém okoli bodu [xo, yo]
O([x0, vo]) = [x0 — h,x0 + h] X [yo — k, o + k] parcidlni derivace g—g a je
na ném spojitd, pak existuje derivace implicitné dané funkce f v xp,
f:lxo—h,xo+h = [yo—k,yo+ k], a plati

—Fx(x0, ¥0)
fl(x0) = ———2.
( 0) Fy(X07YO)
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Zobrazeni z R" do R Implicitni funkce

Priklad 28

Ur&ete rovnici te¢ny a normdly ke k¥ivce x3 + y3 — 2xy = 0 v bod& [1,1].

J

Flay)=x+y3=2xy, Fo=3-2y, F,=3y’=2|, , =1#0,

tedy Ize pouZit véty 36 a 37, tj. y = f(x) v O(1) a f'(1) = 3£ = L.
Odtud ihned

y —yo = f'(x0)(x = x0) y—Yo= f,z;(lo)(XXo)
y—1=(-1)(x-1) 1
tiy=—x+2 y—lz_—l(x—l)
n:y=x
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Zobrazeni z R" do R™ Implicitni funkce

Diikaz.

Existence funkce f je zajist&éna vétou 36, jejiz predpoklady jsou splnény.

Proto dh > 0 takové, Ze
F(x,f(x)) =0, Vx € (xo — hxo + h).

P¥imym derivovanim (podle x) dostaneme

—Fx(x, f(x))

Fe(x, f(x)) + Fy(x, F(x)f'(x) =0 = f'(x)= F 0, F(X))

Dosazenim x = xp, f(xp) = yo je dikaz hotov.
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Zobrazeni z R" do R™ Implicitni funkce

Priklad 29

Najd&te body, ve kterych je te¢na ke k¥ivce x> + y?> —xy —1 =0
rovnob&Znd s nékterou ze soutadnych os x a y.

F(x,y) =x*+y?>—xy —1a F, =2y — x je nulova pro x = 2y.
Dosazenim do rovnice k¥ivky dostaneme
3 2v/3
4y +y* =2y y—1=0 = 3y*’=1 = yzi\g = Xzi{-

Mimo tyto body definuje k¥ivka implicitn& n&jakou funkci f(x) =y a

vzhledem ke spojitosti F, = 2x — y mame f’(x) = _F’:X(ix)’};).

Pro které body [x, y] je f'(x) =0, tj. Fx(x,y) =2x —y =07
Dosazenim y = 2x dostaneme

2
XX +4x2-2x*-1=0 = 3x°=1 = x::lz\gg = y:j:\?)/?

V bodech [?, %ﬁ} a [—?, —%] je derivace rovna nule, tedy te¢na je

rovnob&Znd s osou x.
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Zobrazeni z R" do R™ Implicitni funkce

Pro druhou ¢&st budeme hledat implicitn& danou funkci g(y) = x, tedy
zopakujeme postup s F(y,x) = x>+ y? —xy — 1, Fx = 2x — y je nulové
pro y = 2x. Odtud, opakovanim/pouZitim pfedchozich vypo&td, vidime, Ze

mimo body [\[ 2\[} a [—?,—%] definuje k¥ivka implicitn& n&jakou
funkci g(y) = x a vzhledem ke spojitosti F, = 2y — x mame
—Fy(y,x)
/ o y I
W) Fx(y;x)

Pro které body [x,y] je g'(y) = 0, tj. Fy(y,x) = 0?
Opét opakovanim/pouzitim predchozich vypo&tl vidime, Ze je to v bodech
[27\367?} a [ 2\f ‘[] kde je te¢na rovnob&Zna s osou y. |
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Zobrazeni z R" do R Implicitni funkce

Priklad 30

Urete, zda graf kFivky x3 + y3 — 2xy = 0 leZi v okoli bodu [1, 1] nad nebo
pod te¢nou.

F(x,y) = x>+ y® — 2xy, Fy:3y2—2x|[171] =1+#0

(X3—i—y3—2xy);:3x2—|—3y2-y’—2y—2xy':0
2y — 3x?

= /:7 -

Y 3y2—2x}[171] 3_2

(C+y —2xy) =6x+6y -y -y +3y2 -y 2y —2y —2xy" =0
= 6+6-1-(-1)?+3-1-y"—2(-1)=2(-1)-2-1-y" =0
= 16+y"=0= y"=-16<0

Tedy graf k¥ivky leZi pod te¢nou. ]
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Zobrazeni z R" do R™ Implicitni funkce

Poznamka
Necht F(x,y) = 0 implicitn& uréuje funkce y = f(x).
Jestlize F € C™(O([xo0, y0])), pak f € C™(O(x))-
Q f(x,g(x))=0
Q fi(x,g(x)) + fy(x. &(x)) - g'(x) =0
Q fulx,8(x)) + fiy(x,8(x)) - g'(x) +
[fix(x,8(x)) + £y (x, 8(x)) - &'(x)] - &’
@ ...atd.
Naznadeny postup se Casto vyuziva pro vypocty, kdy postupné pocitdme
derivace a ty do nasledujicich krok(i dosazujeme pro zisk derivaci vyssiho
Fadu.

(x) + f(x,8(x)) - g"(x) = 0
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Priklad 31

Clovek vygky 180 cm jde rychlosti 1.5 m/s k pouliéni lampé, jejiz zdroj
svétla je 4.8 metrid nad zemi.
(i) Jakou rychlosti se pohybuje ¥pitka jeho stinu?
(i) Jakou rychlosti se m&ni délka jeho stinu, kdyZ je dany ¢lovék 3 metry
od stojanu lampy?

e x(t) = pozice &lovéka [m],
e y(t) = pozice ¥pitky jeho stinu [m],

o t =<Cas[s].

Potom vime, e x'(t) = —1.5 m/s (vzdélenost od lampy se zmen3uje,
proto je tato derivace zapornd). Hleddme

(i) (1),
(i) y(t) = x(¢t)] prox =3 m.
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(i) Z podobnosti pravouhlych trojihelniki vyplyva, Ze
4.8 1.8
y(®) (0 - x() (1) =169

Derivovanim podle t obdrZzime

y(t)=16x(t) = y'(t)=16-(-15)=-2.4m/s.

Spitka stinu se pohybuje rychlosti 2.4 m/s (p¥iblizuje se k lamp).
(i) Mdme
1.8
y(t) = x(t) = ;5 y(t) = 0.375y(2),

tj. po derivovani a dosazeni
[y(t) — x(t)] =0.375y/(t) = 0.375 - (—2.4) = —0.9 m/s.

Stin se zkracuje a to rychlosti 0.9 m/s (rychlost nezavisi na
vzdélenosti &lovéka od lampy).

]
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Z rovnice
[x(t) = y(£)]* + 32 = s%(t)
dostaneme derivovanim podle t
2[x(t) — y()] [X'(t) = y'(1)] = 2s() s'(¢),
tedy
s(t) s'(t)
X(t) = y'(t) + ————~_.
=70 0
Pro s =5 km je x — y = v/52 — 32 = 4 km, tedy dosazenim do vy3e
uvedeného vztahu dostaneme pro dany okamzik, Ze
5-(-160
X'(t) =120 + % = —80 km/h.
Auto jede (pFibliZzuje se z pohledu pilota vrtulniku) v obci rychlosti
80 km/h. |

Matematickd analyza
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Priklad 32

Policejni vrtulnik leti 3 km nad rovnou cestou v obci rychlosti 120 km/h.
Pilot vidi protijedouci auto a radarem zjisti, Ze kdyZ je auto od n&j 5 km
daleko, jejich vzdalenost se zmen3uje rychlosti 160 km/h. Ur&ete rychlost
auta v tomto okamZiku.

e x(t) = auta (vodorovnd) [km],
@ y(t) = vrtulniku (vodorovnd) [km],
e t = &as [h],
@ s(t) = vzdudna vzdélenost vrtulniku a auta [km].
Tedy y'(t) = 120 km/h a s’(t) = —160 km/h pro s =5 km
(jejich vzdu¥na vzdalenost se zmen3uje, proto je derivace zdporna).

Hleddme x’(t) v tomto okamZiku.
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P¥iklad 33
Urcete lokalni extrémy funkce dané implicitné vztahem

In\/x2 + y? = arctg g

F(x,y) =In/x%2 + y? — arctg X,
X
1 2y 1 1y X y—x
- VX2 4 y2 24/x2 4 2 1-1—(%)2 x  x24y2 x24y? x24y?
tedy pro x # y zadava F(x,y) implicitn& funkci f. Pro ni nastava extrém
ve staciondrnich bodech.

1 _2X—|—2y-y’: 1 .y’x—y
VZHy? 22+ 14 (&)2 x?

x+yy yx—y

X2+y2_

X+y
= /: I _ — /:
e Xty =xy—-y =y Xy
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PALICP TR R  Implicitni funkce PALICPU TR AR R  Implicitni funkce

Odtud f'(x) =0 < x = —y, ted :
ud £/(x) X y, tedy Pro pfehlednost nasledujiciho zavedeme ozna&eni

InV2x2 = arctg — = Inv2x2 = —% FR™™ SR™ F=(f,....fn),
X
:>\/§’X|:e_7r/4:>X::|:\2@e_ﬂ—/4 i:(l,...,n), j:(n+17"'7n+m)7
X1y e ey Xny Y1y ooy Ym] € RITM
a dostadvame body ?e_”/“, —g e_”/“] , [—@ e /4 ?e_”/“ . x y
Pro uréeni extrému vyuZijeme hodnotu druhé derivace v té&hto bodech. tedy [x,y] € R” x R™ a F € C'(A) vzhledem k i-tym, resp. j-tym
proménnym pravé tehdy, kdyZ F ma spojité parcidlni derivace prvniho ¥adu
2 . , .
Xty —xy —y = 1w Yy = xSy —y =y = 1+ (y) podle prvnich n, resp. poslednich m promé&nnych.
x=y V metrickém prostoru (P, p) oznatme
a dosazenim pfislusnych hodnot mame y” (? e_”/“) > 0, je zde lokaln{ Qfx0,6] = {x € P: p(x,x0) < 0}, Q(x0,0) = {x € P: p(x,x) <4}
minimum, a y” (—g e_”/4> < 0, je zde lokdIni maximum. [ |
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Véta 38 (Véta o existenci implicitni funkce I1)
Necht F: R™™ — R™, A C D(F) je otevfend mnoZina a F je spojitd
na A. Necht navic F € CY(A) vzhledem k (poslednim) j promé&nnym a
existuje bod [xo, yo] € A tak, Ze F(xp,y0) =0 a Fj’(xo,yo) Jje reguldrni Pozniamka
H /
(tj. det F/(x0, y0) # 0). Q@ Pron=1m=1jei=(1),j=(2)a F(x0, )= %(Xo,)/o)-
Pak existuji h > 0, k > 0 a jediné spojité zobrazeni G : Q[xo, h] — Q[yo, k] Stejné tak Q[xo, h] = [x0 — h,x0 + h] a Q[yo, k] = [yo — k, yo + k]
takové, Ze na Q[xp, h] x Q[yo, k] je rovnost F(x,y) = 0 ekvivalentni @ Pro m =1 a n libovolné mame F: R"1 — R, tedy
sy =G(x). | |:(1,...,n),J:(n+1),Fj’(xo,y0):g—y(xf,...,x,?,yo), kde
(x0,50) = (X2, ..., x8,y0), F = F(x1,..., Xn, ¥).
Pozndmka )
e G:R" - R™
o .. Oh
oy1 OYm
o Fi=1|: .
dy1 OYm )
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XUBN |Implicitni funkce VASIEPZ TR N  |mplicitni funkce

Zobrazeni z R" do

Véta 39

Necht F: R™ ™ — R™ A C D(F) je oteviend mnoZina, F € C*(A), )

existuje bod [xo, yo] € A takovy, Ze F(xp, yo) = 0 a det Fj’(x(),yo) # 0. P¥iklad 34

Pak existuji h, k € R, h > 0, k > 0 takovd, Ze Q[xo, h] x Q[yo, k] C A, UvaZujme F: R3 — R? danou jako

a existuje jediné zobrazeni G : Q[xo, h| — Q[yo, k] t¥idy C' na Q[xo, h] s o o

takové, Ze rovnost F(x,y) = 0 je ekvivalentni's y = G(x) na F(x,y,z) = (f(x,y,2), fa(x,y,2)) = (X" +y"+ 2" = Lx +y + 2).

Q[xo, k] x Qyo, k], pFicemz Tedy i = (1), j = (2,3) a mame

G'(x) = = [F(x. 6(x)] - F(x. 6(x)) o6 on i
| (& 5)-7 %)

pro x € Q(xo, h). dy 0z

Dikaz. det Fj/(x,y,z) =2y —-2z=0&y=z

Dikazy vét 38 a 39 jsou analogické diikaziim pro véty o jedné (dvou)
promé&nnych, jen misto skaldr( pracujeme s vektory a maticemi. O

Pozn.: Je-li F € CK(A), pak G € CK(Q(xo, h)).
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Definice 30
Necht
o F:R™M 5 R™ F=(f,...,f),
Znateni o M= {[x,y] e R™™: F(x,y) =0}, [x0,y0] € M,
@ Lin ... linedrni kombinace o Fe CI(O(XO,}/O)), rank(F'(xo, y0)) = m.
e AL ... ortogonalni dopln&k k A Normdalovym prostorem k M v bod& [xg, yo] nazyvdme

@ rank B = h(B ... hodnost matice B .
( ) N/\/[(XO,_)/O) = Lln{fl/(X07y0)a"'afr;'l(X07y0)}7

.
kde £/(x0, o) = (%%) _

TeEnym prostorem k M v bod& [xg, yo] nazyvdme

Tm(x0, ¥0) = [N (x0, y0)] -
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Zobrazeni z R" do R™ Implicitni funkce

P¥iklad 35 (Navazuje na ptiklad 34)

Mame
F=(fh)=(x?+y>+22-1,x+y+2z).
MnoZina M je mnoZina ¥eSeni systému rovnic

x> 4y?+22-1=0,
xX+y+z=0.

Pak te€ny prostor k M v bod& [x,y,z] € M je
jednorozmérny prostor dany smérovym vektorem
te¢ny ke kruznici M a normalovy prostor je jeho
dvourozmérny ortogondlni dopln&k (generovany
normalovymi vektory ke sféfe a roving.
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VLY TR PR \/3zané extrémy

Definice 31
Necht f,g1,...,8m: R" — R a uvaZzujme mnoZinu M C D(f) danou jako

M= {x=[x1,....,xn] : g&1(X1,---,xn) =0,...,8m(x1,...,%,) = 0}.

Rekneme, Ye bod x* = [x{,...,x}] € M je lokalnim minimem (maximem)
funkce f vzhledem k mnoZin& M, jestlize existuje okoli O(x*) takové, Ze

f(x) > f(x*) (F(x) < f(x*)) pro x€O(x*)N M.

Plati-li nerovnosti ostfe, mluvime o ostrych lokalnich extrémech.
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Poznamka
@ V definici 30 nelze vypustit pfedpoklad na hodnost Jacobiho matice.
Napt¥.
M={x,y] eR?: x> —y?> =0,y >0}
jsou dvé& polop¥imky 0 < y = +x (graf f(x) = |x|). V potatku, kde
jsou parcialni derivace nulové, je hrot.
o Pro f: R™ - R, f e CYO(x)), f(x)=0,x € R™ je
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" do R™ Vézané extrémy

Zobrazeni z R"

Pozndmka

V p¥ipadg, kdy je mnoZina M zadédna vySe popsanym zplsobem (systém
rovnosti = vazebné podminky), pouZivd se terminologie (ostré) vdazané
extrémy (vdzané podminkami gi(x) =0,..., gm(x) = 0).

Poznamka

Je-li na&im cilem nap¥. vepsat do koule x> + y? + z2 = 1 hranol tak, aby
mé&l maximalni objem, potom je studovanou (,extremalizovanou) funkci
objem hranolu V = 8xyz a vazebnou podminkou je rovnice koule, resp.
kulové plochy (sféry) x> +y? + 22 = 1.
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Uvaha
UvaZujme p¥ipad n =2, m =1, tj. f,g: R? = R a ¥eéime tlohu

f(x,y) — max/min, M: g(x,y)=0.

Vektor (f(x0, ¥0), fy (X0, ¥0)) je kolmy na vrstevnice f na drovni
f(xo0, y0) = ¢ a vektor (g«(x0, ¥0), 8y (x0, ¥0)) je normalovy vektor k¥ivky
g(x,y) =0 v bod& [xp, yo]. Aby byl v bod& [xo, yo] extrém, museji mit
k¥ivky f(x,y) = c,g(x,y) = 0 v tomto bod& spoletnou te¢nu, tedy

INER:  (fi,fy) =X (8, 8y)-

(Viz také p¥. 21 a vySetfovani na hranici.)

Pron=3m=2,tj. f,g1,8: R> = R, f(x,y,z) — max/min,
M: gi(x,y,z) = 0A g(x,y,z) = 0 obdrzime podobng, Ze

0g1 0g1 0O 0g> O0go O

y
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Dikaz

Pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze funkce gi, ..., gm jsou tvaru

gi(x) = (aj, x) + «a, aieR"aeR,i=1,....,m

(jinak nahradime plochu gj(x) = 0 te€nou nadrovinou v bod& [x*, gi(x*)]).

Sporem ptedpokladejme, Ze f/(x*) & Np(x*) = Lin{gi(x*), ..., gnh(x")},
tedy existuje vektor

he Tum(x*) = Lin{g](x"), ..., gn(x)}+ = Lin{as,...,am}*

takovy, ze (f'(x*), h) # 0.
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Véta 40

Necht f,g1,...,8m: R" — R maji spojité parcidlni derivace, 1 < m < n,
M= {x=[x1,...,xn] : g1(x) =0,...,8gm(x) =0}

Je mnoZina uréend vazebnymi podminkami (gi(x) =0,i=1,...,m)

a predpoklddejme, Ze v kaZdém bod& mnoZiny M ma Jacobiho matice
zobrazeni G = (g1,-..,8m): R" — R™ hodnost m, tj. rank(G’(x)) = m.

Je-li x* lokdlnim extrémem funkce f na mnoZiné M, pak jeji derivace pat¥i
do normalového prostoru k M v bodé& x*, tj. f'(x*) € Ny(x*), tedy
existuji konstanty A1,...,Am € R, tzv. Lagrangeovy multiplikatory,

takové, Ze plati

FI(x") = [Mag1(x") + - + Amgm(x™)] = 0. (L)

v

Pro jednoduchost zapisu je v zdpisu (L) pouZito znacen{
f' = (fy,-..,F,)" a podobn& pro g/. Tj. jedna se o systém rovnic, kde
v kazdé rovnici derivujeme podle jiné proménné.
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Necht x = x* + ah, kde o € R (dostateZn& malé),
gi(x) = gi(x" + ah) = (a;, x* + ah) + o; = (a3, x*) + aj + «laj, h)
——— ——
=0,x*eM =0,heTm(x*)

tedy x = x* + ah € M a ddle

f(x) = f(x* + ah) = |diferencidl| = f(x*) + a (f'(x*), h) + 7(ah)
T \,O_/
—

proa— 0, f(x)—f(x*)=a-3 —|— a podle znaménka o miZe byt
rozdil jak kladny, tak i zdporny, a tedy extrém nenastava.

0

v
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Pozndmka

e Pouzité gi(x) = (aj, x) + «; je afinni zobrazeni.

@ Afinni zobrazeni zobrazi trojici bodii leZicich na jedné p¥imce bud do
jednoho bodu, nebo na trojici bodi leZicich na jedné pfimce pfi
zachovani délictho pomé&ru. Zejména tedy pfevadi pfimky na p¥imky
(nebo bod). Obecn& pFevadi afinni podprostor na afinni podprostor.

@ Afinni zobrazeni lze vyjadFit jako sloZeni linedrniho zobrazeni
s posunutim (tj. zahrnuje otaceni, zrcadleni, zkoseni, zm&nu
méfitka,. .. ).

o Afinni podprostor vektorového prostoru V' je mnoZina
{u+v:ueV,veV}, kde V je vektorovy podpostor prostoru V.

@ Vektorovy prostor je afinni, ale naopak to neplati. Nap¥. pfimka v R”
prochdzejici potatkem je afinni i vektorovy podprostor, ale pfimka
posunutd mimo pocatek je pouze afinni. (To je jedna ze zdkladnich
motivaci pro zavedeni tohoto pojmu — umoZiiuje |épe studovat
geometrii prostoru R".)

4
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Najit staciondrni body znamend najit ¥eSeni systému (n + m) rovnic

of 08\
a—Xl(x) - ;A,axl(x) =0

gl(x) = 0
gm(x) =0
pro nezndmé x = [x1,...,Xn| @ A1,.. ., Am.
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Definice 32
Bodu x*, pro ktery plati f/(x*) € N (tj. existuji Lagrangeovy
multiplikdtory) ¥ikdme staciondrni bod funkce f na mnoZing M dané

g(x)=0,...,8m(x) =0, x=[x1,...,%]

Funkce L(x, A1,...,Am) = f(x) = >°7; Nigi(x) se nazyvd Lagrangeova
funkce.

F(x*) € Nu(x*) & Ldx M,....Am)=0na M

70

Principem metody je ,,zabudovani* podminek do Lagrangeovy funkce,
kterou pak vySetfujeme bez omezeni.

(© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 187 /201

Zobrazeni z R" do R [EAVEPENTNSSITW

Véta 41

Necht x* = [x{,...,x}] je staciondrni bod funkce f na mnoZin& M, funkce
f,g1,...,8m maji v x* spojité parcialni derivace druhého Fadu, m < n,
Jacobiho matice zobrazeni G = (g1,...,8m): R" — R™ md v x* hodnost
m a necht \1, ..., \m jsou pFislusné Lagrangeovy multiplikdtory.

JestliZe (Lyx(x*, A1,...,Am)h, h) je kladny (zaporny) pro vSechna
h#0,h € Tm(x*), pak v bod& x* nastdva lokalni minimum (maximum).

Jestlize existuji hy, hy € Ty (x*) takovd, Ze (Ly(x*, A\1,..., Am)h1, h1) >0
a soutasné (L (x*, A\1,...,Am)h2, ha2) < 0, pak ve staciondrnim bodé& x*
extrém nenastava.

A= (A1, Am), L(x, ) = F(x) = Y0 Aigi(x),

Lxx(xa )‘) = fXX(X) - ZAi(gi)XX(X)

i=1
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LRI \/3zané extrémy

Zobrazeni z R

Diikaz.

Diikaz Ize provést stejné jako pro nevdzané extrémy pres Taylorlv rozvoj
druhého Fadu. Prvni derivace jsou nulové a podle kvadratické &asti
rozhodujeme o extrému. ]

y

Pozndmka

Je jedno, zda mame v Lagrangeové funkci pfed &asti s multiplikdtory plus,
nebo minus. Jejich hodnoty v téchto pfipadech jednoduse vyjdou

s opaénymi znaménky.
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Vazané extrémy

Zobrazeni z R" do R

Tj., pokud je vyraz

dx dy) (ixx txy) GX)
yx  Lyy y
kladny pro v8echna (dx,dy) # (0,0), pak je pozitivn& definitni, pokud
zaporny, pak je negativné definitni a pokud najdeme dva vektory takové,
Ze je dany vyraz pro jeden kladny a pro druhy zadporny, pak je indefinitni.
(dx,dy) ov&em bereme jen z te¢ného prostoru dané mnoZiny, tedy takové,
jez splnuji podminku
2xdx + 2ydy = 0.
Dosazenim bodu [0, 3] do této podminky dostaneme, Zedy = 0, tedy dx
musi byt od nuly riizné. VySetfovany vyraz je tedy (pro tento bod A = 4)

~4dx)?

ktery je pro kazdédx # 0 zaporny. VySetfovana forma je tedy negativné
definitni a v bodg [0, 3] je ostré lokaIni maximum.
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Zobrazeni z R" do Vazané extrémy

P¥iklad 36
Najdéte extrémy funkce f(x,y) = 2x? + 4y? na mno#in& x2 + y? = 0. J

Sestavime Lagrangeovu funkci
L(x,y,\) = 2x% + 4y — \(x® + y? - 9)

a derivujeme ji podle v8ech proménnych. Tyto parcidlni derivace poloZime
rovny nule a Ye$ime soustavu t¥i rovnic o tfech neznamych

x(4—=2X)=0
y(8—=2X)=0
X +y?=09.

Dostaneme 4 staciondrni body [0, £3],[£3,0] a k nim p¥islusné hodnoty A
(postupné 4,2). Zda v nich nastavd extrém zjistime z definitnosti formy
dané

< Lxx ny>
L}’X Lyy '
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Podobné& zjistime, Ze maximum nastava i v bod& [0, —3] a v bodech [+3, 0]
m3a funkce minima. Na obrdzku jsou tyto body oznaleny riZovymi puntiky.
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VASIEPZN TR N \/4zané extrémy

Priklad 37 J

Najdéte lokaIni extrémy funkce % + % + 2= na M: x>+ y2 + 22 = 1.

Sestrojime Lagrangeovu funkci dané dlohy

X2 2 2
L(X,y,Z,)\):Z+H+£+>\(X2+y2+22—1).

Spotitame parcidlni derivace

L, =2 42 =0,

2
2

Ly:?yjusz:o,
2z

L =5 +2)z2=0,

g(x,y,2) =X +y* +22 =1
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Ur¢ime matici druhych derivaci (Hessovu matici), tedy

1 2 2
LXX:§+2A7 Lyy:§+2)\, Lzz:g+2)\

o~ .
a smiSené derivace jsou rovny nule. Pak

1 2 2
L= (Z+2\ )M+ Z+2\) 3+ (== +2\) h3.
(272t (g e 55 -2)
VyZetfime chovani kvadratické formy (Ly.h, h) vzhledem
k h= (hl, ho, h3) S T/\/[(X*).

Poznamenejme, Ze N : Lin{[x,y, z]}, xh1 + yhy + zh3 = 0 (diferencial
vazebné podminky) a

([x,y, 2], (h1, h2, h3)) = 0 <= (h1, ha, h3) € Ty
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Pak mame systém rovnic

1

210y =
X<2+ /\> 0

2

—+2\]| =0

2

£ a9 =
2(25+ /\> 0

Xy +22=1
a odtud ziskdme multiplikitory a stacionarni body

1

A== =y =0z=0x=%l=[1,00][-1,0,0],
1

A= 5 =x=0z=0y=2%1=[010][,-10],
1

/\:—g:>x:0,y:0,z::t1:>[0,0,1],[0,0,—1].
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Zobrazeni z R” do R™ Vézané extrémy

2 1 2 1

2 2 2
L=(Z—Z)m+ .
d <9 2> 2 <25 2) 3

negativné definitni, tedy v bodech [£1, 0, 0] nastava lokalni maximum.

° Pro)\:——215 je
1 2 2 2
29 _ | = 2 I 2
L= <2 25) h1+<9 25) ha

pozitivn& definitni, tedy v bodech [0, 0, +-1] nastava lokalni minimum.

oPro)\:—%je
1 2 2 2
Pl=(Z-Z )M+ (=-Z|h
<2 9> 1+<25 9) 3

° Pro)\:—%je

na celém prostoru indefinitni, ale my potfebujeme znat chovéni na
te¢ném prostoru, tedy 0- hy =1-hy +0- h3 < hy =0, tedy i pro
hy = 0 je forma indefinitni, a tedy extrém v bodech [0, +1, 0]
nenastava.
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Priklad 38

. 2 2 2 . o, .
Do elipsoidu %5 + %—2 + % =1 vepiste hranol s maximdlnim objemem. J

Objem hranolu je V = 8xyz za podminky Z—; + %i + i—i =1, tj.

2 2 2
X y z

X x> 1
LX:8y —?:0:>?:X4xyz,

Ay y2 1
Ly:8XZ_?_O sz4XyZ,

Az 22 1
Lz—8X —?_0 ? :X4Xyz’
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Zobrazeni z R" do R [EAVEPENTNSEITNW

Priklad 39 J

Odvod'te vzorec pro vzdélenost bodu x* € R" od nadroviny p: (a,x) = «.

Chceme d(x* — x) — min, ale hledat minimum funkce V/f je toté? jako
hledat minimum funkce f, tedy

[d(x* — x)]2 = (x* — x,x* — x) = min za podminky (a, x) = «,
L(x,A) = (x" — x,x* — x) — AM((a, x) — ).

Potom

L =2(x" —x)—Xa=0 = 2(x* — x,a) = \|a|?
= 2<X*7 a> -2 <3,X> = )\Ha||2
~——

=a
2(x*,a) — 2
:$2Qi@—2a:MMW:$A:QhJFa
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Odtud A = 12xyz a

>:0

P¥ipad A = 0 dava stacionarni bod, ale jde o minimum, coZ nechceme.
, . 2 2 2
Po tpravé dostaneme 3%2 =1, 31)% =1, 33% =1, pak
a b Cc z z o\ v
X=-%,y=-"2z=-.Zaporné hodn muiZeme vynech rotoz
, Y = 2= a[/)o .e. odnoty u/e e/ ynec aot, poto/e
hleddme objem, coZ je kladna veli¢ina. Z podminky dlohy miZeme ¥ict, Ze

a b c 3 i - 8
v [\/5, Vel \/5} nastdva maximum s hodnotou V = 3\/gabc. |
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Zobrazeni z R"

do R™ Vézané extrémy

Dosadime do Ly

2(x* -2 * —
(a2 L (e —a

2x* —2x =
[EllS [l

a dosazenim do pivodni rovnice pro vzdalenost dostaneme

((x*,a) — )’
laf>

(x* —x,x" —x) =

tedy
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