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@ Derivace funkce
@ Zakladni vlastnosti derivace
@ Geometricky vyznam derivace
® Vypocet derivace
® Véty o stfedni hodnoté
® L'Hospitalovo pravidlo

© Vysetrovani priib&hu funkce
@ Extrémy
@ Konvexnost, konkavnost a inflexni body
@ Asymptoty
@ Pribéh funkce — shrnuti a p¥iklad
@ VyuZiti derivace k dikazu identit a nerovnosti



© Diferencial, Tayloriiv polynom
@ Diferencidl
@ Tayloriiv polynom

@ Rovinné k¥ivky
o K¥ivka dand parametricky
@ Oskulagni kruZnice a k¥ivost



IDEIOVEILRITLININ  Z3kladni vlastnosti derivace

Definice 1 (Derivace funkce f v bodg)

Necht xg je vnitfnim bodem D(f). JestliZe existuje limita

00— ()

X—rX0 X — X0

nazyvame tuto limitu derivaci funkce f v bodé& xy, piseme f'(xp).

Poznamka

@ Je-li limita limy_s 5, %}fm()«ﬂ € R ¥ekneme, Ze funkce f ma v bod& xq

vlastni derivaci.

o Je-li limita limy_s 5, %}igm) = d+oo fekneme, Ze funkce f ma v bodé

Xo nevlastni derivaci +00 nebo —oc.
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Derivace funkce Zakladni vlastnosti derivace

Definice 2 (Derivace funkce)

Ma-li funkce f derivaci v kazdém bod& intervalu | C D(f), pak se funkce
x +— f'(x) nazyva derivace funkce f a zna&i se f'.

Definice 3 (Derivace zprava / zleva)

filo) = tim M’ ' (x0) = lim M

x—rxg X — X0 X=Xy X — X0

Poznamka
Zavedenim h jako x = xg + h ziskdme
f(Xo + h) — f(Xo)

' =i .
(o) hino h
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IDEIOVEILRITLININ  Z3kladni vlastnosti derivace

Ndsledujici tvrzeni jsou pfimym ddsledkem tvrzeni o limitach funkci.

© Funkce f ma v bodé xp nejvyse jednu derivaci.

@ Derivace v bodé existuje pravé tehdy, kdyZ existuji jednostranné
derivace a f{ (xo) = ' (o).

© Necht funkce f, g maji derivace v bodé& xq, pak v xp maji derivace i
funkce: f £ g, f-gajelig(xo)#0if/g. )

Pozndmka
Pozor, tvrzeni 3 se tyka pouze existence derivace, nikoli jeji hodnoty.

Matematickd analyza 7/153

© Petr Hasil (MUNI)



DIGVEICRITIINI Geometricky vyznam derivace

Definice 4

Necht funkce f m3 v bod& xo derivaci f'(xp), pak se p¥imka

y = f(x0) = f'(x0)(x — x0)

nazyva te¢na ke grafu funkce f v bod& [xg, yo].P¥imka prochazejici bode
[x0, yo] ktera je kolma k te€n& v tomto bod& se nazyvd normdla ke grafu
funkce f v bod& [xo, yo].

m

Poznamka

ProtoZe soucin smérnic dvou vzdjemné kolmych p¥imek je roven —1, je
rovnice normaly ke grafu funkce f v bodé& xp

(i) pro f'(x0) #0

Yy = f(XO) = f’(Xo)(X - Xo),

(i) pro f'(x0) =0

X = Xp.
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Derivace funkce Geometricky vyznam derivace

Poznamka

Ma-li funkce f v bod& xp nevlastni derivace a je v tomto bodg spojita,
potom ma v xp te¢nu
t:x=xp

a normalu

n:y="f(x).
(Nap¥. funkce f(x) = /x v bod& xo = 0.)
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Geometricky vyznam derivace

Derivace funkce

Priklad 1
=1 — x? v bodé&

Urete rovnici te¢ny a normily ke grafu funkce y

"
(%) tedy jednd se o bod grafu funkce.
0= g () ==
2
v )
t:y=—x+ \/5
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DIGVEICRITIINI Geometricky vyznam derivace

Geometricky vyznam derivace
Setna grafu funkce f prochdzejici body [xo, f(x0)] a [xo + h, f(xo + h)] ma

smérnici
_ fxo+h) —f(x)

h
Jestlize se s bodem xp + h blizime k bodu xp (tj. provadime limitni
prechod h — 0), ptejde tato setna v te€nu v bod& [xg, f(xg)]. Smé&rnice
te¢ny ke grafu funkce f v bod& xp je tedy

im f(xo+ h) — f(x0)
h—0 h

tgy

)

coZ je presné derivace funkce f v bodé xq.
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Derivace funkce Geometricky vyznam derivace
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DIGVEILRITHINCIN  Vypocet derivace

Véta 1

Necht funkce f a g maji v bodé& xq derivaci a necht ¢ € R je libovolné.
Pak plati

(cf) = cf’,

(ftg) =rf=+¢g,

(i)
(f-g)=f-g+f-g,

(iv)

' f-g—fg

v
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IDEIVEILRITLINIIN  \/ypocet derivace

Diikaz (iii).
(1) 5051, = fim ORI 2L
i FOCE MEGe B) — FOOB0cH ) + Fx)g0x-+ ) — Fx)g()
h—0 h
_ ,Ll’”og(x‘*‘ h)',{l'”g f(x+ h)—f(x) () ‘lljgno g(x+ h,)7 —g(x)
£(x) (%) g'(x)
= f'(x0)g(x0) + f(x0)g'(x0)
(Pro h — 0 méme x — xp.) 0
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IDEIVEILRITLINIIN  \/ypocet derivace

Véta 2

Ma-Ii funkce v bodé& xy derivaci (vlastni), pak je v tomto bodé& spojita.

Dikaz.
, f(x) — f(x)
I —f = | — " =
Jim (£0) = F0)) = Jim (x—x0) -
f(x)—f
lim (x — xp) - lim ) = F0) =0.
X—>X0 i(—)Xo X — XO
X éfs?t)reR
L]
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IDEIVEILRITLINIIN  \/ypocet derivace

Poznamka

Opacné tvrzeni neplati — ze spojitosti neplyne existence derivace.
Nap¥. funkce f(x) = |x| je spojitd na celém R, ale v xg = 0 nem3d derivaci.

YA
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IDEIVEILRITLINIIN  \/ypocet derivace

Poznamka

Bolzano a Weierstrass sestrojili funkci, ktera je spojita v kazdém bodg, ale
v Zadném nema derivaci.

fo(x) = %cos (n?x), gn(x) = f(x)+ -+ fr(x)

Pro n — oo je g, spojita (,hustd, roztfesend &ara").
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IDEIVEILRITLINIIN  \/ypocet derivace

Véta 3

Necht funkce f m3d derivaci v bodé& xy a funkce g md derivaci v bod&
yo = f(x0). Pak sloZend funkce

F(x) = g(f(x)) = (g o f)(x)

ma derivaci v bodé xg a plati, Ze

F'(x0) = &'(f(x0)) - f'(x0) = &'(30) - f'(x0)-

© Petr Hasil (MUNI)
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IDEIVEILRITLINIIN  \/ypocet derivace

Dikaz.

P¥edpokladejme nejprve, Ze existuje P(xp) takové, ze f(x) # f(xo) pro
Vx € P(xo).

Fi) — tim PO Fl0) _ o 8(F()) — 6(F(x)

X—Xo X — Xo X—X0 X — Xo
i () = £(F(0)) () = F(x)
X—X0 f(X) — f(Xo) X — X0
o 8l0) —8(f0) | F(x) — Flx)
X—X0 f(X) — f(Xo) X—>X0 X — X0

g 2800 1) = g/(y0) - £ (30)

= lim
X—rX0 y — YO

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza
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IDEIVEILRITLINIIN  \/ypocet derivace

JestliZe neexistuje P(xp) takové, Ze f(x) # f(xo) pro Vx € P(xp), pak
existuje posloupnost x, — xg takovd, Ze f(x,) = f(xp), tedy

f'(x0) = lim 7’(()() — ) = |im —f(x,,) — ) =0,
X—rX0 X — XO n—o0 Xn — XO
pak
L) = FOo) . Flxn) — Flx)
X—>X0 X — Xp n—ro0 Xn — X0
L E(f(n) — ()
n—o0 Xn — XO

Tedy i v tomto p¥ipad& vzorec plati, nebot
/ . / )
Fi(x)=0= g'(yo0) - 0 -
konetné &islo =f'(x0)

=0.

(]

v
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DIGVEILRITHINCIN  Vypocet derivace

Véta 4

Necht funkce f ma pro kaZdé x € | derivaci a f'(x) # 0. Pak na intervalu
J=1(l)={y:3x el ,f(x) =y} existuje funkce inverzni a pro jeji
derivaci plati
1
FA) =
= i)

Ditkaz (odvozeni).

FF00) = x ™ F(F200)) I ) = 1

I
1

X)) = — .
NGO

O]

v
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Vypotet derivace

Véta 5 (O derivaci elementérnich funkci)

Necht n€ Z, a,b,c,a € R, a,b> 0, b # 1.

c) =0,

Xn)/ — an—l

ex)/ — ex

) = a*-Ina,
_1

Inx)" =+

|Ong), = ><~|1nb’

Xa)/ — axa—l

@ (sinx) = cosx,

@ (cosx)' = —sinx.

° (tgx) = s

o (cotgx) = — g,

e (arcsinx) = \/1;_7
e (arccosx)' = —ﬁ,
o (arctgx) = 7z,

o (arccotgx)' = —ﬁ.

© Petr Hasil (MUNI)
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IDEIVEILRITLINIIN  \/ypocet derivace

Diikaz
e (c)=0,ceR
() = tim FXENZFC) o e=c ooy

h—0 h h—0 h—0

o (x"Y =nx""lneN
+ h)n — XN
ny/ — I (X
(x7) Rt h
x" + (n)Xn—1h+ (I27)Xn—2h2 R (:)hn —_ xn
co4 AL = XL
n—1
_ _nX—n—l
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IDEIVEILRITLINIIN  \/ypocet derivace

o (Inx) =1

1 1 1
_ |£—1 _ _ X _ _
(Inx)' = 'f (x) =Inx, f(x) =& = f'/(f—l(x))‘ T oenx T
o (logyx)' = £, b€ R \ {1}:
LTSN VI
(logp ) = {15 ) =) = X
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CR{TLINI  Vypolet derivace
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IDEIVEILRITLINIIN  \/ypocet derivace

@ (sinx)’ = cosx:

. v .. sin(x+h)—sinx  sinxcosh+ cosxsinh —sinx
(sinx)" = lim = lim
h—0 h h—0 h
. sinh .. cosh—-1
= lim cosx—— + lim sinx——
h—0 h h—0
. sinh . . cosh—1
=cosx lim — +sinx lim ——
h—0 h h—0 h
2
h/2
=cosx — 2sinx lim M
h—0 h
sin(h/2)

= cosx — 2S|nxil15n0 —h ’![)nOS|n(h/2)
=1/2

= cosx — 0 = cos x.

@ cos x podobné, tg x a cotg x jako derivaci podilu.
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IDEIVEILRITLINIIN  \/ypocet derivace

e (arcsinx) =

1—x2°

1
F(F10))
1 1 1

cos(arcsinx) \/1 — sin?(arcsin x) /Ao

(arcsin x) = |f71(x) = arcsin x, f(x) = sinx =

1

e (arccosx) = — iz

-1

VI

(arccos x)' = | arccos x = m/2 — arcsin x| =

© Petr Hasil (MUNI Matematickd analyza 30/153
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IDEIVEILRITLINIIN  \/ypocet derivace

[

o (arctgx) = H—IX;:

(arctg x)' = |f7}(x) = arctg x, f(x) = tgx = FF1(x)

1 1 1
~ 14tg2(arctgx) 14 x2

cos2(arctgx)

1

Obr. 1: cosx = T
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Vypotet derivace

e (arccotgx)' = —ﬁ:
(arccotg x)' = | arctg x + arccotg x = /2| = —;.
1+ x2
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Véta 6 (Logaritmickd derivace)

[f(x)g(x)]l = f(x)8™) {g’(x) In f(x) + g(x) fl(x)]

Vypotet derivace

f(x)

Dikaz.

()] ' [entr0re] g [estm ] ’

_ 8()Inf(x) |:g/(x) In £(x) + g(x) 7 f'(x)

f(x)
f'(x)

= f(x)&™) [g'(x) In f(x) + g(x) 0

|

O]

v

(© Petr Hasil (MUNI)
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DIGVEILRITHINCIN  Vypocet derivace

P¥iklad 2
Derivujte a upravte funkci

1 1)2 1 2x — 1
y==In (x+1) -|——arcth—.

6 x2—x+1 /3 V3

y’:X—r%H,XE]R\{—l}
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DIGVEILRITHINCIN  Vypocet derivace

Definice 5 (Derivace vy3ich ¥adi)

/

o= (F),... f) = (,c(n—l))

Priklad 3

Odvod'te vzorec pro vypolet n-té derivace funkce %

n!
Xn+1

2.
oL g 2 f’":—x—f, o ) = (—1)n

X27 X37
Induk&ni krok:

n!

o) = (a2 ] = a0t D g0

Xn+2

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza
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IDEIVEILRITLINIIN  \/ypocet derivace

Véta 7 (Leibnitzovo pravidlo)

Pro n-tou derivaci soucinu plati vzorec

n n . .
(F =% (I_)f(:)g(n ).

i=0

(© Petr Hasil (MUNI) Matematické analyza 36 /153



IDEIVEILRITLINIIN  \/ypocet derivace

Dikaz.

PouZijeme indukci.
() =Fflg+fg' = (o)f'e + (Vg ¢
n—n-+1
[(fg)(")]’ _ [(3) f(")g + ('17) f("*l)g’ I (nzl) f’g("*l) + (Z) fg(")]’
ot (M) gD+ ] (1) [Fg(M) + £t
= (" g+ 1) + (DIF e+
———

s
n+1 - -
() + (I + (D = 3 (g
i=0

O

Matematickd analyza 37/153

v

© Petr Hasil (MUNI)



DIGVEILRITHINCIN  Vypocet derivace

P¥iklad 4
Vypottéte treti derivaci funkce f(x) = e*sin2x.

" = eXsin2x + 3-2eXcos2x — 3 - 4e*sin2x — 8e* cos 2x

= e*(sin 2x + 6 cos 2x — 12sin 2x — 8 cos 2x) = e*(—11sin 2x — 2 cos 2x).

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 38/153



DEVEILRITLINIIN  \/&ty o stfedni hodnot&

Véta 8 (Rolleova vé&ta o stfedni hodnotg&)

Necht funkce f je spojitd na intervalu [a, b] a na otevFeném intervalu
(a, b) existuje jeji derivace f'.
Jestlize f(a) = f(b), pak existuje ¢ € (a, b) takové, Ze f'(c) = 0.

© Petr Hasil (MUNI)
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DEVEILRITLINIIN  \/&ty o stfedni hodnot&

Diikaz.

Je-li f konstantni funkce, je tvrzenf trividlni (f' = 0).
Necht f neni konstantni funkce. Pak podle 2. Weierstrassovy véty
Ix1, x2 € [a, b] takové, Ze

f(x1) = sup{f(x),x € [a, b]}, f(x2) = inf{f(x),x € [a, b]}.
Alespoii jeden z bodil x1,x2 je v (a, b). Pfedpoklddejme, Ze je to x; (pro
xp podobng&). Podle pfedpokladu existuje '(x7).

Je-li f(x1) > 0 z definice derivace plyne, Ze f(x) > f(x1) v n&akém
prstencovém okoli P*(x1), coZ je spor s maximalitou f(xi).

Podobné pro f'(x1) < 0 = 3P~ (x1): f(x) > f(x1), opét spor.
Tedy '(x1) =0, &ili x; = c. O
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DEVEILRITLINIIN  \/&ty o stfedni hodnot&

Véta 9 (Lagrangeova)

Necht funkce f je spojitd na intervalu [a, b] a na intervalu (a, b) existuje
derivace f'.

Pak existuje c € (a, b)takové, Ze f(b) — f(a) = f'(c)(b— a), tj.

f(b) — f(a)

file) = b—a

© Petr Hasil (MUNI)
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DEVEILRITLINIIN  \/&ty o stfedni hodnot&

Diikaz.
UvaZujme pfimku prochazejici body [a, f(a)] a [b, f(b)]
_f
y=f(a)+ P21y
a funkci
f(b) — f(a)

F(X) = f(X) — f(a) + ﬁ(x — a) s

tedy F(a) =0, F(b) =0.

Podle v&ty 8 existuje ¢ € (a, b) takové, ze F'(c) = 0.

Zaroven F'(x) = f'(x) — %.Pro x = ¢ tedy mame
f(b) — f(a)

OZfI(C)—ﬁ = f’(c):

f(b) —f(a)
b—a

O

v

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza
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DEVEILRITLINIIN  \/&ty o stfedni hodnot&

Poznamka

P¥edpoklady v&t 8 a 9 nelze zeslabit. Nap¥. pfedpoklad spojitosti na [a, b]
nelze nahradit spojitosti na (a, b) (obr. 2). Nelze ani vypustit pfedpoklad
existence derivace (obr. 3).

o
~a b =a =b
Obr. 2: Interval (a, b] Obr. 3: Existence derivace

@© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 44 /153



DEVEILRITLINIIN  \/&ty o stfedni hodnot&

Véta 10 (Cauchyova)

Necht funkce f a g jsou spojité na [a, b] a na (a, b) existuji jejich derivace
a g'(x) #0,x € (a, b). Pak existuje c € (a, b) takové, Ze

f(b) —f(a) _ f'(c)

g(b)—g(a) g'(c)

Dikaz.

UvaZujeme funkci

F(x) = [g(b) — g(a)][f (x) — £(b)] = [f(b) — f(a)]lg(x) — &(b)]

a aplikujeme Rolleovu v&tu (Véta 8). O

© Petr Hasil (MUNI)
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DEVEILRITLINIIN  \/&ty o stfedni hodnot&

Poznamka

@ Lagrangeova véta je specidlnim p¥ipadem Cauchyovy véty pro
g(x) = x.
@ Rolleova véta je specialnim typem Lagrangeovy véty pro f(a) = f(b).

Petr Hasil (MUNI) Matematické analyza 46 /153



Derivace funkce L'Hospitalovo pravidlo

Véta 11 (L'Hospitalovo pravidlo)

Necht xo € R*, na ryzim okoli xy jsou funkce f, g diferencovatelné a
g'(x) # 0. Ddle necht je splnéna jedna z podminek

(i) limy—x F(x) =0 = limy_x, g(x),
(i) Timessolg ()] = o0.
Existuje-li (vlastni nebo nevlastni)
f'(x)

0 g/(x)’

pak existuje také
f(x)

a obé limity jsou stejné. Tvrzeni plati i pro jednostranné limity.

PoZadavek g’(x) # 0 na ryzim okoli xq Ize nahradit nap¥. pozadavkem, aby tam
byly definované podily funkci i derivaci, nebo rozsifenim pozadavku

diferencovatelnosti obou funkci i na bod xg.
BNV Doisc ke Matemotickd analjza 48,153



Derivace funkce L'Hospitalovo pravidlo

Odvozeni.

Detailni rozbor (existence apod.) viz skriptum.

Necht limy_,x, f(x) = 0 a limy_x, g(x) = 0. Zm&ime (pokud je to nutné)
funkce f, g tak, aby f(xp) =0, g(x0) = 0. Pak limita

lim _im f) = fl)
X—X0 g(X) X—X0 g(X) _ g(XO)

)

*

Z Cauchyovy v&ty o stfedni hodnot& vime, Ze 3¢ € (xp, x) nebo ¢ € (x, xp)
takové, Ze

* = lim f'(c) = lim f'(c)
0 g/(c) e g'(c)

= |pokud existuje| = L.

© Petr Hasil (MUNI) Matematické analyza 49 /153



Derivace funkce L'Hospitalovo pravidlo

Pokud [limy_x, f(x)| = 0o = [limx_x, g(x)|, potom
1 g'(x)
X
lim fx) = lim g(lx) = lim i,()
X—XQ g(x X—+X0 f(_x X—+X0 _f2(())<<))

- X|£r)1<0 gz(x) 'X—>x0 f’(x) X—rX0 g(x) X—9X0 f’(x)
Tedy . e .

: ) =T ) )

I|mX_>X0 20 0 ||mx—>xo (%)

Matematicka analyza 50 /153
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Derivace funkce L'Hospitalovo pravidlo

Poznamka

Jestlize neexistuje limita derivaci, neznamena to, Ze neexistuje ptvodnf{
limita. Pouze nejde pouzit L'Hospitalovo pravidlo.

lim

[im —
x—o00 1 —sin x

Xx—»00 X + COS X
Tato limita neexistuje, tedy L'Hospitalovo pravidlo nelze pouzit. Piivodni

limitu ale snadno spoditame.

X + sin x ‘oo‘ 1+ cosx
00

. X+sinx .14
||m _— = ||m mzl
x—00 X + Ccos x x—)ool—|—T

© Petr Hasil (MUNI) Matematické analyza 51/153



Derivace funkce L'Hospitalovo pravidlo

Pozndamka
L'Hospitalovo pravidlo Ize pouZivat opakovang, tj.
i f(x ‘ ’ f'(x) ‘ ’ f(x)
im —~ _
x—x0 g(x 0 x—)xo g'(x) 0 X—)Xo g"(x)
Pozor na splnéni ptedpokladi!
P¥iklad 5
. e —e X =2x . ef4e X2
lim ——— = |lm —
x=0 X —sinx x=0 1 — cosx
. eX—e™X . ef4e ™™ 2
=lm—=Ilm ——=-=2
x—0  sinXx x—0 COSX 1 )
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Derivace funkce L'Hospitalovo pravidlo

Neurcité vyrazy

9, 2, 000, 00— 00, 00,1, o,
0" oo
@ 0-00= % =32
oo 0
° Iimx—>xo [f(X)]g(X) — Iimx—>x0 e8(x)Inf(x) — alimxx, g(x)Inf(x)

00 — e%(=00) 10 5 20 50 _y g0

(tento obrat se témé&F nepouZivd - vétdinou to jde mnohem jednodu3eji tpravami)
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Derivace funkce

L'Hospitalovo pravidlo

. Inx
lim —— ===
-0+ = >
X
1
lim 2= lim (—=x) =0
X‘)0+X7 x—0t

sin X + x cos x

. SIN X — X COS X 0 . COSX — COSX + X sinXx
lim ((——————) = 3| = lim .y
x—0 xsinx

. sin x + x cos x 0
lim - —=0
x—0 \ COS X 4+ COS X — X SIn X

Petr Hasil (MUNI)
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Derivace funkce L'Hospitalovo pravidlo

‘

@ ,00— 00"

lim (\3/x3—|—x2 —x) = |oo — o0

X—00

3 2)2 3/ 3 2 2
= lim (\3/X3—|—X2—X) \3/(X X)XV 4 P X

X—00

(33 + x2)2 + xv/x3 + x2 + x2
lim x3+x2-x3
=i
x=00 3/(x3 4 x2)2 4 xv/x3 + x2 4 x2

1
X‘>°°</(1+§)2+</1+§+1

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza

1

3

55 /153



ace funkce L'Hospitalovo pravidlo

° ”00 “
lim Xsinx _ |00| — elimxﬁ(ﬁ_ sinxInx _ *
x—0t
1
In x =
lim sinxInx=0-(—o0)| = Iim — === |lim =X
x—0F | ( )‘ x—0t ’ & ‘ x—0+ =98
Sin X SIin® X
. sin x . 1 . sin?x 0
=— Iim —— = — |lim lim =15
x—0T X COS X x—0T COS X x—0t X
| 2sin x cos x
x—0t 1
x=el =1
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ace funkce L'Hospitalovo pravidlo

100 “
. 1
SIn X\ 2 sin x
lim (_) x2 |].OO| I|mX_,0 In — 4
x—0 X
1  sinx = 0
lim — In—— = |00 O]_Ilm—2:\6]
x—0 X X x—0 X
| xeosxosinx X €OS X — sin x
x—0 2x x—0 2x
. COSX — XSin X — COS X 0 —sin X — X COS X 0
= lim 5 =[5l = lim =I5
x—0 6x x—0 12x
i — COSX — COS X + XSinx -1
g m = —
x—0 12
g — e 1/6
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Vy3ettovani priibéhu funkce [ISRIEIN

Véta 12

Necht f'(x) > 0 (f'(x) < 0) pro vSechna x € | = (a, b). Pak je funkce f
na | rostoucr (klesajici). Je-li f'(x) >0 (f'(x) <0) na I, pak je f
neklesajici (nerostouci).

© Petr Hasil (MUNI)
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Vysetfovani priib&hu funkce Extrémy

Dikaz (f'(x) > 0).

Necht x1,x € I, x1 < xo, jsou libovolné. Potfebujeme dokazat, Ye
f(x1) < f(x2). Protoze

0 < Fla) = lim )= 7ba)

X—rX1 X — X1

existuje 91 takové, Ze f(x) — f(x1) > 0, x € (x1,x1 + d1).

Oznatme y; = x1 + d1. Pak plati f'(y1) > 0, 302 > 0: f(x) > f(y1) pro
x € (y1,y1 + 02). Oznakime y» = y1 + 92, . ..

Postupujeme tak dlouho, dokud , nedoskdceme” k bodu x», tj.

Jynt £(¥n) > f(yn—1) > - > f(y1) > f(x),

36, > 0: F(x) > f(¥n), X € (Vs Yn + On)
ax2 € (Yn, Yn+6n) = f(x2) > f(yn) > -+ > f(xa).

O

v

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 60 /153



Vysetfovani priib&hu funkce Extrémy

Poznamka

Opacnd implikace ,f je rostouci = f’(x) > 0" obecn& neplati, nap¥. funkce
f(x) = x +sin x je rostouci R, ale f'(x) =0 pro x = (2k + 1)7 (k € Z).

Plati: f je rostouci = f’(x) > 0 a rovnost nule nenastane na zadném
podintervalu intervalu /, kde je funkce rostouci (tj. na Zddném intervalu
v&tSim nez jeden bod). Kdyby f/(x) = 0 na (x1,x2), x1 < x2, tak podle
Lagrangeovy v&ty Jc € (x1,x2) : f(x2) — f(x1) = F(c)(x2 — x1) =
—~—
=0

f(x1) = f(x2), coZ je spor s tim, Ze je funkce rostouci.
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vani prib&hu funkce Extrémy

Definice 6 (Lokalni extrémy)

Rekneme, Ye funkce f ma v bod& xo lokdIni maximum (minimum), jestlize
existuje O(xp) takové, Ze f(x) < f(xp) (f(x) > f(x0)) pro Vx € O(xp).

Jsou-li nerovnosti pro x # xg ostré, mluvime o ostrém lokalnim maximu,

resp. minimu.
v
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Vy3ettovani priibéhu funkce [ISRIEIN

Véta 13 (Nutnd podminka pro lokalni extrém funkce majici derivaci)

Necht funkce f md v bod& xo lokdIni extrém a existuje f'(x).
Pak f'(xp) = 0.

Dikaz.
P¥ipady f'(xp) > 0 a f'(xp) < 0 vedou ke sporu s faktem, Ze funkce f md
v bodé xg lokdIni extrém. ]

v

© Petr Hasil (MUNI)
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Vy3ettovani priibéhu funkce [ISRIEIN

Definice 7
Body, kde f/(x) = 0, se nazyvaji staciondrni body funkce f. J
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Vy3ettovani priibéhu funkce [ISRIEIN

Véta 14

Necht funkce f je spojitd v bodé& xq. JestliZe existuje okoli P~ (xo), v némZ
Jje funkce f rostouci (klesajici), a P*(xp), v némZ je funkce klesajici
(rostouci), pak ma funkce f v bodé& xy ostré lokdIni maximum (minimum).

Diikaz.

» f(x0) > f(x) v levém i pravém okoli bodu xp (minimum podobné)

» pozor na spojitost

© Petr Hasil (MUNI)
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Vy3ettovani priibéhu funkce [ISRIEIN

Véta 15

Necht je funkce f spojitd v bod& xy. JestliZe existuje okoli P~ (xp), kde
f'(x) >0 (f'(x) <0), a Pt (x), kde f'(x) <0 (f'(x) > 0), pak md
funkce f v bodé& xy ostré lokdlni maximum (minimum).

Diikaz.
Plyne z vét 12 a 14. O

(© Petr Hasil (MUNI)
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Vy3ettovani priibéhu funkce [ISRIEIN

Véta 16

Necht bod xq je staciondrnim bodem funkce f (tj. f'(xo) =0), a plati, Ze
f"(x0) > 0 (f"(x0) < 0). Pak md funkce f v bodé& xo ostré lokalni
minimum (maximum).

Dikaz.
f"(x0) > 0 = f’ je v xp rostouci, tedy

IP~(x0) : f'(x) < f'(x) =0,

IP*(x0) : f(x) > f'(x) = 0.

f'(xo) existuje = f je spojitd v xo. V P~ (xp) je f klesajici, v PT(x0) je f
rostouci, tedy xg je ostré lokdIni minimum. (Pro maximum podobng&.) [

V.
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Vy3ettovani priibéhu funkce [ISRIEIN

Definice 8 (Absolutni (globalni) extrémy)

Bud f: [a, b] — R. Rekneme, e funkce f ma v bod& xg € [a, b]
absolutni maximum (minimum) na intervalu [a, b, jestlize pro viechna
x € [a, b] plati, Ze

f(x) < flxo) (f(x) = f(x0))-

Jsou-li nerovnosti pro x # xp ostré, mluvime o ostrych absolutnich
extrémech funkce na [a, b).
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Vysetfovani priib&hu funkce Extrémy

Véta 17

Necht funkce f je spojitd na intervalu [a, b]. Pak funkce f nabyvd svého
absolutniho maxima i minima na intervalu [a, b] a to bud' v bodé& lokaIniho
extrému leZiciho v (a, b) nebo v jednom z krajnich bodii x = a, x = b.

v

Dikaz.

Podle 2. Weierstrassovy véty existuji x1,x» € [a, b] takové, Ze
f(x1) =sup{f(x): x € [a,b]}, fF(x2)=inf{f(x):x € [a,b]}.

Pro x = x; mdme moZnosti: Bud x; = a, nebo x; = b, nebo x; € (a, b),
pak je x;1 bodem lokadIniho maxima. Analogicky pro x». O

v
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Vy3ettovani priibéhu funkce [ISRIEIN

Poznamka
Globalni extrémy spojité funkce f na intervalu [a, b] hledame takto:

Ur&ime stacionarni body a body uvnit¥ intervalu [a, b], v nichZ neexistuje
derivace, pak porovname funkéni hodnoty v téchto bodech s hodnotami

f(a) a f(b). )
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Vy3ettovani priibéhu funkce [ISRIEIN

P¥iklad 6

Do kruZnice s polomérem r vepiSte rovnoramenny trojihelnik s
maximdlnim obsahem. Tento maximdalni obsah uréete.

; P=32zv=232Vr2—x3(x+r)
= (r4+x)Vr2 —x2

— max, x € [—r,r]
z/2 /

P/(x) = V23 4 (r %) ey = =255254° = 0

= x31=—r¢&(—r,r), xo =r/2 (max. napt. z P")

P(r/2) = (r+r/2)y/r? = r2/4 = 3/3r?
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Vysetfovani priib&hu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Definice 9 (Konvexni a konkavni funkce)

Rekneme, %e funkce f je na intervalu / konvexni [konkavni], pokud pro
kazdé xi,xp € | a kazdé A € [0, 1] plati

F((1—Nxi +dx) < (1= NFf(xa) + M(x) (1)
F(1=A)x1 +MAx2) > (1= A)f(x1) + M(x)|.

Plati-li nerovnost ostfe, mluvime o ostré (ryzi) konvexnosti a ostré (ryzi)
konkavnosti.

Poznamka

Nadgraf (mnoZina {[x,y] € R?: x € D(f),y > f(x)}) konvexni funkce je
konvexni mnoZina.
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Vysetfovani priib&hu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Poznamka

X—x1
X2—X1

UvaZujme x, x1, xo € | takové, Zze x; < x < xp. Volbou A =
prevedeme nerovnost (1) na

f(x2) — f(xa)

f(x) < f(x)+ a—

(x = x), (2)

coz vyjadfuje, Ze bod [x, f(x)] je pod tsetkou spojujici body [x1, f(x1)] a
[x2, f(x2)], pop¥. na ni.

Podobné pro konkdvnost a ostré varianty. Jde o ekvivalentni definici.
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Vysetfovani priib&hu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Véta 18

Necht funkce f ma na intervalu | derivaci a pro libovolné xy € | plati
f(x) > f(x0) + f'(x0)(x — x0), Vx€l, (3)

tj. graf funkce f leZi nad te¢nou sestrojenou v libovolném bodé xg € 1.
Pak je funkce f konvexni na intervalu I.

© Petr Hasil (MUNI)
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Vysetfovani priib&hu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Dikaz.

Necht x1,x € I a A € [0, 1] jsou libovolné. Polozme

xo = Ax1 + (1 — A)xp.Dosazenim x = x1, x = x2 do (3) dostaneme

(a) f(Xl) > f(X()) + f/(Xo)(Xl — Xo) = f(Xo) + f/(Xo) [Xl — Ax1 — (1 — )\)XQ]
(b) f(XQ) Z f(X()) + f/(Xo)(Xz — Xo) = f(Xo) + f/(Xo) [XQ — )\Xl — (1 — )\)XQ]

A(@) + (1 - \)(b)|=

M(xa) + (1= A)f(x) > [A+ (1= )] F(x)

+ F/(x0) [Ax1 = A2x1 = A(1 = A2+ (1= A2 — (1= M) — (1= N)*xe)

= Af(Xl)—i-(l—)\)f(XQ) > f(Xo)—l-OZ f()\Xl—l-(]_—)\)Xz).

© Petr Hasil (MUNI)
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Vysetfovani priib&hu funkce Konvexnost, konkavnost a inflexni body

Poznamka

f(x) < f(x0) + f(x0)(x — x0), Vx,x0 €I,

tj. graf funkce f leZi pod te¢nou sestrojenou v libovolném bodé xg € /, pak
je f na intervalu | konkavni.
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Vysetfovani priib&hu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Lemma 1

UvaZujme funkci f definovanou na intervalu |. Necht xi,x2,x3 € |,
x1 < xp < x3. Pak jsou nasledujici nerovnosti ekvivalentni.

f(x2) —f(x1) _ f(x3)— f(xl)’

< (4)
Xo — X1 X3 — X1
fe) = flx) _ fis) = flx) (5)
Xo — X1 - X3 — X2 ’
fxa) = flx1) _ flxs) — fxe) (6)
X3 — X1 X3 — Xo
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Vysetfovani priib&hu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Dikaz.
Upravme nerovnost (4).

f)(xs —x1) — f(xa) (6 —x1) < f(x3)(2 — x1) — F(xa) (2 — x1),

f(x)s—xa+x2—x1)—f(x1)(x3 —x2+x2—x1) < f(x3)(x2 — x1) — F(x1)(x2 — x1),

fl)(a —x2) + () (e —x1) — F(x1) (33 — x2) — f(x1)(x2 — x1)
< f(X3)(X2 — X1) - f(Xl)(X2 - X1)7

[f(x2) — f(xa)l(xs — x2) < [f(x3) — F(x)](x2 — x1).

Tim je dokdzdna ekvivalence nerovnosti (4) a (5). Ostatni analogicky. [
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vani prib&hu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Véta 19

Necht funkce f ma na otevreném intervalu | vlastni derivaci. Pak je f
konvexni na | pravé tehdy, kdyZ je f' neklesajici.
Analogicky plati

f ostFe konvexni < f' rostouci,
f konkdvni < f' nerostouci,

f ostre konkdvni < f' klesajici.

tr Hasil (MUNI)
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Vysetfovani priib&hu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Dikaz ,,=".
Zvolime libovolng x, x1, x> € | tak, Ze x; < x < xp.Pak z konvexnosti (viz
(2)) a lemmatu 1 mame

F(x) — F0a) _ Fl0) = () _ F() = 0)

X — X1 - Xo — X1 - X — Xo

V levém zlomku provedeme limitni pfechod x — x1+, v pravém

X — x, .Dle ptedpokladii v&ty existuji pfislusné derivace, tedy

fl(xa) < (%),

tedy f’ je neklesajici.
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Vysetfovani priib&hu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Dikaz ,,«<".

' je neklesajici na I, x, x1, x> € | tak, Ze x; < x < x». Na intervalech
[x1,x] a [x, x2] lze pouZit pro f Lagrangeovu v&tu 9, tedy existuji
a1 € (x1,x), @ € (x,x2) takové, Ze
f(x)—f f —f
f/(Cl) _ (X) (Xl) f/(CQ) _ (XZ) (X)

X—x1 Xo — X

pritemZ ¢; < cp.ProtoZe f’ je neklesajici, mame f'(c1) < f/(cp), tedy

Fx) = fxa) _ flx) = f(x)

X — X1 - Xo — X

coz je vztah (2) ekvivalentni s definici konvexnosti.
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Vysetfovani priib&hu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Véta 20

Necht funkce f ma na otevieném intervalu | vilastni druhou derivaci a plati
f"(x) >0 (f"(x)<0) Vxel.

Pak funkce f je na intervalu | ost¥e konvexni (ostfe konkavni).

Diikaz.
Tvrzeni plyne pfimo z vét 12 a 19. O

Petr Hasil (MUNI)
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Vysetfovani priib&hu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Definice 10

P¥edpokladejme, Ze funkce f m3 v bod& xo derivaci f'(xp).

ﬁekneme, Ze funkce f ma v bodé& xq inflexni bod (graf funkce f ma inflexni
bod), jestlize existuje okoli P~ (xp), v n€mz je funkce ryze konvexni
(konkavni), a okoli P*(xg), v némz je f ryze konkdvni (konvexnf).
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Vysetfovani priib&hu funkce Konvexnost, konkavnost a inflexni body

Poznamka

V definici konvexnosti a konkavnosti funkce je neostra nerovnost, vyhovuje
ji i linedrni funkce y = ax + b, kterd je konvexni i konkavni. Zadny inflexni
bod ale nema.

P¥iklad 7

°oy=x3

ma inflexni bod xp = 0,

@ y =sinx ma inflexni body xp = k7, k € Z.
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Vysetfovani priib&hu funkce Konvexnost, konkavnost a inflexni body

Véta 21

JestliZze xy je inflexni bod funkce f a f"(xo) existuje, pak f"(xp) = 0.

Diikaz.

Kdyby f”(x0) > 0, pak je f v okoli xg konvexni — spor,
kdyby f”(x0) < 0, pak je f v okoli xp konkdvni — spor. O

© Petr Hasil (MUNI)
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Vysetfovani priib&hu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Véta 22

Necht f"(xg) =0 a f""(xo) # 0, pak funkce f m3 v bod& xq inflexni bod.

v

Diikaz.
P¥edpokladejme "’(xp) > 0 (pro f"'(xp) < 0 je postup analogicky).

F"(x0) > 0, j. (F") (x0) > O,

tedy f” je rostouci v okoli xp a tedy ”/(x) < 0(> 0) v levém (pravém)
ryzim okoli xo = f je vlevo od xg ryze konkavni a vpravo ryze
konvexni. Ol
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Vysetfovani priib&hu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Véta 23

Necht funkce f md v bod& xo derivace po ¥dd n > 1 (n € N) v&etné a
f/(Xo) =0,..., f(n_l)(Xo) =0a f(n)(Xo) 75 0.

Q Je-li n sudé md f v xo lokdIni extrém, a to minimum pro f("(xg) > 0
a maximum pro f(")(xy) < 0.

@ Je-li n liché, md f v xqy inflexni bod.

Diikaz.
V pfisti kapitole ukdZeme, Ze za predpokladi véty se funkce f chova v
okoli xg p¥iblizn& jako funkce g(x) = %f(”)(xo)(x —xp)". O

v
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Vy3etfovani prib&hu funkce Asymptoty

Definice 11 (Asymptota bez smé&rnice)

Rekneme, e svisld pfimka x = xg je asymptotou bez smérnice grafu
funkce y = f(x), jestliZze aspoii jedna z jednostrannych limit

lim f(x), lim f(x)

X=X X—Xg

je nevlastni.

Matematicka analyza
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Vysetfovani priib&hu funkce Asymptoty

Priklad 8

Funkce f(x) = ﬁg m3 asymptoty bez sm&rnice x =1 a x = —1.

(Obé& jednostranné limity jsou nevlastni.)

P¥iklad 9

Funkce f(x) = e/* m4 asymptotu bez smérnice x = 0.
(Jedna jednostrannd limita je nevlastni.)

P¥iklad 10

Funkce f(x) = arctg% nema asymptotu bez smé&rnice.
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Vy3etfovani prib&hu funkce Asymptoty

Definice 12

Rekneme, 7e p¥imka y = ax + b, a, b € R je asymptotou grafu funkce
y = f(x) pro x — oo(—00), jestlize

lim [f(x) — (ax+ b)] =0

X—00

< lim [f(x) — (ax + b)] :0).

X—r—00

P¥imka y = ax + b se nazyvd asymptota se smérnici.

Poznamka

Asymptoty se smé&rnici mize mit funkce nejvyse dvé (do 00).
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Vy3etfovani prib&hu funkce Asymptoty

Véta 24

PFimka y = ax + b je asymptotou se smérnici grafu funkce y = f(x) pravé

tehdy, kdyZ
. f(x) .
a= lim —= b= lim (f(x)— ax),
x—Foo X X—F00
pFicemZ x — 400 je pro asymptotu v 400 a X — —0o0 pro asymptotu v
—0OQ.

© Petr Hasil (MUNI)

Matematicka analyza 93 /153



Vy3etfovani prib&hu funkce Asymptoty

Diikaz.
P¥imka je asymptotou jestliZze

lim [f(x)—ax] = b,

x—+o0

coZz znamena

lim [M—a] = lim I—J—O,
x—=+00 X x—Foo X
tedy
||m [m:l —a
X—300 X
DJ
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Vy3etfovani prib&hu funkce Asymptoty

P¥iklad 11
Urlete asymptoty se smérnici
o f(x)=x+1.
. +1
a=limeio0 XTX = llmx—H—oo(l + X%) =1,
b=limy_joo(x+%—1-x)=0,
x+1

a=limy, c—>*=1b=0
asymptota: y = x.
o f(x) = x?
a=limy_ 4o X2 = limy_ 400 X = 00 tedy f nema asymptoty se
smérnici
o f(x)=x+ S"'TX

smx

a=Ilimyto = limy100(1 + S'”X) =1,
b= |ImX_>:|:OO(X + sinx — x) = 0, asymptota y = x
(pozn.: as. bez smérmice v bodé xo = 0 nenf, limy_o(x + S'"X) =1)
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Vysetfovani priib&hu funkce Pribéh funkce — shrnuti a p¥iklad

Postup p¥i vySetfovani pribéhu funkce
(i) P¥imo z funkce:

e D(f), sudost/lichost, periodi¢nost, prisetiky s osami,
kladnost/zépornost,
e asymptoty (se smérnici, bez smé&rnice).

(i) Z prvni derivace: rostouci/klesajici, lokalni extrémy.
(i) Z druhé derivace: konvexni/konkavni, inflexni body.

(iv) Nac&rtnuti grafu: ke viem vySe zminénym bodidm dopotitdme funkeéni
hodnoty a zkombinujeme zjisténé informace.

Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 97 /153



Vysetfovani priib&hu funkce Prib&h funkce — shrnuti a pFiklad

Postupné tedy plnime nésledujici body:

o]

defini¢ni obor, j) druhou derivaci,

o

sudost/lichost (periodi¢nost), k) kde je £ konvexni/konkévni,

(e}

1) inflexni body,

o

asymptoty se smérnici,

@

)
)
) asymptoty bez smé&rnice,
)
) prisetiky s osami,

)

-

kladnost/zapornost,

g) prvni derivaci, m) funkZni hodnoty ve

h) kde je f rostouci/klesajici, vyznamnych bodech,

i) lokdlni extrémy, n) nacrtneme graf.
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Vysetfovani priib&hu funkce Pribéh funkce — shrnuti a p¥iklad

P¥iklad 12
Vysetrete pribéh funkce

X2

x+1

f(x)=—

Regeni:
a) Funk&nimu p¥edpisu vyhovuji viechna redlna &isla takova, ze
x +1+# 0. Proto mame

D(f) =R\ {~1}.

b) O sudosti/lichosti funkce snadno rozhodneme dosazenim —x.
Ponévadz plati

X2
f(=x) = T x11 # £f(x),

neni zadand funkce ani licha, ani suda (coZ je vidét uz z nesymetrie
defini¢niho oboru). Vzhledem k defini¢nimu oboru je zfejmé, Ze
funkce nemiZe byt periodicka.

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 99 /153



Vysettovani priab&hu funkce Pribéh funkce — shrnuti a p¥iklad

c) Asymptoty bez smérnice popisuji limitni chovéni funkce v bodech
nespojitosti (nebo na okraji definiéniho oboru), proto pfimym
vypoétem ihned dostaneme

: x? : x2
lim — =— lim = —(+00) = —o0,
x——1+ x-+1 x——1t x+1
2 _ X2

lim — = |lim -—
x—-1- x+1 x—-1- x+1

= —(—00) = .

Funkce ma jednu svislou asymptotu x = —1.

d) Pomoci vzorcl uréime asymptoty se smérnici (pokud existuji).

. X2
a= lim ———— = -1,
X—300 x2+x
2
. . X
b= Iim -— +x= lim =1.
x—too x+1 x—too x + 1

Funkce f(x) ma tedy v +00 i —oo asymptotu se smérnici, kterd je
dana rovnici y = —x + 1.
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Vysetfovani priib&hu funkce Pribéh funkce — shrnuti a p¥iklad

e) Uréime prisetiky s osou x (= y = 0):
fx)=0 <= x*=0 <= x=0,

tedy P, = [0,0],
asosouy (= x=0):

tedy P, = [0,0] = Px.

f) Nyni ziskdme intervaly, kde je funkce f(x) kladnd a zdporna:

X (—o0,-1) | (—-1,0) | (0,00)
sgnf + — —

f kladnd zapornd | zaporna

(© Petr Hasil (MUNI)

Matematicka analyza 101 /153



Vysetfovani priib&hu funkce Pribéh funkce — shrnuti a p¥iklad

g) Spotitdme prvni derivaci a jeji defini¢ni obor, tj.

—x? - 2x

SRS

D(f') =R\ {-1}.

h) Nyni uréime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

flix)=0 <= —x(x+2)=0 <<= x=0, xo=-2.

X (=00, —-2) | (—2,-1) | (—1,0) | (0,00)

sgn f' - + + -

f N\ / / N\
i) Z tabulky vidime, Ze funkce mad v x = —2 lokalni minimum av x =0
lokaIni maximum.
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R R TR Priibeh funkce — shrnuti a priklad
j) Spotitame druhou derivaci a urcime jeji definiéni obor
_ —2x-2 2

(x+1)*  (x+1)%
D(f") =R\ {-1}.

fl/ (X)

k) Ur&ime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.

f'(x)=0 < -2=0,

coz je nesmysl. Druha derivace tedy nema Zadny nulovy bod.
Nesmime ov8em zapomenout, Ze jeji znaménko se mliZze zménit i v
bodech, ve kterych neni definovéna (tj. v ,dirdch* jejiho defini¢niho
oboru).

X (—OO,—l) (_1700)
sgn " + —

f U N
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Vysetfovani priib&hu funkce Pribéh funkce — shrnuti a p¥iklad

I) Funkce nemd Zadny inflexni bod (—1 & D(f)).
m) Zrekapitulujme vyzna&né body a spottéme v nich funkéni hodnoty.
o Prisetiky s osami P, = P, = [0,0].
o Lokalni minimum v x = =2, f(—2) = 4, tedy jde o bod [—2,4].
o Lokalni maximum v x = 0,f(0) = 0, tedy jde o bod [0, 0].
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Vysetfovani priib&hu funkce Pribéh funkce — shrnuti a p¥iklad

n) Nyni zkombinujeme v3echny ziskané informace a obdrzime graf funkce
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NS ECVERIRIG I TR THINGCI  VyuZiti derivace k dikazu identit a nerovnosti

Véta 25

Necht funkce f,g maji na intervalu | derivaci a ¥x € | plati f'(x) = g'(x).
Pak 3c € R takové, Ze f(x) — g(x) =c, ¥x € I.

Diikaz.
F(x) = f(x) — g(x). Pak F/(x) =0, ¥x € [, a tedy pro libovolné
x1, %2 € | podle Lagrangeovy véty plati

F(x2) = F(x1) = F'(§)(x2 = x1) = 0,

kde £ lezi mezi hodnotami xi, xo.
Tedy F(x) =c, Vx el = f(x) — g(x) = c. O
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NS ECVERIRIG I TR THINGCI  VyuZiti derivace k dikazu identit a nerovnosti

Priklad 13
DokaZte pro x > 0 identitu

. X 1
arcsin ——— = arccos ——.
V14 x2 V14 x2
arcsin X / B 1 \/1+X2—X%(1+X2)71/22X 1
12) [ e (1+x?) RS
_1+x2
/
1 _ -1 -1 2\—3/2 _ V/14x2 X _ 1
(arccos \/1+X2> iy = (1+x°) 2x = X (1232~ T4x2°
1+x
kde jsme vyuZili x > 0 = |x| = x.
Dosad me x = 1.
o1 T 1
arcsin — = — = arccos —

V2 4 V2

V jednom bodé z intervalu nabyvaji stejné hodnoty a derivace maji stejné,
tedy identita plati na celém intervalu | = [0, 00).
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NS ECVERIRIG I TR THINGCI  VyuZiti derivace k dikazu identit a nerovnosti

P¥iklad 14
DokaZte arctg x = arccotg % Pro kterd x € R identita plati? J
1 -1 -1 1
fl = — / e il —
(X) 1 +X27 g (X) 1 + (%)2 X2 1 +X2
V x = 0 je funkce arccotg% nespojitd. Dosadime x =1 a x = —1.
arctgl = T = arccotgl, arctg(—1)=—%, arccotg(—1)=3I.

Identita tedy plati pro x € (0, c0).
Pro x € (—00,0) jsou funkce rizné o .
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NS ECVERIRIG I TR THINGCI  VyuZiti derivace k dikazu identit a nerovnosti

P¥iklad 15
Dokazte, Ze pro vechna x € R plati 2x arctg x > In(1 + x?). J

F(x) := 2x arctg x — In(1 + x?)

a spo&itdme minimum na R.

1 1
F’(x)z2arctgx+2x1+x2 — 1+X22x:221rctgx,
!/ 1
Fi(x)=0<x=0, F(x):21+X2>O,VX€R,

tedy x = 0 je lokalni minimum. F(x) > 0, Vx € R, rovnost nastavé pro
x = 0.
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Diferencial, Taylordiv polynom Diferencial

Definice 13

Necht je funkce f definovand v O(xg) a pro h € R plati xo + h € O(xp).
Pak &islo h nazyvame pfiristek nezdvisle proménné a rozdil

Af(xo) = f(xo + h) — f(x0) nazyvdme pFiristek zavisle proménné

(pop¥. detailn&ji Af(xp)(h) jako pFiristek funkce f v bod& xp s krokem h).
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Diferencial, Tayloriiv polynom Diferencial

Definice 14

Rekneme, e funkce f je diferencovatelnd v bodé xy € R, jestlize existuje
O(xo0) takové, Ze

f(xo+h) = f(xo) =A-h+7(h),
kde A € R je vhodné &islo a 7(h) je funkce s vlastnosti

lim @ =0.
h—0 h

Je-li f v xp diferencovatelnd, nazyvame vyraz A - h diferencidl funkce f a
piseme df(xp), popt. df(xo)(h).

Diferencial funkce je linedrni funkce p¥irlistku nezavisle proménné h.
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Diferencial, Taylordiv polynom Diferencidl

X, Xg*h

Af(x0) == f(xo + h) — f(x0), Af(x0) :=A-h+71(h), A=tga
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Diferencial, Taylordiv polynom Diferencial

Véta 26

Funkce f je v bodé& xq diferencovatelnd pravé tehdy, kdyZ v tomto bodé
existuje vlastni derivace f'(xp). PFitom plati

df(Xo) = f/(Xo) - h.

Tedy A = f'(xp). Casto se pouZivd znakeni dx = h, tj.
df(xo) = f'(x0) - dx.

Diferencial v obecném bodé& x

df(x) = f'(x) - dx.
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S~~~ N dx
Newton S
Leibnitz

Derivace inverzni funkce x = f~1(y)

dx 1
—=_.
dy E>Z<

Derivace sloZené funkce F(x) = (g o f)(x), kde f(x) =y,g(y) =z

dz dz d_y

dx — dy dx’
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Diferencial, Tayloriiv polynom Diferencial

Diikaz.

=" Ptedpokladejme, Ze funkce f je diferencovatelnd v bod& xp, pak

f(xo+ h) — f(x0) = Ah+ 7(h)
f(xo + h) — f(x0) :A—i—ﬂ

h h
A ) R N P )
h—0 h h—0 h
——
—0

flxo) =A+0=A.

,<" Predpoklddejme, Ze existuje derivace f'(xg) = A € R a poloZme
7(h) = f(xo + h) — f(x0) — f'(x0)h. Pak

il7ii)n0 7—(hh) _ ll[;ﬂo (f(xo + h/)7 — f(x0) _ f’(X0)> = (x0) — F'(x0) = 0.

[
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ial, Tayloriiv polynom Diferencial

Poznamka

Vyuziti diferencidlu pro pfiblizny vypocet funkénich hodnot:
Af(x) = f(x + h) — f(x0) = f'(x0) - h+ 7(h),

tedy

f(XO + h) P~ f(Xo) + f/(Xo)h.
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Diferencial, Taylordiv polynom Diferencidl

Ptiklad 16
Vypottéte pomoci diferencidlu p¥iblizng v/7.9. J

1
3V/x2
V79~ V8 + 95(-01) =2~ 553 =2~ 35 = 2 0.0083 = 1.9916.

f(x) = VX x0 =8, h=x—x=—01, f(x) =
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Diferencial, Tayloriiv polynom Tayloriiv polynom

Motivace

Mame danu funkci f a chceme sestrojit polynom stupné n € N, ktery v
okoli bodu xp nejlépe aproximuje funkci f.

e Pron=1: P(x) = f(xo)+ f'(x0)(x — x0), viz diferencial.
P(x) ma s funkci f(x) v xg stejnou funkéni hodnotu a hodnotu prvni
derivace.

e Najdeme polynom P(x) = an(x — x0)" + - - - + a1(x — xo) + a0, majici
s funkci f(x) v bod& xp stejnou funk&ni hodnotu a derivace az do
radu n.
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Diferencial, Tayloriiv polynom Tayloriiv polynom

Hledame polynom P(x) = ap(x — x0)" + - - - + a1(x — x0) + ao spliiujici
PO(x) =f(x), i=01,...,n,

tedy
(XO):P( )_307
(XO) =P (Xo) =1-a,
f"(x0) = P"(x0) =2-1- a,
f(3)( 0) = P3(x0)=3-2-1-a3,
D) = PO 0) = (1 1y,
F(x0) = P (x0) = nt - 2.
Odtud ihned
(x 17 xq (n—1) (5 F0) (x
dg = (X()),a]_ = f§!0)u32 = f 2(!0),...,3,,_1 = f(n ]_()IO)) an = n(! 0)'
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Diferencial, Tayloriiv polynom Tayloriiv polynom

Definice 15

P¥edpokladejme, Ze funkce f ma v bod€ xp derivace az do ¥adu n € N
véetné. Taylorovym polynomem stupné n funkce f v bodé& xg, znalime jej
Ta(x,x0), rozumime polynom, ktery mad v bod& xp stejnou funkeni
hodnotu a stejnou hodnotu prvnich n derivaci jako funkce f, tj.

F(x0) = T(x0,%0), F/(30) = Th(x0,%0), - - -, FM(x0) = TS (x0, x0).
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Diferencial, Tayloriiv polynom Tayloriiv polynom

Véta 27 (Taylorova véta)

Necht m3 funkce f v okoli bodu xo vlastni derivace aZ do ¥ddu n+ 1 pro
né&jaké n € NU {0}. Pak pro vSechna x z tohoto okoli plati

o+ nﬂx")(x—xO) +R(x),
FrtD) (¢ .
o) = gy (6= 0",

kde & je vhodné Cislo leZici mezi xy a x.

Vzorec uvedeny ve vété se nazyva Tayloriv vzorec.
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Diferencial, Taylordiv polynom Tayloriiv polynom

Zbytek Rp(x) je uveden v Lagrangeové& tvaru.

Vynechame-li zbytek R,(x), obdrzime Tayloriv polynom:

" F(D)(x .
f(x)%zif (I 0)(X—xo)’.

- 1!
i=0

Pokud v poloZime xy = 0, ziskame tzv. Maclauriniv polynom:

nL ()
f(x) =~ Z fl_!(o)x’

i=0
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Diferencial, Taylordiv polynom Tayloriiv polynom

P¥iklad 17

Uréete Tayloriiv polynom 4. ¥adu se stfedem v bod& xy = 1 funkce
f(x) =xInx.

! _ " 1 " _ -1 (4) _ 2
— ) — X — 2> - .
fiix)=1+1Inx, f'(x) =3, f"(x) ==, P (x)=35

f1)=0, F(1) =1, (1) =1, £"(1) = -1, F(1) =2.
Tedy

T(x)=0+H(x—1)+ LH(x—1)°+ FE(x —1)* + Z(x — 1)*
= 5 (x* — 6x> +18x* — 10x — 3).
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Tayloriiv polynom

3 3 3
2+ 2- 2-
¥ » 7
14 14 14
0 0 T 1 0 T
1 H 3 1 2 3 1 2 3
x x B
-1 -1 -1
3q 31
24 24
¥ ¥
14 14
i T 1 0 T 1
1 2 3 1 2 3
x x
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Diferencial, Tayloriiv polynom

Tayloriiv polynom

Véta 28

H X H .
Maclaurinovy polynomy pro €*,sin x a cos x:

R T Sk N TP

‘nl

. 3 5 _ 2n—1
o sinx~x— %+ 5+ +(—1)" 1(§n—1)!'
° cosx@l—’2(—T+Z—T+"'+(_1)n()2<i;!'
Dikaz.

P¥imym vypoétem.
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Diferencial, Tayloriiv polynom Tayloriiv polynom

Priklad 18

Urete pocet €lenl Maclaurinova polynomu funkce f(x) = e*, abychom
&islo % spotitali s chybou mensi nez 1073.

Rn(x) = (nj— 1)1 "H, C mezi X, Xp
_ 1 ]_ ]_ 1 (_1)n ¢
! n+1
S R I T 1
i 1)”“‘ <1073, c € (—1,0),tedy
e n+1 e? 1 |
DY S i < qogg (D> 10000 =6,
et~ % - % + % - é + 6i toto vyjad¥eni je s chybou mensi nez 10~3
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Diferencial, Tayloriiv polynom

Tayloriiv polynom

Véta 29

Maclaurinovy vzorce pro €*,sinx a cosx (n € N,c mezi 0 a x)
X _ X2 4 x4 e ntl
e =1+x+75+ o T X

2n—1
o (D) 1(5,, T+ (G g
|+( )" sy

. 3
@ sinx =x— %

@

ocosx:l—g—T—i----—i-( 1)"5 x2n+2,

Matematicka analyza
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ial, Tayloriiv polynom Tayloriiv polynom

Diikaz.
o (X)) = e~ j € Ny, tedy Rn(x) = (nfl),x”“
o (sinx)®) = (- 1)isinx| =0,
(sin x)H1) = (—1)/ cosx‘ =(-1)",i € Ny,

tedy Ran(x) — (~1)" SR,
o (cosx)) = (~1) cosx| _,=(-1)),
(cos x)(H1) = (—1)/+1 smx‘x_0 0,/ € Np,

tedy R2n+1( ) (_ n+2ﬁx2n+2
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Diferencial, Tayloriiv polynom Tayloriiv polynom

Pozndmka (Eulerova identita — exponencidlni tvar komplexniho &isla)

cosp +ising =e%, x =ip =

: io | (i9)? | (ip)? (ip)"
1o _ _r 2T/
erElt gt Ty Tt
2 3 4
_ R TS T T
R TR T TR TH
2 4 3
1Pl
Sl Tttt et
cgsrgo sin

=cosp+ising
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ial, Tayloriiv polynom Tayloriiv polynom

TaylorGv (Maclauriniv) rozvoj dal3ich elementarnich funkci
@ pro x € (—1,00)

2 3

X n+1xn n+2
In(l—i—x):X—?—{-?—i-'--—l-(—l) 7—1—(—1)

Xn+1

(n+ 1)(1+ c)tt

epoa€cR xe(—1,00), neboa e Nx e R

(1 + X)a —1+ax+ a(o§!—1)x2 + oz(a—l?))!(a—2)x3 4
. a(a—l)...(a—n+1)xn + a(a—(rlll.ig(!l—n)xn+1(1 + C)a_n_l

n!

[0 (e [0 «Q
=1 2, .. n n+1 a—n—1
LS e B A

kde jsme (pro a € R, n € N) pouZili zobecn&ny binomicky koeficient

n!
© Petr Hasil (MUNI) Matematicks analyza 133 /153

(a> _ala=1)-(a=n+1)




Diferencial, Taylordiv polynom Tayloriiv polynom

Vyuziti Taylorova a Maclaurinova polynomu
@ priblizny vypocet funk&nich hodnot,
@ vypodet limit.

Priklad 19

Pomoci Taylorova polynomu 2. ¥adu vypottéte p¥iblizn& v/7.9.

)  £(30) + F/(x0) (x — x0) + 5" (30) x — x0)°

f(x)=Vx,x0=8 h=x—x=-0.1, f(x) = %x_2/3, f(x) = %2x_5/3

1 1 2
1

1 1 57359
3-4(0‘) 290. 32(

017 =2 - =
120 28800 28800
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ial, Tayloriiv polynom Tayloriiv polynom

P¥iklad 20

VI V14X

1 =2
li 5 /

x—0 X

L+ 02 =1+ ()t + (4?2 + - pouijeme pro t = x, tedy

1 1
VI+x2=1+2x—x* 4.

2 8
Q+t)3=1+ (1{3) t+ (1é3) t> + ... pouZijeme pro t = x3, tedy

1, 1
V143 =142 2x0 4 .-

3 9

V14 X2 V143
= lim
x—0 x2
1—|—%x2—%x4+---—(1—|—%x3—%x6—|—---)

= lim

x—0 X2
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Diferencial, Tayloriiv polynom Tayloriiv polynom

Poznamka (Diferencialy vy&3ich ¥adi)

f(x+ h)— f(x) = Ah+7(h) = d f(x)(h) + 7(h) = f'(x)h + 7(h),

f(x+h) = f(x)+ f'(x)h +7(h)
—_—— =~
df(x)(h)  Ri(x)

V rozvoji

f(x+h)=f(x)+ f(x)h+ fﬂz(!x) W+t f(n,)ﬂ(x)h” + Ra(x)

oznaéme

f(x)h? = d2F(x)(h), F"(x)h> = d3F(x)(h), ..., FID(x)h" = d"F(x)(h).

Tim dostaneme

F(x+h) = F(x)+d F(x)(h) + %d2f(x)(h) ot %d”f(x)(h) + zbytek.
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Zaddme-li nap¥. graf funkce sinus po soufadnicich x, y, dostaneme
mnozinu bodi
[x,y] = [x,sinx],x € R,

protoZe x je nezdvisle prom&nnd a y = f(x) je zdvisle promé&nna.

Obr. 4: y =sinx,x € [-7, 7]
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Rovinné k¥ivky

Body o soufadnicich

X = cos t,
y =sint,t € [0, 27]

davaji jednotkovou kruZnici

x> 4+y?=1.

03

35 o 05

© Petr Hasil (MUNI)

K¥ivka dand parametricky

Body o soufadnicich
x =cosht,y =sinht,t € R
davaji pravou vétev a body
x = —cosht,y =sinht,t € R

levou vétev hyperboly
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Rovinné k¥ivky K¥ivka dand parametricky

Definice 16

Necht ¢ a 9 jsou funkce, které zobrazuji interval [a, 8] do R. Pak
mnoZina bodii [x, y] € R? takovych, Ze

x=@(t),y = (1), t € [a, f]
se nazyva kFivka parametricky zadand dvojici p a 1.
Jsou-li funkce ¢ a v spojité, nazyva se kfivka jimi uréend, spojitd.
Maji-li funkce ¢ a 1 navic na intervalu [, (] derivace a

vt € o 8] [+ [ >0,

fekneme, Ze k¥ivka je hladka.
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Rovinné k¥ivky K¥ivka dand parametricky

Poznamka

V roce 1890 sestrojil G. Peano p¥iklad spojitych funkei ¢, : [0,1] = R
takovych, Ze mnoZina [p(t),v(t)], tj. k¥ivka s parametrizaci ¢, 1, vyplnila
cely jednotkovy &tverec [0, 1] x [0, 1].

Poznamka
K¥ivka

—t2 t<0
XZSO(t):{tZ r>0’ y=9(t)=tteR

ma ¢’(0) =0, ¢/(0) = 0, tedy neni hladkd na Zadném intervalu
obsahujicim nulu. (Jde o y = |x].)
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Rovinné k¥ivky K¥ivka dand parametricky

Véta 30
Necht

C={[xy] € R?: x = p(t),y = ¢(t),t € [a, 5]}
Jje hladka kFivka a v bodé ty € [a, 8] plati ¢'(to) # 0. Pak smérnice tecny
ke kiivce C v bod [, yo] = [¢p(to), $(t0)] Jje

_ Y'(t)
k= ¢'(to)

Diikaz.

Te&nou ke kfivce rozumime, podobné jako pro graf funkce y = f(x),
limitni polohu se¢en. Smérnice seny je

% = (podle Cauchyho véty) = z,gg kde/ c leZi mezi t, ty.
Limitnim prechodem t — t; dostdvame, e k = £{%) 0

¥'(to)
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K¥ivka dand parametricky

Rovinné k¥ivky

P¥iklad 21

Ur&ete smérnici te¢ny ke kruZnici x = cost,y = sint v bod& [%, \/LE]

1
T cos T 7
tozzjk:*ﬂr:—$:—l.
sin g 7

Matematicka analyza
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Rovinné k¥ivky K¥ivka dand parametricky

Véta 31
Necht

C={lx,yl € R x = p(t),y = ¥(t), t € [, ]},

©,v maji na [, 5] druhé derivace a ¢'(ty) # 0. Pak v okoli bodu
[x0, Yo] = [(t0), ¥ (t0)] je kFivka C totoznd s grafem jisté funkce y = f(x)
a pro jeji druhou derivaci v bod& xog = p(to) plati

10y — ¢ (10)# (to) — ' (to) " (o)
(XO) - @/3(1_0) .

© Petr Hasil (MUNI)
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Dikaz.
ProtoZe ¢'(tg) # 0, je ¢ v okoli ty prostd, tedy existuje inverzni funkce

t = o Y(x). Pak

00 = (g ) (00 = )
! w’l(f)

- (42
_ Y@ (t) — ' ()e"(t) (

1Y (x) = P (t)¢' (1) — P (t)¢" ()
©"2(t)

©3(t)

¥

0

v
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Rovinné k¥ivky K¥ivka dand parametricky

Priklad 22
x =cost,y =sint, tg = /4 J

f”(X) _ (sin t) (cos(?o;lg)sgs t)"(sin t) _ - sin t(— sin(i)57n(;)3c05 t)(cos t) _ #31157

tedy

F <%) = ( 1)3 = -2V2.
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Rovinné k¥ivky K¥ivka dand parametricky

P¥iklad 23

Cykloida ma parametrizaci x =t —sint,y = 1 —cost, t € [0,27]. V okoli
bodu daného hodnotou parametru t = 7/2 zaddva jistou funkci y = f(x).
Uréete hodnotu prvni a druhé derivace funkce f v tomto bodé.

/ _ (l—cost) _  sint _ 1 _
f(x) = (t=sint)” — T-cost|,_x  1-0 1,
=2
f//(X ) _ cost(l—cost)—sin’t __ _14cost — =40 _ 4
0) = (1—cos t)? T (l-cost)d | — (1-0)3
=2

Obr. 5: Cykloida pro t € [0, 4n]
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REVILENNAVSAN  Oskula&ni kruZnice a kFivost

Definice 17
Oskula&ni kruznice rovinné k¥ivky C v bod& [xo, yo] je kruZnice, kterd
prochdzi bodem [xp, yo] @ md v n&m shodnou (aspofi) prvni a druhou
derivaci s k¥ivkou C. Rikdme, Ze ma v tomto bodé s k¥ivkou C styk
(nejméng&) druhého ¥adu.

@ Polomér oskulaéni kruZnice se nazyvame polomér kF¥ivosti.

@ St¥ed oskula&ni kruznice nazyvame stfed k¥ivosti a lezi na normdle

kfivky v daném bodé.

Pozndmka

Oskula&ni kruznice nap¥. ve vrcholech kuZeloseCek maji s k¥ivkami styk
vyssiho ¥adu neZ dva a jsou oznalovany jako hyperoskulaéni nebo
superoskulaéni.
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REVILENNAVSAN  Oskula&ni kruZnice a kFivost

Oskula&ni kruZnici ziskdme jako limitni polohu kruZnic podobné& jako jsme
ziskali te¢nu (derivaci) jako limitni polohu seen. Budeme uvaZovat bod
[0, 0], ve kterém chceme kruZnici ziskat, a dali dva body [x1, y1], [x2, y2]
vlevo a vpravo od ng&j. Sestrojime kruZnici prochdazejici témito tfemi body.
Nésledn& body [x1, y1], [x2, y2] pFiblizujeme k bodu [xo, yo] a stéle
pouzivame kruZnici, kterd skrze v8echny t¥i prochazi. Vysledkem tohoto
limitniho procesu je oskulaéni kruznice.

(Samozfejm& je mozné pouZit libovolné tfi body z okoli bodu [xp, yo] a
limitn& je v8echny ,poslat” k nému.)
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REVILENNAVSAN  Oskula&ni kruZnice a kFivost

Pro jednoduchost uvazujme graf funkce f, tedy k¥ivku [x, f(x)], ktera ma
v okoli bodu xg derivace do ¥adu dva v&etn& a ”(xp) # 0.
KruZnici budeme hledat ve tvaru

(x —a)?+(y — b2 =r2
Derivovanim podle x (p¥itemz y = y(x)) dostaneme
x—a+(y—b)y =0,

1+y?+(y—b)y" =0.

Pozndmka

Pracujeme zde s implicitné danou funkci. Zakladni p¥edpoklad, aby vztah
F(x,y) = c zadaval v okoli bodu xg implicitn& funkci y = y(x) spiujici
y(x0) = yo je, Ze derivace F podle y musi byt v bod& [xp, yo] nenulovd
(podrobngji v diferencidlnim po&tu vice promé&nnych).
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REVILENNAVSAN  Oskula&ni kruZnice a kFivost

Do t&chto rovnic dosadime x = xg, ¥y = f(x0), ¥’ = f'(x0),y" = " (x0).
Tim obdrZime soustavu t¥fi rovnic o tfech nezndmych a, b, r a ty
vypol&itdme. Dostaneme

_ 1+ f2(x0) + f(x0)f"(x0)

= -7 77 b=
7m0 o) (%) !
3
[T+ (x0)]?
£ (x0)
Poznamka
Parametricky mame
3
[X/Z + y/Z] 2

= |x’y” _ X”y’|7

kde x = x(t),y = y(t), derivace je podle t a dosazujeme tp.
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Rovinné k¥ivky Oskulagni kruZnice a kFivost

VEtsi polomé&r znamenad mensi zakfiveni a naopak, to motivuje ndsledujici
definici.

Definice 18

Hodnota 1/r se nazyva kfivost funkce f v bod& xo. J

Petr Hasil (MUNI)
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