
Derivace funkce

Petr Hasil
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© Petr Hasil (MUNI) Derivace funkce Matematická analýza 3 / 158

Derivace funkce Základńı vlastnosti derivace

Definice 1 (Derivace funkce f v bodě)

Necht’ x0 je vniťrńım bodem D(f ). Jestliže existuje limita

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0

nazýváme tuto limitu derivaćı funkce f v bodě x0, ṕı̌seme f ′(x0).

Poznámka

Je-li limita limx→x0

f (x)−f (x0)
x−x0

∈ R řekneme, že funkce f má v bodě x0

vlastńı derivaci.

Je-li limita limx→x0

f (x)−f (x0)
x−x0

= ±∞ řekneme, že funkce f má v bodě
x0 nevlastńı derivaci +∞ nebo −∞.
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Derivace funkce Základńı vlastnosti derivace

Definice 2 (Derivace funkce)

Má-li funkce f derivaci v každém bodě intervalu I ⊆ D(f ), pak se funkce
x 7→ f ′(x) nazývá derivace funkce f a znač́ı se f ′.

Definice 3 (Derivace zprava / zleva)

f ′+(x0) = lim
x→x+

0

f (x)− f (x0)

x − x0
, f ′−(x0) = lim

x→x−0

f (x)− f (x0)

x − x0

Poznámka

Zavedeńım h jako x = x0 + h źıskáme

f ′(x0) = lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
.

© Petr Hasil (MUNI) Derivace funkce Matematická analýza 6 / 158

Derivace funkce Základńı vlastnosti derivace

Následuj́ıćı tvrzeńı jsou p̌ŕımým důsledkem tvrzeńı o limitách funkćı.

1 Funkce f má v bodě x0 nejvýše jednu derivaci.

2 Derivace v bodě existuje právě tehdy, když existuj́ı jednostranné
derivace a f ′+(x0) = f ′−(x0).

3 Necht’ funkce f , g maj́ı derivace v bodě x0, pak v x0 maj́ı derivace i
funkce: f ± g , f · g a je-li g(x0) 6= 0 i f /g .

Poznámka

Pozor, tvrzeńı 3 se týká pouze existence derivace, nikoli jej́ı hodnoty.
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Derivace funkce Geometrický význam derivace

Definice 4

Necht’ funkce f má v bodě x0 derivaci f ′(x0), pak se p̌ŕımka

y − f (x0) = f ′(x0)(x − x0)

nazývá tečna ke grafu funkce f v bodě [x0, y0].Př́ımka procházej́ıćı bodem
[x0, y0],která je kolmá k tečně v tomto bodě se nazývá normála ke grafu
funkce f v bodě [x0, y0].

Poznámka

Protože součin směrnic dvou vzájemně kolmých p̌ŕımek je roven −1, je
rovnice normály ke grafu funkce f v bodě x0

(i) pro f ′(x0) 6= 0

y − f (x0) =
−1

f ′(x0)
(x − x0),

(ii) pro f ′(x0) = 0
x = x0.
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Derivace funkce Geometrický význam derivace

Poznámka

Má-li funkce f v bodě x0 nevlastńı derivace a je v tomto bodě spojitá,
potom má v x0 tečnu

t : x = x0

a normálu
n : y = f (x0).

(Nap̌r. funkce f (x) = 3
√
x v bodě x0 = 0.)
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Derivace funkce Geometrický význam derivace

Př́ıklad 1

Určete rovnici tečny a normály ke grafu funkce y =
√

1− x2 v bodě[
1√
2
, 1√

2

]
.

f
(

1√
2

)
= 1√

2
, tedy jedná se o bod grafu funkce.

f ′(x) = −x√
1−x2

, f ′
(

1√
2

)
=
− 1√

2√
1−1

2

= −1

t : y − 1√
2

= −1
(
x − 1√

2

)
t : y = −x +

√
2

n : y − f (x0) = −1
f ′(x0) (x − x0) (f ′(x0) 6= 0)

n : y − 1√
2

= 1
(
x − 1√

2

)
n : y = x
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Derivace funkce Geometrický význam derivace

Geometrický význam derivace

Sečna grafu funkce f procházej́ıćı body [x0, f (x0)] a [x0 + h, f (x0 + h)] má
směrnici

tgϕ =
f (x0 + h)− f (x0)

h
.

Jestliže se s bodem x0 + h bĺıž́ıme k bodu x0 (tj. provád́ıme limitńı
p̌rechod h→ 0), p̌rejde tato sečna v tečnu v bodě [x0, f (x0)]. Směrnice
tečny ke grafu funkce f v bodě x0 je tedy

lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
,

což je p̌resně derivace funkce f v bodě x0.
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Derivace funkce Geometrický význam derivace
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Derivace funkce Výpočet derivace

Věta 1

Necht’ funkce f a g maj́ı v bodě x0 derivaci a necht’ c ∈ R je libovolné.
Pak plat́ı

(i)
(cf )′ = cf ′,

(ii)
(f ± g)′ = f ′ ± g ′,

(iii)
(f · g)′ = f ′ · g + f · g ′,

(iv) (
f

g

)′
=

f ′ · g − f · g ′

g2
pro g 6= 0.
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Derivace funkce Výpočet derivace

Důkaz (iii).

(
f (x) · g(x)

)′
x=x0

= lim
h→0

f (x + h)g(x + h)− f (x)g(x)

h

= lim
h→0

f (x + h)g(x + h)− f (x)g(x + h) + f (x)g(x + h)− f (x)g(x)

h

= lim
h→0

g(x + h)
f (x + h)− f (x)

h
+ lim

h→0
f (x)

g(x + h)− g(x)

h

= lim
h→0

g(x + h)︸ ︷︷ ︸
g(x)

· lim
h→0

f (x + h)− f (x)

h︸ ︷︷ ︸
f ′(x)

+f (x) · lim
h→0

g(x + h)− g(x)

h︸ ︷︷ ︸
g ′(x)

= f ′(x0)g(x0) + f (x0)g ′(x0).

(Pro h→ 0 máme x → x0.)
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Derivace funkce Výpočet derivace

Věta 2

Má-li funkce v bodě x0 derivaci (vlastńı), pak je v tomto bodě spojitá.

Důkaz.

lim
x→x0

(f (x)− f (x0)) = lim
x→x0

(x − x0) · f (x)− f (x0)

x − x0
=

lim
x→x0

(x − x0)︸ ︷︷ ︸
0

· lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0︸ ︷︷ ︸
č́ıslo∈R

= 0.
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Derivace funkce Výpočet derivace

Poznámka

Opačné tvrzeńı neplat́ı – ze spojitosti neplyne existence derivace.
Nap̌r. funkce f (x) = |x | je spojitá na celém R, ale v x0 = 0 nemá derivaci.
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Derivace funkce Výpočet derivace

Poznámka

Karl Weierstrass sestrojil (žrejmě inspirován Riemannem) funkci, která je
spojitá v každém bodě, ale v žádném nemá derivaci. Uvažujme

fn(x) = an cos (bnπx), gn(x) = f0(x) + · · ·+ fn(x),

kde 0 < a < 1, b je liché p̌rirozené č́ıslo a ab > 1 + 3
2π.

(Předpoklady byly později oslabovány, viz literatura a kĺıčové slovo
Weierstrassova funkce.)

Pro n→∞ je gn spojitá
”
hustá, rozťresená čára“. Jde o jeden z prvńıch

studovaných fraktál̊u.

© Petr Hasil (MUNI) Derivace funkce Matematická analýza 19 / 158



Derivace funkce Výpočet derivace

Prvńı ťri funkce pro a = 1
2 , b = 15 a jejich součet maj́ı grafy

g100(x) =
100∑
n=0

1
2n cos (15nπx)
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Derivace funkce Výpočet derivace

Věta 3

Necht’ funkce f má derivaci v bodě x0 a funkce g má derivaci v bodě
y0 = f (x0). Pak složená funkce

F (x) = g
(
f (x)

)
= (g ◦ f )(x)

má derivaci v bodě x0 a plat́ı, že

F ′(x0) = g ′
(
f (x0)

)
· f ′(x0) = g ′(y0) · f ′(x0).
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Derivace funkce Výpočet derivace

Důkaz.

Předpokládejme nejprve, že existuje P(x0) takové, že f (x) 6= f (x0) pro
∀x ∈ P(x0).

F ′(x0) = lim
x→x0

F (x)− F (x0)

x − x0
= lim

x→x0

g(f (x))− g(f (x0))

x − x0

= lim
x→x0

g(f (x))− g(f (x0))

f (x)− f (x0)
· f (x)− f (x0)

x − x0

= lim
x→x0

g(f (x))− g(f (x0))

f (x)− f (x0)
· lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0

= lim
x→x0

g(y)− g(y0)

y − y0
· f ′(x0) = g ′(y0) · f ′(x0).
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Derivace funkce Výpočet derivace

Jestliže neexistuje P(x0) takové, že f (x) 6= f (x0) pro ∀x ∈ P(x0), pak
existuje posloupnost xn → x0 taková, že f (xn) = f (x0), tedy

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0
= lim

n→∞

f (xn)− f (x0)

xn − x0
= 0,

pak

lim
x→x0

F (x)− F (x0)

x − x0
= lim

n→∞

F (xn)− F (x0)

xn − x0

= lim
n→∞

g(f (xn))− g(f (x0))

xn − x0
= 0.

Tedy i v tomto p̌ŕıpadě vzorec plat́ı, nebot’

F ′(x0) = 0 = g ′(y0)︸ ︷︷ ︸
konečné č́ıslo

· 0︸︷︷︸
=f ′(x0)

.

�
© Petr Hasil (MUNI) Derivace funkce Matematická analýza 23 / 158



Derivace funkce Výpočet derivace

Věta 4

Necht’ funkce f má pro každé x ∈ I derivaci a f ′(x) 6= 0. Pak na intervalu
J = f (I ) = {y : ∃x ∈ I , f (x) = y} existuje funkce inverzńı a pro jej́ı
derivaci plat́ı

[f −1(x)]′ =
1

f ′(f −1(x))
.

Důkaz (odvozeńı).

f (f −1(x)) = x
derivujeme→ f ′(f −1(x)) · [f −1(x)]′ = 1

⇓

[f −1(x)]′ =
1

f ′(f −1(x))
.
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Derivace funkce Výpočet derivace

Věta 5 (O derivaci elementárńıch funkćı)

Necht’ n ∈ Z, a, b, c , α ∈ R, a, b > 0, b 6= 1.

(c)′ = 0,

(xn)′ = nxn−1,

(ex)′ = ex ,

(ax)′ = ax · ln a,

(ln x)′ = 1
x ,

(logb x)′ = 1
x ·ln b ,

(xα)′ = αxα−1,

(sin x)′ = cos x,

(cos x)′ = − sin x.

(tg x)′ = 1
cos2 x

,

(cotg x)′ = − 1
sin2 x

,

(arcsin x)′ = 1√
1−x2

,

(arccos x)′ = − 1√
1−x2

,

(arctg x)′ = 1
1+x2 ,

(arccotg x)′ = − 1
1+x2 .
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Derivace funkce Výpočet derivace

Důkaz.

(c)′ = 0, c ∈ R:

(c)′ = lim
h→0

f (x + h)− f (x)

h
= lim

h→0

c − c

h
= lim

h→0
0 = 0.

(xn)′ = nxn−1, n ∈ N:

(xn)′ = lim
h→0

(x + h)n − xn

h

= lim
h→0

xn +
(n

1

)
xn−1h +

(n
2

)
xn−2h2 + · · ·+

(n
n

)
hn − xn

h

= lim
h→0

[
nxn−1 +

(
n

2

)
xn−2h + · · ·+ hn−1

]
= nxn−1.

(x−n)′ = −nx−n−1, n ∈ N:(
x−n

)′
=

(
1

xn

)′
=

0 · xn − 1 · (xn)′

x2n
=
−nxn−1

x2n
= −nx−n−1.
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Derivace funkce Výpočet derivace

(ex)′ = ex :

(ex)′ = lim
h→0

ex+h− ex

h
= lim

h→0

ex(eh−1)

h

= ex lim
h→0

eh−1

h
= ex ·1 = ex .

(ax)′ = ax · ln a, a ∈ R+:

(ax)′ =
(

eln ax
)′

=
(

ex ln a
)′

= ex ln a (1 · ln a + x · 0) = ax ln a.

(ln x)′ = 1
x

(ln x)′ =

∣∣∣∣f −1(x) = ln x , f (x) = ex ⇒ 1

f ′(f −1(x))

∣∣∣∣ =
1

eln x
=

1

x
.

(logb x)′ = 1
x ·ln b , b ∈ R+ r {1}:

(logb x)′ =

(
ln x

ln b

)′
=

1

ln b
(ln x)′ =

1

x · ln b
.
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Derivace funkce Výpočet derivace

(xα)′ = αxα−1, α ∈ R:

(xα)′ =
(

eα ln x
)′

= eα ln x α

x
= xα

α

x
= αxα−1.
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Derivace funkce Výpočet derivace

(sin x)′ = cos x :

(sin x)′ = lim
h→0

sin(x + h)− sin x

h
= lim

h→0

sin x cos h + cos x sin h − sin x

h

= lim
h→0

cos x
sin h

h
+ lim

h→0
sin x

cos h − 1

h

= cos x lim
h→0

sin h

h
+ sin x lim

h→0

cos h − 1

h

= cos x − 2 sin x lim
h→0

sin2(h/2)

h

= cos x − 2 sin x lim
h→0

sin(h/2)

h︸ ︷︷ ︸
=1/2

lim
h→0

sin(h/2)

= cos x − 0 = cos x .

cos x podobně, tg x a cotg x jako derivaci pod́ılu.
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Derivace funkce Výpočet derivace

(arcsin x)′ = 1√
1−x2

:

(arcsin x)′ =

∣∣∣∣f −1(x) = arcsin x , f (x) = sin x ⇒ 1

f ′(f −1(x))

∣∣∣∣
=

1

cos(arcsin x)
=

1√
1− sin2(arcsin x)

=
1√

1− x2
.

(arccos x)′ = − 1√
1−x2

(arccos x)′ =
∣∣ arccos x = π/2− arcsin x

∣∣ =
−1√

1− x2
.
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Derivace funkce Výpočet derivace

(arctg x)′ = 1
1+x2 :

(arctg x)′ =

∣∣∣∣f −1(x) = arctg x , f (x) = tg x ⇒ 1

f ′(f −1(x))

∣∣∣∣
=

1
1

cos2(arctgx)

=
1

1 + tg2(arctg x)
=

1

1 + x2
.

Obr. 1: cos x = 1√
1+tg2 x
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Derivace funkce Výpočet derivace

(arccotg x)′ = − 1
1+x2 :

(arccotg x)′ =
∣∣ arctg x + arccotg x = π/2

∣∣ = − 1

1 + x2
.
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Derivace funkce Výpočet derivace

Věta 6 (Logaritmická derivace)[
f (x)g(x)

]′
= f (x)g(x)

[
g ′(x) ln f (x) + g(x)

f ′(x)

f (x)

]

Důkaz.

[
f (x)g(x)

]′
=
[
eln(f (x))g(x)

]′
=
[
eg(x) ln f (x)

]′
= eg(x) ln f (x)

[
g ′(x) ln f (x) + g(x)

1

f (x)
f ′(x)

]
= f (x)g(x)

[
g ′(x) ln f (x) + g(x)

f ′(x)

f (x)

]
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Derivace funkce Výpočet derivace

Př́ıklad 2

Derivujte a upravte funkci

y =
1

6
ln

(x + 1)2

x2 − x + 1
+

1√
3

arctg
2x − 1√

3
.

y ′ = 1
x3+1

, x ∈ Rr {−1}
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Derivace funkce Výpočet derivace

Definice 5 (Derivace vyš́ıch řádů)

f ′′ := (f ′)′, . . . , f (n) =
(
f (n−1)

)′
.

Př́ıklad 3

Odvod’te vzorec pro výpočet n-té derivace funkce 1
x .

f ′ = − 1

x2
, f ′′ =

2

x3
, f ′′′ = −2 · 3

x4
, . . . , f (n) = (−1)n

n!

xn+1

Indukčńı krok:

f (n+1) =
[
(−1)n

n!

xn+1

]′
= −(−1)n

n!(n + 1)

xn+2
= (−1)n+1 (n + 1)!

xn+2
.
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Derivace funkce Výpočet derivace

Věta 7 (Leibnitzovo pravidlo)

Pro n-tou derivaci součinu plat́ı vzorec

(f · g)(n) =
n∑

i=0

(
n

i

)
f (i)g (n−i).
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Derivace funkce Výpočet derivace

Důkaz.

Použijeme indukci.
n =1 (fg)′ = f ′g + fg ′ =

(1
0

)
f ′g +

(1
1

)
fg ′ X

n→n+1

[(fg)(n)]′ = [
(n

0

)
f (n)g +

(n
1

)
f (n−1)g ′ + · · ·+

( n
n−1

)
f ′g (n−1) +

(n
n

)
fg (n)]′

=
(n

0

)
[f (n+1)g + f (n)g ′] +

(n
1

)
[f (n)g ′ + f (n−1)g ′′] + · · ·

· · ·+
( n
n−1

)
[f ′′g (n−1) + f ′g (n)] +

(n
n

)
[f ′g (n) + fg (n+1)]

=
(n+1

0

)
f (n+1)g + [

(n
0

)
+
(n

1

)︸ ︷︷ ︸
=
(n+1

1

) ]f (n)g ′ + · · ·

· · ·+ [
( n
n−1

)
+
(n
n

)︸ ︷︷ ︸
=
(n+1

n

) ]f ′g (n) +
(n+1
n+1

)
fg (n+1) =

n+1∑
i=0

(n+1
i

)
f (n+1−i)g (i)
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Derivace funkce Výpočet derivace

Př́ıklad 4

Vypočtěte ťret́ı derivaci funkce f (x) = ex sin 2x .

f ′′′ = ex sin 2x + 3 · 2 ex cos 2x − 3 · 4 ex sin 2x − 8 ex cos 2x

= ex(sin 2x + 6 cos 2x−12 sin 2x−8 cos 2x) = ex(−11 sin 2x−2 cos 2x).
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Fyzikálńı význam derivace

Derivace f ′(x0) vyjaďruje okamžitou rychlost změny funkčńı hodnoty
funkce f v bodě x0. Tj. je-li f ′(x0) = c ∈ R, potom na jednu jednotku
změny hodnoty nezávisle proměnné x p̌ripadá c jednotek změny
závisle proměnné y .

Zejména z toho plyne, že je-li c > 0, pak s rostoućım x roste i y ,
a je-li c < 0, pak s rostoućım x y klesá.
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Derivace funkce Fyzikálńı význam

Snadno můžeme pomoćı derivaćı odvodit zákony klasické mechaniky:

Rychlost je změna polohy v čase v = s
t . Potom okamžitá rychlost

v čase t je

v(t) = lim
h→0

s(t + h)− s(t)

h
=

ds

dt
.

Zrychleńı je změna rychlosti v čase, tedy podobně obdrž́ıme

a(t) =
dv

dt
=

d2s

dt2
.

Hybnost p je rovna rychlosti na jednotku hmotnosti, tedy p = mv .

Śıla je derivaćı hybnosti dle času

F =
dp

dt
=

d(mv)

dt
=

dm

dt
v + m

dv

dt
= 0 + m

dv

dt
= ma.
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T́ım jsme odvodili 2. Newtonův pohybový zákon (a = F
m ):

Zákon śıly

Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri
secundam lineam rectam qua vis illa imprimitur.

Jestliže na těleso p̊usob́ı śıla, pak se těleso pohybuje se zrychleńım, které je
p̌ŕımo úměrné p̊usob́ıćı śıle a nep̌ŕımo úměrné hmotnosti tělesa.

Poznámka

Podobně snadno vyvod́ıme, že výkon je derivace práce P(t) = W ′(t)
(změna práce ku změně času), nebo že elektrický proud je derivace
elektrického náboje I (t) = Q ′(t).
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Věta 8 (Rolleova věta o sťredńı hodnotě)

Necht’ funkce f je spojitá na intervalu [a, b] a na otev̌reném intervalu
(a, b) existuje jej́ı derivace f ′.
Jestliže f (a) = f (b), pak existuje c ∈ (a, b) takové, že f ′(c) = 0.
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Důkaz.

Je-li f konstantńı funkce, je tvrzeńı triviálńı (f ′ ≡ 0).
Necht’ f neńı konstantńı funkce. Pak podle 2. Weierstrassovy věty
∃x1, x2 ∈ [a, b] takové, že

f (x1) = sup{f (x), x ∈ [a, b]}, f (x2) = inf{f (x), x ∈ [a, b]}.

Alespoň jeden z bodů x1, x2 je v (a, b). Předpokládejme, že je to x1 (pro
x2 podobně). Podle p̌redpokladu existuje f ′(x1).

Je-li f ′(x1) > 0 z definice derivace plyne, že f (x) > f (x1) v nějakém
prstencovém okoĺı P+(x1), což je spor s maximalitou f (x1).

Podobně pro f ′(x1) < 0 ⇒ ∃P−(x1): f (x) > f (x1), opět spor.

Tedy f ′(x1) = 0, čili x1 = c .
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Věta 9 (Lagrangeova)

Necht’ funkce f je spojitá na intervalu [a, b] a na intervalu (a, b) existuje
derivace f ′.
Pak existuje c ∈ (a, b)takové, že f (b)− f (a) = f ′(c)(b − a), tj.

f ′(c) =
f (b)− f (a)

b − a
.
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Důkaz.

Uvažujme p̌ŕımku procházej́ıćı body [a, f (a)] a [b, f (b)]

y = f (a) +
f (b)− f (a)

b − a
(x − a)

a funkci

F (x) = f (x)−
[
f (a) +

f (b)− f (a)

b − a
(x − a)

]
,

tedy F (a) = 0, F (b) = 0.

Podle věty 8 existuje c ∈ (a, b) takové, že F ′(c) = 0.

Zároveň F ′(x) = f ′(x)− f (b)−f (a)
b−a .Pro x = c tedy máme

0 = f ′(c)− f (b)− f (a)

b − a
⇔ f ′(c) =

f (b)− f (a)

b − a
.
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Poznámka

Předpoklady vět 8 a 9 nelze zeslabit. Nap̌r. p̌redpoklad spojitosti na [a, b]
nelze nahradit spojitost́ı na (a, b) (obr. 2). Nelze ani vypustit p̌redpoklad
existence derivace (obr. 3).

Obr. 2: Interval (a, b] Obr. 3: Existence derivace
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Derivace funkce Věty o sťredńı hodnotě

Věta 10 (Cauchyova)

Necht’ funkce f a g jsou spojité na [a, b] a na (a, b) existuj́ı jejich derivace
a g ′(x) 6= 0, x ∈ (a, b). Pak existuje c ∈ (a, b) takové, že

f (b)− f (a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)

g ′(c)
.

Důkaz.

Uvažujeme funkci

F (x) = [g(b)− g(a)][f (x)− f (b)]− [f (b)− f (a)][g(x)− g(b)]

a aplikujeme Rolleovu větu (Věta 8).
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Derivace funkce Věty o sťredńı hodnotě

Poznámka

Lagrangeova věta je speciálńım p̌ŕıpadem Cauchyovy věty pro
g(x) = x .

Rolleova věta je speciálńım typem Lagrangeovy věty pro f (a) = f (b).
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Derivace funkce L’Hospitalovo pravidlo

Věta 11 (L’Hospitalovo pravidlo)

Necht’ x0 ∈ R∗, na ryźım okoĺı x0 jsou funkce f , g diferencovatelné a
g ′(x) 6= 0. Dále necht’ je splněna jedna z podḿınek

(i) limx→x0 f (x) = 0 = limx→x0 g(x),

(ii) limx→x0 |g(x)| =∞.

Existuje-li (vlastńı nebo nevlastńı)

lim
x→x0

f ′(x)

g ′(x)
,

pak existuje také

lim
x→x0

f (x)

g(x)

a obě limity jsou stejné. Tvrzeńı plat́ı i pro jednostranné limity.

Požadavek g ′(x) 6= 0 na ryźım okoĺı x0 lze nahradit nap̌r. požadavkem, aby tam

byly definované pod́ıly funkćı i derivaćı, nebo rozš́ı̌reńım požadavku

diferencovatelnosti obou funkćı i na bod x0.
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Derivace funkce L’Hospitalovo pravidlo

Odvozeńı.

Detailńı rozbor (existence apod.) viz skriptum.

Necht’ limx→x0 f (x) = 0 a limx→x0 g(x) = 0. Změňme (pokud je to nutné)
funkce f , g tak, aby f (x0) = 0, g(x0) = 0. Pak limita

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= lim

x→x0

f (x)− f (x0)

g(x)− g(x0)
= ∗

Z Cauchyovy věty o sťredńı hodnotě v́ıme, že ∃c ∈ (x0, x) nebo c ∈ (x , x0)
takové, že

∗ = lim
x→x0

f ′(c)

g ′(c)
= lim

c→x0

f ′(c)

g ′(c)
= |pokud existuje| = L.
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Derivace funkce L’Hospitalovo pravidlo

Pokud |limx→x0 f (x)| =∞ = |limx→x0 g(x)|, potom

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= lim

x→x0

1
g(x)

1
f (x)

= lim
x→x0

− g ′(x)
g2(x)

− f ′(x)
f 2(x)

= lim
x→x0

f 2(x)

g2(x)
· lim
x→x0

g ′(x)

f ′(x)
=

(
lim
x→x0

f (x)

g(x)

)2

· lim
x→x0

g ′(x)

f ′(x)
.

Tedy
1

limx→x0

f (x)
g(x)

= lim
x→x0

g ′(x)

f ′(x)
=

1

limx→x0

f ′(x)
g ′(x)

,

lim
x→x0

f (x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g ′(x)
.

�
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Poznámka

Jestliže neexistuje limita derivaćı, neznamená to, že neexistuje původńı
limita. Pouze nejde použ́ıt L’Hospitalovo pravidlo.

lim
x→∞

x + sin x

x + cos x
=
∣∣∣∞∞ ∣∣∣ = lim

x→∞

1 + cos x

1− sin x
.

Tato limita neexistuje, tedy L’Hospitalovo pravidlo nelze použ́ıt. Původńı
limitu ale snadno spoč́ıtáme.

lim
x→∞

x + sin x

x + cos x
= lim

x→∞

1 + sin x
x

1 + cos x
x

= 1.
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Poznámka

L’Hospitalovo pravidlo lze použ́ıvat opakovaně, tj.

lim
x→x0

f (x)

g(x)
=
∣∣∣0
0

∣∣∣ = lim
x→x0

f ′(x)

g ′(x)
=
∣∣∣0
0

∣∣∣ = lim
x→x0

f ′′(x)

g ′′(x)
= · · ·

Pozor na splněńı p̌redpokladů!

Př́ıklad 5

lim
x→0

ex − e−x −2x

x − sin x
= lim

x→0

ex + e−x −2

1− cos x

= lim
x→0

ex − e−x

sin x
= lim

x→0

ex + e−x

cos x
=

2

1
= 2
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Derivace funkce L’Hospitalovo pravidlo

Neurčité výrazy

0

0
,
∞
∞
, 0 · ∞, ∞−∞, 00, 1∞, ∞0.

0 · ∞ = 0
1
∞

= ∞
1
0

limx→x0 [f (x)]g(x) = limx→x0 eg(x) ln f (x) = elimx→x0 g(x) ln f (x)

00 → e0·(−∞), 1∞ → e∞·0, ∞0 → e0·∞

∞−∞

f − g =
1
1
f

− 1
1
g

=

1
g −

1
f

1
fg

= |00 | = . . .

(tento obrat se témě̌r nepouž́ıvá - věťsinou to jde mnohem jednodušeji úpravami)
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Derivace funkce L’Hospitalovo pravidlo

”
0 · ∞“

lim
x→0+

x · ln x = |0 · (−∞)| = lim
x→0+

ln x
1
x

= |−∞∞ |

= lim
x→0+

1
x
−1
x2

= lim
x→0+

(−x) = 0

”
∞−∞“

lim
x→0

(
1

x
− cotg x

)
= |(∞−∞)+, (−∞+∞)−|

= lim
x→0

(
sin x − x cos x

x sin x

)
= |00 | = lim

x→0

(
cos x − cos x + x sin x

sin x + x cos x

)
= |00 |

= lim
x→0

(
sin x + x cos x

cos x + cos x − x sin x

)
=

0

2
= 0
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”
∞−∞“

lim
x→∞

(
3
√

x3 + x2 − x
)

= |∞ −∞|

= lim
x→∞

(
3
√

x3 + x2 − x
) 3
√

(x3 + x2)2 + x 3
√
x3 + x2 + x2

3
√

(x3 + x2)2 + x 3
√
x3 + x2 + x2

= lim
x→∞

x3 + x2 − x3

3
√

(x3 + x2)2 + x 3
√
x3 + x2 + x2

= lim
x→∞

1

3

√
(1 + 1

x )2 + 3

√
1 + 1

x + 1
=

1

3
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”
00“

lim
x→0+

x sin x = |00| = elimx→0+ sin x ln x = ∗

lim
x→0+

sin x ln x = |0 · (−∞)| = lim
x→0+

ln x
1

sin x

= |−∞∞ | = lim
x→0+

1
x

−cosx
sin2 x

= − lim
x→0+

sin2 x

x cos x
= − lim

x→0+

1

cos x
lim

x→0+

sin2 x

x
= |00 |

= −1 lim
x→0+

2 sin x cos x

1
= 0

∗ = e0 = 1
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”
1∞“

lim
x→0

(sin x

x

) 1
x2

= |1∞| = elimx→0
1
x2 ln sin x

x = ∗

lim
x→0

1

x2
ln

sin x

x
= |∞ · 0| = lim

x→0

ln sin x
x

x2
= |00 |

= lim
x→0

x
sin x

x cos x−sin x
x2

2x
= lim

x→0

x cos x − sin x

2x3
= |00 |

= lim
x→0

cos x − x sin x − cos x

6x2
= |00 | = lim

x→0

− sin x − x cos x

12x
= |00 |

= lim
x→0

− cos x − cos x + x sin x

12
=
−1

6

∗ = e−1/6
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Vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce Extrémy

Věta 12

Necht’ f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0) pro všechna x ∈ I = (a, b). Pak je funkce f
na I rostoućı (klesaj́ıćı). Je-li f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0) na I , pak je f
neklesaj́ıćı (nerostoućı).
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Důkaz (f ′(x) > 0).

Necht’ x1, x2 ∈ I , x1 < x2, jsou libovolné. Poťrebujeme dokázat, že
f (x1) < f (x2). Protože

0 < f ′(x1) = lim
x→x1

f (x)− f (x1)

x − x1

existuje δ1 takové, že f (x)− f (x1) > 0, x ∈ (x1, x1 + δ1).
Označme y1 = x1 + δ1. Pak plat́ı f ′(y1) > 0, ∃δ2 > 0: f (x) > f (y1) pro
x ∈ (y1, y1 + δ2). Označ́ıme y2 = y1 + δ2,. . . .
Postupujeme tak dlouho, dokud

”
nedoskáčeme“ k bodu x2, tj.

∃yn : f (yn) > f (yn−1) > · · · > f (y1) > f (x1),

∃δn > 0 : f (x) > f (yn), x ∈ (yn, yn + δn)

a x2 ∈ (yn, yn + δn) ⇒ f (x2) > f (yn) > · · · > f (x1).
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Poznámka

Opačná implikace
”
f je rostoućı⇒ f ′(x) > 0“ obecně neplat́ı, nap̌r. funkce

f (x) = x + sin x je rostoućı R, ale f ′(x) = 0 pro x = (2k + 1)π (k ∈ Z).

Plat́ı: f je rostoućı ⇒ f ′(x) ≥ 0 a rovnost nule nenastane na žádném
podintervalu intervalu I , kde je funkce rostoućı (tj. na žádném intervalu
věťśım než jeden bod). Kdyby f ′(x) = 0 na (x1, x2), x1 < x2, tak podle
Lagrangeovy věty ∃c ∈ (x1, x2) : f (x2)− f (x1) = f ′(c)︸ ︷︷ ︸

=0

(x2 − x1) ⇒

f (x1) = f (x2), což je spor s t́ım, že je funkce rostoućı.
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Definice 6 (Lokálńı extrémy)

Řekneme, že funkce f má v bodě x0 lokálńı maximum (minimum), jestliže
existuje O(x0) takové, že f (x) ≤ f (x0) (f (x) ≥ f (x0)) pro ∀x ∈ O(x0).

Jsou-li nerovnosti pro x 6= x0 ostré, mluv́ıme o ostrém lokálńım maximu,
resp. minimu.

© Petr Hasil (MUNI) Derivace funkce Matematická analýza 67 / 158



Vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce Extrémy

Věta 13 (Nutná podḿınka pro lokálńı extrém funkce maj́ıćı derivaci)

Necht’ funkce f má v bodě x0 lokálńı extrém a existuje f ′(x0).
Pak f ′(x0) = 0.

Důkaz.

Př́ıpady f ′(x0) > 0 a f ′(x0) < 0 vedou ke sporu s faktem, že funkce f má
v bodě x0 lokálńı extrém.
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Definice 7

Body, kde f ′(x) = 0, se nazývaj́ı stacionárńı body funkce f .
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Věta 14

Necht’ funkce f je spojitá v bodě x0. Jestliže existuje okoĺı P−(x0), v němž
je funkce f rostoućı (klesaj́ıćı), a P+(x0), v němž je funkce klesaj́ıćı
(rostoućı), pak má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı maximum (minimum).

Důkaz.

I f (x0) > f (x) v levém i pravém okoĺı bodu x0 (minimum podobně)

I pozor na spojitost

© Petr Hasil (MUNI) Derivace funkce Matematická analýza 70 / 158
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Věta 15

Necht’ je funkce f spojitá v bodě x0. Jestliže existuje okoĺı P−(x0), kde
f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0), a P+(x0), kde f ′(x) < 0 (f ′(x) > 0), pak má
funkce f v bodě x0 ostré lokálńı maximum (minimum).

Důkaz.

Plyne z vět 12 a 14.
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Věta 16

Necht’ bod x0 je stacionárńım bodem funkce f (tj. f ′(x0) = 0), a plat́ı, že
f ′′(x0) > 0 (f ′′(x0) < 0). Pak má funkce f v bodě x0 ostré lokálńı
minimum (maximum).

Důkaz.

f ′′(x0) > 0 ⇒ f ′ je v x0 rostoućı, tedy

∃P−(x0) : f ′(x) < f ′(x0) = 0,

∃P+(x0) : f ′(x) > f ′(x0) = 0.

f ′(x0) existuje ⇒ f je spojitá v x0. V P−(x0) je f klesaj́ıćı, v P+(x0) je f
rostoućı, tedy x0 je ostré lokálńı minimum. (Pro maximum podobně.)
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Definice 8 (Absolutńı (globálńı) extrémy)

Bud’ f : [a, b]→ R. Řekneme, že funkce f má v bodě x0 ∈ [a, b]
absolutńı maximum (minimum) na intervalu [a, b], jestliže pro všechna
x ∈ [a, b] plat́ı, že

f (x) ≤ f (x0) (f (x) ≥ f (x0)).

Jsou-li nerovnosti pro x 6= x0 ostré, mluv́ıme o ostrých absolutńıch
extrémech funkce na [a, b].
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Věta 17

Necht’ funkce f je spojitá na intervalu [a, b]. Pak funkce f nabývá svého
absolutńıho maxima i minima na intervalu [a, b] a to bud’ v bodě lokálńıho
extrému lež́ıćıho v (a, b) nebo v jednom z krajńıch bod̊u x = a, x = b.

Důkaz.

Podle 2. Weierstrassovy věty existuj́ı x1, x2 ∈ [a, b] takové, že

f (x1) = sup{f (x) : x ∈ [a, b]}, f (x2) = inf{f (x) : x ∈ [a, b]}.

Pro x = x1 máme možnosti: Bud’ x1 = a, nebo x1 = b, nebo x1 ∈ (a, b),
pak je x1 bodem lokálńıho maxima. Analogicky pro x2.
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Poznámka

Globálńı extrémy spojité funkce f na intervalu [a, b] hledáme takto:

Urč́ıme stacionárńı body a body uvniťr intervalu [a, b], v nichž neexistuje
derivace, pak porovnáme funkčńı hodnoty v těchto bodech s hodnotami
f (a) a f (b).
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Vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce Extrémy

Př́ıklad 6

Do kružnice s poloměrem r vepǐste rovnoramenný trojúhelńık s
maximálńım obsahem. Tento maximálńı obsah určete.

P = 1
2zv = 1

2 2
√
r2 − x2(x + r)

= (r + x)
√
r2 − x2

→ max, x ∈ [−r , r ]

P = P(x), P(−r) = 0 = P(r)

P ′(x) =
√

r2 − x2 + (r + x) −x√
r2−x2

= −2x2−rx+r2
√
r2−x2

= 0

⇒ x1 = −r 6∈ (−r , r), x2 = r/2 (max. nap̌r. z P ′′)

P(r/2) = (r + r/2)
√

r2 − r2/4 = 3
4

√
3r2
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Definice 9 (Konvexńı a konkávńı funkce)

Řekneme, že funkce f je na intervalu I konvexńı [konkávńı], pokud pro
každé x1, x2 ∈ I a každé λ ∈ [0, 1] plat́ı

f
(
(1− λ)x1 + λx2

)
≤ (1− λ)f (x1) + λf (x2) (1)[

f
(
(1− λ)x1 + λx2

)
≥ (1− λ)f (x1) + λf (x2)

]
.

Plat́ı-li nerovnost osťre, mluv́ıme o ostré (ryźı) konvexnosti a ostré (ryźı)
konkávnosti.

Poznámka

Nadgraf (množina {[x , y ] ∈ R2 : x ∈ D(f ), y ≥ f (x)}) konvexńı funkce je
konvexńı množina.
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Poznámka

Uvažujme x , x1, x2 ∈ I takové, že x1 < x < x2. Volbou λ = x−x1
x2−x1

p̌revedeme nerovnost (1) na

f (x) ≤ f (x1) +
f (x2)− f (x1)

x2 − x1
(x − x1), (2)

což vyjaďruje, že bod [x , f (x)] je pod úsečkou spojuj́ıćı body [x1, f (x1)] a
[x2, f (x2)], pop̌r. na ńı.

Podobně pro konkávnost a ostré varianty. Jde o ekvivalentńı definici.
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Věta 18

Necht’ funkce f má na intervalu I derivaci a pro libovolné x0 ∈ I plat́ı

f (x) ≥ f (x0) + f ′(x0)(x − x0), ∀x ∈ I , (3)

tj. graf funkce f lež́ı nad tečnou sestrojenou v libovolném bodě x0 ∈ I .
Pak je funkce f konvexńı na intervalu I .
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Vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce Konvexnost, konkávnost a inflexńı body

Důkaz.

Necht’ x1, x2 ∈ I a λ ∈ [0, 1] jsou libovolné. Položme
x0 = λx1 + (1− λ)x2.Dosazeńım x = x1, x = x2 do (3) dostaneme

(a) f (x1) ≥ f (x0) + f ′(x0)(x1− x0) = f (x0) + f ′(x0)
[
x1−λx1− (1−λ)x2

]
(b) f (x2) ≥ f (x0) + f ′(x0)(x2− x0) = f (x0) + f ′(x0)

[
x2−λx1− (1−λ)x2

]
λ(a) + (1− λ)(b) ⇒

λf (x1) + (1− λ)f (x2) ≥
[
λ+ (1− λ)

]
f (x0)

+ f ′(x0)
[
λx1−λ2x1−λ(1−λ)x2 + (1−λ)x2− (1−λ)λx1− (1−λ)2x2

]
⇒ λf (x1) + (1− λ)f (x2) ≥ f (x0) + 0 = f

(
λx1 + (1− λ)x2

)
.
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Poznámka

f (x) ≤ f (x0) + f ′(x0)(x − x0), ∀x , x0 ∈ I ,

tj. graf funkce f lež́ı pod tečnou sestrojenou v libovolném bodě x0 ∈ I , pak
je f na intervalu I konkávńı.
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Lemma 1

Uvažujme funkci f definovanou na intervalu I . Necht’ x1, x2, x3 ∈ I ,
x1 < x2 < x3. Pak jsou nasleduj́ıćı nerovnosti ekvivalentńı.

f (x2)− f (x1)

x2 − x1
≤ f (x3)− f (x1)

x3 − x1
, (4)

f (x2)− f (x1)

x2 − x1
≤ f (x3)− f (x2)

x3 − x2
, (5)

f (x3)− f (x1)

x3 − x1
≤ f (x3)− f (x2)

x3 − x2
. (6)
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Důkaz.

Upravme nerovnost (4).

f (x2)(x3 − x1)− f (x1)(x3 − x1) ≤ f (x3)(x2 − x1)− f (x1)(x2 − x1),

f (x2)(x3−x2 +x2−x1)− f (x1)(x3−x2 +x2−x1) ≤ f (x3)(x2−x1)− f (x1)(x2−x1),

f (x2)(x3 − x2) + f (x2)(x2 − x1)− f (x1)(x3 − x2)− f (x1 )(x2 − x1 )

≤ f (x3)(x2 − x1)− f (x1 )(x2 − x1 ),

[f (x2)− f (x1)](x3 − x2) ≤ [f (x3)− f (x2)](x2 − x1).

T́ım je dokázána ekvivalence nerovnost́ı (4) a (5). Ostatńı analogicky.
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Věta 19

Necht’ funkce f má na otev̌reném intervalu I vlastńı derivaci. Pak je f
konvexńı na I právě tehdy, když je f ′ neklesaj́ıćı.
Analogicky plat́ı

f osťre konvexńı ⇔ f ′ rostoućı,

f konkávńı ⇔ f ′ nerostoućı,

f osťre konkávńı ⇔ f ′ klesaj́ıćı.
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Důkaz
”
⇒“.

Zvoĺıme libovolně x , x1, x2 ∈ I tak, že x1 < x < x2.Pak z konvexnosti (viz
(2)) a lemmatu 1 máme

f (x)− f (x1)

x − x1
≤ f (x2)− f (x1)

x2 − x1
≤ f (x)− f (x2)

x − x2
.

V levém zlomku provedeme limitńı p̌rechod x → x+
1 , v pravém

x → x−2 .Dle p̌redpokladů věty existuj́ı p̌ŕıslušné derivace, tedy

f ′(x1) ≤ f ′(x2),

tedy f ′ je neklesaj́ıćı.
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Důkaz
”
⇐“.

f ′ je neklesaj́ıćı na I , x , x1, x2 ∈ I tak, že x1 < x < x2. Na intervalech
[x1, x ] a [x , x2] lze použ́ıt pro f Lagrangeovu větu 9, tedy existuj́ı
c1 ∈ (x1, x), c2 ∈ (x , x2) takové, že

f ′(c1) =
f (x)− f (x1)

x − x1
, f ′(c2) =

f (x2)− f (x)

x2 − x
,

p̌ričemž c1 < c2.Protože f ′ je neklesaj́ıćı, máme f ′(c1) ≤ f ′(c2), tedy

f (x)− f (x1)

x − x1
≤ f (x2)− f (x)

x2 − x
,

což je vztah (2) ekvivalentńı s definićı konvexnosti.
�
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Věta 20

Necht’ funkce f má na otev̌reném intervalu I vlastńı druhou derivaci a plat́ı

f ′′(x) > 0 (f ′′(x) < 0) ∀x ∈ I .

Pak funkce f je na intervalu I osťre konvexńı (osťre konkávńı).

Důkaz.

Tvrzeńı plyne p̌ŕımo z vět 12 a 19.
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Definice 10

Předpokládejme, že funkce f má v bodě x0 derivaci f ′(x0).
Řekneme, že funkce f má v bodě x0 inflexńı bod (graf funkce f má inflexńı
bod), jestliže existuje okoĺı P−(x0), v němž je funkce ryze konvexńı
(konkávńı), a okoĺı P+(x0), v němž je f ryze konkávńı (konvexńı).
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Poznámka

V definici konvexnosti a konkávnosti funkce je neostrá nerovnost, vyhovuje
j́ı i lineárńı funkce y = ax + b, která je konvexńı i konkávńı. Žádný inflexńı
bod ale nemá.

Př́ıklad 7

y = x3 má inflexńı bod x0 = 0,

y = sin x má inflexńı body x0 = kπ, k ∈ Z.
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Věta 21

Jestliže x0 je inflexńı bod funkce f a f ′′(x0) existuje, pak f ′′(x0) = 0.

Důkaz.

Kdyby f ′′(x0) > 0, pak je f v okoĺı x0 konvexńı → spor,
kdyby f ′′(x0) < 0, pak je f v okoĺı x0 konkávńı → spor.
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Věta 22

Necht’ f ′′(x0) = 0 a f ′′′(x0) 6= 0, pak funkce f má v bodě x0 inflexńı bod.

Důkaz.

Předpokládejme f ′′′(x0) > 0 (pro f ′′′(x0) < 0 je postup analogický).

f ′′′(x0) > 0, tj. (f ′′)′(x0) > 0,

tedy f ′′ je rostoućı v okoĺı x0 a tedy f ′′(x) < 0(> 0) v levém (pravém)
ryźım okoĺı x0 ⇒ f je vlevo od x0 ryze konkávńı a vpravo ryze
konvexńı.

© Petr Hasil (MUNI) Derivace funkce Matematická analýza 92 / 158
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Věta 23

Necht’ funkce f má v bodě x0 derivace po řád n ≥ 1 (n ∈ N) včetně a
f ′(x0) = 0, . . . , f (n−1)(x0) = 0 a f (n)(x0) 6= 0.

1 Je-li n sudé, má f v x0 lokálńı extrém, a to minimum pro f (n)(x0) > 0
a maximum pro f (n)(x0) < 0.

2 Je-li n liché, má f v x0 inflexńı bod.

Důkaz.

V p̌ŕıst́ı kapitole ukážeme, že za p̌redpokladů věty se funkce f chová v
okoĺı x0 p̌ribližně jako funkce g(x) = 1

n! f
(n)(x0)(x − x0)n.

© Petr Hasil (MUNI) Derivace funkce Matematická analýza 93 / 158
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Definice 11 (Asymptota bez směrnice)

Řekneme, že svislá p̌ŕımka x = x0 je asymptotou bez směrnice grafu
funkce y = f (x), jestliže aspoň jedna z jednostranných limit

lim
x→x+

0

f (x), lim
x→x−0

f (x)

je nevlastńı.

© Petr Hasil (MUNI) Derivace funkce Matematická analýza 95 / 158
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Př́ıklad 8

Funkce f (x) = 1
1−x2 má asymptoty bez směrnice x = 1 a x = −1.

(Obě jednostranné limity jsou nevlastńı.)

Př́ıklad 9

Funkce f (x) = e1/x má asymptotu bez směrnice x = 0.
(Jedna jednostranná limita je nevlastńı.)

Př́ıklad 10

Funkce f (x) = arctg 1
x nemá asymptotu bez směrnice.
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Definice 12

Řekneme, že p̌ŕımka y = ax + b, a, b ∈ R je asymptotou grafu funkce
y = f (x) pro x →∞(−∞), jestliže

lim
x→∞

[f (x)− (ax + b)] = 0(
lim

x→−∞
[f (x)− (ax + b)] = 0

)
.

Př́ımka y = ax + b se nazývá asymptota se směrnićı.

Poznámka

Asymptoty se směrnićı může ḿıt funkce nejvýše dvě (do ±∞).
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Věta 24

Př́ımka y = ax + b je asymptotou se směrnićı grafu funkce y = f (x) právě
tehdy, když

a = lim
x→±∞

f (x)

x
, b = lim

x→±∞
(f (x)− ax),

p̌ričemž x → +∞ je pro asymptotu v +∞ a x → −∞ pro asymptotu v
−∞.
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Důkaz.

Př́ımka je asymptotou jestliže

lim
x→±∞

[f (x)− ax ] = b,

což znamená

lim
x→±∞

[
f (x)

x
− a

]
= lim

x→±∞

b

x
= 0,

tedy

lim
x→±∞

[
f (x)

x

]
= a.
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Př́ıklad 11

Určete asymptoty se směrnićı

f (x) = x + 1
x .

a = limx→+∞
x+ 1

x
x = limx→+∞(1 + 1

x2 ) = 1,

b = limx→+∞(x + 1
x − 1 · x) = 0,

a = limx→−∞
x+ 1

x
x = 1, b = 0

asymptota: y = x .

f (x) = x2

a = limx→±∞
x2

x = limx→±∞ x = ±∞ tedy f nemá asymptoty se
směrnićı

f (x) = x + sin x
x

a = limx→±∞
x+ sin x

x
x = limx→±∞(1 + sin x

x2 ) = 1,

b = limx→±∞(x + sin x
x − x) = 0, asymptota y = x

(pozn.: as. bez směrnice v bodě x0 = 0 neńı, limx→0(x + sin x
x ) = 1)
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Postup p̌ri vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce

(i) Př́ımo z funkce:

• D(f ), sudost/lichost, periodičnost, pr̊useč́ıky s osami,
kladnost/zápornost,

• asymptoty (se směrnićı, bez směrnice).

(ii) Z prvńı derivace: rostoućı/klesaj́ıćı, lokálńı extrémy.

(iii) Z druhé derivace: konvexńı/konkávńı, inflexńı body.

(iv) Načrtnut́ı grafu: ke všem výše zḿıněným bodům dopoč́ıtáme funkčńı
hodnoty a zkombinujeme zjǐstěné informace.
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Postupně tedy plńıme následuj́ıćı body:

a) definičńı obor,

b) sudost/lichost (periodičnost),

c) asymptoty bez směrnice,

d) asymptoty se směrnićı,

e) pr̊useč́ıky s osami,

f) kladnost/zápornost,

g) prvńı derivaci,

h) kde je f rostoućı/klesaj́ıćı,

i) lokálńı extrémy,

j) druhou derivaci,

k) kde je f konvexńı/konkávńı,

l) inflexńı body,

m) funkčńı hodnoty ve
významných bodech,

n) načrtneme graf.
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Př́ıklad 12

Vyšeťrete pr̊uběh funkce

f (x) = − x2

x + 1

Řešeńı:

a) Funkčńımu p̌redpisu vyhovuj́ı všechna reálná č́ısla taková, že
x + 1 6= 0. Proto máme

D(f ) = R \ {−1}.

b) O sudosti/lichosti funkce snadno rozhodneme dosazeńım −x .
Poněvadž plat́ı

f (−x) = − x2

−x + 1
6= ±f (x),

neńı zadaná funkce ani lichá, ani sudá (což je vidět už z nesymetrie
definičńıho oboru). Vzhledem k definičńımu oboru je žrejmé, že
funkce nemůže být periodická.
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c) Asymptoty bez směrnice popisuj́ı limitńı chováńı funkce v bodech
nespojitosti (nebo na okraji definičńıho oboru), proto p̌ŕımým
výpočtem ihned dostaneme

lim
x→−1+

− x2

x + 1
= − lim

x→−1+

x2

x + 1
= −(+∞) = −∞,

lim
x→−1−

− x2

x + 1
= lim

x→−1−
− x2

x + 1
= −(−∞) =∞.

Funkce má jednu svislou asymptotu x = −1.

d) Pomoćı vzorc̊u urč́ıme asymptoty se směrnićı (pokud existuj́ı).

a = lim
x→±∞

− x2

x2 + x
= −1,

b = lim
x→±∞

− x2

x + 1
+ x = lim

x→±∞

x

x + 1
= 1.

Funkce f (x) má tedy v +∞ i −∞ asymptotu se směrnićı, která je
dána rovnićı y = −x + 1.
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Vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce Pr̊uběh funkce – shrnut́ı a p̌ŕıklad

e) Urč́ıme pr̊useč́ıky s osou x (⇒ y = 0):

f (x) = 0 ⇐⇒ x2 = 0 ⇐⇒ x = 0,

tedy Px = [0, 0],
a s osou y (⇒ x = 0):

y = − 02

0 + 1
= 0 ⇐⇒ y = 0,

tedy Py = [0, 0] = Px .

f) Nyńı źıskáme intervaly, kde je funkce f (x) kladná a záporná:

x (−∞,−1) (−1, 0) (0,∞)

sgn f + − −
f kladná záporná záporná
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Vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce Pr̊uběh funkce – shrnut́ı a p̌ŕıklad

g) Spoč́ıtáme prvńı derivaci a jej́ı definičńı obor, tj.

f ′(x) =
−x2 − 2x

(x + 1)2
, D(f ′) = R \ {−1}.

h) Nyńı urč́ıme stacionárńı body a intervaly monotonie, tj.

f ′(x) = 0 ⇐⇒ −x(x + 2) = 0 ⇐⇒ x1 = 0, x2 = −2.

x (−∞,−2) (−2,−1) (−1, 0) (0,∞)

sgn f ′ − + + −
f ↘ ↗ ↗ ↘

i) Z tabulky vid́ıme, že funkce má v x = −2 lokálńı minimum a v x = 0
lokálńı maximum.
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Vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce Pr̊uběh funkce – shrnut́ı a p̌ŕıklad

j) Spoč́ıtáme druhou derivaci a urč́ıme jej́ı definičńı obor

f ′′(x) =
−2x − 2

(x + 1)4
=

−2

(x + 1)3
,

D(f ′′) = R \ {−1}.

k) Urč́ıme kritické body a intervaly konvexnosti a konkávnosti, tj.

f ′′(x) = 0 ⇐⇒ −2 = 0,

což je nesmysl. Druhá derivace tedy nemá žádný nulový bod.
Nesḿıme ovšem zapomenout, že jej́ı znaménko se může změnit i v
bodech, ve kterých neńı definována (tj. v

”
d́ırách“ jej́ıho definičńıho

oboru).

x (−∞,−1) (−1,∞)

sgn f ′′ + −
f ∪ ∩
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Vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce Pr̊uběh funkce – shrnut́ı a p̌ŕıklad

l) Funkce nemá žádný inflexńı bod (−1 6∈ D(f )).

m) Zrekapitulujme význačné body a spočtěme v nich funkčńı hodnoty.

Pr̊useč́ıky s osami Px = Py = [0, 0].
Lokálńı minimum v x = −2, f (−2) = 4, tedy jde o bod [−2, 4].
Lokálńı maximum v x = 0, f (0) = 0, tedy jde o bod [0, 0].
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Vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce Pr̊uběh funkce – shrnut́ı a p̌ŕıklad

n) Nyńı zkombinujeme všechny źıskané informace a obdrž́ıme graf funkce
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Vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce Využit́ı derivace k důkazu identit a nerovnost́ı

Věta 25

Necht’ funkce f , g maj́ı na intervalu I derivaci a ∀x ∈ I plat́ı f ′(x) = g ′(x).
Pak ∃c ∈ R takové, že f (x)− g(x) = c , ∀x ∈ I .

Důkaz.

F (x) = f (x)− g(x). Pak F ′(x) = 0, ∀x ∈ I , a tedy pro libovolné
x1, x2 ∈ I podle Lagrangeovy věty plat́ı

F (x2)− F (x1) = F ′(ξ)(x2 − x1) = 0,

kde ξ lež́ı mezi hodnotami x1, x2.
Tedy F (x) = c , ∀x ∈ I ⇒ f (x)− g(x) = c .
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Vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce Využit́ı derivace k důkazu identit a nerovnost́ı

Př́ıklad 13

Dokažte pro x ≥ 0 identitu

arcsin
x√

1 + x2
= arccos

1√
1 + x2

.

(
arcsin x√

1+x2

)′
= 1√

1− x2

1+x2

√
1+x2−x 1

2
(1+x2)−1/22x

(1+x2)
= 1

1+x2 ,(
arccos 1√

1+x2

)′
= −1√

1− 1
1+x2

−1
2 (1 + x2)−3/22x =

√
1+x2

|x |
x

(1+x2)3/2 = 1
1+x2 ,

kde jsme využili x ≥ 0⇒ |x | = x .
Dosad’me x = 1.

arcsin
1√
2

=
π

4
= arccos

1√
2

V jednom bodě z intervalu nabývaj́ı stejné hodnoty a derivace maj́ı stejné,
tedy identita plat́ı na celém intervalu I = [0,∞).
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Vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce Využit́ı derivace k důkazu identit a nerovnost́ı

Př́ıklad 14

Dokažte arctg x = arccotg 1
x . Pro která x ∈ R identita plat́ı?

f ′(x) =
1

1 + x2
, g ′(x) =

−1

1 + ( 1
x )2

−1

x2
=

1

1 + x2

V x = 0 je funkce arccotg 1
x nespojitá. Dosad́ıme x = 1 a x = −1.

arctg 1 = π
4 = arccotg 1, arctg (−1) = −π

4 , arccotg (−1) = 3π
4 .

Identita tedy plat́ı pro x ∈ (0,∞).
Pro x ∈ (−∞, 0) jsou funkce r̊uzné o π.
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Vyšeťrováńı pr̊uběhu funkce Využit́ı derivace k důkazu identit a nerovnost́ı

Př́ıklad 15

Dokažte, že pro všechna x ∈ R plat́ı 2x arctg x ≥ ln(1 + x2).

F (x) := 2x arctg x − ln(1 + x2)

a spoč́ıtáme minimum na R.

F ′(x) = 2 arctg x + 2x
1

1 + x2
− 1

1 + x2
2x = 2 arctg x ,

F ′(x) = 0⇔ x = 0, F ′′(x) = 2
1

1 + x2
> 0, ∀x ∈ R,

tedy x = 0 je lokálńı minimum. F (x) ≥ 0, ∀x ∈ R, rovnost nastává pro
x = 0.
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Diferenciál

Definice 13

Necht’ je funkce f definovaná v O(x0) a pro h ∈ R plat́ı x0 + h ∈ O(x0).
Pak č́ıslo h nazýváme p̌ŕır̊ustek nezávisle proměnné a rozd́ıl
∆f (x0) = f (x0 + h)− f (x0) nazýváme p̌ŕır̊ustek závisle proměnné
(pop̌r. detailněji ∆f (x0)(h) jako p̌ŕır̊ustek funkce f v bodě x0 s krokem h).
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Diferenciál

Definice 14

Řekneme, že funkce f je diferencovatelná v bodě x0 ∈ R, jestliže existuje
O(x0) takové, že

f (x0 + h)− f (x0) = A · h + τ(h),

kde A ∈ R je vhodné č́ıslo a τ(h) je funkce s vlastnost́ı

lim
h→0

τ(h)

h
= 0.

Je-li f v x0 diferencovatelná, nazýváme výraz A · h diferenciál funkce f a
ṕı̌seme df (x0), pop̌r. df (x0)(h).

Diferenciál funkce je lineárńı funkce p̌ŕır̊ustku nezávisle proměnné h.
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Diferenciál

∆f (x0) := f (x0 + h)− f (x0), ∆f (x0) := A · h + τ(h), A = tgα
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Diferenciál

Věta 26

Funkce f je v bodě x0 diferencovatelná právě tehdy, když v tomto bodě
existuje vlastńı derivace f ′(x0). Přitom plat́ı

df (x0) = f ′(x0) · h.

Tedy A = f ′(x0). Často se použ́ıvá značeńı dx = h, tj.

df (x0) = f ′(x0) · dx .

Diferenciál v obecném bodě x

df (x) = f ′(x) · dx .
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Diferenciál

y = f (x)⇒ dy = df (x)⇒ f ′(x)︸ ︷︷ ︸
Newton

=
dy

dx︸︷︷︸
Leibnitz

.

Derivace inverzńı funkce x = f −1(y)

dx

dy
=

1
dy
dx

.

Derivace složené funkce F (x) = (g ◦ f )(x), kde f (x) = y , g(y) = z

dz

dx
=

dz

dy
· dy
dx
.
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Diferenciál

Důkaz.

”
⇒“ Předpokládejme, že funkce f je diferencovatelná v bodě x0, pak

f (x0 + h)− f (x0) = Ah + τ(h)

f (x0 + h)− f (x0)

h
= A +

τ(h)

h

lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
= lim

h→0

A +
τ(h)

h︸ ︷︷ ︸
→0


f ′(x0) = A + 0 = A.

”
⇐“ Předpokládejme, že existuje derivace f ′(x0) = A ∈ R a položme
τ(h) = f (x0 + h)− f (x0)− f ′(x0)h. Pak

lim
h→0

τ(h)

h
= lim

h→0

(
f (x0 + h)− f (x0)

h
− f ′(x0)

)
= f ′(x0)− f ′(x0) = 0.
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Diferenciál

Poznámka

Využit́ı diferenciálu pro p̌ribližný výpočet funkčńıch hodnot:

∆f (x0) = f (x0 + h)− f (x0) = f ′(x0) · h + τ(h),

tedy
f (x0 + h) ≈ f (x0) + f ′(x0)h.
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Diferenciál

Př́ıklad 16

Vypočtěte pomoćı diferenciálu p̌ribližně 3
√

7.9.

f (x) = 3
√
x , x0 = 8, h = x − x0 = −0.1, f ′(x) =

1

3
3
√
x2

3
√

7.9 ≈ 3
√

8 + 1

3
3√

82
(−0.1) = 2− 1

30·4 = 2− 1
120 = 2− 0.0083 = 1.9916.
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Taylor̊uv polynom

Motivace

Máme dánu funkci f a chceme sestrojit polynom stupně n ∈ N, který v
okoĺı bodu x0 nejlépe aproximuje funkci f .

Pro n = 1 : P(x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0), viz diferenciál.
P(x) má s funkćı f (x) v x0 stejnou funkčńı hodnotu a hodnotu prvńı
derivace.

Najdeme polynom P(x) = an(x − x0)n + · · ·+ a1(x − x0) + a0, maj́ıćı
s funkćı f (x) v bodě x0 stejnou funkčńı hodnotu a derivace až do
řádu n.
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Taylor̊uv polynom

Hledáme polynom P(x) = an(x − x0)n + · · ·+ a1(x − x0) + a0 splňuj́ıćı

P(i)(x0) = f (i)(x0), i = 0, 1, . . . , n,

tedy

f (x0) = P(x0) = a0,

f ′(x0) = P ′(x0) = 1 · a1,

f ′′(x0) = P ′′(x0) = 2 · 1 · a2,

f (3)(x0) = P(3)(x0) = 3 · 2 · 1 · a3,

...

f (n−1)(x0) = P(n−1)(x0) = (n − 1)! · an−1,

f (n)(x0) = P(n)(x0) = n! · an.

Odtud ihned

a0 = f (x0), a1 = f ′(x0)
1! , a2 = f ′′(x0)

2! , . . . , an−1 = f (n−1)(x0)
(n−1)! , an = f (n)(x0)

n! .
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Taylor̊uv polynom

Definice 15

Předpokládejme, že funkce f má v bodě x0 derivace až do řádu n ∈ N
včetně. Taylorovým polynomem stupně n funkce f v bodě x0, znač́ıme jej
Tn(x , x0), rozuḿıme polynom, který má v bodě x0 stejnou funkčńı
hodnotu a stejnou hodnotu prvńıch n derivaćı jako funkce f , tj.

f (x0) = Tn(x0, x0), f ′(x0) = T ′n(x0, x0), . . . , f (n)(x0) = T
(n)
n (x0, x0).
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Taylor̊uv polynom

Věta 27 (Taylorova věta)

Necht’ má funkce f v okoĺı bodu x0 vlastńı derivace až do řádu n + 1 pro
nějaké n ∈ N ∪ {0}. Pak pro všechna x z tohoto okoĺı plat́ı

f (x) = f (x0) +
f ′(x0)

1!
(x − x0) +

f ′′(x0)

2!
(x − x0)2 + · · ·

· · ·+ f (n)(x0)

n!
(x − x0)n + Rn(x),

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x − x0)n+1,

kde ξ je vhodné č́ıslo lež́ıćı mezi x0 a x.

Vzorec uvedený ve větě se nazývá Taylor̊uv vzorec.
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Taylor̊uv polynom

Zbytek Rn(x) je uveden v Lagrangeově tvaru.

Vynecháme-li zbytek Rn(x), obdrž́ıme Taylor̊uv polynom:

f (x) ≈
n∑

i=0

f (i)(x0)

i !
(x − x0)i .

Pokud v polož́ıme x0 = 0, źıskáme tzv. Maclaurin̊uv polynom:

f (x) ≈
n∑

i=0

f (i)(0)

i !
x i .
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Taylor̊uv polynom

Př́ıklad 17

Určete Taylor̊uv polynom 4. řádu se sťredem v bodě x0 = 1 funkce
f (x) = x ln x .

f ′(x) = 1 + ln x , f ′′(x) = 1
x , f

′′′(x) = −1
x2 , f

(4)(x) = 2
x3 .

f (1) = 0, f ′(1) = 1, f ′′(1) = 1, f ′′′(1) = −1, f (4)(1) = 2.

Tedy

T (x) = 0 + 1
1! (x − 1) + 1

2! (x − 1)2 + −1
3! (x − 1)3 + 2

4! (x − 1)4

= 1
12 (x4 − 6x3 + 18x2 − 10x − 3).
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Taylor̊uv polynom
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Taylor̊uv polynom

Věta 28

Maclaurinovy polynomy pro ex , sin x a cos x:

ex ≈ 1 + x + x2

2! + x3

3! + · · ·+ xn

n! ,

sin x ≈ x − x3

3! + x5

5! + · · ·+ (−1)n−1 x2n−1

(2n−1)! ,

cos x ≈ 1− x2

2! + x4

4! + · · ·+ (−1)n x2n

(2n)! .

Důkaz.

Př́ımým výpočtem.
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Taylor̊uv polynom

Př́ıklad 18

Určete počet členů Maclaurinova polynomu funkce f (x) = ex , abychom
č́ıslo 1

e spoč́ıtali s chybou menš́ı než 10−3.

Rn(x) =
ec

(n + 1)!
xn+1, c mezi x , x0

e−1 = 1− 1 +
1

2!
− 1

3!
+

1

4!
− 1

5!
+ · · ·+ (−1)n

n!
+

ec

(n + 1)!
(−1)n+1

∣∣∣ ec

(n+1)! (−1)n+1
∣∣∣ < 10−3, c ∈ (−1, 0),tedy∣∣∣∣ ec

(n + 1)!
(−1)n+1

∣∣∣∣ < e0

(n + 1)!
<

1

1000
⇒ (n + 1)! > 1000⇒ n = 6,

e−1 ≈ 1
2! −

1
3! + 1

4! −
1
5! + 1

6! toto vyjáďreńı je s chybou menš́ı než 10−3.
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Taylor̊uv polynom

Věta 29

Maclaurinovy vzorce pro ex , sin x a cos x (n ∈ N, c mezi 0 a x):

ex = 1 + x + x2

2! + · · ·+ xn

n! + ec

(n+1)!x
n+1,

sin x = x − x3

3! + · · ·+ (−1)n−1 x2n−1

(2n−1)! + (−1)n cos c
(2n+1)!x

2n+1,

cos x = 1− x2

2! + · · ·+ (−1)n x2n

(2n)! + (−1)n+2 cos c
(2n+2)!x

2n+2.
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Taylor̊uv polynom

Důkaz.

(ex)(i) = ex , i ∈ N0, tedy Rn(x) = ec

(n+1)!x
n+1,

(sin x)(2i) = (−1)i sin x
∣∣
x=0

= 0,

(sin x)(2i+1) = (−1)i cos x
∣∣
x=0

= (−1)i , i ∈ N0,
tedy R2n(x) = (−1)n cos c

(2n+1)!x
2n+1,

(cos x)(2i) = (−1)i cos x
∣∣
x=0

= (−1)i ,

(cos x)(2i+1) = (−1)i+1 sin x
∣∣
x=0

= 0, i ∈ N0,
tedy R2n+1(x) = (−1)n+2 cos c

(2n+2)!x
2n+2.

© Petr Hasil (MUNI) Derivace funkce Matematická analýza 136 / 158

Diferenciál, Taylor̊uv polynom Taylor̊uv polynom

Poznámka (Eulerova identita – exponenciálńı tvar komplexńıho č́ısla)

cosϕ+ i sinϕ = eiϕ, x = iϕ ⇒

eiϕ = 1 +
iϕ

1!
+

(iϕ)2

2!
+

(iϕ)3

3!
+ · · ·+ (iϕ)n

n!
+ · · ·

= 1 + i
ϕ

1!
− ϕ2

2!
− i

ϕ3

3!
+
ϕ4

4!
+ · · ·

= 1− ϕ2

2!
+
ϕ4

4!
+ · · ·︸ ︷︷ ︸

cosϕ

+i

ϕ

1!
− ϕ3

3!
+ · · ·︸ ︷︷ ︸

sinϕ


= cosϕ+ i sinϕ
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Taylor̊uv polynom

Taylor̊uv (Maclaurinův) rozvoj daľśıch elementárńıch funkćı

pro x ∈ (−1,∞)

ln(1+x) = x− x2

2
+
x3

3
+· · ·+(−1)n+1 x

n

n
+(−1)n+2 xn+1

(n + 1)(1 + c)n+1

pro α ∈ R, x ∈ (−1,∞), nebo α ∈ N, x ∈ R

(1 + x)α = 1 + αx + α(α−1)
2! x2 + α(α−1)(α−2)

3! x3 + · · ·

· · ·+ α(α−1)···(α−n+1)
n! xn + α(α−1)···(α−n)

(n+1)! xn+1(1 + c)α−n−1

= 1 +

(
α

1

)
x +

(
α

2

)
x2 + · · ·+

(
α

n

)
xn +

(
α

n + 1

)
xn+1(1 + c)α−n−1

kde jsme (pro α ∈ R, n ∈ N) použili zobecněný binomický koeficient(
α

n

)
:=

α(α− 1) · · · (α− n + 1)

n!
.
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Taylor̊uv polynom

Využit́ı Taylorova a Maclaurinova polynomu

p̌ribližný výpočet funkčńıch hodnot,

výpočet limit.

Př́ıklad 19

Pomoćı Taylorova polynomu 2. řádu vypočtěte p̌ribližně 3
√

7.9.

f (x) ≈ f (x0) + f ′(x0)(x − x0) +
1

2
f ′′(x0)(x − x0)2

f (x) = 3
√
x , x0 = 8, h = x − x0 = −0.1, f ′(x) = 1

3x
−2/3, f ′′(x) = −2

9 x−5/3

3
√

7.9 ≈ 2− 1

3 · 4
(0.1)− 1

2

2

9 · 32
(0.1)2 = 2− 1

120
− 1

28 800
=

57 359

28 800
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Taylor̊uv polynom

Př́ıklad 20

lim
x→0

√
1 + x2 − 3

√
1 + x3

x2
=?

(1 + t)1/2 = 1 +
(1/2

1

)
t +

(1/2
2

)
t2 + · · · použijeme pro t = x2, tedy√

1 + x2 = 1 +
1

2
x2 − 1

8
x4 + · · ·

(1 + t)1/3 = 1 +
(1/3

1

)
t +

(1/3
2

)
t2 + · · · použijeme pro t = x3, tedy

3
√

1 + x3 = 1 +
1

3
x3 − 1

9
x6 + · · ·

Odtud

? = lim
x→0

√
1 + x2 − 3

√
1 + x3

x2

= lim
x→0

1 + 1
2x

2 − 1
8x

4 + · · · − (1 + 1
3x

3 − 1
9x

6 + · · · )
x2

=
1

2
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Diferenciál, Taylor̊uv polynom Taylor̊uv polynom

Poznámka (Diferenciály vyš̌śıch řádů)

f (x + h)− f (x) = Ah + τ(h) = d f (x)(h) + τ(h) = f ′(x)h + τ(h),

f (x + h) = f (x) + f ′(x)h︸ ︷︷ ︸
d f (x)(h)

+ τ(h)︸︷︷︸
R1(x)

V rozvoji

f (x + h) = f (x) + f ′(x)h +
f ′′(x)

2!
h2 + · · ·+ f (n)(x)

n!
hn + Rn(x)

označme

f ′′(x)h2 = d 2f (x)(h), f ′′′(x)h3 = d 3f (x)(h), . . . , f (n)(x)hn = d nf (x)(h).

T́ım dostaneme

f (x + h) = f (x) +d f (x)(h) +
1

2!
d 2f (x)(h) + · · ·+ 1

n!
d nf (x)(h) + zbytek.
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Rovinné ǩrivky Křivka daná parametricky

Zadáme-li nap̌r. graf funkce sinus po soǔradnićıch x , y , dostaneme
množinu bodů

[x , y ] = [x , sin x ], x ∈ R,

protože x je nezávisle proměnná a y = f (x) je závisle proměnná.

Obr. 4: y = sin x , x ∈ [−π, π]
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Rovinné ǩrivky Křivka daná parametricky

Body o soǔradnićıch

x = cos t,

y = sin t, t ∈ [0, 2π]

dávaj́ı jednotkovou kružnici

x2 + y2 = 1.

Body o soǔradnićıch

x = cosh t, y = sinh t, t ∈ R

dávaj́ı pravou větev a body

x = − cosh t, y = sinh t, t ∈ R

levou větev hyperboly

x2 − y2 = 1.
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Rovinné ǩrivky Křivka daná parametricky

Definice 16

Necht’ ϕ a ψ jsou funkce, které zobrazuj́ı interval [α, β] do R. Pak
množina bodů [x , y ] ∈ R2 takových, že

x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [α, β]

se nazývá ǩrivka parametricky zadaná dvojićı ϕ a ψ.

Jsou-li funkce ϕ a ψ spojité, nazývá se ǩrivka jimi určená, spojitá.

Maj́ı-li funkce ϕ a ψ nav́ıc na intervalu [α, β] derivace a

∀t ∈ [α, β] : [ϕ′]2 + [ψ′]2 > 0,

řekneme, že ǩrivka je hladká.
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Rovinné ǩrivky Křivka daná parametricky

Poznámka

V roce 1890 sestrojil G. Peano p̌ŕıklad spojitých funkćı ϕ,ψ : [0, 1]→ R
takových, že množina [ϕ(t), ψ(t)], tj. ǩrivka s parametrizaćı ϕ,ψ, vyplnila
celý jednotkový čtverec [0, 1]× [0, 1].

Poznámka

Křivka

x = ϕ(t) =

{
−t2 t < 0

t2 t ≥ 0
, y = ψ(t) = t2, t ∈ R

má ϕ′(0) = 0, ψ′(0) = 0, tedy neńı hladká na žádném intervalu
obsahuj́ıćım nulu. (Jde o y = |x |.)
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Rovinné ǩrivky Křivka daná parametricky

Věta 30

Necht’

C = {[x , y ] ∈ R2 : x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [α, β]}

je hladká ǩrivka a v bodě t0 ∈ [α, β] plat́ı ϕ′(t0) 6= 0. Pak směrnice tečny
ke ǩrivce C v bodě [x0, y0] = [ϕ(t0), ψ(t0)] je

k =
ψ′(t0)

ϕ′(t0)
.

Důkaz.

Tečnou ke ǩrivce rozuḿıme, podobně jako pro graf funkce y = f (x),
limitńı polohu sečen. Směrnice sečny je
ψ(t)−ψ(t0)
ϕ(t)−ϕ(t0) = (podle Cauchyho věty) = ψ′(c)

ϕ′(c) , kde c lež́ı mezi t, t0.

Limitńım p̌rechodem t → t0 dostáváme, že k = ψ′(t0)
ϕ′(t0) .
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Rovinné ǩrivky Křivka daná parametricky

Př́ıklad 21

Určete směrnici tečny ke kružnici x = cos t, y = sin t v bodě [ 1√
2
, 1√

2
].

t0 =
π

4
⇒ k =

cos π4
− sin π

4

= −
1√
2

1√
2

= −1.
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Rovinné ǩrivky Křivka daná parametricky

Věta 31

Necht’

C = {[x , y ] ∈ R2, x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ [α, β]},

ϕ, ψ maj́ı na [α, β] druhé derivace a ϕ′(t0) 6= 0. Pak v okoĺı bodu
[x0, y0] = [ϕ(t0), ψ(t0)] je ǩrivka C totožná s grafem jisté funkce y = f (x)
a pro jej́ı druhou derivaci v bodě x0 = ϕ(t0) plat́ı

f ′′(x0) =
ψ′′(t0)ϕ′(t0)− ψ′(t0)ϕ′′(t0)

ϕ′3(t0)
.
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Rovinné ǩrivky Křivka daná parametricky

Důkaz.

Protože ϕ′(t0) 6= 0, je ϕ v okoĺı t0 prostá, tedy existuje inverzńı funkce
t = ϕ−1(x). Pak

y = ψ(t) = ψ(ϕ−1(x)) =: f (x).

f ′(x) = ψ′(ϕ−1(x)︸ ︷︷ ︸
t

) · (ϕ−1)′(x)︸ ︷︷ ︸
1

ϕ′(t)

=
ψ′(t)

ϕ′(t)
,

f ′′(x) = (f ′(x))′ =

(
ψ′(ϕ−1(x))

ϕ′(ϕ−1(x))

)′
=
ψ′′(t)ϕ′(t)− ψ′(t)ϕ′′(t)

ϕ′2(t)
·
(
ϕ−1

)′
(x) =

ψ′′(t)ϕ′(t)− ψ′(t)ϕ′′(t)

ϕ′3(t)
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Rovinné ǩrivky Křivka daná parametricky

Př́ıklad 22

x = cos t, y = sin t, t0 = π/4

f ′′(x) = (sin t)′′(cos t)′−(cos t)′′(sin t)′

(cos t)′3
= − sin t(− sin t)−(− cos t)(cos t)

(−sint)3 = −1
sin3t

,

tedy

f ′′
(

1√
2

)
=

1(
−1√

2

)3
= −2

√
2.
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Rovinné ǩrivky Křivka daná parametricky

Př́ıklad 23

Cykloida má parametrizaci x = t − sin t, y = 1− cos t, t ∈ [0, 2π]. V okoĺı
bodu daného hodnotou parametru t = π/2 zadává jistou funkci y = f (x).
Určete hodnotu prvńı a druhé derivace funkce f v tomto bodě.

f ′(x) = (1−cos t)′

(t−sin t)′ = sin t
1−cos t

∣∣∣
t=π

2

= 1
1−0 = 1,

f ′′(x0) = cos t(1−cos t)−sin2 t
(1−cos t)3 = −1+cos t

(1−cos t)3

∣∣∣
t=π

2

= −1+0
(1−0)3 = −1

Obr. 5: Cykloida pro t ∈ [0, 4π]
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Rovinné ǩrivky Oskulačńı kružnice a ǩrivost

Definice 17

Oskulačńı kružnice rovinné ǩrivky C v bodě [x0, y0] je kružnice, která
procháźı bodem [x0, y0] a má v něm shodnou (aspoň) prvńı a druhou
derivaci s ǩrivkou C . Ř́ıkáme, že má v tomto bodě s ǩrivkou C styk
(nejméně) druhého řádu.

Poloměr oskulačńı kružnice se nazýváme poloměr ǩrivosti.

Sťred oskulačńı kružnice nazýváme sťred ǩrivosti a lež́ı na normále
ǩrivky v daném bodě.

Poznámka

Oskulačńı kružnice nap̌r. ve vrcholech kuželoseček maj́ı s ǩrivkami styk
vyš̌śıho řádu než dva a jsou označovány jako hyperoskulačńı nebo
superoskulačńı.
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Rovinné ǩrivky Oskulačńı kružnice a ǩrivost

Oskulačńı kružnici źıskáme jako limitńı polohu kružnic podobně jako jsme
źıskali tečnu (derivaci) jako limitńı polohu sečen. Budeme uvažovat bod
[x0, y0], ve kterém chceme kružnici źıskat, a daľśı dva body [x1, y1], [x2, y2]
vlevo a vpravo od něj. Sestroj́ıme kružnici procházej́ıćı těmito ťremi body.
Následně body [x1, y1], [x2, y2] p̌ribližujeme k bodu [x0, y0] a stále
použ́ıváme kružnici, která skrze všechny ťri procháźı. Výsledkem tohoto
limitńıho procesu je oskulačńı kružnice.

(Samožrejmě je možné použ́ıt libovolné ťri body z okoĺı bodu [x0, y0] a
limitně je všechny

”
poslat“ k němu.)
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Rovinné ǩrivky Oskulačńı kružnice a ǩrivost

Pro jednoduchost uvažujme graf funkce f , tedy ǩrivku [x , f (x)], která má
v okoĺı bodu x0 derivace do řádu dva včetně a f ′′(x0) 6= 0.
Kružnici budeme hledat ve tvaru

(x − a)2 + (y − b)2 = r2.

Derivováńım podle x (p̌ričemž y = y(x)) dostaneme

x − a + (y − b)y ′ = 0,

1 + y ′2 + (y − b)y ′′ = 0.

Poznámka

Pracujeme zde s implicitně danou funkćı. Základńı p̌redpoklad, aby vztah
F (x , y) = c zadával v okoĺı bodu x0 implicitně funkci y = y(x) spňuj́ıćı
y(x0) = y0 je, že derivace F podle y muśı být v bodě [x0, y0] nenulová
(podrobněji v diferenciálńım počtu v́ıce proměnných).
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Rovinné ǩrivky Oskulačńı kružnice a ǩrivost

Do těchto rovnic dosad́ıme x = x0, y = f (x0), y ′ = f ′(x0), y ′′ = f ′′(x0).
T́ım obdrž́ıme soustavu ťŕı rovnic o ťrech neznámých a, b, r a ty
vypoč́ıtáme. Dostaneme

a = x0 −
f ′(x0) + f ′3(x0)

f ′′(x0)
, b =

1 + f ′2(x0) + f (x0)f ′′(x0)

f ′′(x0)
,

r =

[
1 + f ′2(x0)

] 3
2

|f ′′(x0)|
.

Poznámka

Parametricky máme

r =

[
x ′2 + y ′2

] 3
2

|x ′y ′′ − x ′′y ′|
,

kde x = x(t), y = y(t), derivace je podle t a dosazujeme t0.
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Rovinné ǩrivky Oskulačńı kružnice a ǩrivost

Věťśı poloměr znamená menš́ı zaǩriveńı a naopak, to motivuje následuj́ıćı
definici.

Definice 18

Hodnota 1/r se nazývá ǩrivost funkce f v bodě x0.
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