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© Diferencial, Tayloriiv polynom
@ Diferencial
@ Taylorlv polynom

@ Rovinné krivky
o K¥ivka dana parametricky
® Oskulagni kruZnice a kF¥ivost

@ Derivace funkce
@ Zakladni vlastnosti derivace
® Geometricky vyznam derivace
® Vypocet derivace
® Fyzikalni vyznam
@ V&ty o stfedni hodnoté
® L'Hospitalovo pravidlo

© Vyzetrovani priibshu funkce
@ Extrémy
@ Konvexnost, konkdvnost a inflexni body
@ Asymptoty
® Pribéh funkce — shrnuti a ptiklad
@ VyuZiti derivace k dlkazu identit a nerovnosti

Definice 1 (Derivace funkce f v bodg&)

Necht x je vnitfnim bodem D(f). Jestlize existuje limita

i F00 = flx)

X—rX0 X — XO

nazyvame tuto limitu derivaci funkce f v bodé& xp, piseme f'(xo).

Pozndamka
o Je-li limita lim,_,, %}igm) € R ¥ekneme, Ze funkce f ma v bodé& xq
vilastni derivaci.
o Je-li limita limy_,, f)=Ffl) _ 4 fekneme, Ze funkce f ma v bodé

X—Xo
Xo nevlastni derivaci +00 nebo —oo.




DEGVEISRIINCIN  Zakladni viastnosti derivace

Definice 2 (Derivace funkce)

Ma-li funkce f derivaci v kazdém bodg& intervalu | C D(f), pak se funkce
x — f'(x) nazyva derivace funkce f a zna¥i se f'.

Definice 3 (Derivace zprava / zleva)

fi(x0) = lim Fl) = o), f'(x) = lim f(x) = f(x)

x—rxg X = X0 X=Xy X = X0

Pozndmka
Zavedenim h jako x = xg + h ziskdme
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Derivace funkce Geometricky vyznam derivace

Definice 4
Necht funkce f ma v bod& xo derivaci f/(xp), pak se p¥imka

y — f(x0) = f'(x0)(x — x0)

nazyva te¢na ke grafu funkce f v bod& [xg, yo].P¥imka prochézejici bodem
[x0, yo] kterd je kolma k te¢n& v tomto bod& se nazyvd normila ke grafu
funkce f v bod& [xo, yo].

Poznamka

ProtoZze soudin smé&rnic dvou vzdjemné kolmych p¥imek je roven —1, je
rovnice normaly ke grafu funkce f v bod& xg
(i) pro f'(x) #0
-1
_f — T (x—
y (XO) f/(Xo)(X X0)7

(i) pro f'(x0) =0
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DEOVEISRININGIN  Zakladni vlastnosti derivace

Ndasledujici tvrzeni jsou pfimym dlsledkem tvrzeni o limitach funkci.
© Funkce f ma v bodé xp nejvySe jednu derivaci.

@ Derivace v bodé existuje pravé tehdy, kdyz existuji jednostranné
derivace a f{(x0) = ' (o).

funkce: f + g, f-g ajelig(x)#0if/g.

© Necht funkce f, g maji derivace v bod& xg, pak v xg maji derivace i

Poznamka
Pozor, tvrzeni 3 se tykd pouze existence derivace, nikoli jeji hodnoty.

(© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 7/158
Derivace funkce Geometricky vyznam derivace
Poznamka
Ma-li funkce f v bod& xp nevlastni derivace a je v tomto bodg& spojita,
potom ma v xp te¢nu
t: X =Xp
a normalu
n:y = f(x).
(Nap¥. funkce f(x) = ¥/x v bod& xg = 0.)
i
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IDIVEYRITHING I Geometricky vyznam derivace

Ptiklad 1

Urkete rovnici te¢ny a normaly ke grafu funkce y = v/1 — x2 v bod&
11
)

1)1 redni
f (ﬁ) =75 tedy jedna se o bod grafu funkce.

1
F(x) = 52, f’(%):\/%:—l
g s)

Derivace funkce Geometricky vyznam derivace
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IDIVEYSRITHING I  Geometricky vyznam derivace

Geometricky vyznam derivace

Setna grafu funkce f prochézejici body [xo, f(x0)] @ [xo + h, f(xo + h)] ma
smérnici
f(x0 + h) — f(xo)

tgp = p .

Jestlize se s bodem xg + h blizime k bodu xg (tj. provddime limitni
prechod h — 0), pfejde tato se¢na v te¢nu v bod& [xg, f(xp)]. Smé&rnice
teény ke grafu funkce f v bodé xp je tedy

im f(xo + h) — f(xo)
h—0 h

9

coZ je presné derivace funkce f v bodé& xg.
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Derivace funkce Vypocet derivace

Véta 1

Necht funkce f a g maji v bodé& xy derivaci a necht c € R je libovolné.
Pak plati

(cf) = cf’,

4
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o

Diikaz (iii).

(F) - g()_,, = lim f(x + h)g(x +hh) — f(x)g(x)
_ i [x - h)g(x + h) — F(x)g(x + h) + F(x)g(x + h) — F(x)g(x)
h—0 h
Ft ) =0 i f(x)g(x + h) — g(x)
h—0 h
= i|7iLnOg(x + h)- lim f(x + h;), — f(x) () - fim g(x+h) —g(x)

g

-

g(x) f’(x) g'(x)
= f'(x0)g(x0) + f(x0)g’ (x0)-

(Pro h — 0 mame x — xp.) O
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Derivace funkce Vypocet derivace

Poznamka

Opalné tvrzeni neplati — ze spojitosti neplyne existence derivace.
Nap¥. funkce f(x) = |x| je spojitd na celém R, ale v xg = 0 nemd derivaci.

YA
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DIEIVEYCRITIING I \/ypocet derivace

Véta 2

Ma-li funkce v bod& xy derivaci (vlastni), pak je v tomto bod& spojita.

Diikaz.
- : f(x) — f(x0)
Jim (F0) = F(x0)) = fim (x =x0) - === = =
f(x)—f
lim (x — xp) - lim ) = flxo) =0.
X—rX0 X—rX0 X — XO
0 él's|\0r6R
DJ
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Derivace funkce Vypoctet derivace

Poznamka

Karl Weierstrass sestrojil (zfejm& inspirovan Riemannem) funkci, kterd je
spojitd v kazdém bodég, ale v Zddném nema derivaci. UvaZujme

fo(x) = a"cos (b"mx), gn(x) = fo(x) + -+ fr(x),

kde 0 < a < 1, b je liché p¥irozené &islo a ab > 1 + %ﬂ'.

(P¥edpoklady byly pozdg&ji oslabovany, viz literatura a kli¢ové slovo
Weierstrassova funkce.)

Pro n — oo je g, spojitd , hustd, roztfesena ¢ara“. Jde o jeden z prvnich
studovanych fraktdli.
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DIEIVEYCRITHING I \/ypocet derivace

Prvni t¥i funkce pro a = %, b = 15 a jejich soulet maji grafy

WY
'”’W‘ “W"lmh WM& ﬂMm IHML M hlli

100
groo(x) = Y 3 cos(15"mx)
n=0
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Derivace funkce Vypocet derivace

Diikaz.
PY¥edpoklddejme nejprve, Ze existuje P(xp) takové, Ze f(x) # f(xo) pro

Vx € P(xo).

Flixo) = tim POV Fl0) _ - g(F(x) — g(f(x0))
X—>X0 X — X0 X—rX0 X — X0
_ im 8 (x)) —&(f(x0))  f(x) —f(x0)
x=x  f(x) = f(xo) X — Xg
e 8 —8(f(x0) | F(x) = F(x0)
X—rX0 f(X) — f(Xo) X—rX0 X — X0

© Petr Hasil (MUNI)

Matematickd analyza

22/158

DIEIVEYCRITIING I \/ypocet derivace

Véta 3

Necht funkce f m4 derivaci v bod& xq a funkce g mad derivaci v bodé&
yo = f(xo). Pak sloZend funkce

F(x) = g(f(x)) = (g F)(x)

ma derivaci v bodé xq a plati, Ze

F'(x0) = &' (f(x0)) - f'(x0) = &'(y0) - f'(x0)-

© Petr Hasil (MUNI)
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Derivace funkce Vypoctet derivace

JestliZe neexistuje P(xg) takové, Ze f(x) # f(xo) pro Vx € P(xp), pak
existuje posloupnost x, — xg takova, Ze f(x,) = f(xp), tedy

Flxo) = lim ()= F00) i FOn) = Flxo) _
X—=X0 X — Xp n—o0 Xn — X0
pak
||m F(X) B F(XO) — Ilm F(Xn) — F(XO)
X—X0 X — X0 n—oo Xn — X0
o 80w —8(Fe) o
n—o0o Xn — XO
Tedy i v tomto p¥ipadé& vzorec plati, nebot
Fl(x0)=0= g'(n) - 0_ .
kone¥né &islo =f'(x0)
O

v
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DIEIVEYCRITHING I \/ypocet derivace

Véta 4

Necht funkce f m3 pro kaZdé x € | derivaci a f'(x) # 0. Pak na intervalu
J=f()={y:3x el f(x)=y} existuje funkce inverzni a pro jeji
derivaci platf

w1
RG]

Diikaz (odvozeny).

FIF(x)) = x “"H™ F(F(x) - [F) = 1

J
1
FH = 51—
NGO
DJ
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Derivace funkce Vypoctet derivace
Dikaz.
e (¢))=0,ceR:
f h)—f —
() = fim TXEN =) _pe=c oo
h—0 h h—0 h h—0
o (x")Y =nx""t neN:
. + h)n _ XI'I
ny/ — I m (X
() h|—>0 h
’ X"+ (Dx"Th+ (5)x"2h? + -+ + (N A" — x"
= lim
h|—>0 h
= lim [nx"l + (n) x"2h 4o = XL
h—0 2
n—1
= —nx "L
© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 26 /158

DIEIVEYCRITIING I \/ypocet derivace

Véta 5 (O derivaci elementdrnich funkci)
Necht n€ 7Z, a,b,c,a € R, a,b >0, b # 1.
@ (sinx) = cosx,
e (¢)=0, @ (cosx) = —sinx.
o (x") = nx""1, o (tgx) = T:ZX,
o (eX) =¢, T |
( X)/i N o (cotgx) = ——>,
o (a¥)' =a-Ina, e (arcsinx) = 11X ,
o (Inx) =1, B
(Inx)" =% ) o (arccosx) = ——L1—,
° (|Ong)/ = XInb’ 1=x
;1
o (x%) = ax® 1, o (arctgx)’ = T2
e (arccotgx) = ——Hlxz.
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Derivace funkce Vypoctet derivace
o (&f) =¢eX:
x+h eX eX(eh 71)
Y jim © i
(%) hlno h hlno h
h_1
=¢e" lim =e*.1=1¢".

o (&) =2a%-Ina,aeR™:

N\ !/
(a%) = (e'”" ) = (eX'"a) =" (1-Ina+x-0)=a%Ina.

o (Inx) = %

(Inx) = ‘fl(x) =Inx, f(x) =¢e" =

1 ‘ 1
F1(f1(x))

o (logyx) = s, b€ RT N {1}:

Inx\" 1 1
log,x) = — ) = —(Inx) = .
(logsx) = 15 ) = inp"") = 3 Tinp
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DIEIVEYCRITHING I \/ypocet derivace
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Derivace funkce Vypocet derivace

e (arcsinx) =

1-x2°

1

B 1 1 1

~ cos(arcsinx) \/1 _ in?(arcsin x) Vi

(arcsinx)' = |f}(x) = arcsin x, f(x) = sinx =

o (arccosx)’ = ——=—;

-1
V1—x2

(arccos x)’ = | arccos x = m/2 — arcsin x| =
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DIEIVEYCRITIING I \/ypocet derivace

@ (sinx) = cosx:

sin(x + h) — sin x sin x cos h + cos x sin h — sin x

. / — I —
(sinx) PRl h h0 h
) sinh . . cosh—1
= lim cosx—— + |lim sinx———
h—0 h—0 h
. sinh ) . cosh—1
=cosx lim — +sinx lim ———
h—0 h h—0 h
.2
h/2
= cosx — 2sinx lim M
h—0 h
in(h/2
~ cosx — 2sinx lim M2 i Ginen/2)
h—0 h h—0

=1/2

= cosx — 0 = cos x.

@ cos x podobné, tg x a cotg x jako derivaci podilu.
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Derivace funkce Vypocet derivace

o (arctgx) = 1_:)(2:

1
(arcth)/ = ffl(x) = arctg x, f(x) =tgx = m
1 1 _ 1
© 1+tg2(arctgx) 14 x2

1
cos?(arctgx)
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DIEIVEYCRITHING I \/ypocet derivace

o (arccotgx) = —H_—lxz:
, 1
(arccotg x)’ = ‘ arctg x + arccotg x = 7r/2‘ =112
X
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IDECIVEICRTHINGIN  \/ypocet derivace

P¥iklad 2
Derivujte a upravte funkci

L (x +1)2 N Lo -1
= =N —= arctg ——.
Y8 X x 11 V3 & V3

x3+17
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Derivace funkce

Véta 6 (Logaritmickd derivace)

Vypocet derivace

[f(X)g(X)], _ f(X)g(X) {g’(x) Inf(x) + g(x) f/(X)]

f(x)

Diikaz.

[f(x)g(x)] ' [eln(f(x»gw} ' [eg(x> In f(x)} ’

— (8 InF(x) [g/(x) Inf(x) + g(x)

1 4
mf(x)

f‘/
= f(X)g(X) |:g’(x) In f(x) + g(x) f(()):)):|
DJ
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IDEVEICRTHINGEIN  \/ypocet derivace
Definice 5 (Derivace vysich ¥adu)
o= (), f0) = (£00)
P¥iklad 3
Odvod'te vzorec pro vypotet n-té derivace funkce %
1 2 2-3 n!
/ 1! 11
f :—?, f :;, f :—7, ey f(n):(—l)nm
Indukéni krok:
) nl 1 nl(n+1) s (n+ 1)
FrtD = [(—1)"m] =)' = )"
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DIEIVEYCRITHING I \/ypocet derivace

Vé&ta 7 (Leibnitzovo pravidlo)

Pro n-tou derivaci soucinu plati vzorec

n n ' .
(F g =3 <,) £ g (),

i=0
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(fg) = Flg+ g = (o)f'e+ (Vg v

Derivace funkce Vypocet derivace

Ptiklad 4

Vypottéte tieti derivaci funkce f(x) = e*sin 2x.

" = eXsin2x +3-2eXcos2x — 3 - 4e~sin2x — 8€eX cos2x

= &*(sin 2x 4 6 cos 2x — 12sin 2x — 8 cos 2x) = e*(—11sin 2x — 2 cos 2x).

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 38/158

DIEIVEYCRITIING I \/ypocet derivace

Dikaz.

PouZijeme indukci.

n—n+1

() = () + () -+ (1) 80 + ()
— (8)[f(”+1)g + f(”)g’] + (;’)[f(”)g’ + f(”_l)g”] + ...
< ()Y 4 g+ (D) [Fg!™ + oY)
= ("N g +1(E) + (DIF e+
————

=("1)
n+1
1)+ (O + (zﬁ) fg(nt1) = Z (") £+ g0)
i=0
(")
n

DA
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Derivace funkce Fyzikdlni vyznam

FyzikaIni vyznam derivace

@ Derivace f'(xo) vyjad¥fuje okamZitou rychlost zmény funk&ni hodnoty
funkce f v bod& xq. Tj. je-li f'(x9) = ¢ € R, potom na jednu jednotku
zmény hodnoty nezdvisle proménné x pfipadd c jednotek zmény
zavisle proménné y.

@ Zejména z toho plyne, Ze je-li ¢ > 0, pak s rostoucim x roste i y,
a je-li ¢ <0, pak s rostoucim x y klesa.
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Derivace funkce FyzikdIni vyznam
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Derivace funkce Fyzikdlni vyznam

Tim jsme odvodili 2. Newtoniiv pohybovy zékon (a = £):

Zakon sily

Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri
secundam lineam rectam qua vis illa imprimitur.

JestliZe na téleso piisobi sila, pak se téleso pohybuje se zrychlenim, které je
pFimo 1umérné plsobici sile a nepfimo tmérné hmotnosti télesa.

v

Poznamka

Podobn& snadno vyvodime, Ze vykon je derivace prace P(t) = W'(t)
(zmé&na prace ku zm&né Zasu), nebo Ze elektricky proud je derivace
elektrického naboje I(t) = Q'(t).

© Petr Hasil (MUNI)
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Derivace funkce FyzikdIni vyznam

Snadno miZeme pomoci derivaci odvodit zdkony klasické mechaniky:

@ Rychlost je zmé&na polohy v &ase v = $. Potom okamZitd rychlost
v Case t je
t+ h)—s(t d
v(t) = fim SEEN =s(8) _ ds
h—0 h dt

@ Zrychleni je zména rychlosti v Case, tedy podobné& obdrzime

dv  d3%s
) =3 = a

@ Hybnost p je rovna rychlosti na jednotku hmotnosti, tedy p = mv.

@ Sila je derivaci hybnosti dle ¢asu

dp d(mv) dm N dv 04 dv
_ 9P _ = Vit m— = m-— = ma.
dt dt dt dt dt

© Petr Hasil (MUNI)
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Derivace funkce Véty o stfedni hodnot&

Véta 8 (Rolleova véta o stfedni hodnotg)

Necht funkce f je spojitd na intervalu [a, b] a na otevFeném intervalu
(a, b) existuje jeji derivace f'.
Jestlize f(a) = f(b), pak existuje ¢ € (a, b) takové, Ze f'(c) = 0.

(© Petr Hasil (MUNI)
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DIIVEYCRITHINGI  \/&ty o stfedni hodnot&

Diikaz.

Je-li f konstantni funkce, je tvrzeni trividlni (f' = 0).
Necht f neni konstantni funkce. Pak podle 2. Weierstrassovy véty
dx1, x2 € [a, b] takové, Ze

f(x1) =sup{f(x),x € [a, b]}, f(x2) = inf{f(x),x € [a, b]}.
Alespoii jeden z bodl x1,x2 je v (a, b). Pfedpoklddejme, Ze je to x; (pro
xp podobng). Podle pfedpokladu existuje f'(xy).

Je-li f'(x1) > 0 z definice derivace plyne, Ze f(x) > f(x1) v n&jakém
prstencovém okoli P*(x1), coZ je spor s maximalitou f(xi).

Podobn& pro f'(x1) <0 = 3P~ (x1): f(x) > f(x1), op&t spor.
Tedy f'(x1) =0, &ili x; = c.

© Petr Hasil (MUNI)
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Derivace funkce Véty o stfedni hodnot&

Dikaz.
UvaZujme p¥imku prochazejici body [a, f(a)] a [b, f(b)]
f(b)y—f
y=f(a)+ A=y
a funkci
f(b) - f(a)

—x—a)|.

tedy F(a) =0, F(b) =0.

Podle v&ty 8 existuje ¢ € (a, b) takové, ze F'(c) = 0.
Zaroveh F'(x) = f'(x) — %.Pro x = ¢ tedy mdme

f(b) — f(a) _ f(b) —f(a)

— f'(c) — f'(c) =
0="7(c) A & f(c) A

]

y
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DIVEYCRTNINGI  \/&ty o stfedni hodnot&

Véta 9 (Lagrangeova)

Necht funkce f je spojita na intervalu [a, b] a na intervalu (a, b) existuje
derivace f'.
Pak existuje ¢ € (a, b)takové, Ze f(b) — f(a) = f'(c)(b— a), t.

f(b)—f(a)'

file) = b—a

Matematicka analyza 47 /158
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Derivace funkce Véty o stfedni hodnot&

Poznamka

PYedpoklady v&t 8 a 9 nelze zeslabit. Nap¥. predpoklad spojitosti na [a, b]
nelze nahradit spojitosti na (a, b) (obr. 2). Nelze ani vypustit pfedpoklad
existence derivace (obr. 3).

N

“a b :a =b

Obr. 2: Interval (a, b] Obr. 3: Existence derivace
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Véta 10 (Cauchyova)
Necht funkce f a g jsou spojité na [a, b] a na (a, b) existuji jejich derivace
a g'(x) #0,x € (a, b). Pak existuje c € (a, b) takové, Ze

f(b) —f(a) _ f'(c)

g(b) —g(a) &'(c)

Diikaz.
UvaZujeme funkci

F(x) = [g(b) — g(a)llf(x) — F(b)] - [f(b) — f(a)llg(x) — &(b)]

a aplikujeme Rolleovu v&tu (Vé&ta 8). O
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Derivace funkce L'Hospitalovo pravidlo

Véta 11 (L'Hospitalovo pravidlo)

Necht xo € R*, na ryzim okoli xy jsou funkce f, g diferencovatelné a
g'(x) # 0. Ddle necht je spinéna jedna z podminek

(i) limyy F(x) = 0 = limy,, g(X),
(i) Timssng ()] = 5.

Existuje-li (vlastni nebo nevlastni)

lim F(x)

x=x g'(x)’

pak existuje také

f(x)

A g (x)

a obé€ limity jsou stejné. Tvrzeni plati i pro jednostranné limity.

Pozadavek g’(x) # 0 na ryzim okoli xp Ize nahradit nap¥. pozadavkem, aby tam
byly definované podily funkci i derivaci, nebo rozsifenim pozadavku

diferencovatelnosti obou funkci i na bod xy.

DIAVEYCR TN  \/&ty o stfedni hodnot&

Poznamka

@ Lagrangeova véta je specidlnim p¥ipadem Cauchyovy véty pro
g(x) = x.
@ Rolleova véta je specidlnim typem Lagrangeovy véty pro f(a) = f(b).
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Derivace funkce L'Hospitalovo pravidlo

Odvozeni.

Detailni rozbor (existence apod.) viz skriptum.

Necht limy_x, f(x) =0 a limy_x, g(x) = 0. Zmé&hime (pokud je to nutné)
funkce f, g tak, aby f(xg) =0, g(xo) = 0. Pak limita
f(x) f(x) — f(x0)

x=x0 g(x)  x—=x g(x) — g(x0)

Z Cauchyovy véty o stfedni hodnot& vime, Ze ¢ € (xp, x) nebo ¢ € (x, xg)
takové, Ze
f'(c) . f'(¢)

T () e g(c)

= |pokud existuje| = L.
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Derivace funkce L'Hospitalovo pravidlo

Pokud |limy_,x, f(x)| = 0o = |limyx_x, g(x)|, potom

1
im T _ i €9
X—$X0 g(x) X—9Xg L X—X0 __

f(x) 2(x)
i PP g0 ), &)
=1 lim ( <X|—>x0 > I

X—X0 gZ(X) X—rX0 f/ ) X—rX0 f’(X) '

x)

= lim —&&

- C9)
g%(x)
f'(x)

Tedy

= |lim
limy % x=xo f/(x

im T _ iy )

X—+X0 g(x) - xen)lo g’(x)‘

f/(x) )

1 g'(x) 1
) |imx_>xo m
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Derivace funkce L'Hospitalovo pravidlo

Poznamka

L'Hospitalovo pravidlo Ize pouZivat opakované, tj.

!
||L fl(x

ol = Jim 255 =151 = im, S0
X—X0 g 0 X—)Xo g 0 x—>x0 g (X) o

Pozor na splnéni predpokladi!

Ptiklad 5

.oef—e X —-2x .o ef e =2
im — = lm ——
x—=0 X —sinx x—0 1 — cosx

eX—e % .o 4e™ 2
1

= lim - = lim =
x—0 sInXx x—0 COS X
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Derivace funkce L'Hospitalovo pravidlo

Poznamka

JestliZze neexistuje limita derivaci, neznamena to, Ze neexistuje plvodni
limita. Pouze nejde pouzit L'Hospitalovo pravidlo.

lim

lim
x—o0 1 —sinx

X+sinx_’oo’_ 1+ cosx
X—00 X + COS X a
Tato limita neexistuje, tedy L'Hospitalovo pravidlo nelze pouZit. Pivodni

limitu ale snadno spocitame.

. xX+sinx .14
x—00 X 4+ €OS X ><—>oo1—|—T
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Derivace funkce L'Hospitalovo pravidlo

Neurcité vyrazy

o |imX*>XO[f(X)]g(X) = |imX*>X0 eg(x)ln flx) — e“mx—>x0 g(x)Inf(x)

00 — e0(=2) 100 4 g0 0 _y 00

(tento obrat se témé&F nepouZiva - vétsinou to jde mnohem jednoduseji tipravami)
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L'Hospitalovo pravidlo

DIOVEISRIINGI L 'Hospitalovo pravidlo Derivace funkce

° ,,O’OO“
. . Inx e o o0 — 00"
Xll)r’ngX‘ Inx = ’O (_OO)| a Xll[g*T o ‘¥|
X
o1 _ lim <\3/m—x = oo — o0
= I|m+_ilz I|m+(—x):0 X—300
x—0 2 x—0 . (3 X3+X2_X) {a’/(X3—|—X2)2+X\3/X3+X2—|-X2
xreo V(3 + x2)2 + xV/x3 + x2 + x2
@ ,00— 00" B x3 4 x2 = x3

= lim
X—00 3/(X3—|—X2)2+X13/X3—|—X2+X2
1

lim (1 - coth> = |(00 — 00)™, (—00 + 00) 7| — lim — -

x—0 \ X

et gieter 3

olo

sin x 4+ x cos x
. ( sin X -+ X cos x > 0
m :7:0

COS X + Cos X — xsin x

X sin x

. sin X — X Cos X 0 . COS X — COS X + xsin x
= lim | —— :|6|: lim = |
x—0
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Derivace funkce L'Hospitalovo pravidlo Derivace funkce L'Hospitalovo pravidlo
0 10"
0« : 1 '
e 0 sin X\ 32 i 1, sinx
! - sin x 0 lim__ ,+ sinxInx lim (7))( = Ilool =M@ N =«
lim x*"* =07 = e"Mx—o0 = % x=0\ X
x—0t
. sin x
1 . sin x ~n
lim sinxInx =|0-(—o00)| = lim In—xz\ﬂ]: lim — )I(@();In x :|OO.O’:>£T0 X2X :|%|
x—0% x—0% 5|r{x > x—0% —.C<235X X X €OsSX—sinx .

sin® x . P . XCOsX —sInx 0

. 9 . 2 — Jim Sinx X — lim — ’7’

. sin“x . 1 . sin©x 0 3 0

= — |Im —— = — |lim lim = |6| x—0 2x x—0 2x
x0T X COsX x0T COSX x—=07 - X i COSX — Xsinx — cos x 0= | —sin X — X Cos x |
2sin x X = Iim =2l = |i — 1|0
— 1 |jm £2NXxcosx _ x—0 6x2 00 x>0 12x 0
x—=07F 1 i —cosx —cosx + xsinx —1
= IIm = —
x—0 12
x=ed =1
* = efl/6
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Vysetfovdni priib&hu funkce Extrémy

Véta 12

Necht f'(x) > 0 (f'(x) < 0) pro v8echna x € | = (a, b). Pak je funkce f
na | rostouci (klesajici). Je-li f'(x) >0 (f'(x) <0) na I, pak je f
neklesajici’ (nerostouci).
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Vy3etfovani pribéhu funkce Extrémy

Poznamka

Opatnd implikace ,,f je rostouci = f'(x) > 0" obecn& neplati, nap¥. funkce
f(x) = x + sin x je rostouci R, ale f'(x) =0 pro x = (2k + 1)7 (k € Z).

Plati: f je rostouci = f’(x) > 0 a rovnost nule nenastane na zddném

podintervalu intervalu /, kde je funkce rostouci (tj. na Zadném intervalu

v&tSim neZ jeden bod). Kdyby f'(x) = 0 na (x1,x2), x1 < x2, tak podle

Lagrangeovy véty Jc € (x1,x) : f(x2) — f(x1) = f'(c)(x2 — x1) =
Iy

f(x1) = f(x2), coZ je spor s tim, Ze je funkce rostouci.
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Vygetfovdni priib&hu funkce Extrémy

Diikaz (f'(x) > 0).
Necht x1,x € I, x1 < X0, jsou libovolné. Potfebujeme dokazat, Ze
f(x1) < f(x2). Protoze

0< f(x) = lim ) = )

X—rX1 X — X1

existuje 01 takové, Ze f(x) — f(x1) > 0, x € (x1,x1 + 01).

Oznatme y; = x1 + 01. Pak plati f'(y1) > 0, 362 > 0: f(x) > f()1) pro
x € (y1,y1 + 62). Oznalime y» = y; + 02, . ..

Postupujeme tak dlouho, dokud ,,nedoskaceme” k bodu x, tj.

Ayn: f(yn) > f(Yn—1) > > f(y1) > f(x1),

36, >0: £(X) > F(yn); X € (Vs Yn + 0n)

ax2 € (Yn,Yn+0n) = f(x2) > f(yn) > -+ > f(x1). O

v
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Vy3etfovani pribéhu funkce Extrémy

Definice 6 (Lokalni extrémy)

Rekneme, ¥e funkce f ma v bod& xq lokaIni maximum (minimum), jestlize
existuje O(xp) takové, Ze f(x) < f(xo) (f(x) > f(x0)) pro ¥x € O(xp).

Jsou-li nerovnosti pro x # xp ostré, mluvime o ostrém lokalnim maximu,
resp. minimu.
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VysetFovani pritb&hu funkce [E=SIEIN

Vé&ta 13 (Nutnd podminka pro lokdlni extrém funkce majici derivaci)

Necht funkce f ma v bod& xo lokdIni extrém a existuje f'(xp).
Pak f'(xg) = 0.

Diikaz.
P¥ipady f'(x0) > 0 a f’(xp) < 0 vedou ke sporu s faktem, Ze funkce f m3
v bodé& xg lokalni extrém. ]

4
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Vy3etfovani pribéhu funkce Extrémy

Véta 14

Necht funkce f je spojitd v bodé& xg. JestliZe existuje okoli P~ (xg), v némz
Jje funkce f rostouci (klesajici), a P+ (xo), v némZ je funkce klesajici
(rostouci), pak md funkce f v bodé& xy ostré lokalni maximum (minimum).

Dikaz.

» f(xp) > f(x) v levém i pravém okoli bodu xo (minimum podobng)

» pozor na spojitost
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Vygetfovdni priib&hu funkce Extrémy

Definice 7
Body, kde f'(x) = 0, se nazyvaji staciondrni body funkce f.
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Vy3etfovani pribéhu funkce Extrémy

Véta 15

Necht je funkce f spojitd v bodé& xy. JestliZe existuje okoli P~ (xp), kde

f(x) >0 (f'(x) < 0), a P*(x), kde f(x) < 0 (f'(x) > 0), pak m3

funkce f v bodé& xy ostré lokalni maximum (minimum).

Diikaz.
Plyne z vét 12 a 14.
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Vysetfovdni priib&hu funkce Extrémy

Véta 16

Necht bod xo je staciondrnim bodem funkce f (tj. f'(x0) = 0), a plati, Ze
f"(x0) >0 (f"(x0) < 0). Pak m3 funkce f v bodé& xy ostré lokalni
minimum (maximum).

Dikaz.
f"(x0) > 0 = f’ je v xg rostouci, tedy
IP~(x0) : f'(x) < f'(x) =0,

IPF(x0) : f'(x) > (%) = 0.

f'(xo) existuje = f je spojitd v xg. V P~ (xo) je f klesajici, v PT(xp) je f
rostouci, tedy xg je ostré lokdIni minimum. (Pro maximum podobn&.)  [J

v
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Vy3etfovani pribéhu funkce Extrémy

Véta 17

Necht funkce f je spojita na intervalu [a, b]. Pak funkce f nabyvd svého
absolutniho maxima i minima na intervalu [a, b] a to bud v bodé& lokdlniho
extrému leZiciho v (a, b) nebo v jednom z krajnich bodi x = a, x = b.

W

Diikaz.

Podle 2. Weierstrassovy véty existuji x1, x2 € [a, b] takové, Ze
f(x1) =sup{f(x):x € [a, b]}, f(x2)=inf{f(x):x € |a,b]}.

Pro x = x; mdme moZnosti: Bud x; = a, nebo x; = b, nebo x; € (a, b),
pak je x; bodem lokdIniho maxima. Analogicky pro x». 0J

y
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Vygetfovdni priib&hu funkce Extrémy

Definice 8 (Absolutni (globalni) extrémy)

Bud f: [a, b] — R. Rekneme, e funkce f ma v bodé xq € [a, b]
absolutni maximum (minimum) na intervalu [a, b], jestlize pro viechna
x € [a, b] plati, ze

f(x) < flxo) (f(x) = f(x))-

Jsou-li nerovnosti pro x # xg ostré, mluvime o ostrych absolutnich
extrémech funkce na [a, b].
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Vy3etfovani pribéhu funkce Extrémy

Poznamka

Globdlni extrémy spojité funkce f na intervalu [a, b] hleddme takto:

Urcime staciondrni body a body uvnit¥ intervalu [a, b], v nichZ neexistuje
derivace, pak porovname funkéni hodnoty v téchto bodech s hodnotami

f(a) a f(b).
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Vysetfovdni priib&hu funkce Extrémy

Ptiklad 6

Do kruznice s polomérem r vepiste rovnoramenny trojihelnik s
maximalnim obsahem. Tento maximalni obsah urlete.

; sz—12\/r2—x(x+ r)
(r+x)Vr? —x2

— max, x € [—r,1]
212 /
_ —2x2—rx+r? =0

P/(X) - x? + )\/ 22~ \/rr—x2
=x;=—ré(-r, r), xp=r/2 (max. nap¥. z P")

P=P(x), P(-r)=0=P(r)

P(r/2) = (r+r/2)\/r2 — r2/4 = 3/37?
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Vysetfovani priib&hu funkce Konvexnost, konkavnost a inflexni body

Poznamka

X—Xx]1
X2—X1

Uvazujme x, xq, xp € | takové, Ze x3 < x < xu. Volbou \ =
prevedeme nerovnost (1) na

fxe) — f(Xl)(X

X2 — X1

fF(x) < flxa) + —x), (2)

coz vyjadfuje, Ze bod [x, f(x)] je pod dsetkou spojujici body [x1, f(x1)] a
[x2, f(x2)], pop¥. na ni.

Podobné& pro konkdvnost a ostré varianty. Jde o ekvivalentni definici.
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Vygetfovdni priib&hu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Definice 9 (Konvexni a konkdvni funkce)

Rekneme, Ze funkce f je na intervalu | konvexni [konkavni], pokud pro
kazdé xi,x2 € | a kazdé A € [0, 1] plati

F((1=XNx1 4+ Axe) < (1= A)f(x1) + Af(x2) (1)
F((1 = A)x1+ M) > (1= N)Ff(xa) + Af(x2) |

Plati-li nerovnost ostfe, mluvime o ostré (ryzi) konvexnosti a ostré (ryzi)
konkavnosti.

Poznamka

Nadgraf (mnozina {[x,y] € R?: x € D(f),y > f(x)}) konvexni funkce je
konvexni mnoZina.
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Vy3etfovani pribéhu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Véta 18

Necht funkce f ma na intervalu | derivaci a pro libovolné xq € | plati

f(x) > f(xo) + f'(x0)(x — x0), Vxe€l, (3)

tj. graf funkce f leZi nad tecnou sestrojenou v libovolném bodé xg € .
Pak je funkce f konvexni na intervalu I.
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VyZetfovani prib&hu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Diikaz.

Necht x1,x2 €  a A € [0, 1] jsou libovolné. Polozme
xo = Ax1 + (1 — A\)xz.Dosazenim x = xq, x = x2 do (3) dostaneme

(a) f(Xl) > f(Xg) + f/(Xo)(Xl — Xo) = f(Xo) + f/(Xo) [Xl — )\Xl — (1 — )\)XQ]
(b) f(X2) > f(Xo) + f/(Xo)(Xz — Xo) = f(Xo) + f/(Xo) [Xg —Ax1 — (1 — )\)Xz]
A@) + (1= \)(b)| =

M (x1) + (1= A)f(x) > [A+ (1= N)]f(x0)
+ £/ (x0) [Axt = A2x1 = ML= A)x2 + (1= A)xo — (1 = A)dxa — (1= N)*xe)

= Af(Xl) -+ (1 — A)f(Xg) > f(Xo) +0= f(AXl + (]_ — )\)Xg).
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Vysetfovani priib&hu funkce Konvexnost, konkavnost a inflexni body

Lemma 1

UvaZujme funkci f definovanou na intervalu I. Necht xi,x0,x3 € I,
x1 < xp < x3. Pak jsou nasledujici nerovnosti ekvivalentni.

fle) = ) _ f0xs) —fx)

< ; (4)
X2 — X1 X3 — X1
flx) = f0a) _ fixs) = fx) (5)
X2 — X1 X3 — X
fixs) = flxa) _ flxs) — fxe) (6)
X3 — X1 o x3—x2
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Vygetfovdni priib&hu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Poznamka

f(x) < f(xo) + f(x0)(x — x0), Vx,x0 €1,

tj. graf funkce f lezi pod te€nou sestrojenou v libovolném bodé xg € /, pak
je f naintervalu I konkavni.
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Vy3etfovani pribéhu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Diikaz.
Upravme nerovnost (4).

fx) (3 —x1) — f(x1)(x3 — x1) < Fx3)(x2 — x1) — f(x1) (2 — x1),

f(XQ)(X?, — X2 +X2 —X1) — f(Xl)(X3 — X2 —|—X2 —X1) S f(X3)(X2 —X1) — f(Xl)(Xz —Xl),

Fx)(xs = x2) + F(x2) (3 = x1) — F(x1) (x5 = x2) = F(x1)(x2 = x1)
< F(x3) (2 — x1) — f(x1)(x2 — x1),

[f(2) — F(xa)](xs — x2) < [F(xs) — F(x2)](x2 — xa).

Tim je dokazana ekvivalence nerovnosti (4) a (5). Ostatni analogicky. [

v
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VyZetfovani prib&hu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Véta 19

Necht funkce f md na otevieném intervalu | vlastni derivaci. Pak je f
konvexni na | pravé& tehdy, kdyZ je f' neklesajici.
Analogicky plati

f ostfe konvexni < f' rostouci,
f konkavni < f' nerostouc,

f ostre konkdvni < f' klesajici.
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Vy3etfovani pribéhu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Dikaz ,,<".

' je neklesajici na I, x,x1, x> € | tak, Ze x; < x < x2. Na intervalech
[x1,x] a [x, x2] |ze pouZit pro f Lagrangeovu v&tu 9, tedy existuji
c1 € (x1,x), 2 € (x, x2) takové, Ze
f(x)—f f —f
f/(Cl) _ (X) (X1)7 fI(C2) _ (X2) (X),

X —x1 X — X
p¥itemz c; < cp.ProtoZe f’ je neklesajici, mdme '(c1) < f'(c2), tedy
<

FO) = Fla) _ Fleo) = £

co? je vztah (2) ekvivalentni s definici konvexnosti.
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Vygetfovdni priib&hu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Dikaz ,=".

Zvolime libovolné& x, x1, x2 € I tak, Ze x3 < x < x2.Pak z konvexnosti (viz
(2)) a lemmatu 1 mdme

F(x) — F0a) _ Fl0) = () _ F() = F(0)

X — X1 - Xo — X1 - X — X2

V levém zlomku provedeme limitni pfechod x — x1+, v pravém
X — X, .Dle predpokladii véty existuji p¥islusné derivace, tedy

Fl(a) < (),

tedy f’ je neklesajici.
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Vy3etfovani pribéhu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Véta 20

Necht funkce f md na otevieném intervalu | viastni druhou derivaci a plati

f"(x) >0 (f"(x)<0) Vxel.

Pak funkce f je na intervalu | ostfe konvexni (ostfe konkavni).

Diikaz.
Tvrzeni plyne pfimo z vét 12 a 19. 0J
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VyZetfovani prib&hu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Definice 10

P¥edpoklddejme, Ze funkce f ma v bod& xq derivaci f'(xp).

Rekneme, e funkce f ma v bod& xo inflexni bod (graf funkce f ma inflexni
bod), jestlize existuje okoli P~ (xp), v némZ je funkce ryze konvexn{
(konkdvni), a okoli P*(xg), v némz je f ryze konkdvni (konvexn).
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Vy3etfovani pribéhu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Véta 21

JestliZe xq je inflexni bod funkce f a f"(xp) existuje, pak f"'(xp) = 0.

Dikaz.
Kdyby f”(xp) > 0, pak je f v okoli xp konvexni — spor,
kdyby f”(xp) < 0, pak je f v okoli xo konkdvni — spor. O
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Vygetfovdni priib&hu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Poznamka

V definici konvexnosti a konkdvnosti funkce je neostrd nerovnost, vyhovuje
ji i linedrni funkce y = ax + b, kterd je konvexni i konkdvni. Zadny inflexn{
bod ale nem4.

v

Priklad 7

o y=x3

ma inflexni bod xg = 0,

@ y = sinx ma inflexni body xg = km, k € Z.
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Vy3etfovani pribéhu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Véta 22

Necht f"(x0) =0 a " (xo) # 0, pak funkce f md v bod& xq inflexni bod.

4

Diikaz.
P¥edpokladejme "'(xg) > 0 (pro f"'(x0) < 0 je postup analogicky).

F(x0) > 0, tj. (F"Y (x0) > 0,

tedy f” je rostouci v okoli xp a tedy f”(x) < 0(> 0) v levém (pravém)
ryzim okoli xop = f je vlevo od xp ryze konkavni a vpravo ryze
konvexni. O
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VyZetfovani prib&hu funkce Konvexnost, konkdvnost a inflexni body

Véta 23

Necht funkce f ma v bodé& xo derivace po ¥ad n > 1 (n € N) v&etné& a
f'(x0) =0,...,f"(xg) = 0 a FN(x0) # 0.
@ Je-li n sudé, ma f v xy lokdini extrém, a to minimum pro f(”)(xo) >0
a maximum pro (" (xg) < 0.
@ Je-li n liché, ma f v xq inflexni bod.

Diikaz.
V pFisti kapitole ukdZeme, Ze za ptfedpokladi véty se funkce f chova v
okoli xp pFiblizn& jako funkce g(x) = %f(”)(xo)(x —xp)". O
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Vy3etfovani pribéhu funkce Asymptoty

Priklad 8

Funkce f(x) = ﬁ ma asymptoty bez smérnice x =1 a x = —1.

(Obg& jednostranné limity jsou nevlastni.)

Priklad 9

Funkce f(x) = e!/* ma asymptotu bez sm&rice x = 0.
(Jedna jednostrannd limita je nevlastni.)

Priklad 10

Funkece f(x) = arctg% nema asymptotu bez smé&rnice.
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Vy3Zetfovani priibéhu funkce NASYIIIIAY

Definice 11 (Asymptota bez smé&rnice)
Rekneme, Ze svisld p¥imka x = xq je asymptotou bez smérnice grafu

funkce y = f(x), jestlize aspoii jedna z jednostrannych limit

lim f(x), lim f(x)

+ —
X—)XO X—}XO

je nevlastni.
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Vy3etfovani pribéhu funkce Asymptoty

Definice 12

Rekneme, e pfimka y = ax + b, a, b € R je asymptotou grafu funkce
y = f(x) pro x = co(—0), jestlize

lim [f(x) — (ax + b)] = 0

X—00

(XETOOV(X) —(ax+ b)] = 0>.

P¥imka y = ax 4 b se nazyvd asymptota se smérnici.

Poznamka

Asymptoty se smé&rnici miZe mit funkce nejvyse dvé (do +00).
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Vy3etFovani pritb&hu funkce EACYITIYEIN

Véta 24
P¥imka y = ax + b je asymptotou se smérnici grafu funkce y = f(x) pravé
tehdy, kdyZ

. f(x) .
a= fim = b= lim (f(x) =),

pfiemZ x — 400 je pro asymptotu v +00 a X — —00 pro asymptotu v
—00.
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ovani priab&hu funkce Asymptoty

P¥iklad 11
Uréete asymptoty se smérnici
o f(x)=x+1.

. X+ . 1
a= IImX*)+OO v ||mxﬁ+oo(l + F) = ].,

b=limy,ioe(x+1—-1-x)=0,
azlimxﬁ_wﬁzl, b=20
asymptota: y = x.

o f(x) = x?
a=limy_too X; = limy— 400 X = F00 tedy f nemd asymptoty se
smérnici

o f(x) = x+ snx

X =

sin x .
a=limyto0 =5 = limy400(1 + 55) = 1,

b= limy_100(x + % — x) =0, asymptota y = x

(pozn.: as. bez sm&mice v bod& xo = 0 nenf, lim,_o(x + $1X) = 1)
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Vy3Zetfovani priibéhu funkce NASYIIIIAY

Diikaz.
P¥imka je asymptotou jestlize

lim [f(x)—ax] = b,

x—+o0

coZ znamena

f(x
lim Q—a = lim — =0,
x—Fo00 X X—Foo X
tedy
f(x
lim Q =a

x—to0 X
DJ
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vani prib&hu funkce Pribé&h funkce — shrnuti a p¥iklad

Postup p¥i vySetfovani prib&hu funkce

(i) P¥imo z funkce:
e D(f), sudost/lichost, periodi¢nost, prisetiky s osami,
kladnost/zdpornost,
e asymptoty (se smé&rnici, bez smé&rnice).

(i) Z prvni derivace: rostouci/klesajici, lokalni extrémy.

(i) Z druhé derivace: konvexni/konkavni, inflexni body.

(iv) Nacrtnuti grafu: ke viem vy¥e zmin&nym bodim dopotitame funkeni
hodnoty a zkombinujeme zjist&né informace.
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Vysetfovdni priib&hu funkce Priib&h funkce — shrnuti a p¥iklad

Postupné tedy plnime nasledujici body:

[+9)

defini¢ni obor, j) druhou derivaci,

o3

sudost/lichost (periodi¢nost), k) kde je f konvexni/konkavni,

O

asymptoty se smérnici, 1) inflexni body,

o o

)
)
) asymptoty bez smérnice,
)
) priseciky s osami,

)

—+

kladnost/zépornost,

g) prvni derivaci, m) funk&ni hodnoty ve

h) kde je f rostouci/klesajici, vyznamnych bodech,

i) lokalni extrémy, n) na&rtneme graf.
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Vy3etfovani pribéhu funkce Priib&h funkce — shrnuti a p¥iklad

c) Asymptoty bez smérnice popisuji limitni chovani funkce v bodech
nespojitosti (nebo na okraji defini¢niho oboru), proto pfimym
vypoétem ihned dostaneme

. x? . x?
lim — =— lim = —(+00) = —o0,
x—=—1* x-+1 x——1+*x+1
2 2

x——1- Xx+1 x—=—1- x+1

Funkce ma jednu svislou asymptotu x = —1.
d) Pomoci vzorcii uréime asymptoty se smérnici (pokud existuji).

. x?
a= lm ———=-1,
X—Fo0 x2+x
2
. ) X
b= lim - +x= lim =
x—=Foco x+1 x—Foo x + 1

Funkce f(x) ma tedy v +oo i —oo asymptotu se smérnici, kterd je
déna rovnici y = —x + 1.
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Vygetfovdni priib&hu funkce Prib&h funkce — shrnuti a p¥iklad

P¥iklad 12
Vysettete pribéh funkce

Resent:
a) Funk&nimu p¥edpisu vyhovuji viechna redlna &isla takova, Ze
x + 1 # 0. Proto mame

D(f) =R\ {~1}.

b) O sudosti/lichosti funkce snadno rozhodneme dosazenim —x.
Ponévadz? plati

2
f(—x) = T 1 # +f(x),

neni zadana funkce ani licha, ani sudd (coZ je vidét uZ z nesymetrie
defini¢niho oboru). Vzhledem k defini&nimu oboru je zfejmé, Ze
funkce nemize byt periodicka.
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Vy3etfovani pribéhu funkce Pribé&h funkce — shrnuti a p¥iklad

e) Ur¢ime priseciky s osou x (= y = 0):

f(x)=0 <= x*=0 <= x=0,
tedy Px = [0,0],
asosouy (= x=0):
02
y:—0+1:O — y=0,

tedy P, =[0,0] = Px.

f) Nyni ziskdme intervaly, kde je funkce f(x) kladnd a zdporna:

X (—o0,—1) | (=1,0) | (0,00)
sgnf + — —

f kladnd zaporna | zapornd
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Vysetfovdni priib&hu funkce Priib&h funkce — shrnuti a p¥iklad
g) Spotitame prvni derivaci a jeji definiéni obor, tj.

—x° — 2x

0 e

D(f') =R\ {-1}.

h) Nyni ur€ime staciondrni body a intervaly monotonie, tj.

flix)=0 <= —x(x+2)=0 <= x1=0, xo0=-2.

X (=00, —2) | (-2,-1) | (—=1,0) | (0,00)
sgn f’ - + + -
f Y / /! Y
i) Z tabulky vidime, Ze funkce ma v x = —2 lokaIni minimum av x =0

lokalni maximum.
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Vy3etfovani pribéhu funkce Priib&h funkce — shrnuti a p¥iklad

[) Funkce nemd Zadny inflexni bod (—1 ¢ D(f)).
m) Zrekapitulujme vyzna&né body a spo&t&éme v nich funk&ni hodnoty.
o Prisetiky s osami P, = P, = [0,0].
o Lokdlni minimum v x = =2, f(—2) = 4, tedy jde o bod [—2,4].
o Lokdlni maximum v x = 0, f(0) = 0, tedy jde o bod [0, 0].
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AACCVENTRTO I PRGNl Pribéh funkce — shrnuti a ptiklad
j) Spotitdme druhou derivaci a ur&ime jeji defini¢ni obor
—2x—-2 =2
(+1)F (x+1)¥
D(f") =R\ {-1}.

f(x) =

k) Ur&ime kritické body a intervaly konvexnosti a konkavnosti, tj.

f'(x)=0 <« -2=0,

coz je nesmysl. Druha derivace tedy nema Zadny nulovy bod.
Nesmime oviem zapomenout, Ze jeji znaménko se miiZze zménit i v
bodech, ve kterych neni definovana (tj. v ,dirdch” jejiho defini¢niho
oboru).

X (—OO,—].) (—1,00)
sgn " + —

f U N
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Vy3etfovani pribéhu funkce Pribé&h funkce — shrnuti a p¥iklad

n) Nyni zkombinujeme v3echny ziskané informace a obdrZime graf funkce
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AAESIOVERIETOLI I VRITNING I  \/yuZiti derivace k dikazu identit a nerovnosti

Véta 25

Necht funkce f,g maji na intervalu | derivaci a Vx € | plati f'(x) = g'(x).
Pak Jc € R takové, Ze f(x) — g(x) = ¢, Vx € I.

Diikaz.
F(x) = f(x) — g(x). Pak F'(x) =0, Vx € [, a tedy pro libovolné
x1, X2 € | podle Lagrangeovy véty plati

F(x2) — F(x1) = F'(€)(2 — x1) = 0,

kde & leZi mezi hodnotami xg, xo.
Tedy F(x) =c, Vx el = f(x) — g(x) = c. O
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Vysetfovani priib&hu funkce VyuZiti derivace k diikazu identit a nerovnosti

P¥iklad 14
DokaZte arctg x = arccotg % Pro kterd x € R identita plati? J
1 -1 -1 1
f, = — / = - =
=172 &0 1+ (122 1+
V x = 0 je funkce arccotg% nespojitd. Dosadime x =1 a x = —1.

s s

arctgl = 7 = arccotg 1, arctg(—1) = -7, arccotg(—1) = .

Identita tedy plati pro x € (0, 00).
Pro x € (—o00,0) jsou funkce riizné o .
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AESIOVERIETOLI I VRTTNINGCI  \/yuZiti derivace k dikazu identit a nerovnosti

Pr¥iklad 13
DokaZte pro x > 0 identitu

X 1
arcsin ——— = arccos ————.
VIt V1+x2
arcsin —= "1 VieEexg(ed) Vx| g
Vitx2) 1— 2 (1+x3) RS
1+>(2
'
1 _ -1 -1 2\—=3/29,, _ V14x? X _ 1
(arccos \/1+X2> = \/1_ 12 2 (1+X ) 2x = x| (14x2)3/2 7 1+x2"
1+x

kde jsme vyuZili x > 0 = |x| = x.

Dosadme x = 1.
o1 s 1
arcsin — = — = arccos ——

Via V2

V jednom bodé z intervalu nabyvaji stejné hodnoty a derivace maji stejné,
tedy identita plati na celém intervalu / = [0, 00).
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Vy3etfovani pribéhu funkce VyuZiti derivace k diikazu identit a nerovnosti

P¥iklad 15
DokaZte, Ze pro vdechna x € R plati 2x arctg x > In(1 + x2). J

F(x) := 2xarctg x — In(1 + x?)
a spotitdme minimum na R.

1
1+x2 14+ x2

F'(x) = 2arctg x + 2x 2x = 2arctg x,

1
F,(X):O@XZO, F,/(X):2W>O,VX€R,

tedy x = 0 je lokdIni minimum. F(x) > 0, Vx € R, rovnost nastdva pro
x=0.
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Diferencial, Taylortiv polynom Diferenciil Diferencidl, Tayloriv polynom Diferencidl

Definice 14

Rekneme, Ze funkce f je diferencovatelnd v bodé& xy € R, jestlize existuje
O(xo) takové, Ze

Definice 13

Necht je funkce f definovand v O(xp) a pro h € R plati xo + h € O(xo). Fxo+h) = F(x0) = A-h+7(h),

Pak &islo h nazyvame pfiriistek nezdvisle proménné a rozdil
Af(xo) = f(xo + h) — f(x0) nazyvdme pfiristek zavisle proménné

v/ o

(popt. detailn&ji Af(xp)(h) jako pFirtistek funkce f v bod& xp s krokem h). ’ 7(h) 0
im —= = 0.
h—0 h

kde A € R je vhodné &islo a 7(h) je funkce s vlastnosti

Je-li f v xg diferencovatelna, nazyvame vyraz A - h diferencidl funkce f a
piseme df(xp), pop¥. df(xo)(h).

Diferencial funkce je linedrni funkce pFirlistku nezavisle proménné h.
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Diferencial, Tayloriiv polynom EEBHEIEHIE] Diferencial, Tayloriiv polynom [ESIESIEE]

Véta 26

Funkce f je v bodé& xq diferencovatelnad pravé tehdy, kdyZ v tomto bodé
existuje vlastni derivace f'(xp). PFitom plati

df(x) = f'(x0) - h.

Tedy A = f/(xp). Casto se pouZiva znateni dx = h, tj.

df(x) = f'(x0) - dx.

X, :X,+h Diferencial v obecném bod& x

df(x) = f'(x) - dx.
Af(xg) == f(xo + h) — f(x0), Af(x0) :=A-h+71(h), A=tga
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Diferencial, Tayloriiv polynom Diferencial

d
y=f(x)=dy =df(x) = fi(x) = -2
N—— dx
Newton e
Leibnitz

Derivace inverzni funkce x = f~1(y)

dx 1
==
dy é

Derivace slozené funkce F(x) = (g o f)(x), kde f(x) = y,g(y) =z

dz dz d7y

dx — dy dx’
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Diferenciél, Tayloriiv polynom Diferencial
Poznamka
Vyuziti diferencidlu pro p¥iblizny vypoéet funkénich hodnot:
Af(xo) = f(xo + h) — f(x0) = f'(x0) - h+ 7(h),
tedy
f(xo+ h) ~ f(x0) + f'(x0)h.
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Diferencial, Tayloriiv polynom Diferencial

Dikaz.
=" PYedpoklddejme, Ze funkce f je diferencovatelnd v bod& xp, pak

f(xo + h) — f(xo) = Ah+ 7(h)

f(xo+ h) — f(x0) —As 7(h)
h h
lim f(XO + h) — f(Xo) —im | ax T(h)
h—0 h h—0 h
~——

—0

fl(Xo):A—i-O:A.

.<" Predpokladejme, Ze existuje derivace f'(xp) = A € R a polozme
7(h) = f(xo + h) — f(x0) — f'(x0)h. Pak

lli—r;no th) = Ilvlno <f(XO + h/)1 —flx) f,(X0)> = f'(x0) — f'(x0) = 0.

[
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Diferencidl, Tayloriiv polynom Diferencial

P¥iklad 16
Vypottéte pomoci diferencidlu p¥iblizn& v/7.9. J

1
f(X):e/)?, X0:8, h:X—XOZ—O‘l’ f—/(X):T
3V x2

V7.9~ V8+ 35(-01) =2— 553 =2 — 5 =2 0.0083 = 1.9916.
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Diferencidl, Tayloriv polynom Tayloriv polynom Diferencidl, Tayloriiv polynom [EEEVISIIVATS te%)
Hleddme polynom P(x) = an(x — x0)" + - - - + a1(x — xo) + ao spliujici
PO(x) = fD(x), i=0,1,...,n
ted
Motivace -
Mame danu funkci f a chceme sestrojit polynom stupné n € N, ktery v f(x0) = P(x0) = o,
okoli bodu xp nejlépe aproximuje funkci f. f'(x0) = P'(x0) = 1" a1,
f”(Xo) = P”(Xo) =2-1- an,
@ Pron=1: P(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0), viz diferencial. £3) p3)
P(x) md s funkci f(x) v xg stejnou funkéni hodnotu a hodnotu prvni (x0) = (x0)=3-2-1-a,
derivace. :
e Najdeme polynom P(x) = ap(x — x0)" + - - - + a1(x — xo0) + ap, majici (n—1) (n—1)
f xp) =P X n—1!a,_1,
s funkei f(x) v bod& xq stejnou funk&ni hodnotu a derivace az do (x0) = (x0) = ( ) an
¥adu n. ") (x0) = P"(x0) = nl - ap.
Odtud ihned
£ f f(nfl) f(n)
ap = f(xo),a1 = (170),32:%,...,3,,_1:?1())(!0),3": n(!xo).
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Diferencidl, Tayloriiv polynom Tayloriiv polynom

Diferenciél, Tayloriiv polynom Tayloriiv polynom

Véta 27 (Taylorova véta)
Necht m4d funkce f v okoli bodu xq vlastni derivace aZ do ¥adu n+ 1 pro
Definice 15 néjaké n € N U {0}. Pak pro viechna x z tohoto okoli plati
P¥edpokladejme, Ze funkce f ma v bodé xy derivace aZ do ¥adu n € N F(x0) "(x0)
v&etn&. Taylorovym polynomem stupné n funkce f v bodé& xp, zna&ime jej f(x) =f(x) + 1|0 (x —x0) + 2|0 (x —x0)* +
Ta(x,x0), rozumime polynom, ktery ma v bod& xg stejnou funkeni ' ' ()
hodnotu a stejnou hodnotu prvnich n derivaci jako funkce f, tj. NS fni(lxo)(x — x0)" + Rn(x),
(%) = Talx0,%0). £'(%0) = Ta(30,30), .-, /W) = T”(0,30). Fr ) e)
Ra(x) = =07 (x = x0)"1,
(n+1)!
kde & je vhodné Cislo leZici mezi xg a x.

Vzorec uvedeny ve vété se nazyva Tayloriiv vzorec.
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Diferencidl, Tayloriiv polynom EEVISQVANS Yl

Zbytek Rn(x) je uveden v Lagrangeové tvaru.

Vynechdme-li zbytek R,(x), obdrzime Tayloriv polynom:

" F()(x .
f(x)wz:—ir i(! 0)(x—x0)’.

i=0

Pokud v poloZzime xp = 0, ziskdme tzv. Maclauriniiv polynom:
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Diferencial, Taylortiv polynom Tayloriiv polynom
3 3 3
2 2 2
hd ¥ F
1 1 1
o o T 0 1
1 2 3 1 2 3 1 2 3
x r x
1 -1 1
34 .
2 24
Ed 7
14 14
] T 1 0 T 1
1 2 3 1 2 3
x x
© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 132/158

Diferencidl, Tayloriiv polynom [EEEVISIIVATS te%)

Priklad 17

Uréete Taylorliv polynom 4. ¥adu se stfedem v bodé xg = 1 funkce
f(x) = xInx.

fl(x)=1+41Inx, f'(x) =%, f"(x) = =, F®(x) = 2.
fF(1) =0, f/(1) =1, F(1) = 1, F(1) = -1, FD(1) = 2.
Tedy

T(x) =0+ H(x 1)+ L(x - 12+ F(x —1)* + Z(x - 1)*
= L(x* — 6x® + 18x* — 10x — 3).
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Diferencidl, Tayloriiv polynom Tayloriiv polynom

Véta 28

Maclaurinovy polynomy pro €%, sin x a cos x:
° ele—l—x+§+§—?+--'+x

‘!

n

® sinx & x— §—? +5 et (—1)'7_1(22,_"__11)!,
o cosxm 1=+ o+ (F1) 5y
Dikaz.
P¥imym vypodtem. -
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Tayloriiv polynom

Diferencial, Taylortiv polynom

Tayloriiv polynom

Diferencial, Taylortiv polynom

P¥iklad 18

Urlete polet &lenl Maclaurinova polynomu funkce f(x) = ¥, abychom

&islo L spotitali s chybou men¥i ne? 1073

Véta 29
Ro(x) e ¢ mezi x. x Maclaurinovy vzorce pro e*,sinx a cosx (n € N,c mezi 0 a x)
n = 9 0 n c
(n+1)| OeX:1+X+§+"'+%+ﬁX"+1,
_1\n c . 3 2n—1
L. +i—l+ g ,,1|) 1 —eu) (~1)"* ° 5'"X=X‘%+“'+(‘1)n o T D e

@ cosx=1-7% + -4 (—1)”—(2n)! + (—1)”+2—(2C:j§),x2”+2

¢ 7 2l
(ni—cl)!(—l)"ﬂ‘ <1073, c € (~1,0) tedy
e el 1
1)+t < = (n+1)! > 1000 = n = 6,
(n+1)|( ) (n+1)! ~ 1000 (n+1)
e lx % — % + % — 5l + L toto vyjad¥eni je s chybou mensi nez 103
© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 134 /158 (© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 135 /158
Diferencial, Taylortiv polynom Tayloriiv polynom Diferencial, Taylortiv polynom Tayloriiv polynom
Pozndmka (Eulerova identita — exponencialni tvar komplexniho &isla)
Diikaz. Cia i .
. c cosp+isinp =e'¥ x=ip
(e9)() = eX, i € Ny, tedy Ry(x) = ﬁx 1
. N . . - 2 . 3 . n
o(sinx)(z’):(—l)’sinx‘ =0, e'%0:1+l1_9f_|_(';) _|_(';0') +...+@+...
(sin x)@+1) = (_1)icosx} = = (-1)",i € N, (p 902. (p3 ' (p4 "
_ +1
tedy Ron(x) = (=1) "z X" =lt+ig— o —ig ot
° (cosx)g’_) - (—1)’c<_>51X\X:o =1 . .
+1) _ I+1 < H
(Conh < (1t =Dy o s lgg
tedy R2n+]_(X) = (—1) mX 2! -~ 1! 3!
0] cos ¢ sin @
=cosp + isingp
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Diferencidl, Tayloriv polynom Tayloriv polynom

Taylortiv (Maclauriniiv) rozvoj dal3ich elementarnich funkci
@ pro x € (—1,00)
2 3

X 1 X" 5
In(1+x) :x—7+?+---+(—1)”+ (1)t
n

Xn+1

(n+1)(1+ c)ntt

e proaeR,x € (—1,0), neboa e N, x € R

(1 + X)a —1+4ax+ a(og!fl)x2 + a(afl?))!(af2)x3 Fee
. a(a71)~.r;gafn+1)xn + a(af(rlll-l-g!afn)xn_t,_l(l + C)a_n_l

_ « « 2 «Q n « n+1 a—n—1
—1+(1>X+<2>x + +(n)x +<n+1)x (1+c¢)

kde jsme (pro o € R, n € N) pouZili zobecn&ny binomicky koeficient

<a>_ a(a—1)--(a—n+1)

n!
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Diferenciél, Tayloriiv polynom Tayloriiv polynom
Priklad 20
3
C VI+x2—V14+x3
lim 5 =?
x—0 X

1+)Y2=1+ (1{2) t+ (142) t? 4+ --- pouZijeme pro t = x2, tedy

1 1
VIiex2=14+2x>—- x4+ ...

2 8
A+ =1+ (1{3) t+ (1é3) t2 + ... pouZijeme pro t = x3, tedy

1 1
\3/1—|—x3:1+§x3—7x6+~~~

9
Odtud
V12— V1438
? = lim 5
x—0 X
bR (e )
x—0 X2 2
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Diferencidl, Tayloriiv polynom [EEEVISIIVATS te%)

Vyuziti Taylorova a Maclaurinova polynomu
@ priblizny vypocet funkénich hodnot,

@ vypocet limit.

Priklad 19
Pomoci Taylorova polynomu 2. ¥adu vypottéte pFiblizn& v/7.9.

f(x) ~ f(x0) + f'(x0)(x — x0) + %f”(xo)(x — xo)2

f(x)=+x,x=8 h=x—x9=-0.1, f(x)= %x’2/3, f(x) = %x’5/3

1 1 57359
120 28800 28800
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Diferencidl, Tayloriiv polynom Tayloriiv polynom

Pozndmka (Diferencidly vy33ich ¥adii)

f(x + h) — f(x) = Ah+ 7(h) = d f(x)(h) + 7(h) = f'(x)h + 7(h),

f(x+ h) = f(x) + f'(x)h +7(h)
—— =~

df(x)(h)  Ri(x)

V rozvoji
" (n)
f(x+h)=rf(x)+ f/(x)h—i- f2(|X)h2 + -+ fT(X)hn + Rn(x)
oznatme

F(x)h? = d2F(x)(h), F"(x)h® = d3F(x)(h),..., FID(x)A" = d"F(x)(h).

Tim dostaneme

f(x+h) = f(x)+df(x)(h)+ %d%‘(x)(h) +-t %d"f(x)(h) + zbytek.
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Zadame-li nap¥. graf funkce sinus po soufadnicich x, y, dostaneme
mnoZinu bodi
[x,y] = [x,sinx], x € R,

protoZe x je nezavisle prom&nnd a y = f(x) je zavisle promé&nna.

Obr. 4: y =sinx,x € [—m, 7]
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Rovinné k¥ivky K¥ivka dana parametricky

Definice 16

Necht ¢ a 1 jsou funkce, které zobrazuji interval [a, 3] do R. Pak
mnoZina bodii [x, y] € R? takovych, Ze

X = (P(t)ay = w(t)a te [aaﬂ]
se nazyva kfivka parametricky zadana dvojici ¢ a 1.
Jsou-li funkce ¢ a v spojité, nazyva se kfivka jimi uréend, spojita.

Maji-li funkce ¢ a 1 navic na intervalu [« 5] derivace a
vt e fa, 8] [T+ [T >0,

fekneme, Ze kFivka je hladka.
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Rovinné kFivky KF¥ivka dana parametricky

Body o soufadnicich

Body o soufadnicich

x =cosht,y =sinht,t € R
X = Ccost, o .
. davaji pravou vétev a body
y =sint,t € [0,2x]
L oo x = —cosht,y =sinht,t € R
davaji jednotkovou kruZnici

levou vétev hyperbol
Py, yperboly
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Rovinné k¥ivky K¥ivka dana parametricky

Poznamka

V roce 1890 sestrojil G. Peano pfiklad spojitych funkei ¢, : [0,1] — R
takovych, Ze mnoZina [p(t), ()], tj. kfivka s parametrizaci ¢, 1, vyplnila
cely jednotkovy &tverec [0, 1] x [0, 1].

Poznamka
K¥ivka
—t2 t<0

2
, y=y(t)=t3teR
2 eso Y ¥(t)

x=p(t) =

mé ¢'(0) =0, ¥/(0) = 0, tedy neni hladkd na Zadném intervalu
obsahujicim nulu. (Jde o y = |x].)
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REVININNAYSAN  Krivka dand parametricky Rovinné k¥ivky

KF¥ivka dana parametricky

Véta 30
Necht
C={xyl €eR?: x=9(t),y = (t), t € [, 5]}

Je hladkd kFivka a v bodé& ty € [« 8] plati ¢'(tg) # 0. Pak smérnice te¢ny P¥iklad 21
ke kFivce C v bodé [xo, yo] = [¢(t0), ¥(to)] Jje Uréete smé&rnici te¢ny ke kruZnici x = cost,y = sint v bodé [%, \%2]

k = 1/1:5;0; . .

x 1
— : w=Tok="2k B

Diikaz. N V2
TeZnou ke k¥ivce rozumime, podobné& jako pro graf funkce y = f(x),
limitni polohu se¢en. Smérnice se¢ny je
% = (podle Cauchyho v&ty) = 758 kde c lezi mezi t, tg.
Limitnim pfechodem t — ty dostdvame, Ze k = Zﬁjgﬁg O

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 147 /158 © Petr Hasil (MUNI)

Matematicka analyza 148 /158

Rovinné kfivky Kf¥ivka dana parametricky Rovinné k¥ivky Kf¥ivka dana parametricky
Diikaz.
Protoze ¢'(tp) # 0, je ¢ v okoli ty prostd, tedy existuje inverzni funkce
_ -1
Véta 31 t = (x). Pak
Necht ; y =9(t) = (¢ (x)) = F(x).
C = {ly] € B, x = p(t),y = ¥(1), t € [, B}, e
@, maji na [a, f] druhé derivace a ¢'(ty) # 0. Pak v okoli bodu F'(x) = ¢'(¢ 1 (x) - (¢ ) (x) = Ty
. . v — —— 2 (t)
[0, Yo] = [¢(t0), ¥ (to)] je kFivka C totoZnd s grafem jisté funkce y = f(x) t 1
a pro jeji druhou derivaci v bodé& xo = ¢(ty) plati =
"(t0)¢'(t0) — ¥'(t0)¢" (to) (-1 '
£ _ ¥ (to ) P'(e™(x))
o) #(0) | 60 = (1) = ()
PI(6)e () = ()" (1) a0 (8) — ()" ()
2 (o) () = 3
©(t) w3 (t)
DJ
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Priklad 22
X =cost,y =sint, tg = /4

f”(x) _ (sin t)//(cos(?;s_t()sgs t)"(sint)’ _ = sin t(— sin(i);n(t—);os t)(cos t) _ 5;1311”

tedy
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Rovinné k¥ivky Oskula&ni kruZnice a kFivost

Definice 17

Oskula¢ni kruZnice rovinné k¥ivky C v bod€ [xp, yo] je kruZnice, kterd
prochazi bodem [xp, yo] @ ma v ném shodnou (aspofi) prvni a druhou
derivaci s kfivkou C. Rikdme, Ze ma v tomto bodé& s kfivkou C styk
(nejméng&) druhého ¥adu.

@ Polomé&r oskulaéni kruZnice se nazyvdme polomér kFivosti.

@ Stfed oskula&ni kruZnice nazyvame st¥ed k¥ivosti a leZi na normale
kfivky v daném bodé&.

Pozndmka

Oskulaéni kruznice nap¥. ve vrcholech kuZeloseCek maji s k¥ivkami styk
vys8iho ¥adu neZ dva a jsou oznalovany jako hyperoskulaéni nebo
superoskulaéni.
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Rovinné kFivky KF¥ivka dana parametricky

Priklad 23

Cykloida m3 parametrizaci x =t —sint,y =1 —cost, t € [0,27x]. V okoli
bodu daného hodnotou parametru t = 7/2 zadav4 jistou funkci y = f(x).
Urcete hodnotu prvni a druhé derivace funkce f v tomto bodé&.

, _ (l—cost) __  sint _ 1 _
f (X) ~ (t—sint)) T 1—cost =T - 1-0 — 1’
=2
f”(X ) __ cos t(lfcost)fsinzt _ —l4cost _ =140 __ -1
0) = (1—cos t)3 T (l-cost)|,_x — (1-0)® T
=2

Obr. 5: Cykloida pro t € [0, 47]
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Rovinné k¥ivky Oskula&ni kruZnice a kFivost

Oskula&ni kruznici ziskdme jako limitni polohu kruZnic podobné jako jsme
ziskali te¢nu (derivaci) jako limitni polohu seen. Budeme uvaZovat bod
[x0, Y0], ve kterém chceme kruZnici ziskat, a daldi dva body [x1, y1], [x2, y2]
vlevo a vpravo od ngj. Sestrojime kruZnici prochdzejici t&€mito tfemi body.
Nésledn& body [x1, y1], [x2, y2] p¥ibliZujeme k bodu [xg, yo] a stéle
pouzivdme kruznici, kterd skrze vSechny t¥i prochdzi. Vysledkem tohoto
limitniho procesu je oskulaéni kruZnice.

(Samozfejmé je mozné pouZzit libovolné t¥i body z okoli bodu [xp, yo] a
limitn& je v8echny ,poslat” k nému.)
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Pro jednoduchost uvazujme graf funkce f, tedy k¥ivku [x, f(x)], kterd ma
v okoli bodu xg derivace do ¥ddu dva véetn& a f”'(xg) # 0.
KruzZnici budeme hledat ve tvaru

(x —a)? +(y — b2 =r2
Derivovanim podle x (p¥i¢emz y = y(x)) dostaneme
x—a+(y—b)y =0,

1+y?+(y—b)y" =0

Poznamka

Pracujeme zde s implicitné danou funkci. Zakladni predpoklad, aby vztah
F(x,y) = c zaddval v okoli bodu xg implicitn& funkci y = y(x) spiiujici
y(x0) = yo je, Ze derivace F podle y musi byt v bod& [xo, yo] nenulova
(podrobngji v diferencidlnim po&tu vice prom&nnych).
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Rovinné k¥ivky Oskula&ni kruZnice a kFivost

Vet polomér znamena mensi zak¥iveni a naopak, to motivuje ndsledujici
definici.
Definice 18 J

Hodnota 1/r se nazyva k¥ivost funkce f v bod& xo.
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BEVITTNNGAVAl  OskulaZni kruZnice a kFivost

Do té&chto rovnic dosadime x = xg,y = f(x0),y’ = f'(x0),y” = f""(x0).
Tim obdrzime soustavu t¥i rovnic o tfech nezndmych a, b, r a ty
vypot&itdme. Dostaneme

f/(XO) + f/3(X0) _ 1+ f/2(X0) + f(Xo)f//(Xo)

= X9 — b
4 =X (x0) ) F(x0) )
14 F2(x)]?
[f"(x0)|
Poznamka

Parametricky mame
3
B |:Xl2 +y/2] 2
- |X’y” . X”y”’

kde x = x(t),y = y(t), derivace je podle t a dosazujeme to.
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