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3 Polynomy a racionálńı lomené funkce
Definice a operace s polynomy
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Množiny a č́ıselné obory Množinové operace

Operace

x ∈ A (prvek)

A ⊆ B (podmnožina)

A ⊂ B (vlastńı podmnožina)

A× B = {[a, b] : a ∈ A, b ∈ B} (kartézský součin)

A ∪ B = {x : x ∈ A ∨ x ∈ B} (sjednoceńı)

A ∩ B = {x : x ∈ A ∧ x ∈ B} (pr̊unik)

Ar B = {x : x ∈ A ∧ x 6∈ B} (rozd́ıl)
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Množiny a č́ıselné obory Množinové operace

Výroky

A ∧ B (konjunkce)

A ∨ B (disjunkce)

A⇒ B (implikace)
A je dostačuj́ıćı podḿınka pro B ; B je nutná podḿınka pro A

A⇔ B: (A⇒ B) ∧ (B ⇒ A) (ekvivalence)

¬A (negace)

∀,∃ (obecný a existenčńı kvantifikátor)
V : ∀x ∈ A má vlastnost P . . . ¬V : ∃x ∈ A má vlastnost ¬P

¬(∀x ∈ A : P)⇔ (∃x ∈ A : ¬P)

¬(∃x ∈ A : P)⇔ (∀x ∈ A : ¬P)
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Množiny a č́ıselné obory Množinové operace

Výroky 2

¬(A ∧ B)⇔ ¬A ∨ ¬B (De Morganovo pravidlo)

¬(A ∨ B)⇔ ¬A ∧ ¬B (De Morganovo pravidlo)

¬(A⇒ B)⇔ A ∧ ¬B
¬(A⇔ B)⇔ (A ∧ ¬B) ∨ (B ∧ ¬A)

(A⇒ B)⇔ (¬B ⇒ ¬A) (obměna implikace)
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Množiny a č́ıselné obory Reálná a komplexńı č́ısla

Značeńı

Přirozená č́ısla: N = {1, 2, 3, . . .} (N0 = N ∪ {0}).

Celá č́ısla: Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}.

Racionálńı č́ısla: Q = {q = z
n : z ∈ Z, n ∈ N}.

Č́ısla, která nejsou racionálńı, tj. nelze je vyjáďrit jako pod́ıl celého a
p̌rirozeného č́ısla, nazýváme iracionálńı a znač́ıme I.

Reálná č́ısla: R = Q ∪ I.
K reálným č́ısl̊um lze jednoznačně p̌rǐradit všechny body nekonečné
p̌ŕımky (č́ıselné osy) dle jejich vzdálenosti od počátku.

Komplexńı č́ısla: C = {z = a + bi : a, b ∈ R, i2 = −1}.
Komplexńım č́ıslem z nazýváme uspǒrádanou dvojici reálných č́ısel
[a, b] a ṕı̌seme z = [a, b] = a + bi . Č́ıslu a ř́ıkáme reálná část
komplexńıho č́ısla z , č́ıslu b imaginárńı část komplexńıho č́ısla z .
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Množiny a č́ıselné obory Reálná a komplexńı č́ısla

Uspǒrádáńı

Binárńı relace ≤ na množině A (podmnožina kartézského součinu A× A)
se nazývá uspǒrádáńı, jestliže je

reflexivńı, tj. ∀x ∈ A : x ≤ x ,

antisymetrická, tj. ∀x , y ∈ A : (x ≤ y ∧ y ≤ x)⇒ x = y ,

tranzitivńı, tj. ∀x , y , z ∈ A : (x ≤ y ∧ y ≤ z)⇒ x ≤ z .

Dvojice (A,≤) se pak nazývá uspǒrádaná množina.

Úplné uspǒrádáńı

Je-li relace ≤ na množině A uspǒrádáńı a je úplná, tj. plat́ı

∀x , y ∈ A : x ≤ y ∨ y ≤ x ,

nazýváme ji úplné uspǒrádáńı.
Dvojice (A,≤) se pak nazývá úplně uspǒrádaná množina (̌retězec).
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Množiny a č́ıselné obory Reálná a komplexńı č́ısla

Horńı a dolńı závora

Necht’ A = (A,≤) je uspǒrádaná množina, B ⊆ A a U, L ∈ A. Jestliže plat́ı

∀x ∈ B : x ≤ U,

nazýváme prvek U horńı závora množiny B.
Jestliže plat́ı

∀x ∈ B : L ≤ x ,

nazýváme prvek L dolńı závora množiny B.
Má-li množina B aspoň jednu horńı (dolńı) závoru, nazýváme ji shora
(zdola) ohraničenou.
Je-li ohraničená zdola i shora, nazýváme ji ohraničenou.
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Množiny a č́ıselné obory Reálná a komplexńı č́ısla

Supremum a infimum

Necht’ A 6= ∅ je uspǒrádaná množina, B ⊆ A, B 6= ∅ a as , ai ∈ A.
Supremum množiny B se nazývá jej́ı nejmenš́ı horńı závora, ṕı̌seme
as = supB.
Analogicky, infimum množiny B se nazývá jej́ı nejvěťśı dolńı závora,
ṕı̌seme ai = inf B.
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Množiny a č́ıselné obory Reálná a komplexńı č́ısla

Axiomatické zavedeńı reálných č́ısel

Necht’ R je množina, na ńıž jsou definovány binárńı operace sč́ıtáńı (+) a
násobeńı (·) a binárńı relace uspǒrádáńı (≤), p̌ričemž jsou splněny
následuj́ıćı axiomy (R1) – (R13).

1 (R,+) je komutativńı grupa.

(R1) komutativita: ∀a, b ∈ R : a + b = b + a,
(R2) asociativita: ∀a, b, c ∈ R : (a + b) + c = a + (b + c),
(R3) nulový prvek: ∃0 ∈ R : ∀a ∈ R : 0 + a = a,
(R4) opačný prvek: ∀a ∈ R ∃b ∈ R : a + b = 0 (znač́ıme −a).

2 (Rr {0}, ·) je komutativńı grupa.

(R5) komutativita: ∀a, b ∈ R : a · b = b · a,
(R6) asociativita: ∀a, b, c ∈ R : (a · b) · c = a · (b · c),
(R7) jednotkový prvek: ∃1 ∈ Rr {0} : ∀a ∈ R : 1 · a = a,
(R8) inverzńı prvek: ∀a ∈ Rr {0} ∃b ∈ R : a · b = 1 (znač́ıme a−1).

3 (R,+, ·) je pole (komutativńı těleso).

(R9) distributivńı zákon: ∀a, b, c ∈ R : (a + b) · c = a · c + b · c .
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Množiny a č́ıselné obory Reálná a komplexńı č́ısla

4 (R,≤) je úplně uspǒrádaná množina.

(R10) Relace ≤ je reflexivńı, antisymetrická, tranzitivńı a úplná.

5 Operace +, · jsou slučitelné s relaćı ≤.

(R11) ∀a, b, c ∈ R : a ≤ b ⇒ a + c ≤ b + c ,
(R12) ∀a, b, c ∈ R, c > 0 : a ≤ b ⇒ a · c ≤ b · c .

6(R13) Každá neprázdná shora ohraničená podmnožina množiny R má
supremum.

Definice 1

Množina reálných č́ısel je libovolná množina s dvojićı binárńıch operaćı a
uspǒrádáńım splňuj́ıćı podḿınky (R1) – (R13).
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Množiny a č́ıselné obory Reálná a komplexńı č́ısla

Poznámka

(i) Podle (R4) plat́ı ∀x ∈ N ∃(−x) ∈ R : x + (−x) = 0. Potom lze položit

Z := N ∪ {0} ∪ {−x : x ∈ N}.

(ii) Podle (R8) plat́ı ∀x ∈ Z \ {0} ∃x−1 ∈ R : x · x−1 = 1. Potom lze
položit

Q :=
{

x
y : x ∈ Z, y ∈ N

}
.

Poznámka

Uzav̌renost na sč́ıtáńı a násobeńı je obsažena v tom, že +, · jsou binárńı
operace na R, tj. ∀a, b ∈ R : a + b ∈ R, a · b ∈ R.
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Množiny a č́ıselné obory Reálná a komplexńı č́ısla

Poznámka

Množina racionálńıch č́ısel nesplňuje podḿınku (R13).
X = {x ∈ Q : x > 0, x2 < 2} ⇒ supX =

√
2, ale

√
2 6∈ Q.

Důkaz sporem:
Předpokládejme, že

√
2 = m

n , kde m, n jsou nesoudělná, m ∈ Z, n ∈ N.

√
2 =

m

n
⇒ 2 =

m2

n2
⇒ 2n2 = m2

Tedy m2 je sudé č́ıslo ⇒ m je sudé č́ıslo ⇒ ∃` : m = 2` ⇒ 2n2 = (2`)2 ⇒
n2 = 2`2 ⇒ n2 je sudé, tj. n je sudé. Celkem tedy m i n jsou sudá č́ısla,
což je spor s p̌redpokladem, že jde o č́ısla nesoudělná. T́ım jsme také
dokázali, že I 6= ∅.
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Množiny a č́ıselné obory Reálná a komplexńı č́ısla

Definice 2

Necht’ X ,Y ⊆ R, X 6= ∅, Y 6= ∅. Symbolem X ≤ Y rozuḿıme, že pro
každé x ∈ X a každé y ∈ Y plat́ı x ≤ y .

Poznámka (Axiom spojitosti)

Axiom (R13) je ekvivalentńı tzv. axiomu spojitosti:
Pro libovolné množiny X ,Y ⊆ R, X 6= ∅, Y 6= ∅ a X ≤ Y , existuje prvek
c ∈ R s vlastnost́ı X ≤ c ≤ Y .

Axiom (R13) je samožrejmě také ekvivalentńı axiomu infima.
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Množiny a č́ıselné obory Reálná a komplexńı č́ısla

Axiom spojitosti ⇒ axiom suprema, infima

Necht’ ∅ 6= X ⊆ R je shora ohraničená a označme U(X ) množinu horńıch
závor množiny X .
X je shora ohraničená, tedy U(X ) 6= ∅ a plat́ı X ≤ U(X ).
Tedy ∃c ∈ R : X ≤ c ≤ U(X ), toto c je hledaným suprémem množiny X
jehož existenci jsme chtěli dokázat:
1) c ≥ X ⇒ c je horńı závora,
2) skutečnost, že c je nejmenš́ı horńı závora, plyne z faktu, že c ≤ U(X ).
Tvrzeńı pro infimum dokážeme podobně pomoćı množiny L(X ) dolńıch
závor.
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Množiny a č́ıselné obory Reálná a komplexńı č́ısla

Př́ıklad 1 (sup, inf)

X = (0, 1), pak supX = 1, inf X = 0 (0, 1 6∈ X )
X = [0, 1], pak supX = 1, inf X = 0 (0, 1 ∈ X )
X = (1,∞), pak inf X = 1 a supremum (v R) neexistuje.

Poznámka

Někdy se definuje supremum a infimum prázdné množiny
(v rozš́ı̌rených reálných č́ıslech)

inf ∅ = +∞, sup ∅ = −∞.

X ⊆ Y ⇒ supX ≤ supY a inf Y ≤ inf X
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Množiny a č́ıselné obory Reálná a komplexńı č́ısla

Věta 1

Necht’ r1, r2, r1 > 0 jsou reálná č́ısla. Pak existuje p̌rirozené č́ıslo n takové,
že nr1 > r2.

Důkaz.

Sporem p̌redpokládejme, že takové n neexistuje, tedy

∀n ∈ N : nr1 ≤ r2.

Odtud máme n ≤ r2
r1

, což je spor s neohraničenost́ı N.
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Množiny a č́ıselné obory Reálná a komplexńı č́ısla

Věta 2 (Q hustá v R)

Necht’ r1, r2, r1 < r2 jsou libovolná reálná č́ısla, pak existuje racionálńı č́ıslo
p takové, že r1 < p < r2.

Důkaz.

Necht’ r1, r2 ∈ R, r1 < r2.

(i) r1 < 0, r2 > 0, pak p = 0 ∈ Q. Bez újmy na obecnosti lze tedy
p̌redpokládat, že r1, r2 jsou kladná.

(ii) 0 < r1 < r2 (kdyby 0 > r1 > r2, konstrukci “p̌rekloṕıme”) necht’ n ∈ N
je takové, že plat́ı n(r2 − r1) > 1. Takové n existuje, nebot’ kdyby
neexistovalo, pak by n ≤ 1

r2−r1
pro ∀n ∈ N, ale N neńı omezená shora.

Tedy nr2 > 1 + nr1 (jsou vzdálena o v́ıce než 1), necht’ m ∈ N je
nejmenš́ı takové, že m > nr1 (tj. m − 1 ≤ nr1) ⇒ m ≤ nr1 + 1 ⇒
nr1 < m < nr2 a odtud r1 <

m
n < r2.

⇒ Q je hustá v R.
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Množiny a č́ıselné obory Reálná a komplexńı č́ısla

Věta 3 (I hustá v R)

Necht’ r1, r2, r1 < r2 jsou libovolná reálná č́ısla, pak existuje iracionálńı
č́ıslo p takové, že r1 < p < r2.

Důkaz.

Již v́ıme, že I 6= ∅. Dále plat́ı, že pro ∀a ∈ I a ∀q ∈ Q je a + q ∈ I. (Jinak
by bylo a + q + (−q) = a ∈ Q, protože by šlo o součet racionálńıch č́ısel
a + q a −q.)
Necht’ r1, r2 ∈ R, r1 < r2. Potom r1 − a < r2 − a a protože Q je hustá v R
existuje z ∈ Q splňuj́ıćı r1 − a < z < r2 − a, tedy r1 < z + a < r2, kde
z + a ∈ I.
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Množiny a č́ıselné obory Reálná a komplexńı č́ısla

Věta 4

∀r ∈ R, r > 0,∀n ∈ N existuje právě jedno x ∈ R, x > 0, takové, že

xn = r (ṕı̌seme n
√
r = x).

Důkaz.

x = sup {a ∈ R : a > 0, an ≤ r}
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Množiny a č́ıselné obory Reálná a komplexńı č́ısla

Definice 3

Komplexńı č́ısla C = (C,+, ·) je množina, kde C = R× R a operace jsou
definovány následovně

[a1, b1] + [a2, b2] = [a1 + a2, b1 + b2],

[a1, b1] · [a2, b2] = [a1a2 − b1b2, a1b2 + a2b1].

[0, 1]↔ i

[a, b] = [a, 0] + [0, b] = [a, 0] + [b, 0] · [0, 1]↔ a + bi

(C,+, ·) je komutativńı těleso:

(C,+) je komutativńı grupa (R1)–(R4),

(Cr {0}, ·) je komutativńı grupa (R5)–(R8),

plat́ı distributivńı zákon (R9).

Nelze ale definovat uspǒrádáńı slučitelné s operacemi + a · (R11), (R12).
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Množiny a č́ıselné obory Reálná a komplexńı č́ısla

Poznámka

algebraický tvar z = a + bi ,

velikost |z | =
√
a2 + b2,

goniometrický tvar z = |z |(cosϕ+ i sinϕ),

exponenciálńı tvar z = |z | eiϕ.

c© Petr Hasil (MUNI) Množiny, č́ıselné obory, funkce Matematická analýza 24 / 125



Množiny a č́ıselné obory Reálná a komplexńı č́ısla

Definice 4

Řekneme, že množina A je induktivńı, jestliže plat́ı

(i) 1 ∈ A;

(ii) je-li x ∈ A, potom x + 1 ∈ A.

Poznámka

(i) Množina R je induktivńı.

(ii) Pr̊unik libovolného systému induktivńıch množin je induktivńı
množina.

(iii) Pr̊unikem všech induktivńıch podmnožin R je N.

(iv) Každá induktivńı množina je nadmnožinou N. Jestliže tedy pro
induktivńı množinu A plat́ı A ⊆ N, potom A = N (princip
matematické indukce).
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Reálné funkce Základńı pojmy

Definice 5

Necht’ A,B ⊆ R, f ⊆ A× B. Jestliže ke každému prvku a ∈ A existuje
právě jeden prvek b ∈ B tak, že [a, b] ∈ f , pak relaci f nazýváme
zobrazeńı množiny A do množiny B (f : A→ B).
Množina A se nazývá definičńı obor zobrazeńı f , znač́ıme D(f ) = Dom(f ).
Množinu H(f ) = Im(f ) = {b ∈ B : ∃x ∈ D(f ) : f (x) = b} nazýváme obor
hodnot zobrazeńı f .
Zobrazeńı f nazýváme reálná funkce (reálná funce reálné proměnné).

Ṕı̌seme y = f (x).

x se nazývá nezávisle proměnná (argument) funkce f .

y se nazývá závisle proměnná funkce f .

Č́ıslo f (x0) ∈ R se nazývá funkčńı hodnota funkce f v bodě x0.
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Reálné funkce Základńı pojmy

Poznámka

Neńı-li definičńı obor funkce zadán, jedná se o množinu všech x ∈ R pro
která má daná funkce smysl, tj.

D(f ) = {x ∈ A : ∃y ∈ B splňuj́ıćı [x , y ] ∈ f }.

Př́ıklad 2

Definičńı obor funkce f (x) = 1
x−1 je D(f ) = R \ {1}.

Definičńı obor funkce g(x) =
√
−x je D(g) = (−∞, 0].
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Reálné funkce Základńı pojmy

Definice 6

Necht’ f : A→ B je reálná funkce.

Řekneme, že f je na A prostá, pokud

∀x1, x2 ∈ A : x1 6= x2 ⇒ f (x1) 6= f (x2).

(Prostá = injektivńı.)

Řekneme, že funkce f zobrazuje A na B (f je surjektivńı), pokud ke
každému b ∈ B existuje x ∈ A: f (x) = b, tj. B = H(f ).

Množina G ⊆ A× B definovaná G = {[x , y ] : x ∈ D(f ), y = f (x)} se
nazývá graf funkce f .

Poznámka

Bijekce = prosté a na.
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Reálné funkce Základńı pojmy

Poznámka

Graf funkce f = množina všech bodů roviny daných soǔradnicemi [x , f (x)].

Př́ıklad 3

Obr.: Funkce f (x) = x2. Obr.: Nejde o graf funkce.
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Reálné funkce Základńı pojmy

Poznámka

Graf prosté funkce prot́ıná všechny vodorovné p̌ŕımky nejvýše jednou.

Je-li funkce na množině M ryze monotónńı, pak je na ńı prostá.
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Reálné funkce Základńı pojmy

Definice 7

Necht’ f : A→ B je prostá na podmnožině D ⊆ A, pak inverzńı funkci k
funkci f definované na D definujeme jako

f −1 = {[y , x ] : [x , y ] ∈ f }.

Tj. pro y ∈ f (D) = {b ∈ B : ∃x ∈ D : f (x) = b} definujeme
f −1(y) = x ∈ D, kde f (x) = y .
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Reálné funkce Základńı pojmy

Poznámka

Je-li f prostá na celém definičńım oboru, pak D(f −1) = H(f ). Grafy
funkćı f a f −1 jsou souměrně sdružené podle osy I. a III. kvadrantu.

Př́ıklad 4

Pro funkci f (x) = x2 + 2x + 3 určete podmnožinu definičńıho oboru, kde
je funkce prostá, a zde určete funkci inverzńı.
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Reálné funkce Základńı pojmy

Výpočet inverzńı funkce

Iverzńı funkci k funkci f urč́ıme tak, že v p̌redpisu y = f (x) zaměńıme
proměnné x a y , t́ım dostaneme x = f (y). Z této rovnice pak vyjáďŕıme,
je-li to možné, proměnnou y .

K elementárńı funkci je inverzńı funkćı jiná elementárńı funkce:

f (x) f −1(x)

x2 (x ≥ 0)
√
x

x2 (x ≤ 0) −
√
x

x3 3
√
x

ex ln x
ax (a 6= 1) loga x
sin x (x ∈ [−π

2 ,
π
2 ]) arcsin x

cos x (x ∈ [0, π]) arccos x
tg x (x ∈ (−π

2 ,
π
2 )) arctg x

cotg x (x ∈ (0, π)) arccotg x
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Reálné funkce Základńı pojmy

Poznámka

Pro všechna x , pro která má zápis smysl, plat́ı

(f ◦ f −1)(x) = (f −1 ◦ f )(x) = x .

Př́ıklad 5

Určete inverzńı funkci k funkci f a určete D(f ), H(f ), D(f −1) a H(f −1).

f (x) = 3x−4
2 , f (x) = esin x .
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Reálné funkce Základńı pojmy

f (x) = 3x−4
2

y =
3x − 4

2
 x =

3y − 4

2
2x = 3y − 4

3y = 2x + 4

y =
2x + 4

3
⇒ f −1(x) =

2x + 4

3
.

D(f ) = H(f ) = D(f −1) = H(f −1) = R.
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Reálné funkce Základńı pojmy

f (x) = esin x

y = esin x  x = esin y / ln(·)
ln x = sin y / arcsin(·)

arcsin ln x = y ⇒ f −1(x) = arcsin ln x .

D(f ) = R, funkce f je prostá pro x ∈
[
−π

2 ,
π
2

]
= H(f −1) ,

D(f −1) :
ln x ⇒ x > 0 ⇒ x ∈ (0,∞)
arcsin ln x ⇒ ln x ∈ [−1, 1]

−1 ≤ ln x ≤ 1 / e(·) ⇒ e−1 ≤ x ≤ e ⇒ x ∈
[

1

e
, e

]

D(f −1) = (0,∞) ∩
[

1
e , e
]

=
[

1
e , e
]
.

Celkem tedy H(f ) = D(f −1) =
[

1
e , e
]
.
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Reálné funkce Základńı pojmy

Definice 8 (Parita)

Bud’ f taková funkce, že pro jej́ı definičńı obor plat́ı

x ∈ D(f ) ⇒ −x ∈ D(f ).

Řekneme, že funkce f je sudá, jestliže pro ∀x ∈ D(f ) plat́ı, že

f (−x) = f (x).

Řekneme, že funkce f je lichá, jestliže pro ∀x ∈ D(f ) plat́ı, že

f (−x) = −f (x).
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Reálné funkce Základńı pojmy

Př́ıklad 6

Obr.: Graf sudé funkce je symetrický
podle osy y .

Obr.: Graf liché funkce je symetrický
podle počátku.
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Reálné funkce Základńı pojmy

Věta 5

Necht’ funkce f je na svém definičńım oboru prostá a lichá, pak inverzńı
funkce f −1 je také lichá.

Důkaz.

Z lichosti funkce f plyne x ∈ D(f ), pak i −x ∈ D(f ). Necht’

y ∈ D(f −1) = H(f ) je libovolné, tj. ∃x ∈ D(f ) : f (x) = y . Pro

−x ∈ D(f ) : f (−x) = −f (x) = −y ⇒ −y ∈ D(f −1).

Označme f −1(−y) = z , pak

− y = f (z) ⇒ y = −f (z) ⇒ y = f (−z) ⇒ −z = f −1(y)

⇒ z = −f −1(y) ⇒ f −1(−y) = −f −1(y),

tedy f −1 je lichá.
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Reálné funkce Základńı pojmy

Př́ıklad 7

Rozhodněte o paritě funkce

f (x) = sinh x =
ex − e−x

2
.

Dále určete podmnožinu definičńıho oboru, kde je funkce prostá, a zde
určete funkci inverzńı.

Lichá, f −1(y) = ln(x +
√

1 + x2).
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Reálné funkce Základńı pojmy

Definice 9 (Ohraničenost)

Bud’ f funkce a M ⊆ D(f ). Řekneme, že funkce f je na množině M

zdola ohraničená, jestliže existuje d ∈ R takové, že pro každé x ∈ M
plat́ı f (x) ≥ d ,

shora ohraničená, jestliže existuje h ∈ R takové, že pro každé x ∈ M
plat́ı f (x) ≤ h,

ohraničená, jestliže existuj́ı d , h ∈ R takové, že pro každé x ∈ M plat́ı
d ≤ f (x) ≤ h.

Ohraničenost ekvivalentně

∃C ∈ R : |f (x)| ≤ C ∀x ∈ M.
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Reálné funkce Základńı pojmy

Př́ıklad 8

Obr.: Funkce ohraničená shora. Obr.: Ohraničená funkce.
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Reálné funkce Základńı pojmy

Definice 10

Bud’ f funkce a M ⊆ D(f ). Řekneme, že funkce f je na množině M

rostoućı, jestliže
∀x1, x2 ∈ M : x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2),

neklesaj́ıćı, jestliže
∀x1, x2 ∈ M : x1 < x2 ⇒ f (x1) ≤ f (x2),

klesaj́ıćı, jestliže
∀x1, x2 ∈ M : x1 < x2 ⇒ f (x1) > f (x2),

nerostoućı, jestliže
∀x1, x2 ∈ M : x1 < x2 ⇒ f (x1) ≥ f (x2).
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Reálné funkce Základńı pojmy

Definice 11

Je-li funkce f na množině M neklesaj́ıćı, nebo nerostoućı, nazýváme ji
monotónńı.Je-li funkce f na množině M rostoućı, nebo klesaj́ıćı, nazýváme
ji ryze monotónńı.

Př́ıklad 9

Obr.: Rostoućı funkce. Obr.: Neklesaj́ıćı funkce.
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Reálné funkce Základńı pojmy

Věta 6

Necht’ f je na A rostoućı (klesaj́ıćı), pak inverzńı funkce f −1 je také
rostoućı (klesaj́ıćı).

Důkaz.

f rostoućı (⇒ prostá): x1 < x2 ⇒ f (x1) < f (x2) ⇔ y1 < y2. Uvažujme
y1 < y2 libovolné ⇒ ∃x1, x2 : y1 = f (x1), y2 = f (x2). Možnosti:

1 x1 = x2 nelze,

2 x1 > x2 nelze,

3 x1 < x2 ⇔ f −1(y1) < f −1(y2).
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Reálné funkce Základńı pojmy

Definice 12 (Periodičnost)

Necht’ p̂ ∈ R, p̂ > 0. Řekneme, že funkce f je periodická s periodou p̂,
jestliže pro ∀x ∈ D(f ) plat́ı

x ± p̂ ∈ D(f ), f (x ± p̂) = f (x).

Nejmenš́ı prvek množiny všech period funkce f nazýváme nejmenš́ı perioda
funkce f a budeme ho značit p.

Obr.: Periodická funkce.
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Reálné funkce Základńı pojmy

Poznámka

Funkce má bud’ nekonečně mnoho period, nebo žádnou.

f (x) ≡ 1 je periodická, ale nejmenš́ı perioda p (> 0) neexistuje,

χ(x) =

{
0 x ∈ Q
1 x ∈ RrQ

každé q ∈ Q, q > 0, je perioda, ale nejmenš́ı

perioda neexistuje (Dirichletova funkce).
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Reálné funkce Základńı pojmy

Daľśı pojmy

Bud’ f funkce a M ⊆ D(f ).

Je-li f (x) > 0 pro ∀x ∈ M, řekneme, že f je na množině M kladná.

Je-li f (x) ≥ 0 pro ∀x ∈ M, řekneme, že f je na množině M
nezáporná.

Je-li f (x) < 0 pro ∀x ∈ M, řekneme, že f je na množině M záporná.

Je-li f (x) ≤ 0 pro ∀x ∈ M, řekneme, že f je na množině M nekladná.

Bod [0, f (0)] nazýváme pr̊useč́ık funkce f s osou y .

Je-li f (x0) = 0, pak nazýváme bod [x0, 0] pr̊useč́ık funkce f s osou x .
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Reálné funkce Základńı pojmy

Následuj́ıćı pojmy budou p̌resněji definovány později

Bud’ f funkce a M ⊆ D(f ).

Je-li graf funkce f pro ∀x ∈ M nad tečnou sestrojenou v libovolném
bodě x0 ∈ M, řekneme, že f je na množině M konvexńı.

Je-li graf funkce f pro ∀x ∈ M pod tečnou sestrojenou v libovolném
bodě x0 ∈ M, řekneme, že f je na množině M konkávńı.

Př́ımku nazýváme asymptotou grafu funkce f , jestliže se jej́ı
vzdálenost od grafu funkce s rostoućı soǔradnićı neustále zmenšuje.
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Reálné funkce Operace s funkcemi

Transformace grafu funkce

Necht’ je dána funkce y = f (x) a nenulová reálná č́ısla a, b.

Uvažujme funkci ỹ = f (x + a). Tato funkce má v̊uči původńı funkci
graf posunutý bud’ doleva (je-li a > 0), nebo doprava (pro a < 0), a
to o velikost č́ısla a.

Uvažujme funkci ŷ = f (x) + b. Tato funkce má v̊uči původńı funkci
graf posunutý bud’ nahoru (je-li b > 0), nebo dol̊u (pro b < 0), a to
o velikost č́ısla b.

Obr.: f (x) = (x + 1)3 Obr.: f (x) = x3 + 1
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Reálné funkce Operace s funkcemi

Operace s funkcemi

Plat́ı

(f ± g)(x) = f (x)± g(x),

(f · g)(x) = f (x) · g(x).

Definičńı obor těchto funkćı je pr̊unikem definičńıch obor̊u původńıch
funkćı, tj.

D(f ± g) = D(f ) ∩ D(g) = D(f · g).

Plat́ı (
f

g

)
(x) =

f (x)

g(x)
.

Definičńı obor nové funkce je pr̊unikem definičńıch obor̊u funkćı f a g
zúžený o body, v nichž je g(x) = 0, tj.

D
(
f

g

)
= D(f ) ∩ D(g) \ {x : g(x) = 0}.
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Reálné funkce Operace s funkcemi

Daľśı operaćı je skládáńı funkćı.

Definice 13 (Složená funkce)

Necht’ u = g(x) je funkce s definičńım oborem D(g) a oborem hodnot
H(g). Necht’ y = f (u) je funkce s definičńım oborem D(f ) ⊇ H(g).

Složenou funkćı (f ◦ g)(x) rozuḿıme p̌rǐrazeńı, které ∀x ∈ D(g) p̌rǐrad́ı
y = f (u) = f

(
g(x)

)
. Funkci g nazýváme vniťrńı složkou a funkci f vněǰśı

složkou složené funkce.
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Reálné funkce Operace s funkcemi

Př́ıklad 10

Funkce
F (x) = sin x2

je složena z funkćı f (x) = sin x a g(x) = x2 tak, že

F (x) = (f ◦ g)(x) = f
(
g(x)

)
.

Funkce
G (x) =

3
√

e2x−4

je složena z funkćı f (x) = 3
√
x , g(x) = ex , h(x) = 2x − 4 tak, že

G (x) = (f ◦ g ◦ h)(x) = f
(
g
(
h(x)

))
.
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Reálné funkce Operace s funkcemi

Poznámka

Při určováńı definičńıch obor̊u složených funkćı je vhodné postupovat
zevniťr. Každý definičńı obor je pr̊unikem všech źıskaných podḿınek. Nap̌r.
je-li F (x) =

√
f (x), najdeme nejprve D(f ), poté zjist́ıme, ve kterých

bodech je f (x) < 0 a ty odstrańıme, tj.

D(F ) = D(f ) \ {x : f (x) < 0}.
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Reálné funkce Operace s funkcemi

Tedy mimo definičńı obory základńıch funkćı muśıme brát v úvahu nap̌r.
u funkce

F (x) = f (x)
g(x) , že g(x) 6= 0,

F (x) =
√
f (x), že f (x) ≥ 0,

F (x) = loga f (x), že f (x) > 0,

F (x) = tg f (x), že f (x) 6= (2k + 1)π2 , k ∈ Z,

F (x) = cotg f (x), že f (x) 6= kπ, k ∈ Z,

F (x) = arcsin f (x), že f (x) ∈ [−1, 1],

F (x) = arccos f (x), že f (x) ∈ [−1, 1].
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Reálné funkce Elementárńı funkce

Definice 14 (Základńı elementárńı funkce)

Obecná mocnina, polynomy, goniometrické, cyklometrické, exponenciálńı a
logaritmické (a hyperbolické a hyperbolometrické) funkce se nazývaj́ı
základńı elementárńı funkce.

Definice 15 (Elementárńı funkce)

Funkce, které lze źıskat konečným počtem sečteńı, odečteńı, vynásobeńı,
poděleńı a složeńı základńıch elementárńıch funkćı se nazývaj́ı elementárńı
funkce.
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Reálné funkce Elementárńı funkce

Obr.: x2 Obr.: x2, x4
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Reálné funkce Elementárńı funkce

Obr.: x2,
√
x
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Reálné funkce Elementárńı funkce

Obr.: x3 Obr.: x3, x5
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Reálné funkce Elementárńı funkce

Obr.: 1
x , 1

x2
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Reálné funkce Elementárńı funkce

Obr.: 2x ,
(

1
2

)x
Obr.: log2 x , log 1

2
x
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Reálné funkce Elementárńı funkce

Obr.: 2x ,
(

1
2

)x
, log2 x , log 1

2
x
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Reálné funkce Elementárńı funkce

Obr.: sin x

Obr.: cos x
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Reálné funkce Elementárńı funkce

Obr.: sin x , cos x
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Reálné funkce Elementárńı funkce

Obr.: sin x , arcsin x
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Reálné funkce Elementárńı funkce

Obr.: cos x , arccos x
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Reálné funkce Elementárńı funkce

Obr.: tg x Obr.: cotg x
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Reálné funkce Elementárńı funkce

Obr.: tg x , cotg x

c© Petr Hasil (MUNI) Množiny, č́ıselné obory, funkce Matematická analýza 71 / 125



Reálné funkce Elementárńı funkce

Obr.: tg x , arctg x
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Reálné funkce Elementárńı funkce

Obr.: cotg x , arccotg x
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Polynomy a racionálńı lomené funkce Definice a operace s polynomy

Definice 16 (Polynom)

Funkci P : C→ C danou p̌redpisem

P(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0,

kde a0, . . . , an ∈ C, an 6= 0 nazýváme polynom stupně n. Č́ısla a0, . . . , an
nazýváme koeficienty polynomu P. Koeficient an nazýváme vedoućı
koeficient, koeficient a0 nazýváme absolutńı člen. Je-li an = 1 ř́ıkáme, že
polynom P je normovaný.

Obr.: P(x) = 2. Obr.: P(x) = 2x − 1. Obr.: P(x) = x2 − 2.
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Polynomy a racionálńı lomené funkce Definice a operace s polynomy

Př́ıklad 11 (Operace s polynomy)

Sč́ıtáńı a násobeńı konstantou

(3x2 − 2x + 4)− 2(x3 + x2 + 2x − 1)

= 3x2 − 2x + 4− 2x3 − 2x2 − 4x + 2

= −2x3 + x2 − 6x + 6

Násobeńı

(2x2 − 3)(x3 + 2x + 3)

= 2x2(x3 + 2x + 3)− 3(x3 + 2x + 3)

= 2x5 + 4x3 + 6x2 − 3x3 − 6x − 9

= 2x5 + x3 + 6x2 − 6x − 9
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Př́ıklad 12 (Operace s polynomy)

Děleńı

(4x4 − x3 + x2 − 3x + 7) : (x2 + 2) = 4x2 − x − 7 + −x+21
x2+2

− (4x4 + 8x2)

0− x3 − 7x2 − 3x + 7

− (−x3 − 2x)

0− 7x2 − x + 7

− (−7x2 − 14)

0− x + 21
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Definice 17 (Kǒren polynomu)

Č́ıslo α ∈ C, pro které plat́ı P(α) = 0 nazýváme kǒren polynomu P.

Věta 7 (Základńı věta algebry)

Každý polynom (mnohočlen) stupně věťśıho než 1 má alespoň jeden
komplexńı kǒren.

Důkaz.

Viz algebra.
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Věta 8

Necht’ Pje polynom stupně n ≥ 1 a α je kǒrenem polynomu. Pak existuje
polynom Q stupně n − 1 takový, že P(x) = (x − α)Q(x).

Důkaz.

P(x) = anx
n + · · ·+ a1x + a0, pak

P(x)− P(α) = anx
n + · · ·+ a1x + a0 − (anα

n + · · ·+ a1α + a0) =
an(xn − αn) + · · ·+ a1(x − α) =
(x −α)

[
a1 + a2(x + α) + · · ·+ an(xn−1 + xn−2α + · · ·+ xαn−2 + αn−1)︸ ︷︷ ︸

Q(x)

]
,

stQ = n − 1.
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Definice 18 (Kǒrenový činitel a násobný kǒren)

Je-li č́ıslo α ∈ C kǒren polynomu P, nazýváme lineárńı polynom x − α
kǒrenový činitel p̌ŕıslušný ke kǒrenu α. Č́ıslo α je k-násobným kǒrenem
polynomu P (k ∈ N), jestliže existuje polynom Q(x) stupně n − k takový,
že

P(x) = (x − α)kQ(x), Q(α) 6= 0.
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Důsledek (věty 7)

Každý polynom stupně n ≥ 1 má právě n kǒrenů v C, p̌ričemž každý kǒren
je poč́ıtán tolikrát, kolik je jeho násobnost.

Důkaz.

P(x), st. n ≥ 1, pak ∃α ∈ C: P(α) = 0 ⇒ P(x) = (x − α)Q(x), je-li
stQ ≥ 1, pak má Q alespoň jeden kǒren β ∈ C (je možné β = α) ⇒
P(x) = (x − α)(x − β)Q1(x) . . .
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Věta 9 (Rozklad polynomu na součin kǒrenových činitel̊u)

Necht’ P je polynom stupně n ≥ 1 a α1, . . . , αm (m ≤ n) jsou jeho kǒreny
násobnosti postupně k1, . . . , km, pak plat́ı k1 + · · ·+ km = n a
P(x) = anx

n + · · ·+ a1x + a0 = an(x − α1)k1(x − α2)k2 · · · (x − αm)km .

Důkaz.

Vztah k1 + · · ·+ km = n plyne z p̌redchoźıho důsledku. Podle definice
k1-násobného kǒrene α1 máme P(x) = (x − α1)k1Q1(x) a α2, . . . , αm jsou
kǒreny Q1(x) jako byly kǒreny P(x) ⇒ Q1(x) = (x −α2)k2Q2(x) ⇒ · · · ⇒

P(x) = (x − α1)k1(x − α2)k2 · · · (x − αm)km · C ,

kde C je polynom stupně 0. Porovnáńım koeficient̊u u xn zjist́ıme hodnotu
C ⇒ C = an. Tedy

P(x) = an(x − α1)k1(x − α2)k2 · · · (x − αm)km .
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Věta 10

Necht’ P(x) = anx
n + · · ·+ a1x + a0 je polynom s reálnými koeficienty

(tj. ai ∈ R). Je-li komplexńı č́ıslo z = α+ iβ kǒrenem polynomu P(x), pak
je jeho kǒrenem i č́ıslo z = α− iβ.

Důkaz.

0 = P(z) ⇒ 0 = P(z) ⇒

0 = anzn + · · ·+ a1z + a0 = an(z)n + · · ·+ a1(z) + a0

= an(z)n + · · ·+ a1(z) + a0 = P(z),

⇒ P(z) = 0, tedy z je kǒrenem polynomu P(x).
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Důsledek

Necht’ P(x) je polynom s reálnými koeficienty a z = α+ iβ je k-násobným
kǒrenem P(x), pak i z = α− iβ je k-násobným kǒrenem P(x). Zejména
každý polynom lichého stupně má alespoň jeden reálný kǒren a počet
reálných kǒrenů polynomu stupně n je roven n, nebo je o sudé č́ıslo menš́ı.
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Věta 11 (O rozkladu v reálném oboru)

Necht’ P(x) je polynom s reálnými koeficienty, α1, . . . , αm jsou jeho reálné
kǒreny násobnosti k1, . . . , km, β1 ± iγ1, . . . , βp ± iγp jsou navzájem
sdružené komplexńı kǒreny násobnosti `1, . . . , `p. Pak plat́ı

k1 + · · ·+ km + 2(`1 + · · ·+ `p) = n

a

P(x) = an(x−α1)k1 · · · (x−αm)km
[
(x−β1)2 +γ2

1

]`1 · · ·
[
(x−βp)2 +γ2

p

]`p .
Důkaz.

Důkaz plyne ze vzorce pro rozklad na součin kǒrenových činitel̊u.
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Př́ıklad 13

Rozložte v reálném oboru polynom P(x) = x6 + x2.

P(x) = x2
[
(x2 + 1)2 − 2x2

]
= x2

[
(x2 + 1)−

√
2x
][

(x2 + 1) +
√

2x
]

(Kǒreny jsou 0, 0,
√

2
2 ± i

√
2

2 ,−
√

2
2 ± i

√
2

2 .)
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Poznámka

Výpočet kǒrenů polynomu

n = 1: P(x) = ax + b ⇒ x = −b
a ,

n = 2: P(x) = ax2 + bx + c ⇒ x1,2 = −b±
√
b2−4ac

2a ,

n = 3: Cardanovy vzorce,

n = 4: existuj́ı vzorce pro výpočet pomoćı koeficient̊u,

n ≥ 5: neexistuje obecný vzorec (dokázal E. Galois).

Hornerovo schéma pro výpočet hodnoty polynomu
P(x) = P(x)− P(α)︸ ︷︷ ︸

má kǒren α

+P(α) = (x − α)Q(x) + P(α).
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Kvadratický polynom P(x) = ax2 + bx + c

D = b2 − 4ac,

x1,2 = −b±
√
D

2a ,

P(x) = a(x−x1)(x−x2).

D > 0 ⇒ x1 6= x2, x1,2 ∈ R,

D = 0 ⇒ x1 = x2, x1,2 ∈ R,

D < 0 ⇒ x1 = x̄2, x1,2 ∈ C.

Obr.: P(x) = ax2 + bx + c , a > 0. Obr.: P(x) = ax2 + bx + c , a < 0.
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Doplněńı na čtverec

ax2 + bx + c = a(x2 + b
ax + c

a ), x2 + px + q = (x + p
2 )2 − p2

4 + q.

y = x2 + 6x + 5,
y = (x + 3)2 − 9 + 5,
y = (x + 3)2 − 4,
y + 4 = (x + 3)2.

Tato parabola má vrchol v bodě [−3,−4] a je otev̌rena směrem nahoru.
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Hornerovo schéma je algoritmus použ́ıvaný p̌ri rozkladu polynomu na
součin kǒrenových činitel̊u.

Věta 12

Necht’ jsou dány polynomy

P(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0,

Q(x) = bn−1x
n−1 + bn−2x

n−2 + · · ·+ b1x + b0.

Jestliže existuj́ı α, b−1 ∈ R takové, že

P(x) = (x − α)Q(x) + b−1,

pak
bn−1 = an, bk−1 = αbk + ak , k = 0, . . . , n − 1.

Poznámka

P(α) = b−1, tedy je-li b−1 = 0, pak je α kǒrenem polynomu P.
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Postup

Koeficienty polynomu P(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0 spolu s
č́ıslem α seṕı̌seme do tabulky

an an−1 · · · a1 a0

α bn−1 bn−2 · · · b0 b−1

A dopoč́ıtáme č́ısla bn−1, . . . , b−1:

bn−1 = an, bk−1 = αbk + ak , k = 0, . . . , n − 1.

T́ım źıskáme polynom Q(x) = bn−1x
n−1 + bn−2x

n−2 + · · ·+ b1x + b0 a
č́ıslo b−1 takové, že plat́ı

P(x) = (x − α)Q(x) + b−1.
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Věta 13 (Celoč́ıselné kǒreny)

Necht’ P je polynom s celoč́ıselnými koeficienty. Pak jsou všechny jeho
racionálńı kǒreny vyjáďritelné jako pod́ıl dělitel̊u jeho absolutńıho člene a
vedoućıho koeficientu.

Př́ıklad 14

P(x) = x4 − 5x3 + x2 + 21x − 18, tedy a0 = −18, a4 = 1.

Všechny racionálńı (celoč́ıselné) kǒreny jsou tedy mezi děliteli č́ısla −18:

±1,±2,±3,±6,±9,±18.

Skutečně
P(x) = (x − 1)(x + 2)(x − 3)2.
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Př́ıklad 15

Rozložte polynom P(x) = x4 − 5x3 + x2 + 21x − 18 na součin kǒrenových
činitel̊u.

Racionálńı kǒreny jsou mezi č́ısly ±1,±2,±3,±6,±9,±18.

1 -5 1 21 -18

1 1 -4 -3 18 ‖0
1 1 -3 -6 12 –

-1 1 -5 2 16 –

2 1 -2 -7 4 –

-2 1 -6 9 ‖0 –
...

...
...

... – –

X Našli jsme kǒreny 1,−2.

X Q(x) = x2 − 6x + 9

X P(x) =
(x − 1)(x + 2)Q(x)
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Protože Q(x) je kvadratický polynom, neńı nutné dál pokračovat v
Hornerově schématu. Zbývaj́ıćı kǒreny dopoč́ıtáme pomoćı diskriminantu.

Q(x) = x2 − 6x + 9 ⇒ D = 36− 36 = 0 ⇒ x1,2 =
6± 0

2
= 3

Tedy polynom P má dva jednoduché kǒreny 1,−2 a jeden dvojnásobný
kǒren 3.Odtud

P(x) = (x − 1)(x + 2)(x − 3)2.
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Definice 19

Necht’ P,Q jsou polynomy takové, že Q je nenulový (tj. Q(x) 6≡ 0) a P,Q

nemaj́ı společné kǒreny, pak funkce R(x) = P(x)
Q(x) se nazývá racionálńı

lomená funkce. Je-li nav́ıc st P < st Q nazývá se ryze racionálně lomená
funkce.

Věta 14

Každou neryze lomenou funkci je možné (pomoćı děleńı polynomů)
vyjáďrit jako součet polynomu a ryze lomené racionálńı funkce.
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Věta 15

Necht’ P,Q jsou polynomy s reálnými koeficienty (P,Q ∈ R[x ]),
stP = n, stQ = m, α ∈ R je k-násobný kǒren polynomu Q, tj.
Q(x) = (x − α)kQ1(x), kde Q1(α) 6= 0. Pak existuj́ı č́ısla A1, . . . ,Ak ∈ R
taková, že

P(x)

Q(x)
=

A1

(x − α)k
+

A2

(x − α)k−1
+ · · ·+ Ak

(x − α)
+

P1(x)

Q1(x)
, (1)

kde P1 je jistý polynom stupně n − k. Zejména má-li Q pouze reálné
kǒreny α1, . . . , αm násobnosti k1, . . . , km, pak existuj́ı č́ısla
A1

1, . . . ,A
1
k1
, . . . ,Am

1 , . . . ,A
m
km
∈ R taková, že

P(x)

Q(x)
=

A1
1

(x − α1)k1
+ · · ·+

A1
k1

(x − α1)
+

A2
1

(x − α2)k2
+ · · ·+

A2
k2

(x − α2)

+ · · ·+ Am
1

(x − αm)km
+ · · ·+

Am
km

(x − αm)
. (2)
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Důkaz.

P(x)
Q(x) = P(x)

(x−α)kQ1(x)
, pro ∀A ∈ R plat́ı rovnost

P(x)

(x − α)kQ1(x)
=

A

(x − α)k
+

P(x)− AQ1(x)

(x − α)kQ1(x)
,

zejména plat́ı pro A = P(α)
Q1(α) . Pro takto zvolené A je č́ıslo α kǒrenem

P(x)− AQ1(x), tj. P(α)− P(α)
Q1(α)Q1(α) = 0

⇒ P(x)− AQ1(x) = (x − α)Q2(x) ⇒

P(x)

Q(x)
=

P(x)

(x − α)kQ1(x)
=

A

(x − α)k
+

(x − α)Q2(x)

(x − α)kQ1(x)

=
A

(x − α)k
+

B

(x − α)k−1
+

Q2(x)− BQ1(x)

(x − α)k−1Q1(x)
.

Opakováńım postupu dostaneme tvrzeńı (1). Tvrzeńı (2) dostaneme z (1)
použit́ım pro daľśı kǒreny.
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Věta 16

Necht’ P,Q ∈ R[x ], stP < stQ a Q má dvojici komplexńıch kǒren̊u
β ± iγ, každý z nich násobnosti ` ≥ 1. Pak existuj́ı reálná č́ısla
B1,C1, . . . ,B`,C` taková, že plat́ı

P(x)

Q(x)
=

P(x)[
(x − β)2 + γ2

]`
Q1(x)

=
B1x + C1[

(x − β)2 + γ2
]` + · · ·+ B`x + C`[

(x − β)2 + γ2
] +

P1(x)

Q1(x)
,

kde Q1(x) má stupeň (stQ − 2`) a P1(x) je jistý polynom.
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Důkaz.

P(x)
Q(x) = P(x)[

(x−β)2+γ2
]`

Q1(x)
= Bx+C[

(x−β)2+γ2
]` + P(x)−(Bx+C)Q1(x)[

(x−β)2+γ2
]`

Q1(x)
.

Necht’ B,C jsou takové, že P(x)− (Bx + C )Q1(x) má kǒreny β ± iγ, tj.
plat́ı P(x)− (Bx + C )Q1(x) = [(x − β)2 + γ2]P2(x). Pak plat́ı

P(x)

Q(x)
=

Bx + C[
(x − β)2 + γ2

]` +

[
(x − β)2 + γ2

]
P2(x)[

(x − β)2 + γ2
]`
Q1(x)

=
Bx + C[

(x − β)2 + γ2
]` +

P2(x)[
(x − β)2 + γ2

]`−1
Q1(x)

.

Opakováńım tohoto postupu `-krát dostáváme

P(x)

Q(x)
=

B1x + C1[
(x − β)2 + γ2

]` + · · ·+ B`x + C`[
(x − β)2 + γ2

] +
P1(x)

Q1(x)
.
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Shrnut́ı – Rozklad racionálńı lomené funkce na součet parciálńıch zlomk̊u

stP < stQ, stQ = k1 + · · ·+ km + 2(`1 + · · ·+ `p)

P(x)
Q(x) = P(x)

(x−α1)k1 ···(x−αm)km ·
[

(x−β1)2+γ2
1

]`1 ···
[

(x−βp)2+γ2
p

]`p
=

A
[1]
1

(x − α1)k1
+ · · ·+

A
[1]
k1

(x − α1)
+ · · ·+

A
[m]
1

(x − αm)km
+ · · ·+

A
[m]
km

(x − αm)

+
B

[1]
1 x + C

[1]
1[

(x − β1)2 + γ2
1

]`1
+ · · ·+

B
[1]
`1
x + C

[1]
`1[

(x − β1)2 + γ2
1

] + · · ·

+
B

[p]
1 x + C

[p]
1[

(x − βp)2 + γ2
p

]`p + · · ·+
B

[p]
`p

x + C
[p]
`p[

(x − βp)2 + γ2
p

]
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Př́ıklad 16

Rozložte funkci
x + 1

x5 + 3x3 + 2x

na parciálńı zlomky.

x+1
x5+3x3+2x = x+1

x(x4+3x2+2) = x+1
x(x2+2)(x2+1) = 1

2x −
x−1
x2+1 + x−2

2x2+4
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Goniometrické a exponenciálńı funkce a funkce k nim inverzńı Goniometrické funkce

Vlastnosti goniometrických funkćı

f (x) = sin x :
D(f ) = R, H(f ) = [−1, 1], lichá, periodická p = 2π,

f (x) = cos x :
D(f ) = R, H(f ) = [−1, 1], sudá, periodická p = 2π,

f (x) = tg x = sin x
cos x :

D(f ) = Rr {(2k + 1)π2 , k ∈ Z}, H(f ) = R, lichá, periodická p = π,

f (x) = cotg x = cos x
sin x :

D(f ) = Rr {kπ, k ∈ Z}, H(f ) = R, lichá, periodická p = π.

c© Petr Hasil (MUNI) Množiny, č́ıselné obory, funkce Matematická analýza 105 / 125



Goniometrické a exponenciálńı funkce a funkce k nim inverzńı Goniometrické funkce

x 0 π
6

π
4

π
3

π
2

sin x 0 1
2

√
2

2

√
3

2 1

cos x 1
√

3
2

√
2

2
1
2 0

tg x 0
√

3
3 1

√
3 −

cotg x −
√

3 1
√

3
3 0
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Goniometrické a exponenciálńı funkce a funkce k nim inverzńı Goniometrické funkce

Vzorce

sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y

cos(x + y) = cos x cos y − sin x sin y

sin2 x + cos2 x = 1

sin 2x = 2 sin x cos x

cos 2x = cos2 x − sin2 x

sin x
2 = ±

√
1−cos x

2

cos x
2 = ±

√
1+cos x

2

cos
(
x − π

2

)
= sin x
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Goniometrické a exponenciálńı funkce a funkce k nim inverzńı Cyklometrické funkce

Definice 20

Inverzńı funkci k funkci sin x definované na intervalu
[
−π

2 ,
π
2

]
nazýváme

arkus sinus a znač́ıme arcsin x .

Vlastnosti

D(f ) = [−1, 1], H(f ) =
[
−π

2 ,
π
2

]
, rostoućı, lichá

x 0 1
2

√
2

2

√
3

2 1

arcsin x 0 π
6

π
4

π
3

π
2
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Goniometrické a exponenciálńı funkce a funkce k nim inverzńı Cyklometrické funkce

Př́ıklad 17

Načrtněte graf funkce y = arcsin(sin x).

D(f ) = R, H(f ) =
[
−π

2 ,
π
2

]
,

perioda: g(f (x)) = g(f (x + p)) ⇒ periodičnost g : p = 2π

x ∈
[
−π

2 ,
π
2

]
: arcsin(sin x) = x

x ∈
[
π
2 ,

3π
2

]
: x = π + t, sin x = sin(π + t) = − sin t = sin(−t),

arcsin(sin x) = arcsin(sin(−t)) = −t = π − x
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Goniometrické a exponenciálńı funkce a funkce k nim inverzńı Cyklometrické funkce

Definice 21

Inverzńı funkci k funkci cos x definované na intervalu [0, π] nazýváme
arkus kosinus a znač́ıme arccos x .

Vlastnosti

D(f ) = [−1, 1], H(f ) = [0, π], klesaj́ıćı, ani sudá ani lichá

x −1 −
√

3
2 −

√
2

2 −1
2 0 1

2

√
2

2

√
3

2 1

arccos x π 5π
6

3π
4

2π
3

π
2

π
3

π
4

π
6 0
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Goniometrické a exponenciálńı funkce a funkce k nim inverzńı Cyklometrické funkce

Př́ıklad 18

Načrtněte graf funkce y = arccos(cos x).

perioda p = 2π, x ∈ [−π, 0] ⇒ −x ∈ [0, π]
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Goniometrické a exponenciálńı funkce a funkce k nim inverzńı Cyklometrické funkce

Př́ıklad 19

Dokažte, že pro ∀x ∈ [−1, 1] plat́ı

arcsin x + arccos x =
π

2
.

Pro ∀α ∈ R: sinα = cos(π/2− α).

Necht’ α = arcsin x , x ∈ [−1, 1] ⇒ α ∈ [−π/2, π/2].

Tedy α = arcsin x ⇒ sinα = x ⇒ x = cos(π/2−α) kde (π/2−α) ∈ [0, π]
⇒ arccos x = arccos(cos(π/2− α)) = π/2− α = π/2− arcsin x ⇒
arcsin x + arccos x = π

2 .
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Goniometrické a exponenciálńı funkce a funkce k nim inverzńı Cyklometrické funkce

Definice 22

Inverzńı funkci k funkci tg x definované na intervalu [−π/2, π/2] nazýváme
arkus tangens a znač́ıme y = arctg x .

Vlastnosti

D(f ) = R, H(f ) = (−π/2, π/2), rostoućı, lichá

x 0 1√
3

1
√

3 ∞
arctg x 0 π

6
π
4

π
3

π
2
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Goniometrické a exponenciálńı funkce a funkce k nim inverzńı Cyklometrické funkce

Př́ıklad 20

Načrtněte graf funkce y = arctg(tg x).

D(f ) = Rr
{

(2k + 1)
π

2
, k ∈ Z

}
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Goniometrické a exponenciálńı funkce a funkce k nim inverzńı Cyklometrické funkce

Definice 23

Inverzńı funkci k funkci cotg x definované na intervalu [0, π] nazýváme
arkus kotangens a znač́ıme y = arccotg x .

Vlastnosti

D(f ) = R, H(f ) = (0, π), klesaj́ıćı, ani sudá ani lichá

x −∞ −
√

3 −1 − 1√
3

0 1√
3

1
√

3 ∞
arccotg x π 5π

6
3π
4

2π
3

π
2

π
3

π
4

π
6 0
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Goniometrické a exponenciálńı funkce a funkce k nim inverzńı Cyklometrické funkce

Př́ıklad 21

Načrtněte graf funkce y = arccotg(cotg x).

D(f ) = Rr {kπ, k ∈ Z}
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Goniometrické a exponenciálńı funkce a funkce k nim inverzńı Exponenciálńı funkce

Definice 24 (Mocnina)

Necht’ a, x ∈ R, a > 0. Potom definujeme mocninu jako

ax =


sup{ar : r ≤ x , r ∈ Q}, a > 1,(

1
a

)−x
, 0 < a < 1,

1x = 1, a = 1.

x = n ∈ N ⇒ an = a · · · a︸ ︷︷ ︸
n-krát

,

x = −n, n ∈ N ⇒ a−n = 1
an ,

a1/n = y , y > 0 ⇒ yn = a,

ar = ap/q =
(
ap
)1/q

, p
q ∈ Q.
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Goniometrické a exponenciálńı funkce a funkce k nim inverzńı Exponenciálńı funkce

Definice 25

Necht’ a ∈ R, a > 0. Funkci y = ax nazýváme exponenciálńı funkce o
základu a.

Vlastnosti

D(f ) = R, H(f ) = (0,∞),

a0 = 1 pro ∀a > 0,

grafy funkćı ax a (1/a)x jsou osově souměrné podle osy y ,

pro a > 1 je rostoućı, a = 1 konstantńı a 0 < a < 1 klesaj́ıćı,

ax+y = ax · ay , ∀x , y ∈ R,(
ax
)y

= axy , ∀x , y ∈ R,

Eulerovo č́ıslo: e = limn→∞
(
1 + 1

n

)n
= 2.718 28 . . .
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Goniometrické a exponenciálńı funkce a funkce k nim inverzńı Logaritmické funkce

Definice 26

Inverzńı funkce k funkci y = ax se nazývá logaritmus o základu a, pro
a ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) (pro a = 1 neńı ax prostá funkce), znač́ı se y = loga x .

Vlastnosti

D(f ) = (0,∞), H(f ) = R,

loga 1 = 0

pro 0 < a < 1 je klesaj́ıćı a pro a > 1 rostoućı,

grafy funkćı loga x a log 1
a
x jsou osově souměrné podle osy x ,

loge x = ln x .
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Goniometrické a exponenciálńı funkce a funkce k nim inverzńı Logaritmické funkce

Vzorce

∀x , y , a, b ∈ R+, a, b 6= 1

loga 1 = 0,

logb b = 1 = loga b · logb a,

loga x
y = y loga x ,

loga x · y = loga x + loga y ,

loga
x
y = loga x − loga y ,

loga x
y = y · loga x ,

x = aloga x ,

loga x = logb x
logb a

.
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Goniometrické a exponenciálńı funkce a funkce k nim inverzńı Mocninná funkce

Definice 27

Necht’ r ∈ R. Funkci y = x r , x > 0 nazýváme mocninnou funkćı.

Vlastnosti

D(f ) = (0,∞)

H(f ) =

{
(0,∞), r 6= 0,

{1}, r = 0,

pro r > 0 je na (0,∞) rostoućı, pro r < 0 klesaj́ıćı a pro r = 0
konstantńı,

x r = er ln x , x ∈ (0,∞).

Poznámka

Pro některá r lze samožrejmě rozš́ı̌rit i do nekladných hodnot x .
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