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Operace

xeA (prvek)

ACB (podmnoZina)

AC B (vlastni podmnoZina)

Ax B=/{[a,b]:ac A be B} (kartézsky soucin)
AUB={x:x€ AVxe B} (sjednoceni)
ANB={x:xe AANx e B} (prinik)
ANB={x:xe AANx¢&B} (rozdil)

@ Mnoziny a &iselné obory
® MnoZinové operace
® Redlna a komplexni &isla
© Reilné funkce
@ Zikladni pojmy
@ Operace s funkcemi
® Elementarni funkce
© Polynomy a racionalni lomené funkce
@ Definice a operace s polynomy
@ Koreny polynomu
@ Racionalni lomené funkce
@ Goniometrické a exponencialni funkce a funkce k nim inverzni
® Goniometrické funkce
® Cyklometrické funkce
@ Exponencidlni funkce
@ Logaritmické funkce

Vyroky

e ANB  (konjunkce)

e AV B (disjunkce)

e A= B (implikace)

A je dostalujici podminka pro B; B je nutnd podminka pro A
A& B (A= B)AN(B= A) (ekvivalence)
—A  (negace)

V,3  (obecny a existeneni kvantifikator)
V:Vx € A ma vlastnost P =V: dx € A ma vlastnost =P

“(VxeA:P)< (Ixe A: =P)
“(Ix e A: P) & (Vxe A:=P)




MnoZiny a &iselné obory MnoZinové operace

Vyroky 2

e (AANB) < —AV =B (De Morganovo pravidlo)
-(AV B) < -AAN-B  (De Morganovo pravidlo)
(A= B)< AAN-B
~(As B) < (AAN-B) V(B A-A)
(A= B) & (wB = —A) (obména implikace)
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MnoZiny a &iselné obory Redlna a komplexni &isla

Usporadani

se nazyva usporadani, jestlize je
o reflexivni, tj. Vx € A: x < x,
@ antisymetrickd, tj. Vx,y € A: (x <y Ay <x)=x=y,
e tranzitivni, tj. Vx,y,z€ A: (x<yAy<z)=x<z.

Dvojice (A, <) se pak nazyva uspofddana mnoZina.

Binarni relace < na mnoZin& A (podmnoZina kartézského soucinu A x A)

Uplné usporadani

Je-li relace < na mnozin& A usporadani a je tpln3, tj. plati
Vx,y e A:x<yVy<x,

nazyvame ji Uplné usporadani.
Dvojice (A, <) se pak nazyva uplné uspoFddand mnoZina (¥fetézec).

© Petr Hasil (MUNI)

Matematickd analyza

9/125

MnoZiny a &iselné obory Redlna a komplexni &isla

Znacenf
e P¥irozena &islax N={1,23,...} (No=NuU{0}).
o Celagislax Z=4{...,—2,-1,0,1,2,...}.

e Raciondlni &isla: Q={g=2%2: z€Z,necN}.
Cisla, ktera nejsou raciondlni, tj. nelze je vyjad¥it jako podil celého a
pFirozeného &isla, nazyvame iraciondlni a zna&ime 1.

@ Redlna ¢isla: R =QUI
K redlnym ¢&islim Ize jednoznaéné ptifadit viechny body nekonecné
primky (&iselné osy) dle jejich vzdélenosti od potatku.

o Komplexni &éisla: C={z=a+bi: a,bc R, 2= -1}
Komplexnim ¢&islem z nazyvdme uspotrddanou dvojici redlnych &isel
[a, b] a pideme z = [a, b] = a + bi. Cislu a Fikdme redlnd ¢ast
komplexniho ¢isla z, ¢islu b imagindrni ¢ast komplexniho &isla z.
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MnoZiny a &iselné obory Redlna a komplexni &isla

Horni a dolni zavora

Necht A = (A, <) je uspofddand mnozina, B C Aa U, L € A. JestliZe plati

VxeB:x< U,

nazyvame prvek U horni zdvora mnoziny B.
Jestlize plati
Vx e B:L<x,

nazyvame prvek L dolni zavora mnoZziny B.

M3a-li mnoZina B aspofi jednu horni (dolni) zavoru, nazyvdme ji shora
(zdola) ohranienou.

Je-li ohrani¢ena zdola i shora, nazyvame ji ohrani¢enou.
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MnoZiny a &iselné obory Redlnd a komplexni &isla

Supremum a infimum

Necht A # () je uspofaddand mno¥ina, BC A, B # () a as, a; € A.
Supremum mnoziny B se nazyvé jeji nejmensi horni zvora, pi¥eme
as = sup B.

Analogicky, infimum mnoZiny B se nazyva jeji nejvétsi dolni zdvora,
piseme a; = inf B.
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MnoZiny a &iselné obory Redlna a komplexni &isla

Q (R, <) je dplné& uspoFfddand mnoZina.

(R10) Relace < je reflexivni, antisymetricka, tranzitivni a dplna.
© Operace +, - jsou slucitelné s relaci <.

(R11) Va,b,ceR:a<b=a+c<b+c,

(R12) Va,b,ceR,c>0:a<b=a-c<b-c.

Q(R13) Kazd4 neprazdnd shora ohranitend podmnoZzina mnoZiny R m3
supremum.

Definice 1

Mnozina redlnych &isel je libovolnd mnoZina s dvojici bindrnich operaci a
usporadanim spliiujici podminky (R1) — (R13).
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MnoZiny a &iselné obory Redlna a komplexni &isla

Axiomatické zavedeni realnych &isel

Necht R je mnoZina, na niZ jsou definovany bindrni operace sitani (+) a
nasobeni () a bindrni relace uspotadani (<), p¥itemz jsou splnény
nasledujici axiomy (R1) — (R13).
Q@ (R,+) je komutativni grupa.

(R1) komutativita: Va,be R:a+b=b+ a,

(R2) asociativita: Va,b,c ¢ R: (a+ b)+c=a+ (b+ ¢),

(R3) nulovy prvek: 30 e R:VacR: 0+ a= a,

(R4) opatny prvek: Vae R3Ib e R:a+ b =0 (znatime —a).

(R5) komutativita: Va,beR:a-b=b"a,

(R6) asociativita: Va,b,c e R:(a-b)-c=a-(b-c),

(R7) jednotkovy prvek: 31 e R~ {0} :VaeR:1-a= g,

(R8) inverzni prvek: Vae R~ {0} 3b€ R:a-b =1 (znatime a~1).

@ (R,+,") je pole (komutativni téleso).
(R9) distributivni zékon: VYa,b,c € R: (a+b)-c=a-c+b-c.
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MnoZiny a &iselné obory Redlna a komplexni &isla

Pozndmka
(i) Podle (R4) plati Vx € N 3(—x) € R : x4 (—x) = 0. Potom Ize poloZit

Z:=NU{0}U{—x:xeN}.

(i) Podle (R8) plati Vx € Z\ {0} 3x 1 € R: x-x~1 = 1. Potom lIze
poloZit
Q::{%:XGZ,yEN}.

Poznamka

Uzavfenost na séitdni a ndsobeni je obsaZena v tom, Ze +, - jsou bindrni
operace na R, tj. Va,beR:a+beR,a-beR.
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MnoZiny a &iselné obory Redlna a komplexni &isla

Poznamka

MnoZina raciondlnich &isel nespliiuje podminku (R13).
X={x€eQ:x>0,x2<2}=supX =172 ale V2¢Q.
Dikaz sporem:
Ptredpokladejme, Ze V2 = % kde m, n jsou nesoudélnd, m € Z,n € N.
m m?

\62; = 2:? = 2n’=nm?
Tedy m? je sudé &islo = m je sudé &islo = 30 : m = 20 = 2n? = (2()?> =
n?> = 202 = n? je sudé, tj. n je sudé. Celkem tedy m i n jsou sud4 &isla,
coz je spor s predpokladem, Ze jde o &isla nesoud&lnd. Tim jsme také
dokdzali, ze T # ().
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MnoZiny a &iselné obory Redlnd a komplexni &isla

Axiom spojitosti = axiom suprema, infima

Necht ) # X C R je shora ohraniZend a ozna&me U(X) mnoZinu hornich
zavor mnoZiny X.

X je shora ohranitend, tedy U(X) # 0 a plati X < U(X).

Tedy 3c € R: X < ¢ < U(X), toto ¢ je hledanym suprémem mnoZiny X
jehoZ existenci jsme chtéli dokazat:

1) ¢ > X = c je horni zavora,

2) skute€nost, Ze ¢ je nejmensi horni zdvora, plyne z faktu, ze ¢ < U(X).
Tvrzeni pro infimum dokdZeme podobn& pomoci mnoZiny L(X) dolnich
zavor.
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MnoZiny a &iselné obory Redlna a komplexni &isla

Definice 2

Necht X, Y CR, X #0, Y # (). Symbolem X < Y rozumime, Z%e pro
kazdé x € X a kazdé y € Y plati x < y.

Pozndmka (Axiom spojitosti)

Axiom (R13) je ekvivalentni tzv. axiomu spojitosti:

Pro libovolné mnoziny X, Y CR, X #0, Y #( a X <Y, existuje prvek
c € Rsvlastnosti X <c <Y.

Axiom (R13) je samoztfejmé& také ekvivalentni axiomu infima.
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MnoZiny a &iselné obory Redlnd a komplexni &isla

P¥iklad 1 (sup, inf)

X =(0,1), pak supX =1, inf X =0 (0,1 & X)
X =10,1], pak supX =1, inf X =0 (0,1 € X)
X = (1,00), pak inf X =1 a supremum (v R) neexistuje.

Poznamka

@ Né&kdy se definuje supremum a infimum prazdné mnoZiny
(v rozsitenych redlnych &islech)

inf ) = +oo0, sup ) = —oo.

e XCY=supX<supYainfY <infX
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MnoZiny a &iselné obory Redlnd a komplexni &isla

Véta 1

Necht ri, b, ri > 0 jsou redlnd &isla. Pak existuje pfirozené &islo n takové,
Ze nry > .

Diikaz.
Sporem predpokladejme, Ze takové n neexistuje, tedy

VneN:nrn < n.

Odtud mame n < :—i coz je spor s neohrani¢enosti N. [
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MnoZiny a &iselné obory Redlna a komplexni &isla

Véta 3 (I hustd v R)

Necht ri, r, r1 < ry jsou libovolnd redlnd &isla, pak existuje iraciondlini
&islo p takové, Ze i < p < 1.

Diikaz.

Jiz vime, 2e I = (). Déle plati, 2e proVae T a Vg € Q je a+ g € I. (Jinak
by bylo a+ g+ (—q) = a € Q, protoZe by $lo o souet raciondlnich &isel
at+qga-—gq.)

Necht r;,» €R, r; < rp. Potom r; —a < r; — a a protoZe Q je hustd v R
existuje z € Q spliiujici n —a<z<m—a, tedy n < z+ a < r, kde
z+ael ]

v
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MnoZiny a &iselné obory Redlna a komplexni &isla

Véta 2 (Q hustd v R)

Necht ri,ra, rn < r» jsou libovolnd redlnd &isla, pak existuje raciondini &islo
p takové, Ze rp < p < .

Diikaz.

Necht ri,n €R, r < .

(i) n<0,rn>0 pak p=0€Q.
Bez (jmy na obecnosti Ize tedy pfedpokladat, Ze ri, r» jsou kladna.

(i) 0 < r < rp (kdyby 0 > r; > rp, konstrukci “preklopime”) necht n € N
je takové, Ze plati n(r, — r;) > 1. Takové n existuje, nebot kdyby
neexistovalo, pak by n < ﬁ pro Vn € N, ale N neni omezen3d shora.
Tedy nr, > 1+ nry (jsou vzdalena o vice nez 1), necht m € N je
nejmendi takové, Ze m > nr (tj m—1<nn)=m<nn+1=
nrp<m<nrpaodtud n < <.

= Q je husta v R. O

v
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MnoZiny a &iselné obory Redlna a komplexni &isla

Véta 4
VreR,r > 0,Vn € N existuje pravé jedno x € R, x > 0, takové, Ze

n

x"=r (piSeme /r = x).

Diikaz.

x=sup{a€R:a>0,a"<r}

Matematicka analyza 22/125
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MnoZiny a &iselné obory Redlna a komplexni &isla

Definice 3

Komplexni &isla C = (C, +, -) je mnoZina, kde C =R x R a operace jsou
definovany ndsledovné

° [ala bl] + [327 b2] = [31 + ao, bl + b2],

o [a1, b1] - [a2, bo] = [a1a2 — b1b2, a1bo + a2 by].

[0,1] <> i
(2, 6] = [2,0] + [0, b] = [4,0] + [b,0] - [0, 1] ¢+ 2 + bi
(C,+,-) je komutativni t&leso:
e (C,+) je komutativni grupa (R1)-(R4),
o (C~ {0},") je komutativni grupa (R5)—(R8),
e plati distributivni zdkon (R9).
Nelze ale definovat uspofadani slutitelné s operacemi + a - (R11), (R12).
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MnoZiny a &iselné obory Redlna a komplexni &isla

Poznamka

@ algebraicky tvar z = a + bi,
o velikost |z| = Va2 + b2,

@ goniometricky tvar z = |z|(cos ¢ + isin ¢),

@ exponencidlni tvar z = |z|e'?.

MnoZiny a &iselné obory Redlnd a komplexni &isla

Definice 4

Fv{ekneme, 7e mnozina A je induktivni, jestlize plati
(i) 1 € A
(i) je-li x € A, potom x + 1 € A.

Pozndmka
(i) Mnozina R je induktivni.
(ii) Pranik libovolného systému induktivnich mnoZin je induktivni
mnozina.
(iii) Pranikem v3ech induktivnich podmnoZin R je N.

(iv) Kazdd induktivni mnoZina je nadmnoZinou N. JestliZze tedy pro
induktivni mnoZinu A plati A C N, potom A =N (princip
matematické indukce).
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Redlné funkce Zakladni pojmy

Definice 5

Necht A,B C R, f C A x B. Jestlie ke kaZdému prvku a € A existuje
pravé jeden prvek b € B tak, Ze [a, b] € f, pak relaci f nazyvdme
zobrazeni mnoziny A do mnoziny B (f: A — B).

MnoZina A se nazyva defini¢ni obor zobrazeni f, zna&ime D(f) = Dom(f).
MnoZzinu H(f) = Im(f) = {b € B : 3x € D(f) : f(x) = b} nazyvame obor
hodnot zobrazeni f.

Zobrazeni f nazyvame redlnd funkce (redlnd funce redlné prom&nné).

e Piteme y = f(x).

@ x se nazyva nezavisle proménnd (argument) funkce f.

@ y se nazyva zavisle proménna funkce f.

o Cislo f(xp) € R se nazyvd funk&ni hodnota funkce f v bod¥ xg.
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REENERTNININ  Zakladni pojmy

Poznamka

Neni-li defini¢ni obor funkce zadan, jednd se o mnoZinu viech x € R pro
kterda ma dana funkce smysl, tj.

D(f) ={x € A: 3y € B spliiujici [x,y]| € f}.

Priklad 2
o Defini¢ni obor funkce f(x) = 15 je D(f) =R\ {1}.
@ Defini¢ni obor funkce g(x) = +/—x je D(g) = (—o0,0].
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Realné funkce Zakladni pojmy

Poznamka

Graf funkce f = mnoZina v3ech bodii roviny danych soufadnicemi [x, f(x)].

Priklad 3

_od

Obr.: Funkce f(x) = x2. Obr.: Nejde o graf funkce.
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REEINERTNINCIN  Zakladni pojmy

Definice 6
Necht f: A — B je redlna funkce.
o Rekneme, ¥e f je na A prostd, pokud

Vx1,x0 € A x1 # xo = f(x1) # f(x).

(Prosta = injektivni.)

o Rekneme, ¥e funkce f zobrazuje A na B (f je surjektivni), pokud ke
kazdému b € B existuje x € A: f(x) = b, tj. B = H(f).

e MnoZina G C A x B definovand G = {[x,y] : x € D(f),y = f(x)} se
nazyva graf funkce f.

Poznamka

Bijekce = prosté a na.
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Realné funkce Zakladni pojmy

Poznamka

@ Graf prosté funkce protind viechny vodorovné p¥imky nejvyse jednou.
A A

»
>

/ |

o Je-li funkce na mnozing M ryze monoténni, pak je na ni prosta.
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Definice 7

Necht f: A — B je prostd na podmnoZing D C A, pak inverzni funkci k
funkci f definované na D definujeme jako

F={ly.x]: [x,y] € f}.

Tj.proy € f(D)={be€ B:3x € D: f(x) = b} definujeme
f~Y(y) =x € D, kde f(x) = y.

D(f)=H(f) f H()=D(f)
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Realné funkce Zakladni pojmy

Vypolet inverzni funkce

Inverzni funkci k funkci f ur¢ime tak, Ze v pfedpisu y = f(x) zaménime
prom&nné x a y, tim dostaneme x = f(y). Z této rovnice pak vyjad¥ime,
je-li to moZné, proménnou y.

K elementdrni funkci je inverzni funkcei jind elementdrni funkce:

f(x) F1(x)
2 (x=0) NS

2 (x<0) ~ R
x3 Ix

eX Inx

& (a#1) log, x
sinx  (x€[-5,7]) | arcsinx
cosx (x €]0,7]) arccos x

) | arctg x
) | arccotg x

tgx (x€(=3,3)
cotgx (x € (0,7)

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 34 /125

REEINERTNINCIN  Zakladni pojmy

Pozndmka
Je-li f prostd na celém defini¢nim oboru, pak D(f 1) = H(f). Grafy
funkei f a f~1 jsou soum&rné sdruZené podle osy I. a Ill. kvadrantu.

59 /,

s
. %
/
Vs
N /
/
, ’
s
: /
s
.
1 7
7

P¥iklad 4
Pro funkci f(x) = x? + 2x + 3 urete podmnoZinu defini¢niho oboru, kde
je funkce prostd, a zde urlete funkci inverzni.
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Realné funkce Zakladni pojmy

Pozndmka
Pro v8echna x, pro kterd ma zapis smysl, plati

(Fof )(x)=(F1of)(x)=x.

Priklad 5
Uréete inverzni funkci k funkci f a uréete D(f), H(f), D(f~1) a H(f1).

o f(x) =31 o f(x) =es"x.
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REENERTNININ  Zakladni pojmy

o f(x) =32
3x—4 3y —4
y= - x=
2 2
2x =3y — 4
3y=2x+4
2x +4 1 2x +4
y 3 = (%) 3
D(fy=H()=D(FH)=H(F1)=R
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Realné funkce Zakladni pojmy

Definice 8 (Parita)

Bud f takova funkce, Ze pro jeji defini¢ni obor plati

xe€D(f) = —xeD(f).

o Rekneme, 7e funkce f je sudd, jestlize pro Vx € D(f) plati, Ze
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REEINERTNINCIN  Zakladni pojmy

o f(x) = esinx

y=e ~ o x=e /In(")

Inx =siny /arcsin(-)

arcsinlnx=y =

D(f 1y
o Inx=x>0= x€(0,00)
e arcsinlnx = Inxe[-1,1]

D(f~1) = (0,00) N [L,e] = [L,e].
Celkem tedy H(f) = D(f~1) = [L,e].

(© Petr Hasil (MUNI)

D(f) =R, funkce f je prostd pro x € [_%’ g] =

-1<Ihx<1 /e(') = el<x<e = X€[

f~1(x) = arcsinIn x.

Matematickd analyza
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Realné funkce Zakladni pojmy

Priklad 6

Obr.: Graf sudé funkce je symetricky

podle osy y. podle po&atku.

Obr.: Graf liché funkce je symetricky
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REENERTNININ  Zakladni pojmy

Véta 5

Necht funkce f je na svém definiénim oboru prosta a lichd, pak inverzni
funkce =1 je také lichd.

Diikaz.

Z lichosti funkce f plyne x € D(f), pak i —x € D(f). Necht
y € D(f71) = H(f) je libovolné, tj. 3x € D(f) : f(x) = y. Pro

—xeD(f): f(—x)=—f(x)=—-y = —yeD(1).
Oznatme f~1(—y) = z, pak

—y=f(2) = y=—f(2) = y=Ff(-2) = —z=1(y)
= z=—fy) = (=)=

tedy =1 je licha. O

v
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Realné funkce Zakladni pojmy

Definice 9 (Ohrani¢enost)
Bud f funkce a M C D(f). Rekneme, %e funkce f je na mno¥in& M

@ zdola ohranicend, jestliZe existuje d € R takové, Ze pro kazdé x € M
plati f(x) > d,

@ shora ohranicena, jestlize existuje h € R takové, Ze pro kazdé x ¢ M
plati f(x) < h,

@ ohranifend, jestlize existuji d, h € R takové, Ze pro kazdé x € M plati
d < f(x) < h.

o

Ohrani&enost ekvivalentn&

ICER:|f(x)| < C Vxe M.
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REEINERTNINCIN  Zakladni pojmy

P¥iklad 7
Rozhodnéte o parité funkce

e
f(x) =sinhx = ————.
(x) =sinhx 5

urlete funkci inverzni.

Déle uréete podmnoZinu definiéniho oboru, kde je funkce prosta, a zde

(© Petr Hasil (MUNI)

Matematickd analyza

Licha, f=1(y) = In(x + V1 + x2).
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Realné funkce Zakladni pojmy

Ptiklad 8

Obr.: Funkce ohrani€end shora.

Obr.: Ohrani&ena funkce.
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REENERTNININ  Zakladni pojmy

Definice 10
Bud f funkce a M C D(f). Rekneme, Ze funkce f je na mnozin& M

@ rostouci, jestlize

Vxi,xo € M:x1 <x2 = f(x1) < f(x),
o neklesajici, jestlize

Vxi,xo € M x1 <xp = f(x1) < f(x),
@ klesajici, jestlize

Vxi,xo € M:x1 <xp = f(x1)>f(x),
@ nerostouci, jestlize

Vxi,xo E M x3 <xp = f(x1)>f(x).
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Realné funkce Zakladni pojmy

Véta 6

Necht f je na A rostouci (klesajici), pak inverzni funkce f~1 je také
rostouci (klesajici).

Dikaz.
f rostouci (= prostd): x1 < x» = f(x1) < f(x2) < y1 < y». UvaZujme
y1 < y» libovolné = 3x1,x2 : y1 = f(x1), y2 = f(x2). MoZnosti:

Q@ X1 = xo nelze,

Q x1 > x» nelze,

Q x1<x & f i) < f1n)
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Definice 11

Je-li funkce f na mnoZiné M neklesajici, nebo nerostouci, nazyvame ji
monotdnni.Je-li funkce f na mnoZiné M rostouci, nebo klesajici, nazyvame
ji ryze monotonni.

Ptiklad 9

Obr.: Rostouci funkce. Obr.: Neklesajici funkce.

y
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Definice 12 (Periodi¢nost)

Necht p € R, p > 0. Rekneme, 7e funkce f je periodickd s periodou p,
jestlize pro Vx € D(f) plati

x £ p e D(f), f(x £ p) = f(x).

Nejmensi prvek mnoZiny vech period funkce f nazyvame nejmensi perioda
funkce f a budeme ho znadit p.

Obr.: Periodicka funkce.
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REENERTNININ  Zakladni pojmy

Pozndmka
@ Funkce ma bud nekone&n& mnoho period, nebo #adnou.
e f(x) =1 je periodicka, ale nejmensi perioda p (> 0) neexistuje,
0 xe@

1 xeRNQ
perioda neexistuje (Dirichletova funkce).

o x(x)= kazdé g € Q,q > 0, je perioda, ale nejmensi
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Redlné funkce Zakladni pojmy

Ndsledujici pojmy budou pfesnéji definovany pozdéji
Bud f funkce a M C D(f).

o Je-li graf funkce f pro Vx € M nad tecnou sestrojenou v libovolném
bodé xg € M, Ffekneme, Ze f je na mnoziné M konvexni.

@ Je-li graf funkce f pro Vx € M pod te€nou sestrojenou v libovolném
bodé& xg € M, Ffekneme, Ze f je na mnoziné M konkavni

@ P¥imku nazyvadme asymptotou grafu funkce f, jestlize se jeji
vzdalenost od grafu funkce s rostouci soufadnici neustdle zmen3uje.
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REEINERTNINCIN  Zakladni pojmy

Dalsi pojmy
Bud f funkce a M C D(f).
e Je-li f(x) > 0 pro Vx € M, fekneme, Ze f je na mnoZiné M kladna.

e Je-li f(x) >0 pro Vx € M, ¥ekneme, Ze f je na mnoZin& M
nezdporna.

Je-li f(x) < 0 pro Vx € M, ¥ekneme, Ze f je na mnoZin& M zdpornd.
Je-li f(x) <0 pro Vx € M, ¥ekneme, Ze f je na mnoZin& M nekladnd.

Bod [0, f(0)] nazyvdme prise&ik funkce f s osou y.

Je-li f(x0) = 0, pak nazyvdme bod [xo, 0] prisecik funkce f s osou x.

v
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RECINEROLIGIN Operace s funkcemi

Transformace grafu funkce
Necht je ddna funkce y = f(x) a nenulovd redlnd &isla a, b.

e UvaZujme funkci y = f(x + a). Tato funkce ma vi&i pivodni funkci
graf posunuty bud doleva (je-li a > 0), nebo doprava (pro a < 0), a
to o velikost &isla a.

e UvaZujme funkci y = f(x) + b. Tato funkce md vii&i plvodni funkci

graf posunuty bud nahoru (je-li b > 0), nebo dold (pro b < 0), a to
o velikost &isla b.
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REENERTNINGIN  Operace s funkcemi

Operace s funkcemi
o Plati

(f £ 8)(x) = f(x) = g(x),
(f-g)(x) = f(x) - g(x).

Defini¢ni obor téchto funkci je priinikem defini¢nich oborl plvodnich
funkcf, tj.

D(f +g) =D(f)ND(g) =D(f - g).

(-5

Defini¢ni obor nové funkce je prinikem defini¢nich oborl funkci f a g
zlzeny o body, v nichZ je g(x) =0, tj.

o Plati

D (L) = ()N D(@) tx: 600 =0k

v

REEINERTNINGIN  Operace s funkcemi

Dalsi operaci je sklddani funkci.

Definice 13 (SloZena funkce)

Necht u = g(x) je funkce s definiénim oborem D(g) a oborem hodnot
H(g). Necht y = f(u) je funkce s definitnim oborem D(f) 2 H(g).

SloZenou funkci (f o g)(x) rozumime pfitazeni, které Vx € D(g) prifadi
y = f(u) = f(g(x)). Funkci g nazyvdme vnit¥ni slozkou a funkci f vn&jsi
slozkou sloZené funkce. )

D) g D@ f  H(
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RECILEROLIIN Operace s funkcemi

P¥iklad 10
@ Funkce

F(x) = sin x?

je sloZena z funkei f(x) =sinx a g(x) = x? tak, Ze
F(x) = (fog)(x) = f(g(x))-

@ Funkce

G(x) = Vet

je sloZena z funkci f(x) = /x, g(x) = ¥, h(x) = 2x — 4 tak, Ze

G(x) = (fogoh)(x) = f(g(h(x))).
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RECINEROLIGIN Operace s funkcemi

Pozndamka

P¥i uréovani defini¢nich obori sloZzenych funkci je vhodné postupovat
zevnitf. Kazdy defini¢ni obor je priinikem v8ech ziskanych podminek. Nap¥.
je-li F(x) = \/f(x), najdeme nejprve D(f), poté zjistime, ve kterych
bodech je f(x) < 0 a ty odstranime, tj.

D(F) = D(f)\ {x: f(x) < 0}.
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REENERTNINGIN  Operace s funkcemi

Tedy mimo definiéni obory zdkladnich funkci musime brat v dvahu napt¥.
u funkce

o F(x)= %, ze g(x) #0,

o F(x)=+/f(x), ze f(x) >0,

o F(x) =log, f(x), ze f(x) >0,

o F(x)=tgf(x), ze f(x) # 2k + 1), k € Z,
o F(x) = cotgf(x), ze f(x) # km, k € Z,

e F(x) = arcsinf(x), ze f(x) € [-1,1],

e F(x)=arccosf(x), ze f(x) € [-1,1].
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Reélné funkce Elementérni funkce

44 4
3 3
2 ¥ 2
1 .
—I2 ‘l o 1I 2‘ *‘2 -1 a 1 2
: .
Obr.: x2 Obr.: x2, x*
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Realné funkce Elementérni funkce

Definice 14 (Zakladni elementarni funkce)

zdkladni elementarni funkce.

Obecna mocnina, polynomy, goniometrické, cyklometrické, exponencidlni a
logaritmické (a hyperbolické a hyperbolometrické) funkce se nazyvaji

Definice 15 (Elementarni funkce)

funkce.

Funkce, které |ze ziskat konenym poctem selteni, odecteni, vyndsobeni,
podé&leni a sloZeni zakladnich elementarnich funkci se nazyvaji elementarni

(© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 59 /125
Realné funkce Elementérni funkce
4
3
24
1
r T T T T T 1
-2 -1 0 1 2 3 4
x
Obr.: x?, \/x
© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 61 /125




4Iné funkce Elementarni funkce Realné funkce Elementarni funkce

4=
g+ 34 3
6 54

y 19
44 74 1
7 2 1

1 2 1 z T T T 1
x x 1 2 3 4
x
Obr.: x3 Obr.: x3, x°
1 1
X! x2
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RECANCRININGCIN  Elementarni funkce
2 3 B
-1
2
: log, X, Iog%x =7
—ad
Lox o (1)X
Obr.: 2%, ()", log, x, logy x
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Rea
1
05 %/\
o T T T
1 2 3

Obr.: sinx

/—\
7 2 B

Obr.: cos x

Matematickd analyza
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Obr.: sin x, arcsin x
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Realné funkce Elementérni funkce

© Petr Hasil (MUNI)

Obr.: sinx, cos x

Realné funkce Elementérni funkce

© Petr Hasil (MUNI)

Obr.: cos x, arccos x
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4Iné funkce Elementérni funkce

Obr.: tg x

Obr.: cotg x

Matematicka analyza 70/125
1o
2
¥
.
T T T T T 1
-3 -3 -1 1 2 3
i
2
s
Obr.: tg x, arctg x
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Realné funkce Elementérni funkce

© Petr Hasil
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5

Obr.: tg x, cotg x
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Realné funkce Elementérni funkce

Obr.: cotg x, arccotg x
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Polynomy a raciondIni lomené funkce Definice a operace s polynomy

Definice 16 (Polynom)

Funkci P : C — C danou ptedpisem

P(x) = apx" + ap_1x""1 + - + a1x + ag,

nazyvame koeficienty polynomu P. Koeficient a, nazyvame vedouci

polynom P je normovany.

kde ag, ..., an € C, an, # 0 nazyvame polynom stupné n. Cisla ag, ..., an

koeficient, koeficient ag nazyvame absolutni ¢len. Je-li a, = 1 ¥kdme, Ze

Obr.: P(x) =2. Obr.: P(x) =2x—1. Obr.: P(x) = x> —2.
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Polynomy a racionalni lomené funkce Definice a operace s polynomy
P¥iklad 12 (Operace s polynomy)
o Déleni
4 . 2 _ x+21
(4x* — x>+ x% = 3x +7) 1 (x* +2) = 4x? —x—T1+ 55
4x* + 8X2)
0— —3x+7
—(=x"—2) x3 — 2X)
0-7x*—x+7
— (7% — 14)
0—x+21
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Polynomy a raciondlni lomené funkce Definice a operace s polynomy

P¥iklad 11 (Operace s polynomy)

@ S&itdni a ndsobeni konstantou

(3x% —2x +4) = 2(x* + x* +2x — 1)
=3x% —2x+ 4 —2x3 —2x%® —4x +2
=-2x34+x>—6x+6

@ Ndasobeni

(2x? = 3)(x3 +2x + 3)

=2x23(x3 +2x +3) = 3(x® +2x + 3)
=2x° + 43> +6x% —3x> — 6x — 9
=25 +x346x2—6x—9
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Polynomy a racionalni lomené funkce Koteny polynomu
Definice 17 (Ko¥en polynomu)
Cislo a € C, pro které plati P(«) = 0 nazyvame kofen polynomu P.
v
Véta 7 (Zékladni véta algebry)
Kazdy polynom (mnohoclen) stupné& vétsiho neZ 1 md alespori jeden
komplexni koFen.
V.
Dikaz.
Viz algebra. [
v
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Polynomy a raciondlni lomené funkce Ko¥eny polynomu

Véta 8

Necht Pje polynom stupné n > 1 a o je kofenem polynomu. Pak existuje
polynom Q stupné n — 1 takovy, Ze P(x) = (x — a)Q(x).

Diikaz.

P(x) = apx" + - - 4+ a1x + ao, pak

P(x) — P(o) = apx" + -+ -+ aix+ap — (apa" + - - - + a1+ ag) =
an(x"—a") + -+ ay(x — ) =
(X_a)[lal+32(X+0‘)+“‘+an(xn_1+x”_2a+--.+xa"—2+an—1z],

-~

Q(x)

stQ=n—1. ]

V.
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Polynomy a racionalni lomené funkce Koteny polynomu

Disledek (véty 7)

Kazdy polynom stupné n > 1 ma pravé n kotenl v C, pfi¢emz kaZdy kofen
je potitan tolikrat, kolik je jeho ndsobnost.

o

Dikaz.

P(x), st. n > 1, pak 3a € C: P(a) =0 = P(x) = (x — a)Q(x), je-li

stQ > 1, pak md Q alespoii jeden kofen 3 € C (je mozné 5 = a) =

P(x) = (x —a)(x — B)Qi(x) ... O

v
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Polynomy a raciondlni lomené funkce Ko¥eny polynomu

Definice 18 (Kofenovy &initel a nasobny koten)

Je-li &islo a € C koFen polynomu P, nazyvame linedrni polynom x — «
koFenovy Cinitel pFislusny ke kofenu «. Cislo « je k-ndsobnym kofenem
polynomu P (k € N), jestlize existuje polynom Q(x) stupn& n — k takovy,
Ze

P(x) = (x — 2)*Q(x), Q(a)# 0.
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Polynomy a racionalni lomené funkce Koteny polynomu

Véta 9 (Rozklad polynomu na soutin kofenovych &initeld)

Necht P je polynom stupnén>1aaa,...,am (m < n) jsou jeho koFeny
nasobnosti postupné ki, ..., km, pak plati ki +---+ kn=n a

P(x) = anx" 4 -+ + a1x + ap = an(x — 1) (x — a2) -+ (x — am)*m.

Diikaz.
Vztah ki + - -+ + km, = n plyne z pfedchoziho disledku. Podle definice
ki-nasobného kotene oy mame P(x) = (x — a1)M @1(x) a ag, ..., any, jsou

kofeny Qi(x) jako byly kofeny P(x) = Qi(x) = (x — a2)® @a(x) = --- =
P(x) = (x — 1) (x — ap)k - (x — am)* - C,

kde C je polynom stupné 0. Porovnanim koeficientl u x” zjistime hodnotu
C = C=a,. Tedy

P(x) = an(x — 1)} (x — an)* - (x — o)k

]

v
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Polynomy a raciondIni lomené funkce Ko¥eny polynomu

Véta 10

Necht P(x) = apx" + -+ + a1x + ag je polynom s redlnymi koeficienty
(tj. a;i € R). Je-li komplexni &islo z = a4+ i3 koFenem polynomu P(x), pak
je jeho koFenem i &isloz = v — if3.

v

Diikaz.
0=P(z) = 0=P(z) =

0=a,z"+ - Faiz+a=a,(2)"+---+3a31(z) + a0
=a,(2)"+ -+ a1(2) + a0 = P(2),

= P(Z) =0, tedy Z je kofenem polynomu P(x). O

v
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Polynomy a racionalni lomené funkce Koteny polynomu

Véta 11 (O rozkladu v redlném oboru)

Necht P(x) je polynom s redlnymi koeficienty, o, ..., am jsou jeho redlné
kofeny ndsobnosti ki, ..., km, B1 £ iv1,...,Bp L ivp jsou navzdjem
sdruZené komplexni koFeny ndsobnosti {1, ..., L. Pak plati

kit km+ 2004+ £p) = n

a

P(x) = an(X—al)kl . (x—am)k"’ [(X—ﬁ1)2+vf]zl e [(X—ﬂp)2+7i2,]e”.4

Diikaz.
Dikaz plyne ze vzorce pro rozklad na soucin kofenovych &initeld. ]
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Polynomy a raciondlni lomené funkce Ko¥eny polynomu

Disledek

Necht P(x) je polynom s redlnymi koeficienty a z = a + i3 je k-ndsobnym
kotenem P(x), pak i Z =« — if3 je k-ndsobnym kofenem P(x). Zejména
kazdy polynom lichého stupn& ma alespofi jeden redlny kofen a polet

7 w7

redlnych kofenl polynomu stupné n je roven n, nebo je o sudé &islo mensi.
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Polynomy a racionalni lomené funkce Koteny polynomu

Ptiklad 13

RozloZte v redlném oboru polynom P(x) = x® 4 x2.

P(x) = x? [(X2 +1)% - 2x2] = x? [(X2 +1)-— \f2x] [(x2 +1)+ \ﬁx]

(Koteny jsou 0,0, % + i%, —% + ,%)
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Polynomy a raciondIni lomené funkce Ko¥eny polynomu

Poznamka

Vypocet kofeni polynomu

o n=1P(x)=ax+b=x= =2,
n=2: P(x)=ax?+ bx + ¢ = xp = —bEVb 4ac 3’;274“,
n = 3: Cardanovy vzorce,

n = 4: existuji vzorce pro vypocet pomoci koeficient,

n > 5: neexistuje obecny vzorec (dokazal E. Galois).

Hornerovo schéma pro vypocet hodnoty polynomu

P(x) = P(x) — P(a) +P(a) = (x — ) Q(x) + P(«).
—_——

ma kofen «
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Polynomy a racionalni lomené funkce Koteny polynomu

Doplnéni na ¢tverec

2
ax® + bx + c = a(x® + x + €), XX+ px+qg=(x+8)2-E +q.

y = x? 4+ 6x + 5,
y=(x+3)2-9+5,
y=(x+3)>—4,
y+4=(x+3)>.

Tato parabola md vrchol v bod& [—3, —4] a je otevfena sm&rem nahoru.
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Polynomy a raciondlni lomené funkce Ko¥eny polynomu

Kvadraticky polynom P(x) = ax? + bx + ¢

o D = b?— dac, e D>0 = x#x, x2€R,
® X120 = %ﬁl e D=0 = xx=x2, x12€R,

o P(x) =a(x—x1)(x—x). @ D<0 = x=%x xp€eC

Obr.: P(x) = ax?+bx+c, a>0. Obr.: P(x) =ax?+ bx+c, a<0.

.
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Polynomy a racionélni lomené funkce Koteny polynomu
Hornerovo schéma je algoritmus pouZivany pfi rozkladu polynomu na
soudin kofenovych ¢Ciniteld.
Véta 12
Necht jsou dany polynomy
P(X) = apx" + anflxn_:l + -+ aix + aop,
Q(x) = bp1x" " 4 bpox""% + -+ + bix + by.
JestliZe existuji a, b_1 € R takové, Ze
P(x) = (x — a)Q(x) + b_1,
pak
b,_1 = ap, bx_1=abx+ax, k=0,...,n—1. )
Poznamka
P(a) = b_1, tedy je-li b_; =0, pak je o kofenem polynomu P.
V.
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Polynomy a raciondIni lomené funkce Ko¥eny polynomu

Postup

Koeficienty polynomu P(x) = apx" + a,_1x" "1 + - 4 ayx 4 ag spolu s
¢islem « sepiseme do tabulky

bp_1 = an, b1 =abx+ax, k=0,...,n—1.

Tim ziskdme polynom Q(x) = b,_1x" 1 + b, 2x" "2+ --- + byx + by a
¢islo b_1 takové, Ze plati

P(x) = (x — a)Q(x) + b_1.
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Polynomy a racionalni lomené funkce Koteny polynomu

Ptiklad 15

Rozlozte polynom P(x) = x* — 5x3 4+ x? + 21x — 18 na soutin kofenovych
Ciniteld.
Raciondlni kofeny jsou mezi &isly +1, 42, +3, 46, 49, +18.

1 -5 1 21 -18
11 -4 -3 18 |0
111 -3 6 12 - v" Nasli jsme kofeny 1, —2.
1]1 5 2 16 - vV Qx)=x>-6x+9
211 2 -7 4 - VvV P(x)=
21 6 9 Jo - (x = D(x+2)Q(x)
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Polynomy a raciondlni lomené funkce Ko¥eny polynomu

Véta 13 (Celotiselné koteny)

Necht P je polynom s celo&iselnymi koeficienty. Pak jsou viechny jeho
raciondini kofeny vyjadFitelné jako podil déliteli jeho absolutniho &lene a
vedouciho koeficientu.

P¥iklad 14
P(x) = x* = 5x3 + x> + 21x — 18, tedy ap = —18, a4 = 1.
V&echny raciondlni (celo&iselné) kofeny jsou tedy mezi déliteli &isla —18:
41,42, 43, £6,+9, +18.

Skute&n&

P(x) = (x — 1)(x +2)(x — 3)°.
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Polynomy a racionalni lomené funkce Koteny polynomu

Protoze Q(x) je kvadraticky polynom, neni nutné dal pokralovat v
Hornerové schématu. Zbyvajici kofeny dopoditame pomoci diskriminantu.

6+0

3
2

Qx)=x>-6x+9 = D=36-36=0 = x.o=

Tedy polynom P ma dva jednoduché kofeny 1, —2 a jeden dvojndsobny
kofen 3.0dtud

P(x) = (x — 1)(x +2)(x — 3)°.
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Polynomy a raciondlni lomené funkce Racionalni lomené funkce

Definice 19

Necht P, Q jsou polynomy takové, Ze @ je nenulovy (tj. Q(x) #0) a P, @

.y v 7 o _ P(x) ;o I
nemaji spoletné koteny, pak funkce R(x) = Q) € nazyva raciondlni
lomend funkce. Je-li navic st P < st @ nazyva se ryze raciondlné lomend
funkce.

Véta 14

KaZdou neryze lomenou funkci je mozné (pomoci dé&leni polynomii)

vyjadFit jako soulet polynomu a ryze lomené racionalni funkce.
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Polynomy a racionélni lomené funkce Racionalni lomené funkce

Diikaz.
P(x) _ P(x)

) = Garae) Pro VA € R plati rovnost

P(x) B A
(x —a)k

(x —a)kQi(x)

P(x) — AQ:1(x)
(x —a)kQu(x)’

zejména plati pro A = (’;((aa)). Pro takto zvolené A je &islo a kofenem

P(x) = AQi(x), tj. P(a) - 4 Qi(a) =0
=  P(x) - AQi(x) = (x —a)QA(x) =

P(x) _ P(x) _ A (x — a)Qa(x)
Q)  (x—a)@(x) (x—a)f  (x—a)fQu(x)
__A 4 B @(x) — BQ1(x)
(x—a)f  (x—a)ft = (x = a)f 1 @i(x)

Opakovénim postupu dostaneme tvrzeni (1). Tvrzeni (2) dostaneme z (1)
pouZzitim pro dalsi ko¥eny. ]

v
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Polynomy a raciondlni lomené funkce Racionalni lomené funkce

Véta 15

Necht P, Q jsou polynomy s redlnymi koeficienty (P, Q € R[x]),
stP=n,stQ =m, a € R je k-ndsobny kofen polynomu Q, tj.

takovd, Ze

P(X) N Al A2 Ak Pl(X)
Qx) =) x—a)F 1 T T x—a) T aux)

kde Py je jisty polynom stupné n — k. Zejména ma-li Q pouze redlné
koFeny a1, ..., ndsobnosti ki, . .., km, pak existuji &isla
Al,...,AL,..., 1., A € R takovd, Ze

Q(x) = (x — @) @u(x), kde Q1(x) # 0. Pak existuji &isla Ay, ..., Ax € R

(1)

1 2
P _ A A A o M
Qlx) (x—ar)k (x—a1)  (x—ag)k (x — a2)

P AT
e — 4 (2
(x — am)r R
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Polynomy a racionélni lomené funkce Racionalni lomené funkce
Véta 16
Necht P, Q € R[x], st P < st Q a @ md dvojici komplexnich koFend
B+ i, kaZdy z nich ndsobnosti £ > 1. Pak existuji redIna &isla
By, G, ..., By, Cp takova, Ze plati
P(x) _ P(x)

- ¢
QR [(x =B+ Qu(x)

B Bix+ G n Byx + G n P1(x)
R T T () e I e
kde Q1(x) md stuperi (st Q — 2¢) a P1(x) je jisty polynom.
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Polynomy a raciondIni lomené funkce Racionalni lomené funkce Polynomy a raciondlni lomené funkce Racionalni lomené funkce
Diikaz.
g =, = Bl | JW-Baly) Shrnuti — Rozklad racionaIni lomené funkce na souZet parcialnich zlomki
[(=82+2) @x) (=22 [(x-B)22] Qulx)
stP<stQ, stQ=ki+ -+ km+2(l1+---+{p)
Necht B, C jsou takové, Ze P(x) — (Bx + C)Qi(x) ma ko¥eny (3 =+ iv, tj.
plati P(x) — (Bx + C)Qi1(x) = [(x — B)? + v?]Pa(x). Pak plati S(X) - PO .
0V ey Gemam )b [ 12 497] o[- 23] 7
Plx) _ Bx+C [(x = B)* + 7% Pa(x) All ALl Al Al
- ¢ ¢ = 4.4 —" 44— 4.4 Sm
QL) [(x=82+12"  [(x=B2+72] Qux) (x —ap)k x —a1) (x — ) x — am)
Bt S N Cdhed! | ehea
_ 2 2 _ 2 215~ o
L A R N (R V)
tni krét dostéva bl Clel
Opakovénim tohoto postupu ¢-krat dostdvame B{p]x + Cl[P] o Bes X + CZ:
P(x) Bix+ G Bix + G P1(x) [(X — ﬂp)z + ’7,2,] tr [(X - /Bp)z + 73]
) = TR T T o) J
[(x — B)2 +~2] (x=B2++%] &
D;
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Polynomy a racionélni lomené funkce Racionalni lomené funkce Goniometrické a exponencidlni funkce a funkce k nim inverzni Goniometrické funkce
Vlastnosti goniometrickych funkci
Priklad 16 e f(x) =sinx:
RozloZte funkci 41 D(f) =R, H(f) = [-1,1], licha, periodickd p = 2,
X
5 a3 A0 f(x) = cosx:
5+ 3x3 +2 °
e S D(f) = R, H(F) = [~1, 1], sudd, periodickd p = 27,
na parciaini ziomky. o f(X) _ th _ Egns);
I o S Wn pas D(f):R\{(2k+1)%,keZ}, H(f) =R, licha, periodickd p = ,
x543x34-2x x(x*43x242) x(x242)(x2+1) 2x x?+1 2x2 44 ° f(X) = cotg x = (;Ior‘s;(
D(f) =R~ {km, k € Z}, H(f) =R, lichd, periodickd p = .
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Goniometrické funkce

Goniometrické a exponencialni funkce a funkce k nim inverzni Goniometrické funkce Goniometrické a exponencialni funkce a funkce k nim inverzni

Vzorce
@ sin(x + y) =sinxcosy + cosxsiny
ol z | = | = |z .
X 5 7 3 | 3 @ cos(x + y) = cosxcosy —sinxsiny
sinx | 0| 1 % \/75 1 @ sinx +cos®x =1
Vil va | o1 @ sin2x = 2sin x cos x
COS X 1 5 5 5 0 5 )
3 @ COS2X = COS” X — sin“ x
th 0 "3 1 \/§ — o sin % -4 /l—CZOSX
cotgx | — | V3| 1 ‘? 0 :
— +cos
@ cosy = 4/

° cos(x — g) =sinx

4
(© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 106 /125 © Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 107 /125
Goniometrické a exponencialni funkce a funkce k nim inverzni Cyklometrické funkce Goniometrické a exponencialni funkce a funkce k nim inverzni Cyklometrické funkce
Ptiklad 17
Nacrtn&te graf funkce y = arcsin(sin x). J
oo = = |- T
Definice 20 D(f) =R, H(f) = [ 27 2]'
Inverzni funkci k funkci sin x definované na intervalu [—721, %] nazyvame perioda: g(f(x)) = g(f(x + p)) = perioditnost g: p = 27
arkus sinus a zna&ime arcsin x. ) x € [_g’ T]:  arcsin(sinx) = x
T 3w]. _ . o e — cin(_
Vlastnosti bs E.[z,. T x Tt sinx sin(m + t) sint = sin(—t),
. o arcsin(sin x) = arcsin(sin(—t)) = —t =7 — x
D(f) = [-1,1], H(f) = [-3, %], rostouci, lich3
154
1| 2|8
X H Ola |5 |5 |1 H
H s ™ s s
arcsinx | 05| 5 | 5|5 )

B
ol o
ol
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Goniometrické a exponencialni funkce a funkce k nim inverzni Cyklometrické funkce

Definice 21
Inverzni funkci k funkci cos x definované na intervalu [0, 7] nazyvdme
arkus kosinus a zna¢ime arccos x. )
Vlastnosti
D(f) = [-1,1], H(f) = [0, 7], klesajici, ani suda ani licha
V3 V2 1 1| 2 ‘ V3
X H_l‘_ST 212101515 |5 |1
™ us s us us ™ us
arccosx || 7 | F | F | F[5|5[ 5§50 )
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Goniometrické a exponencidlni funkce a funkce k nim inverzni Cyklometrické funkce

Priklad 19
Dokazte, Ze pro Vx € [—1,1] plati

. i
arcsin X 4 arccos x = 5

Pro Va € R: sinav = cos(m/2 — «).
Necht o = arcsinx, x € [-1,1] = a € [-7/2,7/2)].

Tedy o = arcsinx = sina = x = x = cos(7/2 — «) kde (7/2 — ) € [0, 7]
= arccos x = arccos(cos(7/2 — o)) = 7/2 —a = 7/2 — arcsin x =
arcsin x + arccos x = 7. O
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Goniometrické a exponencidlni funkce a funkce k nim inverzni Cyklometrické funkce

Ptiklad 18
Na&rtnéte graf funkce y = arccos(cos x). J

perioda p = 27, x € [-m,0] = —x € [0, 7]

ol A
A
Bl
A
o
a

o
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Goniometrické a exponencialni funkce a funkce k nim inverzni Cyklometrické funkce

Definice 22
Inverzni funkci k funkci tg x definované na intervalu [—7/2, 7/2] nazyvame
arkus tangens a znalime y = arctg x.
Vlastnosti
D(f) =R, H(f) = (—n/2,7/2), rostouci, licha
1
x  |Jo) |t vE]ee
retex 100 5 151513 |
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Goniometrické a exponencialni funkce a funkce k nim inverzni Cyklometrické funkce

Priklad 20

Na&rtnéte graf funkce y = arctg(tg x).

[SIER

D(f) =R~ {(2k+ l)g,k e Z}

(© Petr Hasil (MUNI)
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Goniometrické a exponencidlni funkce a funkce k nim inverzni Cyklometrické funkce

P¥iklad 21
Na&rtnéte graf funkce y = arccotg(cotg x).

TE R
IR

D(f) =R~ {km, k € Z}
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Goniometrické a exponencidlni funkce a funkce k nim inverzni Cyklometrické funkce

Definice 23

Inverzni funkci k funkci cotg x definované na intervalu [0, 7] nazyvdme
arkus kotangens a zna¢ime y = arccotg x.

V.
Vlastnosti
D(f) =R, H(f) = (0, ), klesajici, ani suda ani licha
1 1
|| A [0 (1] vE ]
s s ¥ s ™ ™ s
arccotgx | 7w | F [ F | F 2[5 18§ [0]
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Goniometrické a exponencialni funkce a funkce k nim inverzni Exponencialni funkce
Definice 24 (Mocnina)
Necht a,x € R, a > 0. Potom definujeme mocninu jako
sup{a": r<x,reQ}, a>1,
—X
=< ()77, 0<a<l,
1* =1, a=1.
y
ex=neN = a"=3a---3,
——
n-krat
e x=-nneN = a_":%,

0a/"=y y>0=y"=a,

0 af = aP/d = (ap)l/q, g € Q.
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Goniometrické a exponencialni funkce a funkce k nim inverzni Exponencidlni funkce

Definice 25

Necht a € R, a > 0. Funkci y = a* nazyvdme exponencidlni funkce o
zakladu a.

Vlastnosti
D(f) =R, H(f) = (0,00),
a® =1 pro Va > 0,

rafy funkci a* a (1/a)* jsou osové soumérné podle osy y,
graty

pro a > 1 je rostouci, a = 1 konstantni a 0 < a < 1 klesajici,
T =a%. 2, Vx,y €R,

() = a¥, Vx,y €R,

Eulerovo ¢islo: e = Iim,,_mo(l + %)n =2.71828...
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Goniometrické a exponencidlni funkce a funkce k nim inverzni Logaritmické funkce

Vzorce
Vx,y,a,b € RT,a,b#1
log,1=0,

log, b=1=log,b-log,a,
log, x¥ = ylog, x,

log,x -y =log,x+log,y,
log, & = log, x —log, y,
log, x* =y - log, x,

X = 3'08a%

_ logpx
log, x = fog, 2"
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Goniometrické a exponencidlni funkce a funkce k nim inverzni Logaritmické funkce

Definice 26

Inverzni funkce k funkci y = a* se nazyva logaritmus o zakladu a, pro
a€ (0,1)U(1,00) (pro a =1 neni a* prosta funkce), zna&i se y = log, x.

Vlastnosti
e D(f) =(0,00), H(f) =R,
@ log,1=0
@ pro 0 < a <1 je klesajici a pro a > 1 rostouci,
o grafy funkci log, x a log1 x jsou osové soumé&rné podle osy x,
a
@ log.x =Inx.
v
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Goniometrické a exponencidlni funkce a funkce k nim inverzni Mocninna funkce
Definice 27
Necht r € R. Funkci y = x",x > 0 nazyvdme mocninnou funkci.
v
Vlastnosti
o D(f) = (0,00)
0, 00 r#0
Y H(f‘) — ( Y )’ # b
{1}, r=0,
@ pro r > 0 je na (0,00) rostouci, pro r < 0 klesajici a pro r =0
konstantnf,
o x" =e"X x € (0,00).
.
Poznamka
Pro n&ktera r Ize samozfejmé rozsifit i do nekladnych hodnot x.
v
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