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Q Primitivni funkce a zdkladni integraéni metody
@ Pojem primitivni funkce
® Metoda per partes a substituce

© Integrovani racionalnich, goniometrickych a iracionalnich integrali
@ Racionalni lomena funkce

@ Goniometrické funkce
® lracionalni funkce

e Riemanniv integral
® Definice Riemannova integralu
@ Podminky integrovatelnosti a zdkladni vlastnosti
@ Integral jako funkce horni meze
@ Vypocet Riemannova integrélu
® Zikladni geometrické aplikace Riemannova integralu
® Dalsi geometrické aplikace Riemannova integralu
® Zakladni fyzikalni aplikace Riemannova integralu
® Nevlastni Riemanniyv integral
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Pojem primitivni funkce

Definice 1

Rekneme, ¥e funkce F je na intervalu | primitivni funkci k funkci f, jestlize

F'(x) = f(x), ¥x € I.
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Primitivni funkce a zakladni integraéni metody Pojem primitivni funkce

Véta 1

Jsou-li funkce F a G primitivni funkce k funkci f na intervalu I, pak
existuje konstanta ¢ € R takovd, Ze G = F + c.

Dikaz.
F'(x) = f(x),G'(x) = f(x) = (F(x) — G(x)) =0na | =
spojita funkce
F(x)— G(x) =ceR. O
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Pojem primitivni funkce

Definice 2

MnoZina primitivnich funkci k funkci f se nazyva neurcity integral funkce f
a zna¥i se [ f(x)dx.
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Primitivni funkce a zakladni integraéni metody Pojem primitivni funkce

Véta 2

o [[f(x)+g(x)]dx = [f(x)dx + [ g(x)dx,
o [[c-f(x)]dx =c- [f(x)dx, c € R.

Dikaz.
Dikaz plyne z pFislusnych vzorcl pro derivovani.
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Pojem primitivni funkce

Pozndmka
Neexistuji obecné vzorce pro integral ze souinu dvou funkci a jejich podl’lu.J
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Pojem primitivni funkce

Véta 3 (Zakladni integrdlni vzorce)
Necht A,B,a,c,k,n€ R, a>0, n# —1.
Q@ [kdx=kx+c, ef#dx:tgx—l—c,
x"t1
Q@ [x"dx="5+c, Q@ [ dx=—cotgx+c,
Q@ [Ldx=1In|x|+c, @f\/ﬁdx:arcsin%ﬁLc,
0 [adx=p5+c (r 2inx:In|x+\/x2j:B|—|—c7
Q [ef dx =¢e"+c, @ te % 4
arc c,
Q [sinxdx= —cosx +c, A2+X2 = Aarcig
_ A-‘r
@ [cosxdx=sinx+c, @ | wm dx = gzIn |25 + <,
kde x naleZi vZdy do defini¢niho oboru pFislusné funkce.
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Primitivni funkce a zakladni integraéni metody Pojem primitivni funkce

Duikaz.

Dikaz provedeme dle definice, tedy pfimym derivovanim. (P¥icemZ bereme
v tvahu vétu 1.) Napt.

[In(x + Vx2 £ B)+c]/ =

x+W< 1( + B)~ 1/22x>

X
x+\/x2:|:B< \/x2:|:B>
1 x+vVx2+ B 1
X—|—\/X2:|:B Vx2+ B \/X2:|:B

O]

V.
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Primitivni funkce da egra& € Yl Pojem primitivni funkce

Poznamka

y = In(x + v/x2 + 1) je inverzn{ funkef k funkci y = €5~ = sinh x.
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Primitivni funkce a zakladni integraéni metody Pojem primitivni funkce

Véta 4 (Dostatetnd podminka existence primitivni funkce)

Necht funkce f je spojitd na intervalu | C R. Pak k ni na tomto intervalu
existuje funkce primitivni.

Diikaz.
Pozdgji — viz véta 23. 0J
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Primitivni funkce a zakladni integraéni metody Pojem primitivni funkce

P¥iklad 1

UvaZujme funkci

x?sinl, x#0

0, x=0"
Pro x # 0 je F/(x) = 2xsin £ + x?cos 1 =3 = 2xsin 1 — cos 1,
pro x =0 je
F/(0) = limyyo FO=EO — jim, g
2xsm%—cos%, x#0

, x=0

Pro funkci f(x) := F’(x) je tedy F(x) primitivni funkci na celém R.
Funkce f(x) p¥itom neni spojitd v x = 0, protoZe

x2sin 1

X = |imy_,g x sin % =0,

tedy F'(x) =

. 1 1_ 1

limy—s0 f(x) = limy_,0 2xsin 5 — cos > = lim 2xsin ; — lim cos
x—0 x—0

=0 neexistuje

neexistuje.

Tedy spojitost neni nutnou podminkou pro existenci primitivni funkce.

v
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Primitivni funkce a zakladni integraéni metody Pojem primitivni funkce

Definice 3

Rekneme, e funkce f mé intervalu | Darbouxovu viastnost, jestlize
Vt1, tp € | funkce f nabyva viech hodnot mezi hodnotami f(t1) a f(t2).
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Pojem primitivni funkce

Pozndmka
Podle 2. Bolzanovy véty spojité funkce maji Darbouxovu vlastnost. J
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Pojem primitivni funkce

Véta 5 (Nutnd podminka)

Necht F je primitivni funkci k funkci f na intervalu |. Pak funkce f md na
intervalu | Darbouxovu vlastnost.
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Pojem primitivni funkce

Dikaz.
Necht x1,x, € I jsou libovolné a predpokliddejme, Ze f(x1) < f(x2).
(Kdyby f(x1) > f(x2), dikaz je obdobny.)

Necht « € (f(x1), f(x2)) je libovolné. UkdZeme, Ze existuje ¢ € | takové,
Ze f(c) = .

UvaZujme funkci g(x) = F(x) — ax, tato funkce je na uzavfeném intervalu
s krajnimi body x1, x» spojitd (md derivaci = je spojitd) a

g'(x)=F(x) —a="f(x)—a.

Déle g'(x1) = f(x1) —a <0, g'(x2) = f(x2) —a > 0. Necht x; < x2 a

¢ € (x1,x2) je takové, Ze g(c) = min{g(x), x € [x1,x2]} (takové c existuje
podle 2. Weierstrassovy véty). Nutné plati g’(c) = 0 (jinak by bod ¢ nebyl
bodem minima funkce g na intervalu [x1, x2]), tedy
0=g'(c)=f(c)—a= f(c) = a. Pro x; > x; podobn& (c bude bod
maxima funkce g). O

v
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Primitiv e a gra etody Pojem primitivni funkce

P¥iklad 2
K funkci
1, x>0
f(x)=40, x=0
-1, x<0

neexistuje primitivni funkce na Zddném intervalu obsahujicim bod x = 0.
Tato funkce nema na takovém intervalu Darbouxovu vlastnost.
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Pojem primitivni funkce

P¥iklad 3

K Dirichletov& funkci x(x) neexistuje primitivni funkce na Zadném
intervalu.

P¥iklad 4

K funkci f(x) = |x| existuje primitivni funkce na celém R. Touto primitivni
funkci je

%2 +c x>0

F(x) = .
() —X?Z—i—c x<0
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Pojem primitivni funkce

Pozndmka
Neni zndma nutna a postacujici podminka pro integraci. J
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Primitivni funkce a zakladni integraéni metody Metoda per partes a substituce

Véta 6 (Metoda per partes)

Necht funkce u, v maji derivaci na intervalu |. JestliZe existuje primitivni
funkce k funkci (uv'), pak existuje i primitivni funkce k funkci (u'v) a plati

/uv’dx =uv — / u'vdx.
Duikaz.

(uv) = u'v+ uv' naintervalu [. Je-li F primitivni funkce k uv/, tj.
F' = uv’, pak pro funkci G = uv — F plati

/ / /
G=w-F)Y=dv+uw —-F =dvv+uw —uw' =1dv,

tedy funkce G je primitivni funkci k funkci 'v, p¥item? F = uv — G je
vztah z véty. L]

v

Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 22 / 196



Primitivni funkce a zakladni integraéni metody Metoda per partes a substituce

Poznamka

Jako funkci u, tedy tu, kterou p¥i pouZiti véty derivujeme, volime zpravidla

Nl

funkci, kterad se p¥i derivovani ,vice zlepsi".
/P(X)f(x)dx,
kde P(x) je polynom, ¥esime pomoci metody per partes takto:
Je-li f(x) jedna z funkci a*, sin(kx), cos(kx), pak volime u = P(x).

Je-li f(x) jedna z funkci log](kx), arcsin(kx), arccos(kx), arctg(kx),
arccotg(kx), pak volime u = f(x).

Metodu per partes lze pouZit opakované.
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Metoda per partes a substituce

P¥iklad 5

uU=x u=1
v =sinx v = —cosx

/xsin xdx =

:x-(—cosx)—/l-(—cosx)dx:—xcosx+/cosxdx

= —XxCcosx +sinx + c.

Poznamka

Zkousku provedeme zderivovanim vysledku.
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Primitivni funkce a zakladni in

P¥iklad 6
2.2 _
/3x In“ xdx = 3
31,2 1 3
=xIn“x— [ 2-Inx-—-x’dx
X

:x3-|n2x—2/x2|nxdx:

u =
vi=

&ni metody Metoda per partes a substituce

X =

v
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Metoda per partes a substituce

Priklad 7

Vv==¢

!
u=Xx u:l
= ] =x2e -2 xex—/exdx

2 /
u=x< u 2x
/2e dx = o~ o | =X 2/xexdx

V= v=e

=x2eX —2xeX 42 +c=e¥ (x> —2x+2)+ ¢
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Priklad 8

Primitivni funkce

In xdx

Metoda per partes a substituce

/
u=Inx u =
=xInx— [ 1dx

X X[

vVi=1 v=

=xInx—x+c¢

Matematicka analyza
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Primitivni funkce a zakladni integraéni metody Metoda per partes a substituce

Pozndmka

Metodu per partes je moZné pouZit i na soudin trigonometrické funkce s
funkci exponencidlni. V tomto p¥ipad& se metoda provede dvakrat se
stejnou volbou u, v a hledany integral se vyjad¥i p¥fimo z obdrzené rovnosti.
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Primitivni funkce a zakladni integraéni metody Metoda per partes a substituce

Priklad 9

X u=sinx u =cosx

e” sin xdx = L <
vVi=e v=e

u=cosx u =—sinx
vi=eX v =e"

=e¥sinx — /ex cos xdx

= e*(sinx — cos x) — /eX sin xdx

Tedy pro | := [ e*sinxdx mame | = e*(sinx — cosx) — /. Odtud
2/ = &*(sinx — cos x), tj.

X
/eX sin xdx = e?(sinx —cosx) + c.

= e"sinx — ¥ cos x + /ex(— sin x)dx

Volba u, v je zde libovolna, pouze se musi zopakovat stejné.
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Primitivni funkce a zakladni integraéni metody Metoda per partes a substituce

Véta 7 (Substituéni metoda)

Necht I, J C R jsou intervaly, ¢ : | — J, f : J — R a o md na | derivaci.

Je-li funkce F primitivni k funkci f na J (tj. F'(x) = f(x) na J), pak
funkce F(p(x)) je primitivni na | k funkci f(p(x)) - ¢'(x).

Naopak ma-Ii funkce @ na | derivaci riznou od nuly a G je primitivni
funkce na | k funkci f(p(x)) - ¢'(x) (t. G'(x) = f(p(x)) - ¢'(x)), pak
funkce G(p~Y(x)) je primitivni k funkci f na intervalu J.

Plati tedy vzorce:

[ Feuneea = | 75

@© Petr Hasil (MUNI)
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Primitivni funkce a zakladni integraéni metody Metoda per partes a substituce

Diikaz.

Véta vyplyva ze vzorce pro derivaci sloZené funkce.

V prvni &asti je F primitivni funkce k f, tj.
F'(x) = f(x) = [F(e(x))] = F'(e(x)¢'(x) = f(o(x))#(x).

V druhé &3sti ma ¢’ Darbouxovu vlastnost a je bud kladnd, nebo z4dporna
na celém /. Funkce ¢ je tedy spojitd a ryze monoténni — ¢! ma derivaci
naJa .
(X)) = 1y
¢'(¢H(x))
P¥edpokladem v&ty je G'(x) = (f o p)(x) - ¢'(x), tedy

(Goyp™)(x) = (6" 0w )(x) (¢ ) (x)

=(fopop M)(x) (¢ op )(x)-

1

P oe D )

]
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody

Metoda per partes a substituce

P¥iklad 10
x2 =t
fxexzdx: 2xdx =dt | = fet%dt: %fetdt: %et—i-C: %exz—kc
xdx = %dt
P¥iklad 11
x2 =t
[ 5adx = [ 2xdx =dt | = 3 ljlrttz =larctgt+c=Sarctgx®+ ¢
xdx = 1dt
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Primitivni funkce a zakladni integraéni metody Metoda per partes a substituce

P¥iklad 12
Ur&ete primitivni funkci k funkci Va2 — x2 pro x € [—a, a]. J

x = asint
/22 29y — _ [ /52 2 cin2
a¢ — x°dx = = a¢ — a%sin“ t acos tdt
/ dx:acostdt| /
1+ cos2t
:az/\/l—sin2tcostdt:32/cos2 tdt:az/+—dt

2
2
:—/1dt+—/cos2tdt— a_sm t-l—c

2 2
= 2(t—l—5|ntcost)+C—32(t:|: sinty/1—sin?t) 4 ¢
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Primitivni funkce a zakladni integraéni metody Metoda per partes a substituce

Poznamka

Vime, Ze plati

t, te[-5+2km 5 +2kn| ke,

arcsin(sin t) = 3
—t, te |5 +2km, 3 +2kn| ke

Tedy pro % = sint mdme arcsin 7 = &t, tj. t = *arcsin 7, pfiemz
znaménko se shoduje se znaménkem funkce kosinus. Celkové jsme proto
mohli ve vypo&tu postupovat jako pro t € [—m/2, /2], protoZze minusy se
vzdy sejdou dva a vS8echny konstanty |ze shrnout na zavér do c.

(Ve skute¢nosti je samozfejmé t € R.)
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Racionélni lomena funkce

Poznamka

JiZ vime, Ze kaZdou raciondlni lomenou funkci, kterd neni ryze lomen3, lze
pomoci déleni polynomi p¥evést na soulet polynomu a ryze lomené
raciondlni funkce, kterou je moZné rozloZit na parcidlni zlomky.

Budeme se tedy zajimat pouze o integraly z parcialnich zlomkd

Zaméfime se na 5 typi integrald:

A
e f x2+px+qu’

° fxéadx’ () f _Ax+B
@ [ Aydx Frpera X
(x—a)n ! 5 j‘ _ Ax+B dx
O3 +pxta)

kde A, B, a, p, q jsou realnd &isla, p> —4qg < 0a ne N~ {1}.
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Raciondlni lomena funkce

Typ 1 a 2 Ye$ime substituci t = x — a.
XxX—a=t

A dx =
(x —a)" T dx=dt

Aln|t]+c=Aln|x —a|+ ¢ (n=1)
- 1—n A . A
ATt o= et + ¢ = @apeay T (0#1)

1
=A [ —dt
tn
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Raciondlni lomena funkce

Piklad 13 (Typ 1)

t=2x-—28

JEE e Y E
X= dx = 3dt f

=g|n]t|+czgln|2x—8]+c.
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ni raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrali Raciondlni lomena funkce

P¥iklad 14 (Typ 2)
t=2x-—28
1 3 1
(2x —8) dx:%dt

3 [ 3 t2
—E/t dt—i_—2+c
3 l- 3
412 4(2x — 8)2
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Raciondlni lomena funkce

v v/

Typ 3 FeSime doplnénim jmenovatele na &tverec a pouZitim vzorce pro

| wredx.

P¥iklad 15 (Typ 3)
3 3 1 3 1
2 ax=2 s ax=2 =g
/2x2—4x+10 X 2/x2—2x+5 X 2/(x—1)2+4 X

dx = dt | _§/t2+22dt

t 3 x—1
-arctg§+c:zarcth—|—c.

N

3
2
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrald

Racionalni lomena funkce

Typ 4 Yedime prevedenim na soulet integrdlu typu [ f/( dx a integralu
typu 3. (A # 0, jinak by 8lo o typ 3.)

=:C
B
Ax+ B + 8 A [2x+p+2E
/2X+ dx:A/2X A dx:/x2p A Pix
X“+px+q xXc+px+q 2 X<+ px+q
A 2 =
:/ X+ p dx C/ 1 ) = X>4+px+qg=t
2 x2 4+ px+q x2 4+ px+q (2x + p)dx = dt
A AC 1 L —
:2/ At 2 zdx = Xd+3dz
(8- | dx=ds
~——
:=D2
In|t| + AC/ 1 d Al|t|+AC tg — +
—n ————=dz=—=1In —arctg — + ¢
2 | 2+ D27 2 2D ° gD
“lIn|x® + px + H—Acarct +§+c
2 PXTaTop D

© Petr Hasil (MUNI)
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ni raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrali Raciondlni lomena funkce

Priklad 16 (Typ 4)

3x—6 x—2 1 2x — 4
TP dx = 7% qx=3.- [ "7 3
/X2+2x—|—3dx 3/X2+2x+3dx 3 2/x2+2x+3

2 2—-2—-4
:3/X+—dx

2 X2 +2x+3
_3/ x+2 6
T2 ) x242x4+3  x2+2x+3

2x +2 >
llz/mdlen\x +2X—|—3|+C]_
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Raciondlni lomena funkce

1 1 t=x+1
h 6/x2+2x+3x 6/(x+1)2+2x |dt:dx

= / 1 dt = 6/ L dt—_—6arct i~|—c
= 250t = RN TR e 5t

V2(x +1)

= —3\/§arctg >

@

Celkem

2

- 2 1
/&dx:§ In|x2+2x+3|—3\/§arcth +c
x2 +2x+3 2
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Raciondlni lomena funkce

P¥iklad 17

/x3+1 3/x+1 3 x2—x+1

x—1 3 1
_ L 1 d d
3 nx+1f - 3-2/X2—X—|—1X+3-2/x2—x+1x

1, 1
:§In\x+1\—6|n|x _X+1‘+§/(X_—2

X—§:t

dx = dt

1 1
:§|n|x+1\—6|n(x2—x+1)+

\/_

1 1
:§In|x—|—1|—6|n(x2—x-|—1)-|——

arct
3 g

arctg —

V3

1
dx

D3

L 1 1 1 1
= 1——| 2 _x+1 —/—dt
| 3 n|x + 1| n(x“—x+1)+ 23

\/_

x—1
+c
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrali Racionélni lomena funkce

Typ 5 feSime podobnou tpravou jako typ 4, tedy rozdélenim na dvé &3sti,
kde prvni &ast Ize vyFesit snadnou substituci (&itatel je derivaci troj¢lene za
jmenovatele) a na druhou &ast pouZijeme rekurentni vzorec (viz dale).

Ax + B A 2x + p 2 —p
P X =5 2 +
(x*+ px+q)" 2 ) (P+pxtq)n (x +pX+q)”
X pxtq=t :A/ldt+A/ ¢ dx
(2x+p)dx=dt| 2 ) 2 [(x+B)2+q—%2]
_A/ /
2 (2+D2)
A/l AC/
= —dt + dz =
2 2D2n z "
[&3% +1}

Sy [ RTS g B ——
2 ) n D2"1 (s2+1) T 21— n)tn T (s2+1)"
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Racionélni lomena funkce

Nyni musime vy¥edit posledni integral. Odvod me rekurentni vzorec.

/ ds _/1+52—52ds_/ ds _/ S-s ds
(1 + 52)n - (1 + 52)" - (1 + sZ)n—l (1 + 52)”
N——— N———

=l =tp—1
S 1 /
2n—1)(1+s)"1 2(n-1)""
s 2n—3

= -
2n—1) (111 2n—2 "t

=lIp—1+

Timto zplisobem lze postupné sniZovat exponent ve jmenovateli integralu
I, az na 1, coz vede na funkci arctg s.
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Racionélni lomena funkce

Kde jsme pouzili nasledujici mezivypocet.

5 1 1
B 2/ (1 At syt

s
-~ 2(n—1)(1 + s2)- it n—1 /(1+s2)” 1

In—l

= [ aamds =5 [ aapts— L+ =w

(1+s2)" (1+s2)” ~ | 2sds = dw

1 1

- —dw=—— -
2 wn Y T 21— w1
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Raciondlni lomena funkce

P¥iklad 18

/ 1 4 14+ x2— x2d / 1 i / x2
_— = —_—0X = _— — _—
(11 %22 (11 x2)2 11 x2 (11 x2)2

u=x =1

XX
= arctgx—/—dx = 2 1
(1+x2)? V= saher V= s

dx

X 1 1 X
:arctgx+m—§arctgx+c:Earctgx—l—m—i—c
Vzorcem:
/ 1 q X +2'2—3/ 1 dx
X =
(1+ x2)? 22-1)(1+x%)>t  2.2—-2 ) (14 x3?)!
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Goniometrické funkce

Symbolem R(u, v) budeme rozumét racionalni lomenou funkci
v promé&nnych u, v, tj. u, v jsou svazany operacemi +,—,-, /, ()* (z € Z).
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Goniometrické funkce

/ R(sin x, cos x)dx

a) Je-li R licha funkce vzhledem k prvni prom&nné, tj.
R(—u,v) = —R(u,v) (je licha vzhledem k sin x), pak volime
substituci cos x = t.
b) Je-li lichd vzhledem k cos x, tj. R(u, —v) = —R(u, v), pak volime
substituci sinx = t.
c) Je-li R(—u,—v) = R(u,v), tj. je lichd nebo sudd vzhledem k ob&ma
promé&nnym, volime tg x = t.
d) Nenastane-li Zddny z vy3e uvedenych pfipadi, pak pouZijeme
univerzalni substituci tg 5 = t.
Kazda ze substituci pFevede integral | R(sin x,cosx)dx na integral
z racionalni lomené funkce.
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Goniometrické funkce

P¥iklad 19

/sin3 x cos? xdx =

cosx =t .2 2

. = — sin“ x t°dt

—sinxdx = dt S~~~
1—cos? x
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Goniometrické funkce

je-li nliché a msudé — t = cosx

je-li nsudé a mliché — t =sinx

/sin”xcosm xdx =

nimlich — t=sinx,t=cosx,t=tgx

nimsudé —t=tgx

v . v 7 N _ X
VZdy je moZné pouZit t = tg3.

Matematicka analyza

Petr Hasil
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrald

Goniometrické funkce

P¥iklad 20
dx | tgx =t,x = arctg t,dx =
/1+3cos2x_ sinxz\/liritz,cosx:
_/ e _/ 1+ dt _/
= > S =
1+31+t2 1+22+31+¢
1 WL 1 X (tg >+
= —arc c= - arc c
2 gz p Arcté

1+t2dt

1
V1+t2
dt
4+ t?
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Integrovani raciondlnich, goniometricky

ch a iraciondlnich integrald

Goniometrické funkce

Priklad 21
/sinx—i—2d tggzt,x:2arctgt,dx:1+it2dt
cosx —2 sinx:%,cosx:i;ﬁ
_/ﬁtﬁ+2 2 dt——4/ 1+t +t2
= | 1= 2900~ 2 2
e 2 1+t (3t2+1)(t2+1)
3 1
3t+1 —1t
= |rozklad na parcidini zlomky| = _4/3'2t2+1dt_4/ t242—1
=—4 1|n(1+3t2)+ ! arctg(V/3t) 1In(1—i—t2) +c=
= 2 7 g 2 =...
Kde
2 1+t2 2 V1i4t?
: 2sin X 2t 2 X . ax  1—1t2
sinx =2sin -Cos - = ——, COSX = COS” — —sin“ — = ——.
2772 1+4¢% 2 2 141+
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Integrovani racionalnich, goniometrickych a iraciondlnich integralti [ElTel IS delel R o}

/sinz"x - cos®™ xdx, m,n € Ny

P¥iklad 22
fsin“xcos2 xdx =7 J
tgx =t,dx = 1Jr%tdt tt 1 1
a) = sinx = ——t— cosx = —- - 1+#2)21+¢21 t2dt
= Vire e (L+e2)21+¢21+
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Goniometrické funkce

sin2 x = 1—cos 2x

2
2 14-cos2x
2

b) =

COs™ X =

/ (1 —c052x>2 1 + cos2x

= dx
2 2

1

=3 /(1 — 205 2x + cos? 2x)(1 + cos 2x)dx
1
~ 3 /(1 — cos2x — cos® 2x 4 cos> 2x)dx

1 1 1 /1 4
:8/1dx—8/(cos2x—cos32x)dx—8/+C20$de:~--

~
subst.: sin2x=t
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Goniometrické funkce

Integraly typu

/sin ax cos Bxdx, /sin ax sin Bxdx, /cos ax cos Bxdx

Ize zjednodusit prevedenim na soudet.
sin(ax & Bx) = sin ax cos Bx =+ cos ax sin 3x

= sin ax cos fx = %[sin(ax + Bx) + sin(ax — fx)]

cos(ax £ x) = cos ax cos fx F sin ax sin Bx
1
= sin axsin fx = §[cos(ax — Bx) — cos(ax + Bx)]

= COS (X €Os Bx = %[cos(ozx + Bx) + cos(ax — fx)]

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 58 / 196



Goniometrické funkce

Priklad 23

1
/sin 2x cos 3xdx = /E[sin 5x 4 sin(—x)]dx

10 2

1 ) 1 . -1 1
= 5 sin bxdx — 5 sin xdx = — cosbx + —cosx + ¢
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrald

Iracionalni funkce

U integrdld typu

/R(X,qu,...,xq")dx, di;---,4dn EQ

je vyhodné volit substituci t* = x, kde s je nejmensi spole¢ny ndsobek
jmenovateli &isel gy, ..

- Gn-
Priklad 24
VX=3Vx |t =xst= t10/5_3't10/2-10t9dt
X 10t%dt = dx t10

5 2 5
:/t—3¢10t9dt—10/t—3t4dt:10 (t——3t—> ¥

2 s
=5Vx2—6Vx5+c=5x—6yx+c.
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Iracionalni funkce

Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrald

Na integraly typu

ax + bys m
/R<X,(m) )dX,SGQ,S—;

pouZivéme substituci 2F5 = t", tedy

ax+b=1t"(cx+d)=x(a—t"c)=t"d—b

nd _ nAod _ /
a—thc a—thc
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Iracionalni funkce

Priklad 25
[ | Bt e e
X =
x—1x+1 dx 3t2(t3 (1‘?? f;Z(t3+1)dt = (;6 12)2 dt
B / . —61&2 61> dt
- t3+1+1( (B+1+3-1)(t3-1)

1
= —3/ﬁdt = ... (rozklad na parc. zlomky)

Petr Hasil (MUNI)
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrali Iracionalni funkce

/R(X,\/8X2+bX+C)dX

kde b?> — 4ac # 0, tj. kvadraticky polynom nema dvojnasobny redlny
koFen. Nejprve uvazujme p¥ipad ax? + bx + ¢ = a(x — x1)(x — x2).

a) Jestlize a > 0 a kvadraticky polynom ma dva redlné kofeny x; < xo,
potom

RV (P T S SV IRESEEE )

XX2

poté ho s pouZitim substituce t> = pfevedeme na integral z RLF.

b) Jestlize a < 0 a kvadraticky ponnom ma dva redlné kofeny x; < xo,

potom
X — X X — X
Vax?+ bx+c = \/—a\/(x — x1)227 =+v—-a(x—x1)4/ 22
X — X1 X — X1
poté ho s pouZitim substituce t> = prevedeme na integral z RLF.
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrali Iracionalni funkce

Pokud polynom nema redlné koteny, pak nutn& a > 0 (jinak nelze
odmociiovat) a mizZeme pouZit n&kterou z tzv. Eulerovych substituci.
ProtoZe je Ize pouZit i v p¥ipadé redlnych kofendl, objevuje se u prvni z
nich podminka na kladnost a. Volba znamének v mistech se symbolem ‘+’
je libovolna.

Q a>0:Vax?+bx+c==+yax+t

= ax? 4 bx + ¢ = ax® £ 2\/atx + t2 = x = =¢

bF2/at
@ c>0:Vax?+bx+c=4xt+./c
= ax? + bx + ¢ = x*t? £ 2xt\/c + c = ax + b = xt?> £ 2t,/c
- x = —b+2ty/c

a—t2
© ax%+bx+c = a(x—x1)(x—x2),x1,% € R: Vax2 + bx + ¢ = (x—x)t
= ax® + bx +c = (x — x1)?t? = a(x — x2) = (x — x1)t?

Kde posledni substituce je znovu pouze pro p¥ipad existence dvou redlnych
kotend.
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Iracionalni funkce

Priklad 26

| = [ —2— Xﬂ/ﬁ reéme pomoci Eulerovy substituce 1, znaménka volime
tak, aby ve jmenovateli vyslo pouze t:

t2 -1 2(t2 —t+1)
VX% —x+ x—t = x 2t—1’dx 2t—1) ,
tedy

2(t2 —t+1) t2—t+1
= |~ =2 —— —
I / t(2t —1)? dt / t(2t — 1)2dt

A B C
=2 /= dt =---
/t+2t—1+(2t—1)2
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Iracionalni funkce

P¥iklad 27
= x—\/ﬁ Ize Yesit také pomoci Eulerovy substituce 2:

o S— 2t +1 22+ t+1)
X2—X+1:Xt+1 = X_]_ t2,d —Wdt,

tedy

2 1
/:2/ ! t1+t;_2dt:/RLth:--~.
() O
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Iracionalni funkce

Priklad 28

I = | o kde =% 4 3x — 2= —(x — 1)(x — 2), vyreSme
pomoci Eulerovy substituce 3:

V-x24+3x—2=(x-1t = —(x—2)=(x—1)t

_2+1# —2t

= dx = dt
iy T @2t
tedy
—2t
dt 2
1re2)? —2v — 3x —2
o [T [ e ROTIECT
(2+t2_1>t x—1
1+t2
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Iracionalni funkce

Dalsi moznosti je doplnéni kvadratického polynomu pod odmocninou na
Etverec a podle jeho typu pak pouZiti jedné z nasledujicich substituci.

Q@ R(x,Vx2—a?) = x=54,
Q@ R(x,Vx>+a?) = x=uatgt,
Q@ R(x,Va?—x?) = x=asint.

Tim prevedeme integrdl na typ [ R(sint,cost)dt.
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Iracionalni funkce

Specialni pFipady

a) /x"\/ a’> — x2dx|, b) /x”\/ a? + x2dx

(i) nliché, n € Z, pak substituce je

a)a® —x2=1t%, b)a’+x*=1t2
i) nsudé, ne€ Z, pak
(ii) p

a)x = asint, b)x=atgt.
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ni' raciondlnic

h, goniometrickych a iraciondlnich integrald Iracionalni funkce

Priklad 29

=t+>

—t __ t2 12 12
_rEMI_/tLJ# /1+ = t+1&

1—x2=1¢2
—2xdx = 2tdt

\/1—x 1 n
Vv1—-x2+4+1

MH—H——MH+H+C— 1—%+—|
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Iracionalni funkce

P¥iklad 30
=tgt
V4 2dx = | X = [ 1+ tg?t
/ 1+ x4dx dx:éﬁ—t / tig cos? t
B sin®t+cos2t dt _/ dt sint =u
- cos? t cos2t | cos3t |costdt=du

:/(1_01_2)2:
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Iracionalni funkce

P¥edchozi p¥iklad Ize vy¥esit i takto.

Priklad 31

l—/\/1+x2dx— .l =/—dx +/—X2 dx

V14 x? V14 x? V1+x2
s VI + [ u=x u=1
V1 4+ x2

=In(x +V1+x2)+xV1+x2—1

1+x2

1
:>/:§ [In(x—f— 1+x2)+xv1—|—x2} +c

vVi=-"2_ v=+v1+x2
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Iracionalni funkce

Binomicky integral /x’"(a + bx")Pdx |, m,n,p € Q

Ize pFfevést na integradl z RLF takto

(i) peZ = x=t%s= nejmensi spol. ndsobek jmenovateld m,n,
(i) ™ € Z = a+ bx"=1t° s = jmenovatel p,
(i) ™+ peZ = ax "+ b=t5, s = jmenovatel p.

Poznamka
Samoztfejmé pokud je p € N, sta&i integrand roznasobit. J
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Iracionalni funkce

Priklad 32

VX T
@t = Im-

SR t8
=6 [ (i ap=0 [ (it =+ lparc. zomi]

N=
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Iracionalni funkce

Priklad 33

dx m:O7n:47p:_4_11
1

w— = —4 _ A A _ 1 _ _ -4
m XTHl=t Xt = 10X = yt4_1’dx_ 4</(t4_1)5dt

t —t ‘
:/[(H—l)l/“] (t4—1)5/4dt__/t4_1dt—"-
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrél Iracionalni funkce

Pozndmka (Nevypocitatelné integrély)

Nékteré primitivni funkce k elementarnim funkcim nemusi byt funkce
elementdrni, ale tzv. vyssi transcendentni funkce. Jsou to napt.

e integralsinus [ %dx,x € R, kde integrand v nule je dodefinovan
jako jednicka;

logaritmusintegral [In"!x,x € (0,1),x € (1, 0);

exponencidlni integral [ %dx,x € (—00,0),x € (0,0);

chybovd funkce % fe*X2 dx,x € R;

Fresnelovy integrély fcosxzdx [ sin x?dx, x € R;

J R(x,y/P(x))dx, kde P je polynom 3. nebo 4. stupn& bez
nasobnych koteni (eliptické integraly).
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Riemanniiv integral Definice Riemannova integralu

Na3im cilem nyni bude vypocet plochy podgrafu dané (nezdporné)
funkce f.

YA

N

v

Podgraf = {[x,y] € R?: x €[a,b],0 <y < f(x)}.

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 79 / 196



Riemanniv in Definice Riemannova integralu

Definice 4 (D&leni intervalu)

UvaZujme uzav¥eny interval | = [a, b], —00 < a < b < 0.
Délenim intervalu | rozumime kone¢nou posloupnost D = {xg, x1,...,Xn}
bodi z intervalu | takovych, Ze

a=xp<x1<x <+ <Xp_1<Xp,=>b.

¢isla xg, x1, - . ., Xp Nazyvame délici body.

Normou v(D) déleni D rozumime maximalni vzdalenost sousednich
délicich bodi, tedy

v(D) = max{x; — x;_1,i = 1,...,n}.
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Riemanniiv integral Definice Riemannova integralu

Definice 5

Jsou-li Dy, D, déleni intervalu [a, b] a plati Dy C D, (tj. kazdy dé&lici bod
D; je i délicim bodem D), fekneme, Ze D, je zjemnénim D;.

Déleni D; U D, se nazyva nejmensi spole¢né zjemnéni déleni D1 a D.
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Definice Riemannova integrélu

Poznamka

V pribéhu konstrukce Riemannova integrilu predpokldadame, Ze funkce f
je ohranitena na intervalu [a, b].
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Riemanniiv integral Definice Riemannova integralu

Necht D = {xg, ..., X, }je d&leni intervalu [a, b]. Ozna&me

m; = inf{f(x),x € [xi—1,xi]}, i=1,...,n,
Mi = SUp{f(X),X € [XI'717XI']}7 = 17 sy N

Cisla m;, M; jsou dob¥e definovdna vzhledem k p¥edpokladu ohraniZenosti
funkce f. Potom

S(D, f) = Z m,-(x,- — X,',l)

nazyvame dolni soucet pf¥islusny déleni D a podobné
n
S(D, f) = Z M,'(X,' — X,'_1)
i=1

nazyvame horni soulet p¥islusny déleni D.
Je zfejmé, Ze

D1 - D2 = S(Dl, f) < S(D2, f), S(Dl, f) > S(Dg, f)
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Riemanniv integral Definice Riemannova integralu

Z predpokladu ohrani&enosti funkce f na intervalu [a, b] plyne existence
¢, d € R takovych, ze

Vx€la,b]: c<f(x)<d= c<mj, Mi<d,i=1,....n
= c(b—a)<s(D,f)<S(D,f) <d(b-— a).

Navic jsou-li D1, D5 libovolnd d&leni intervalu [a, b], pak
s(D1,f) < S(Dy, ).
Tato nerovnost plyne z faktu, Ze
s(D1,f) < s(DyUDy, f) < S(Dy U Dy, ) < S(Dy, f).

Odtud plyne, Ze mnoZina viech dolnich sou&ti je shora ohranitend (napt.
Cislem d(b — a)) a mnoZina viech hornich soutti je zdola ohranitend
(nap¥. &islem c(b — a)) a mnoZiny obou soutl jsou neprazdné.
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Riemanniiv integral Definice Riemannova integralu

Definice 6

Symbolem D budeme rozumé&t mnozinu viech déleni intervalu [a, b].
Chceme-li zdliraznit, Ze se jednd o déleni intervalu [a, b], piSeme D([a, b]).

Oznadime suprémum mnoziny vSech dolnich souéti jako

b
/f(x)dx :=sup{s(D, f),D € D}.
3
Toto &islo se nazyva dolni Riemanniv integral funkce f na intervalu [a, b].

Podobné
b

/f(x)dx = inf{S(D,f),D € D}

a

je horni Riemanndyv integral funkce f na intervalu [a, b].
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Riemanniiv integral Definice Riemannova integrélu

Definice 7
JestliZe plati

b b

/f(x)dxz/f(x)dx,

a a

fekneme, Ze funkce f je (Riemannovsky) integrovatelnd na intervalu [a, b]

a definujeme
b b b
/f(x)dx ::/f(x)dx:/f(x)dx.
a a a
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Riemanniiv integral Definice Riemannova integralu

P¥iklad 34

1 xe

UvaZujme funkci f(x) = x(x) = { Q na intervalu [a, b] = [0, 1].

0 x¢Q

Je-li D libovolné délenf intervalu [0,1], D = {xo, ...

m; = inf{f(x),x € [xi—1,x]} =0, M; =sup{f(x),x € [xi—1,x]} =1,

kde i =1,...,n, tedy

s(D,f) = Zm,(x, xi—1) =0, S(D,f)=> Mi(xi—xi_1) = 1.

Odtud

o\\H

tedy funkce fnenf integrovatelnd na intervalu [0, 1].

@© Petr Hasil (MUNI)
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x(x)dx =0, xX(x)dx =
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,Xn}, pak
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Riemanniiv integral Definice Riemannova integralu

Véta 8

Necht funkce f je ohrani¢end na intervalu [a, b] a € > 0 je libovolné.
Pak existuje § > 0 takové, Ze pro kaZzdé dé&leni D, pro n&Z v(D) < & plati

b

/bf(x)dx—8<S(D, f) S/f(X)dX

[\

f(x)dx +e>S(D,f) > [ f(x)dx.

m\\c—
m\..\@

Poznamka

Pro ptehlednost zapisti oznat¢me symbolem d(/) délku intervalu /,
tj. pro I =[a,b],b>a, je d(I)=b-—a.

v
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Riemanniiv integral Definice Riemannova integralu

Dikaz.

Tvrzeni dokdZeme pro horni soutty (pro dolni se dokazi analogicky).

b

Nerovnost S(D, f) > [ f(x)dx plyne z definice horniho Riemannova
a

integralu.

Necht € > 0. Z definice horniho Riemannova integralu plyne, e existuje
déleni D; takové, ze

b

/f(x)dx v g > S(Dy, f).

a
Podle pfedpokladu ohrani€enosti funkce f na intervalu [a, b]
JK > 0: |f(x)| < K Vx € [a, b].

Dale necht {zo, ..., zp} jsou délici body d&leni D; a necht § = Kod-

v
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Riemanniv integral Definice Riemannova integralu

UkaZeme, Ze toto § ma vlastnost poZadovanou v tvrzeni véty.

Necht D je libovolné d&leni intervalu [a, b], pro n&z v(D) < 4.
Oznatme Dy, = D U Dy, pak

F(x)dx + g > S(D1,f) > S(Dy, f).

m\\c—

P¥itom mame S(D, f) > S(Dy, f). K dikazu nerovnosti uvedené ve v&té
tedy stati dokazat, Ze S(D, f) — S(D», f) < 5.

Necht {/1,..., I} je mnoZina vech intervalli d&leni D takovych, Ze
v intervalu I nelezi 2adny z bodii dé&leni D, a necht {J1,...,Jn} je
mnoZina zbyvajicich délicich intervald déleni D.

ProtoZe uvnitt kaZzdého intervalu J; leZi n€ktery z bodli z1,..., 2,1, je
m < p — 1. ProtoZe naopak uvnit¥ Zadného intervalu /; takovy bod nelezi,
je kazdy z intervald I, ..., I, také délicim intervalem déleni D,.

4
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Riemanniiv integral Definice Riemannova integralu

Oznatme zbyvajici d&lici intervaly d&leni D, jako {Jj,...,J.} a

My = sup{f(x): x € Ik} pro k=1,...,n,

N; :=sup{f(x): x€ Ji}proi=1,....m,

N; :=sup{f(x): x€ Ji}prot=1,...,s
Vzhledem k ohraniéenosti funkce f jsou vSechna tato &isla v intervalu
[—K,K].

MiZeme tedy poditat

5(D, f) = 5(Dy, f) ZMkd(/k Z d(Ji)—

i=1

(ZMkd(lk +iN§d J’)

< Z|N\d J)+Z!N’]d AR K(Zd J)+Zd )

)

V.
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Riemanniiv integral Definice Riemannova integralu

Protoze Y ;_; d(J;) je soutet délek viech dé&licich intervali d&leni D,
riiznych od intervalll f,.. ., I,, plati

> d(I) = d(J).
t=1 i=1
Dile . i
> d(J) = d(J;) < my(D) < pv(D) < pé.
t=1 i=1
Proto

S(D, f) — S(Da, f) < 2Kpd = g

¢imz je pozadovand nerovnost a tim i celé tvrzeni dokdzano.
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Riemanniiv integra Definice Riemannova integralu

Definice 8

Rekneme, e posloupnost D, dé&leni intervalu [a, b] je nulovd, pokud

lim v(D,) = 0.

n—o0

Pro rovnomé&rné (ekvidistantni) rozdéleni to znamend

b—a noc
— 0.
n

v(Dy) =

etr Hasil

Matematicka analyza

93 / 196



Riemanniiv integral Definice Riemannova integrélu

Véta 9

Necht D, je libovolnd nulovd posloupnost dé&leni intervalu [a, b]. Pak plati

b b
nILn;Os(D,,,f) :/f(x)dx, nll_)ngOS(D,,, f):/f(x)dx.

a
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Riemanniiv integral Definice Riemannova integralu

Dikaz.
DokéaZeme druhy vztah (prvni se dokazuje analogicky).

Necht € > 0 je libovolné. Potfebujeme najit ng € N takové, Ze Vn > ng je

b
S(Dn,f)—/f(x)dx <e.

Podle p¥edchozi véty k e existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé déleni D
b b
splitujici v(D) < 6 plati [ f(x)dx < S(D,f) < [ f(x)dx + ¢. ProtoZe

a a
v(D) — 0, k danému 0 existuje ng takové, Ze Vn > ng je
b

f(x)dx + ¢,

\c—

v(Dy) <0 = Vn>ng: /f(x)dx<S(D,,,f <

b
odtud plyne, Ze |S(Dn, f) — [ f(x)dx| < e.
a

O

v
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Riemanniiv integral Definice Riemannova integralu

Priklad 35

Pomoci V&ty 9 rozhodnéte, zda je funkce f(x) = x integrovatelnd na
intervalu [0, 1].

Necht D, = {%,2, ..., =Y Potom m; = x;_; = =1, M; = %
n

n’n’ n '

i=1,...,n, tedy

11 1 &, n(n—1)
s(Dn,x):Z n ;:ﬁZ(’—l):Ta
i i=1

i=1
S(Dn, x) = — nn Z
Odtud ) 1
nll_)n;os(D,,,x) =5 nll_>ngo S(Dp,x) = =.

Proto fol xdx = %
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Riemanniiv integral Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Véta 10

Necht funkce f je ohrani¢end na intervalu [a, b]. Pak je f integrovatelnd
na [a, b] pravé tehdy, kdyZ ke kaZdému ¢ > O existuje dé&leni D intervalu
[a, b] tak, Ze plati

S(D,f)—s(D,f) <e.
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Riemanniiv integral Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Ditkaz (=).

b
£ > 036 > 0 takové, ze s(D, f) € (f F(x)dx — &,
a

vl o

f(x)dx] a

b b
S(D,f) e | [ f(x)dx, [ f(x)dx + ;) pro kazdé d&leni D, pro n&z
a a
v(D) < 6. Necht D je libovolné dé&leni, pro které v(D) < §, pak
b b

s(d,£).5(0.F) € | [ Foax— 3, [ faer 5

a a

= S(D,f) - s(D,f) <.
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Riemanniiv integral Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Dikaz («).
Necht € > 0 je libovolné. Podle pfedpoklad existuje déleni D s vlastnosti
b

S(D,f)—s(D,f) < e. Protoze ale ]"f(x)dx < S(D,f) a
a

b b
b
[ f(x)dx > s(D, f), mdme /f(x)dx—/f(x)dx < €. JelikoZ ¢ bylo
3

; J

>0
b b
libovolné, plati [ f(x)dx = [ f(x)dx. O
a 3
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Riemanniiv integral Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Véta 11

Necht funkce f je ohraniend a monotdnni na intervalu [a, b]. Pak je f
integrovatelnd na [a, b].

Dikaz.

P¥edpokladejme, Ze f je neklesajici (pro nerostouci je dikaz obdobny).

Je-li f(b) = f(a), pak je f konstantni na [a, b] a tedy integrovateln3,
nebot s(D,f) = S(D,f)VD € D.

Necht f(b) — f(a) > 0 a necht & > 0 je libovolné. UvaZzujme § = —f(b)if(a)-
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Riemanniiv integral Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Necht D je libovolné dé&leni s v(D) < 4, pak
S(D,f)—s(D,f) =
= Z Mi(xi — xi—1) — Z mi(xi — xi—1) = Z(MI = m;)(xi — xi-1)
i i i=1
= Z[f xi) — F(xi—1)](xi — xi—1) < 52 (%) — f(xi-1))
——
<6
=6[f(x1) — f(x0) + F(x2) — F(x1) + - -+ + F(xn) — F(Xn_1)]
€

Tedy funkce f je (podle v&ty 10) integrovatelna. O
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Riemanniiv integral Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Véta 12

Necht je funkce f spojitd na intervalu [a, b], pak je na tomto intervalu
integrovatelna.

Poznamka

@ PYedpoklad ohraniéenosti funkce je schovan ve spojitosti uvazované
funkce a plyne z 1. Weierstrassovy véty.

@ Podle Heineho—Cantorovy véty je funkce f spojita stejnomérné&?.
(Spojita funkce z kompaktniho metrického prostoru do metrického
prostoru je stejnomé&rné spojita.)

NVe>035>0: [x1 — x| <d = |f(x)—flx)<e

@© Petr Hasil (MUNI)

Matematicka analyza 103 / 196



Riemanniiv integral Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Diikaz.

Necht ¢ > 0 libovolné. Ze stejnomé&rné spojitosti f dostdvame, Ze k &islu
5 > 0 existuje 6 > 0 s vlastnosti Vx1, x2 € [a, b] plati

€
Ix1 —xo| <& = |f(x1) — f(x)| < 5=

Necht D je dé&leni s v(D) < §, pak
S(D,f)—s(D,f) = ZM i —Xi_1) —Zm;(x,-—x,-_l)

— Z — Xji— 1) — Z[f tl - Si ( X,;l),

kde t;, s; € [xi—1,x;] takova, Ze f(t;) = M;, f(s;) = m; (existence tj, s;
plyne z 2. Weierstrassovy vé&ty).

v
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Riemanniiv integral Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

ProtoZe |t; — s;| < 0, je f(t;) — f(si) < 3=, a dostaneme

n n
£
S(D,f)—s(D,f) = ;[f(t,-) — ()]0 —xi-1) < 5 ;(x; — Xi_1)
= | soutet dilkii d& délku intervalu | = bi a(b —a)=¢e.
DJ
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Riemanniv in Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Definice 9

Rekneme, ¥e mno¥ina M C R m& Jordanovu miru rovnu nule, jestlize
Ve > 0 existuje systém po dvou disjunktnich otevfenych intervali
Ji,i=1,...,nn €N, s vlastnosti

n n
MQUJ,- a Zd(J,-)<€,
i=1 i=1

kde d(J;) zna&i délku intervalu J;.
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Riemanniyv int Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Poznamka
Kone&nd mnoZina bodt ma nulovou miru.
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Riemanniiv integra Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Lemma 1

Necht M = {x,, n € N} je mnoZina bodii konvergentni posloupnosti
redlnych ¢&isel, tj. x, — xo € R. Pak M ma miru nula.

Nap¥. mnoZina M = {%,n € N} ma miru nula.
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Riemanniv integral Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Diikaz.
Necht & > 0 je libovolné, z definice lim x, = xo plyne, Ze k &islu § existuje
ng takové, Ze
€
Vn > no:|xp — x| < =.

4
Necht Jop = (xo — §, %0 + §)- Vn& tohoto intervalu leZi nejvySe ng &lent
posloupnosti {x,}, a to xi, ..., Xp,. Kolem téchto zbyvajicich bodi
sestrojime oteviend okoli s délkou mensi nez 4%,0, oznacime je Ji, ..., Jn,.
Pokud jiz n&ktery z bodl x; leZel v intervalu Jy, tak poloZzime J; = (). Déle
oznatme | = {i € {1,...,no} : Ji # 0} (mnoZina viech indexii
neprazdnych intervali J;,i =1,...,ng). Celkové tedy mnoZinu M lze

pokryt po dvou disjunktnimi intervaly Jy, J;, i € I takovymi, Ze
€
d(Jo) + ; d(Ji) < 5 +no
1

c <
— e.
4”0

O

v
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Riemanniv in Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Véta 13

Necht funkce f je na intervalu [a, b] ohraniend a mnoZina jejich bodii

nespojitosti na tomto intervalu mad miru nula. Pak je funkce f na intervalu
[a, b] integrovatelna.

Petr Hasil (MUNI)

Matematickd analyza 110 / 196



Riemanniv integral Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Diikaz.
Dikaz je opét zaloZen na vét& 10 (detaily viz skripta). Body nespojitosti
pokryjeme intervaly Ji,- -, Jn, (pro np € N bodti nespojitosti). Tyto

intervaly Ize zvolit libovolné malé, tedy soulet jejich délek bude libovoln&
maly. ProtoZe funkce f je ohranitend (3K € R : |f| < K), tedy
prispévek té&chto intervald do rozdilu S(D, f) — s(D, f) bude libovolng&
maly. Na zbylych &astech intervalu [a, b] je funkce spojita a Ize zde tedy
provést konstrukci z diikazu véty 12 (spolu s intervaly J; tak ziskame
déleni D) a jejich p¥ispévky zmensit pod 5.

L Ly I
Tt L T I 1 i

S(D,f)—s(D,f) =
= peékné pFispévky (spojité intervaly) + Skaredé p¥ispévky (intervaly J;)
=5+ M —m)d(J)<5+5=e -

<2K <ﬁ
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Riemanniiv integral Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Véta 14

Necht f, g jsou ohrani¢ené funkce na intervalu [a, b] a mnoZina bodii
intervalu [a, b], kde f(x) # g(x) ma miru nula.

Pak je funkce f integrovatelnd na intervalu [a, b], pravé tehdy, kdyZ je
funkce g je integrovatelnd na intervalu [a, b] a plati

/ab f(x)dx = /ab g(x)dx.

Tedy hodnota integrdlu z ohranicené funkce se neméni, pokud tuto funkci
zménime na mnoZiné miry nula.

Diikaz.

Je podobného typu jako u véty 13, tzn. ,Skaredé” intervaly nepokazi
integrovatelnost funkce. O

v
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Riemanniiv integral Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Véta 15

Necht f, g jsou integrovatelné na intervalu [a, b]. Pak na tomto intervalu
Jsou integrovatelné i funkce

a jestliZe existuje ¢ > 0 takové, Ze |g(x)| > ¢ pro x € [a, b], pak je na
[a, b] integrovatelnd i funkce
f

g
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Riemanniiv integral Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Diikaz.

Uk4Zeme integrovatelnost f + g. Necht D = {xg, ..., x,} je libovolné
d&leni intervalu [a, b] a

m; = inf f(x), Mi= " sup f(x),
x€[xi_1,] X€[xi_1,Xi]

ni= inf g(x), N;i= sup g(x),
x€[xi_1,x] x€[xi—1,Xi]

pi= inf (f(x)+g(x)), Pi=sup (f(x)+g(x)).
x€[x;_1,%] x€[xi—1,Xi]

Pak proi=1,...,n plati

m; + nj < pj < P; < M; + N;.
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Riemanniiv integral Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Odtud

n

Z(m’ +n Xj — Xi— 1 ZPI(XI Xi— 1

i=1
< Z Pi(xi = xi1) < > (M + Ni)(xi = xi-1),
i=1 i=1
s(D,f)+s(D,g) <s(D,f+g)<S(D,f+g)<S(D,f)+S(D,g),
b
(f(x) + g(x))dx

Y]]

m\\c_
Py
=
x
_|_
"\
X
X
o,
X
AN
o m‘\.'@

= [P F(x)dx + [P g(x)dx = [2(F(x) + g(x))dx.

O

v
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Riemanniiv integral Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Véta 16

Necht funkce f je integrovatelnd na intervalu [a, b] a necht [c,d] C [a, b].
Pak je funkce f integrovatelnd i na intervalu [c, d].

Dikaz.

Necht je funkce f integrovatelnd na intervalu [a, b]. Pak existuje d&leni D
spliujici S(D,f) — s(D, f) < e (v&ta 10). Pokud ¢&isla ¢, d nepat¥i do
d&leni D, pfiddme je tam a vysledné dé&leni ziZime na interval [c, d]. Tim
vytvofime déleni intervalu [c, d]

Deq :={DU{c,d}} N[c,d],
které spliiuje

S(Dcy, f) — 5(Deg, f) < S(D,f) —s(D, f) < e.

Podle véty 10 je tedy funkce f integrovatelnd na intervalu [c, d|. O
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Riemanniiv integral Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Véta 17

Necht funkce f je integrovatelnd na intervalu [a, b] a c je libovolné &islo z
intervalu (a, b). Pak funkce f je integrovatelnd na kaZdém z intervali
[a, c], [c, b] a plati

/a o) dx = / " F(x)dx + /  Fx)dx.
Dikaz.

P¥imo z definice. OJ
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Riemanniiv integral Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Véta 18

Necht f, g jsou funkce integrovatelné na intervalu [a, b] a o, 3 € R, pak je
na intervalu [a, b] integrovatelnd i funkce af + g a plati

/ab(af(X) + Bg(x))dx = /ab f(x)dx + /ab g(x)dx.

Diikaz.
P¥imo z definice (viz diikaz véty 15). O
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Riemanniiv integral Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Véta 19

Necht f, g jsou funkce integrovatelné na intervalu [a, b] a necht plati
f(x) < g(x) pro x € [a, b].

b b
/ f(x)dxg/ g(x)dx.
a a
Diikaz.

P¥imo z konstrukce integralnich souttl. O
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Riemanniiv integral Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Véta 20

Necht f je funkce integrovatelnd na intervalu [a, b]. Pak je zde
integrovatelnd i funkce |f| a plati

/a ’ F(x)dx

< /ab I (x)|dx.

Diikaz.
Viz skripta.

@© Petr Hasil (MUNI)
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Riemanniiv integral Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Véta 21 (1. v&ta o stfedni hodnoté integralniho poctu)

Necht funkce f, g jsou integrovatelné na intervalu [a, b], g(x) je
nezapornd na [a, b] (tj. g(x) > 0,x € [a, b]) a oznaéme

m = inf f(x), M= sup f(x).
x€[a,b] x€[a,b]

Pak existuje &islo p € [m, M) takové, Ze

[ roastaax=u [ ateyax.

Zejména pokud je funkce f spojitd na [a, b], existuje &islo ¢ € [a, b] s
vlastnosti, Ze

/ab f(x)g(x)dx = f(c) /abg(x)dx.
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Riemanniiv integral Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Diikaz.

Ze znakeni véty plyne m < f(x) < M pro x € [a, b]. ProtoZe g(x) > 0,
plati mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x),x € [a, b]. PouZitim v&t 18 a 19

obdrzime
b
m/ g(x)dxg/ f(x)g dx<M/

Je-li f g(x)dx = 0, potom f f(x)g(x)dx = 0 a tvrzeni v&ty plati pro
libovolné p € R.

f'
Je-li fabg( dx > 0, potom m < f—g <
fa g(x)dx
=

Tedym<u<Maff X)dX—[Lf g(x)dx.
Je-li f(x) spojita, pak podle 2. Bolzanovy véty existuje
c€la,b]:f(c)=p. O

v
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Riemanniiv integral Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti

Disledek
PoloZime-li ve v&t& 21 funkci g(x) = 1, pak

b
| 6o = o= a),

kde

inf f(x)<p< sup f(x).
x€[a,b] x€[a,b]

Poznamka

o Cislo i = b S f f(x)dx nazyvame stFedni hodnota funkce f na
intervalu [a, b].

@ Dle pFedchoziho disledku a 2. Bolzanovy véty nabyva kaZda spojitd

funkce f na intervalu [a, b] své stfedni hodnoty.

@© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza

123 / 196



Riemanniv integral Integral jako funkce horni meze

UvaZujme funkci f integrovatelnou na intervalu [a, b]. Funkce f je (podle
véty 16) integrovatelnd i na libovolném intervalu typu [a,x],a < x < b.
Je tedy smysluplné definovat funkci F(x) = [ f(t)dt,x € (a, b].
Dodefinujeme-li navic F(a) = f f(t dt = 0, rozsitime tak definici na
interval [a, b]. Funkci F nazyvdme funkce horni meze.

Poznamka
Je samozreJme mozné podobné definovat i funkci dolni meze
f f(t)dt, ale vzhledem k p¥episu

G(X):/be(t)dt:/abf(x)dx/axf(t)dt:KF(x),

kde K € R a F je funkce horni meze, je zfejmé, Ze vlastnosti jsou obdobné.

v
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Riemanniiv integral Integrél jako funkce horni meze

Véta 22

Necht funkce f je integrovatelnd na intervalu [a, b] a F(x) = [ f(t)dt.
Pak F je spojitd na intervalu [a, b].
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Riemanniiv integral Integral jako funkce horni meze

Dikaz.

Z integrovatelnosti f na [a, b] plyne existence K > 0 takového, Ze
|f(x)] < K pro x € [a, b]. Necht xg € [a, b) je libovolné.

Pak pro x € OT(xg) plati
X X0
/ f(t)dt —/ f(t)dt‘
a a

<1 f(t)|dt < lim K(x —xp) = 0.
< Jim, [/ 170)dt < tim K(x =)

0< lim |F(x) — F(xo)| = lim

X—rX0 X—rX0

/XX f(t)dt

Odtud limy_yx, |F(x) — F(x0)| = 0, tedy funkce F(x) je v xo spojitd zprava.
Spojitost zleva podobné. O

= lim
X—>X0

v
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Riemanniiv integral Integrél jako funkce horni meze

Véta 23

Necht funkce f je spojitd na intervalu [a, b] a F(x) = [~ f(t)d
Pak funkce F md na intervalu (a, b) derivaci a plat/ F'(x) = f(x),
tj. F je primitivni k f na (a, b).

@© Petr Hasil (MUNI)
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Riemanniiv integral Integral jako funkce horni meze

Dikaz.

Necht xp € (a, b) je libovolné a necht x > xg (pro x < xp postupujeme
analogicky). Ozna&me

m(x) = inf f(t), M(x)= sup f(t).

t€(x0,x) te(xo,x)

ProtoZe f je spojitd na [xp, x|, podle 2. Weierstrassovy véty existuji
t1, tr € [x0, x| takové, Ze f(t1) = m(x), f(t2) = M(x).
Jestlize x — xp, pak t1, tp — xp a tedy

lim m(x) = I|m f(t1) = |f spojitd funkce| = f(xp)

X—rX0 t1—Xo

a podobné
lim M(x) = lim f(t) = f(xo).

X—X0 th—Xo
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Riemanniiv integral Integrél jako funkce horni meze

Pro derivaci zprava tedy plati
F(x)— F X f(t)dt
Fi(x0) = lim Fx) = Flx) = lim fx"# = | dle v&ty 21
x—xg X = X0 x=xi X — X0
= lim #(x)(x — x0) = lim pu(x)
x—rxg X — X0 x—rxg
= | m(x) < u(x) < M(x) | = f(x),
podobné pro derivaci zleva F/ (xg) = f(xp) a tedy F'(xg) = f(xo). O
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Riemanniiv integral Integral jako funkce horni meze

Poznamka

Véta 23 je dikazem tvrzeni, Ze ke spojité funkci existuje primitivni funkce
(v&ta 4). Jednou z t&chto primitivnich funkei je [ f(t)dt.

Poznamka

Je-li G f f(t)dt, pak pro spojitou funkci f je G'(x) = —f(x), nebot

/

G'(x) = U F(x dx—/ f(t)dt} —0— £(x) = —F(x).
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Riemanniiv integral Integrél jako funkce horni meze

Véta 24 (2. véta o stfedni hodnoté integralniho pottu)

Necht funkce f je na intervalu [a, b] integrovatelnd a funkce g je na tomto

intervalu monotdnni. Pak existuje &islo ¢ € [a, b] s vlastnosti

/ab f(x)g(x)dx = g(a) /ac f(x)dx + g(b) /Cb F(x)dx.

@© Petr Hasil (MUNI)
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Integrél jako funkce horni meze
Dikaz.
P¥edpokladejme, Ze g je neklesajici (pro nerostouci podobn&). Nazna&ime
dikaz za siln&jsiho predpokladu, Ze funkce g ma na intervalu [a, b] derivaci
a pro zjednoduZeni vyuZijeme obsahu nésledujici sekce (zvIa$t& metodu per
partes pro ur&ity integrél). Pro dilkaz v plné obecnosti viz skripta.

Pomoci 1. véty o stfedni hodnoté integrdlniho poctu lze psat pro

= [ f(t)de
b b .
/ g (x)F(x)dx = F(c)/a g'(x)dx = [g(b) _g(a)]/a F(H)dt

kde c € [a, b).
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Riemanniiv integral Integrél jako funkce horni meze

Tedy

/ " F()8(x)dx = g(b) / F(£)dt — [g(b) — g(2)] /

_ 2(2) / F(x)dx + g(b) / F(x)dx.

O

V.
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Riemanniiv integral Vypo&et Riemannova integralu

Definice 10

Necht D = {xg,x1,...,xn} je déleni intervalu [a, b] a & € [xi_1, x].
Pak K = {&1,...,&n} se nazyvd vybér reprezentanti déleni D a soulet

Z f(&)(xi — xi—1) =: S(D, f,K)
i—1

se nazyva integralni soucet funkce f ptislusny déleni D a vybéru
reprezentantd K.

Poznamka
Pro kazdy vybér reprezentantl K a kazdé déleni D plati

s(D,f) < S8(D, f,K) < S(D, f).
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Riemanniiv integral Vypo&et Riemannova integralu

Véta 25

Necht funkce f je integrovatelnd na intervalu [a, b] a D, je libovolnd
nulova posloupnost déleni tohoto intervalu. Pak pro kaZdy vybér
reprezentanti K, déleni D, plati

b
lim S(Dy, f, K,,):/ f(x)dx.

n—oo

Dikaz.

Plyne p¥imo z nerovnosti

(D, f) < S(Dp, f, Kn) < S(Dn, ) .
N—— ——

— [ F(x)dx P F(x)dx
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Riemanniiv integral Vypo&et Riemannova integralu

Véta 26 (Newton(v-Leibnitziv vzorec)

Necht funkce f je integrovatelnd na intervalu [a, b], funkce F je spojitd na
[a, b] a na (a, b) je primitivni funkci k f, tj. F' = f na (a, b). Pak plati

b
/a F(x)dx = F(b) — F(a).
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Riemanniiv integral Vypo&et Riemannova integralu

Dikaz.

Necht D = {xi,...,x,—1} je libovolné d&leni intervalu [a, b], pak plati

> IF(xi) = Fxim1)] =
i=1

=F(x1) — F(x0) + F(x2) — F(x1) + -+ + F(xn) — F(Xn-1)
= F(xn) — F(x0) = F(b) — F(a).

Soulasné podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté
F(xi) = F(xi—1) = F'(&)(xi — xi—1), € € (xi—1,x:), F'(&) = (&)
Tedy pro libovolné déleni D mame

F(b)— F(a) =Y f(&)(xi — xic1) = S(D, f, K),
=1

kde K = {1,802, ..., &}

4
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Riemanniiv integral Vypo&et Riemannova integralu

Necht D, je nulovd posloupnost déleni intervalu [a, b] a K, je p¥islugejici
vybér reprezentantdl, ktery dostaneme aplikaci Lagrangeovy véty na kazdy
dilek déleni D, pak

b
F(b) — F(a) = S(Dy, f, Kp) =5 / (x)dx.

a
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Riemanniiv integral Vypo&et Riemannova integralu

Véta 27 (Metoda per partes pro Riemanniv integral)

Necht funkce u, v jsou spojité na intervalu [a, b] a jejich derivace u', v/
jsou integrovatelné na tomto intervalu. Pak plati

b b
[ v (= [ = [ (v

kde [u(x)v(x)]2 = u(b)v(b) — u(a)v(a).

Dikaz.

(uv) = u'v+ uv' = uv je primitivni funkei k u'v + uv/, tedy

b
/ [0/ (x)v(x) + u(x)v'(x)ldx = [u(x)v(x)];.

O

v
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Riemanniiv integral Vypo&et Riemannova integralu

Véta 28 (Substituéni metoda pro Riemanniyv integral)

Necht funkce f je spojitd na intervalu [, 8] a necht funkce ¢ md derivaci
na intervalu [a, b] a tato derivace ¢’ je na [a, b] integrovatelnd. Necht dle
¢([a, b]) C [a, B]. Pak plati

b ©(b)
| et = | (o
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Riemanniiv integral Vypo&et Riemannova integralu

Dikaz.

ProtoZe f je spojitd na [«, 8] a ¢’ integrovatelnd na [a, b], je funkce
f(p(x))¢(x) integrovatelnd na [a, b]. UvaZzujme funkci

Flx) = / F(r)dt, x € [a, ],
kterd je (v&ta 23) primitivni k funkci f na [a, 5]. Déle funkce F(p(x)) je

primitivni k funkci (p(x))¢’(x) na [a, b] (dle véty o derivaci sloZené
funkce). Tedy

o(b) ©(a) ©(b)
:/ f(t)dt—/ f(t)dt:/ f(t)de.
@ [e% ®

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 143 / 196



Riemanniiv integra Vypo&et Riemannova integralu

Pozndmka
P¥i substitu&ni metod& pro Riemanndv (ur&ity) integral se musi
transformovat i meze.
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Riemanniiv integral Vypo&et Riemannova integralu

Ptiklad 36
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Riemanniv integral

Vypo&et Riemannova integralu

P¥iklad 37

3
/ xInxdx =
1
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Riemanniv integral

Vypo&et Riemannova integralu

P¥iklad 38
1 _ _ 1
/ arctg xdx u —,arctgx uv=1iis
0 vi=1 V=X
1 1
1 X T 1 2x
rarctg x]g /0 1+x2 " 4 2/0 1+ 2
T 1 vy T 1
:Z—i[ln(l—l—x)]ozz—§|n2 |
Matematickd analyza 147 / 196
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Riemanniiv integral Vypo&et Riemannova integralu

Priklad 39

2 2 42 _ _
/X/—1+X2dXZ|I+X—t x=2=t=+/5
1

xdx =tdt x=1=t=+v2

V2 V2

_/ﬁtdt_mf 55— 22

3
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INCHELLIVALI(EIIN  \/ypocet Riemannova integralu

P¥iklad 40

x=sint x=1=t=mn/2

1
V1 — x2dx —
/o L= xidx dx =costdt x=0=t=0

/2 /2 . /2
:/ cos2tdt:/ 1+c052tdt: [lt+5|n2t] _T
0 0

2
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Riemanniv in Zakladni geometrické aplikace Riemannova integralu

Plocha podgrafu kladné funkce na intervalu [a, b]:

/a  Fo)dx.
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Riemanniiv integra Zakladni geometrické aplikace Riemannova integralu

Plocha mezi grafem funkce f a osou x na intervalu [a, b]:

/ab|f(x)|dx.
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Riemanniv integral

P¥iklad 41

Ur&ete plochu ohranienou grafem funkce f(x) = x

intervalu | = [-2, 3].

Zakladni geometrické aplikace Riemannova integrélu

2 _x—2aosou x na

ProtoZe x

2

— x —2 =0 ma kofeny x; =

—1 a xp, = 2, snadno zjistime, Ze

funkce f je na intervalu / kladna pro x € (—2,—1) U (2,3) a zdpornd pro
€ (-1,2).

-/
-/

[F(x)ldx

1 2
f(x )dx—i—/l(—f(x))dx

/ f(x)dx

_6
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Riemanniiv integral Zakladni geometrické aplikace Riemannova integralu

Délka k¥ivky grafu funkce f na intervalu [a, b].

(= /ab /14 f2(x)dx.
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Riemanniv in Zakladni geometrické aplikace Riemannova integrélu

Délka kfivky — odvozeni

K¥ivku £ nahradime lomenou &arou L, kterad vznikla d&lenim intervalu
[a, b]. Pfedpokladejme, Ze f je na [a, b] diferencovatelnd a Ze funkce
V14 f’2 je na n&m integrovatelna.
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Riemanniiv integral Zakladni geometrické aplikace Riemannova integrélu

Pak délka lomené &ary je

Z\/[f (i) — FOi-1)2 + (xi — xi1)2.

Dle Lagrangeovy véty o stfedni hodnot& existuji §; € (xj—1,x1),i =1,...,n

takova, Ze f(X,') - f(X,'_]_) = f/(é-,')(X,' - X,'_]_)7 i=1,...,n. Tedy
= LI (xi — xi-1) D, V1+ 2 K).
i=1

Vy3e uvedené plati pro libovolné dé&leni D, plati tedy i pro nulovou
posloupnost déleni D,

d(L) = 8(Dn, V1 + 2, K,) —>/ V1 [F()]2dx,

tedy d(¢ \/1 + [f'(x)]?dx.
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Riemanniiv integral Zakladni geometrické aplikace Riemannova integralu

P¥iklad 42
Odvod'te vzorec pro vypolet obvodu kruhu o polomé&ru R. J

R 2
0O=4 \/14—( R2—X2 dx— / )dx
0 —X2

R R
= / —dx =4 [R arcsin ] = 4R— =27R
0 R2 — x2 Rlo
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Riemanniiv integral Zakladni geometrické aplikace Riemannova integralu

Objem a povrch plasté rotaéniho té&lesa
(rotace nezaporné funkce f kolem osy x na intervalu [a, b]).

P =2r /b F(x)y/1+ F2(x)dx, V= Tr/b F2(x)dx.

yA
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Riemanniv integral Zakladni geometrické aplikace Riemannova integrélu

Vzorec pro objem rotaéniho télesa plyne p¥imo z konstrukce integralu.
UvaZzujme d&leni intervalu [a, b], v kazdém dilku zvolime reprezentanta &;.
Tim obdrzime obdélnik dany délkou dilku a funk&ni hodnotou v pFislugném
reprezentantu. Rotujeme-li tento obdélnik kolem osy x, vytvofi vélec o
polom&ru f(&;) a vySce x; — xj_1. Soucet viech objemil p¥ejde pro nulovou
posloupnost déleni v objem uvaZovaného rota¢niho télesa.

n b
VY wf2 (&) (% — xi1) = S(D, 7f?, K) — Tr/ f2(x)dx = V
i=1 a

Podobné Ize odvodit vzorec pro povrch plasté — nahradime-li k¥ivku za
lomenou &aru, objekt snadno rozdélime na sadu komolych kuZeld. Sou&et
povrchil plasté téchto kuZelli se pro nulové déleni blizi k povrchu plasté
daného télesa.
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Riemanniyv in Zakladni geometrické aplikace Riemannova integralu

Priklad 43
Vypoctéte povrch koule o poloméru R. J

pP=2. 27r/ VR —x2———

dx = 47TR/ dx = 47 R?

\/7
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Riemanniiv integral Zakladni geometrické aplikace Riemannova integralu

Priklad 44

Uréete plochu ohranitenou grafy funkci f(x) = x> + 1 a g(x) = x + 3.

f(x) =g(x)
X2 +1=x+3
x> —x—-2=0

X1 = —].,XQ =2

/21 g(x)— F(x)dx = /2 (x+3)— (2+1)dx = /21 24x—xPdx = ...

9
.
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Riemanniv integral

P¥iklad 45

Zakladni geometrické aplikace Riemannova integralu

Urcete objem télesa vzniklého rotaci plochy omezené grafy funkci

f(x) =x?>+1a g(x) = x+3 kolem osy x.

V= w/z g2(x)dx—7r/2 F2(x)dx

-1

:7r/2(x+3)2—(xz+1)2dx
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Riemanniiv integral Dal3i geometrické aplikace Riemannova integralu

V této sekci budeme uvaZovat k¥ivku zadanou parametricky jako

x=(t), y=1u(t), telapl (P)

kde , 1) jsou spojité diferencovatelné a ¢'(t) # 0 pro t € («, 3).

Obsah obrazce ohrani¢eného kfivkou s parametrizaci (P), osou x a
pfimkami x = p(a), x = ¢(B) je

B
5= / H(O)le(B)lde.

Délka kfivky zadané parametrizaci (P) je

B
= [ V@r s e
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Riemanniiv integral Dal3i geometrické aplikace Riemannova integralu

Objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci podgrafu spojité nezadporné
funkce f(x), x € [a, b], kolem osy y je

b
V, = 27T/ xf(x) dx.
a

Objem rota&niho télesa, které vznikne rotaci plochy vymezené k¥ivkou
zadanou parametrizaci (P) kolem osy x (kde #(t) > 0,t € [a, (]), osou x

a ptimkami x = ¢(a), x = p(B) je

X_w/ W2(2) - |/(1)] .

Objem rota&niho télesa, které vznikne rotaci plochy vymezené k¥ivkou
zadanou parametrizaci (P) (kde ¥(t) > 0,t € [«, 8]), osou x a p¥imkami
x = p(a) > 0,x = p(B) > 0 kolem osy y je

y_27r/¢ (1)] dt.
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Riemanniiv integral Dal3i geometrické aplikace Riemannova integralu

Obsah plasté& rotacniho télesa, které vznikne rotaci plochy vymezené
k¥ivkou zadanou parametrizaci (P) (kde ¥(t) > 0,t € [«, 3]), osou x
a pfimkami x = p(a), x = ¢(B3) kolem osy x je

B
@=2r [ w(0)/l¢(OF + [v/(OFdr.
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Riemanniiv integral Zakladni fyzikdlni aplikace Riemannova integralu

Necht spojitd funkce s(t) uddvd specifickou hmotnost v bod& [p(t), 1)(t)]
pro k¥ivku zadanou parametricky x = (t), y = ¢(t), t € [«, 5]. Potom

B
M= [ stoy/le o + (o

je hmotnost kFivky,

B
5o= [ syl (OF + R

B
5, = [ stoeeleor + w(ord

jsou statické momenty k¥ivky vzhledem k ose x, resp. y a
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Riemanniiv integral Zakladni fyzikdlni aplikace Riemannova integralu

Necht spojitd funkce s(t) uddvd specifickou hmotnost v bod& [x, f(x)] pro
kiivku, kterd je grafem spojité diferencovatelné funkce f(x), x € [a, b].
Potom plati

M= /‘ J1+IF(0R dx,

&:/sMH)lﬂﬂﬂ%&

5, [ sty 1+ O 0

Sy Sk
ro[5%)
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Riemanniiv integral Zakladni fyzikdlni aplikace Riemannova integralu

Necht spojitd funkce s(t) uddva specifickou hmotnost v bod& [p(t), ¥ (t)].
Pro rovinny obrazec vymezeny k¥ivkou zadanou parametricky x = ¢(t),

y =(t), t € [a, 8], osou x a p¥imkami x = (), x = p(F) plati
M = / S8 ()] (£)|dt,
5.2 3 [ s o

5= [ stemieale e

S, S,
r_[M,M]
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Riemanniiv integral Zakladni fyzikdlni aplikace Riemannova integralu

Necht spojitd funkce s(t) uddvd specifickou hmotnost v bod& [x, y]
podgrafu spojité nezaporné funkce f. Potom pro podgraf funkce f plati

M = / (x)f(x)dx

Sx=5 / s(x)F2(x)dx

S, = / bxs(x)f(x)dx

Sy Sk
ro[5%)
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Riemanniv in Nevlastni Riemanntyv integral

Cilem této sekce je ,,zbavit se” pozadavku
na ohraniéenost integrandu a intervalu.

Nejprve se budeme zabyvat p¥ipadem,
kdy je neohraniceny interval...
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Riemanniiv integral Nevlastni Riemanntyv integral

Definice 11

Necht a € R a necht f je funkce definovand na intervalu [a, c0), kterd je
integrovatelnd na kaZzdém intervalu [a, b], kde b > a. Definujme funkci F
na intervalu [a, c0) vztahem

b
F(b) —/a f(x)dx

Jestlize existuje vlastni limita limp_,o, F(b), ¥ikdme, Ze nevlastni integral
[° f(x) dx konverguje a klademe

/ f(x)dx = lim F(b) = I|m / f(x
a b—roc0

Neexistuje-li vlastni limita limp_,o, F(b) Fikdme, Ze nevlastni integrdl
faoof(x) dx diverguje. Je-li tato limita nevlastni, ¥ikdme, Ze nevlastni
integrdl urcité diverguje k £oo. V p¥ipadé, Ze tato limita neexistuje,
fikdme, Ze integral osciluje.

v
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Riemanniiv integral Nevlastni Riemanntyv integral

Poznamka

Nevlastni integral ffoo f(x)dx, kde a € R, definujeme analogicky

/a F(x)dx = lim_ /Caf(x) dx.

—0o0
Je-li funkce f integrovatelnd na kazdém omezeném intervalu, fekneme, Ze
nevlastni integral ffooo f(x) dx konverguje, jestlize pro n&jaké a € R (tedy
pro kazdé a € R) konverguji oba nevlastni integrély
[ f(x)dx, [°f(x)dx. V tomto p¥ipad&

/ Z F(x)dx = / OO F(x) dx + / T f(x) dx.
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Priklad 46

/Oo L =i /b L_dx— lim [arctg x]5 = lim arctgb— ~
——=dXxX = IIm ——=axX = IlIm [arctg X|p = lIm arc = —.
0 1 +X2 b—oo Jq 1 +X2 b—oo &Xlo b—o0 & 2

v

Priklad 47
>~ 1 . b1 . b
—dx = lim —dx = lim [Inx]7 = lim Inb = oc.
1 X b—oco J1 X b— o0 b—00

Priklad 48

00 b
cos xdx = lim cosxdx = lim [sinx]5 = lim sinb = neexistuje.
0 b—oo Jg b—roc0 b—o0

v
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Véta 29

Necht integraly [)° f(x)dx, [ g(x)dx konverguji a o, 5 € R. Pak
konverguje i integral [J° af(x) 4+ Bg(x)dx a plati

/:O af(x) + Bg(x)dx = a/aoo f(x)dx + 5/:0 g(x)dx.

Véta 30

Necht integral [)° f(x)dx konverguje a integral [° g(x)dx diverguje. Pak
integral [° f(x) & g(x)dx diverguje.

v
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Priklad 49

Rozhodnéte pro kterd a € R integral floo X% dx konverguje a pro kterd
diverguje.

Necht F(x) = [ & dt. Je-li a # 1, je
1 I 1
= —_—— —_— = —_— —_— 1
Fix) l-«a [to‘l]l l-«a (xal ) ’

L jelia>1
||m F(X): {0417 Je [Iye% )

xX—00 oo, jelia<l.

tedy

Proa =1 je F(x) = [Int]f =Inx, tedy limy_ F(x) = o0.
Celkem

/°° 1 q {all, je-li @ > 1, integral konverguje,
— dx
1

oo, jeli a <1, integral urdité diverguje.
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Véta 31 (Cauchyho—-Bolzanovo kritérium)

Nevlastni integral [° f(x)dx konverguje pravé tehdy, kdyZ ke kaZdému
e > 0 existuje xg > a tak, Ze pro libovolnd x,y € R, x > xp, y > xo, plati

/ny(t)dt' <e.
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Véta 32 (Prosté srovnavaci kritérium)

Necht funkce f, g splifuji pro x € [a,00) nerovnosti 0 < f(x) < g(x).

(i) Konverguje-li integral [7° g(x)dx, konverguje i integral [ f(x)dx,
pFicemZ plati

0< /:of(x) dx < /:og(x) dx.

(ii) Diverguje-li integral [>° f(x)dx, diverguje i integral [° g(x)dx.

Véta 33 (Limitni srovnavaci kritérium)

Necht funkce f, g jsou nezdporné na intervalu [a,o0) a necht existuje
flx) _ |

lim,— o0 g(x)
(i) Je-li L < oo a konverguje-li nevlastni integral faoo g(x) dx, konverguje
i nevlastni integral [° f(x)dx.

(ii) Je-li L > 0 a diverguje-li nevlastni integral [.° g(x)dx, diverguje i
nevlastni integral [ f(x)dx.

.
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Diisledek
Necht a > 0 a f(x) > 0 pro x € [a,0). Jestlize existuje o > 1 takové, Ze

lim x“f(x) < oo,
X—r00

pak integral f:o f(x) dx konverguje. Jestlize existuje o < 1 takové, Ze

lim x“f(x) >0,

X—00

pak nevlastni integrél faoo f(x) dx diverguje.

Poznamka

Je-li funkce f nezaporna, pak je funkce F(x) := [ f(t)dt neklesajici, a
tedy existuje (vlastni nebo nevlastni) limita

lim F(x).

X—00

v
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Véta 34 (Nutnd podminka konvergence)

Necht integral [J° f(x)dx konverguje a necht existuje limy_. f(x) = c.
Pak je c = 0.
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Dikaz.

P¥edpokladejme sporem, Ze je ¢ # 0, nap¥. ¢ > 0. Podle definice limity,

k libovolnému ¢ > 0 existuje xg takové, Ze pro x > xq je

f(x) € (c—¢e,c+¢). Zvolime-lie < c, tj. ¢ —e > 0, pak pro x > xg je
f(x) > ¢ —e. ProtoZe plati [ dx = oo, tudiz i [[(c —¢)dx = oo,
dostdvame ze srovndvaciho kritéria divergenci integralu fxio f(x)dx a tedy
i f;o f(x)dx = oo, coz je spor. Podobn& dojdeme ke spornému zavéru

[T f(x)dx = —oo v p¥ipad& ¢ < 0. O

v
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Véta 35 (Abelovo kritérium)

Necht nevlastni integral [° f(x)dx konverguje a necht je funkce g
monoto’nnl’a ohrani¢end na intervalu [a, 00). Pak nevlastni integrdl
[7 f(x) g(x) dx také konverguje.

Véta 36 (Dirichletovo kritérium)
Necht existuje &islo k > 0 takové, Ze plati

x)dx| < k

pro kaZdé b > a, necht g je monotdnni funkce na intervalu [a, o0) a necht
plati limy_,c g(x) = 0. Pak integral [;° f(x)g(x)dx konverguje.
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Véta 37
Konverguje-li integral [.°|f(x)|dx, konverguje i integral [7°f(x)dx a plati

me@yn

Slﬁﬂﬂwx
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Definice 12

Rikdme, Ze nevlastni integral f f(x) dx konverguje absolutné, jestlize
konverguje integral f |f(x)|dx. Pokud ale integral f f(x) dx konverguje
a integral [°|f(x)|dx (urit) diverguje, ¥ikdme, Ze integrdl [° f(x)dx
konverguje neabsolutné.

Véta 38

Necht funkce g je nezdpornd na intervalu [a, o) a necht integral
[° g(x)dx konverguje. Plati-li |f(x)| < g(x) pro vSechna x € [a, o) nebo

pak integral | aoo f(x)dx konverguje absolutné.
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Nyni se budeme zabyvat pfipadem neohranitené funkce...

Definice 13

Necht a,b € R,a < b, a necht f je funkce definovand na intervalu [a, b).
Rekneme, Ze b je singuldrni bod funkce f, jestlize f je ohranitens na
kazdém intervalu [a, b — €], kde 0 < & < b — a, neni ohranitend v Z2adném
levém okoli bodu b, tj. na intervalu (b — ¢, b], a je integrovatelna

(v Riemannové smyslu) na kazdém intervalu [a, b — ¢].
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Definice 14

Necht f je funkce definovand na intervalu [a, b) a necht b je jejim
singuldrnim bodem. Necht funkce F je definovand na intervalu [a, b)
predpisem F(x) = [ f(t)dt. Existuje-li viastni limita lim,_,,- F(x),
fekneme, Ze nevlastni integral fab f(x) dx konverguje a klademe

x—b~

b
/f(x)dx: lim F(x).

Neexistuje-li vlastni lim,_,,- F(x), Ffikdme, Ze nevlastni integrdl fab f(x)dx
diverguje. Je-li tato limita nevlastni, fikdme, Ze nevlastni integrdl uréité
diverguje k +00. V ptipadg, Ze tato limita neexistuje, ¥ikdme, Ze nevlastni
integral osciluje.
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Poznamka

Analogicky definujeme singuldrni bod a funkce f definované na intervalu
(a, b] a konvergenci nebo divergenci nevlastniho integralu fab f(x)dx, je-li
a singuladrnim bodem funkce f.
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P¥iklad 50 J

Vysetfete konvergenci integrélu fol X% dx pro a € RT.

Singuldrnim bodem funkce X je bod 0. Polozme F(x) = fxl L dt. Pro

a#1je
1 17t 1 1
F(x) = —| = 1- .
(x) 1-« [to‘_l]x 1—a< Xa_l)
Tedy
1 . .
—, jelia<1,
lim F(x) =4 o

x—=0% 0o, jellia>1.

V p¥ipadé o = 1 obdrzime F(x) = [Int]l = —Inx, tudi¥ v tomto p¥ipadé

plati lim,_ o+ F(x) = co. Celkem

/ldx i jelia<t,
o X< oo, jelia>1.
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Pro nevlastni integraly typu fab f(x)dx, kde a < b a b je singuldrnim
bodem funkce f, plati tvrzeni analogickd k tvrzenim predchozi sekce.
Diikazy se provedou naprosto shodnym zpiisobem. Napt¥.

Véta 39 (Limitni srovnavaci kritérium)

Necht f, g jsou nezdporné funkce definované na intervalu [a, b). Necht b

Je singuldrnim bodem obou funkci f, g a necht existuje lim,_, 20 =
(i) Je-li L < oo a konverguje-li integral fab g(x)dx, je také integral
i) b £(x)dx konvergentn.
a
(i) Je-li L > 0 a diverguje-li integral fab g(x)dx, je také integral
fabf(x) dx divergentni.
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Definice 15

Necht a, b € R*, a < b, a necht f je funkce definovand na intervalu (a, b).
Necht plati

(i) existuje primitivni funkce F k funkci f na (a, b),

(i) existuji viastni limity lim,_, ;+ F(x) = A, lim,_,,- F(x) = B.
Pak ¥ikdme, Ze funkce f je na intervalu (a, b) integrovatelnd v Newtonové
smyslu, a definujeme jeji Newtondiv integrdl p¥es interval (a, b) vztahem

(N)/f(x)dx: B — A.
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Pro dany interval (a, b), kde a, b € R*, a < b, ozna&ime symbolem
N((a, b)) mnoZinu viech funkci integrovatelnych na (a, b) v Newtonové
smyslu a symbolem R([a, b]) mnoZinu v3ech funkci integrovatelnych

v Riemannové smyslu na [a, b].

Véta 40

Necht f € R([a, b]) NN ((a, b)). Pak

(R) / F(x)dx = () / F(x)dx.

Diikaz.
Z Newton—Leibnizovy formule. 0J

Véta 41

Necht f € N'((a, b)). Pak md funkce f na intervalu (a, b) Darbouxovu
vlastnost.

v
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Poznamka

Pokud existuje (R) fab f(x)dx, potom je f omezena.
Pokud existuje () fab f(x)dx, potom ma f Darbouxovu vlastnost.

f}l sgn(x)dx existuje v Riemannov& smyslu (ohrani¢end s jedinym bodem
nespojitosti), ale ne v Newtonové (nemd Darbouxovu vlastnost).

1 1 . . . , . « oy ,
I ﬁdx neexistuje (jako vlastni) v Riemannové& smyslu (neohrani¢end
funkce), ale

1
1
N / ———dx=_ lim [arcsinx]?
) ~1V1—x2 [a,b]%[*l,ll[ I

= blLr’rf_(arcsin b) — ajTﬁ(arcsin a) = g - (—%) = .

Je-li funkce spojitd na [a, b], pak zde oba integraly existuji a jsou si rovny.
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Pro Newtonilv integral plati ,,obvyklé” véty jako pro Riemanniyv, ale ne
v8echny. Nap¥. jsou-li funkce f, g Riemannovsky integrovatelné na
intervalu [a, b], je na ném integrovatelna i funkce f - g. To pro Newtoniv
integral neplati.

Necht [a, b] = [0, 1], f(x) = g(x) = % Potom

1 1 .
(N)/0 de: lim (2vb) — lim (2v/a) = 2,

lim
b—1— a—0t

ale

! . .
(N)/O ;dx = bI_|>n117(In b) — lim (Ina)

a—0t

neexistuje (vlastni).
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