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Definice 1

Rekneme, Ze funkce F je na intervalu | primitivni funkei k funkci f, jestlize

F'(x) = f(x), Vx € I.

@ Primitivni funkce a zakladni integraéni metody
® Pojem primitivni funkce
® Metoda per partes a substituce
© Integrovani racionalnich, goniometrickych a iracionalnich integrali
@ RaciondIni lomena funkce
® Goniometrické funkce
® lraciondlni funkce
© Riemanniiv integrdl
@ Definice Riemannova integrélu
@ Podminky integrovatelnosti a zakladni vlastnosti
® Integrél jako funkce horni meze
® Vypocet Riemannova integralu
® Zaikladni geometrické aplikace Riemannova integrélu
@ Dalsi geometrické aplikace Riemannova integralu
@ Zakladni fyzikalni aplikace Riemannova integralu
@ Nevlastni Riemanniyv integral
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Véta 1

Jsou-li funkce F a G primitivni funkce k funkci f na intervalu I, pak
existuje konstanta c € R takovd, Ze G = F + c.

Dikaz.
F'(x) = f(x), G'(x) = f(x) = (F(x) = G(x)) =0na | =

spojita funkce

F(x) — G(x) =ceR. [




Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Pojem primitivni funkce

Definice 2

Mnozina primitivnich funkci k funkci f se nazyva neuréity integral funkce f
a znati se [ f(x)dx
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Pojem primitivni funkce

Pozndmka
Neexistuji obecné vzorce pro integral ze soucinu dvou funkci a jejich podl'lu.J
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Pojem primitivni funkce

Véta 2

o [[f(x)+ g(x)]dx = [f(x)dx + [ g(x)dx
o [[c-f(x)]dx =c- [ f(x)dx, c €R.

v
Diikaz.
Dikaz plyne z pfislusnych vzorch pro derivovani. ]
v
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Pojem primitivni funkce
Véta 3 (Zakladni integrélni vzorce)
Necht A,B,a,c,k,ne R, a>0, n# —1.
Q@ [ kdx=kx+c, Qf—rcosxdx—tgx—i—c,
n x1 o
Q@ [x"dx="7 +c, Q@ [ 5 dx=—cotgx+c,
1 .
Q@ [dx=In|x|+c, @f\/%dx:arcsmﬁjtc,
X
Q [adx=; +c, @f@dx—ln|x+\/x2:|: |+ c,
Q [e&* dx=e"+c,
@ [ i odx=XarctgX +c
Q [sinxdx = —cosx + c, At A AT
i 1 _ 1 A+X
@ [cosxdx =sinx+c, ® [pZzdx= oaIn|at| +c
kde x naleZi vZdy do definiéniho oboru pFislusné funkce.
v
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Pojem primitivni funkce

Diikaz.

Diikaz provedeme dle definice, tedy p¥imym derivovanim. (P¥itemz bereme
v tvahu v&tu 1.) Napt.

1 1
—_— 1+—X2:bBl/22X>
X+\/X2:|:B< 2( )

1 X
x+\/x2:i:B( \/X2:|:B)
B 1 x+vVx2+B 1
x+vVx2+B VVx2+B Vx2+ B

]

[In(x—i— X2:|:B)+C]/:

v
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Pojem primitivni funkce

Véta 4 (Dostate¢nd podminka existence primitivni funkce)

Necht funkce f je spojita na intervalu | C R. Pak k ni na tomto intervalu
existuje funkce primitivni.

y
Dikaz.
Pozdéji — viz véta 23. L]
y
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Pojem primitivni funkce

Poznamka

y = In(x + v/x2 + 1) je inverzni funkei k funkci y = €=~ = sinh x.
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Pojem primitivni funkce

Ptiklad 1

UvaZujme funkci

X sin%, x#0
0, x=0

Pro x # 0 je F'(x) = 2xsin 1 +x2cos%§} = 2xsini — cos 1,

pro x =0 je

X

260 L
F/(0) = limy—o FX=FO) — im0 27 = lim,yo xsin L =0,
2xsin L —cosl, 0
tedy F'(x) = XS x X#O'
) X =

Pro funkci f(x) := F'(x) je tedy F(x) primitivni funkci na celém R.
Funkce f(x) pFfitom neni spojitd v x = 0, protoze

limy_0 f(x) = limy_,0 2x sin 1

neexistuje.

X

cos% = lim 2xsin )—1< — lim cos%
x—0 x—0
—_——— ——
=0 neexistuje

Tedy spojitost neni nutnou podminkou pro existenci primitivni funkce.
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Pojem primitivni funkce

Definice 3

Rekneme, ¥e funkce f ma na intervalu | Darbouxovu vlastnost, jestlize
Vt1, tp € | funkce f nabyva vdech hodnot mezi hodnotami f(t1) a f(t2).
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Pojem primitivni funkce

Véta 5 (Nutnd podminka)

Necht F je primitivni funkci k funkci f na intervalu |. Pak funkce f ma na
intervalu | Darbouxovu vlastnost.
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Pojem primitivni funkce

Poznamka
Podle 2. Bolzanovy véty spojité funkce maji Darbouxovu vlastnost. J
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Pojem primitivni funkce

Diikaz.

Necht x1, x> € I jsou libovolné a pFedpoklddejme, Ze f(x1) < f(x2).
(Kdyby f(x1) > f(x2), dikaz je obdobny.)

Necht a € (f(x1), f(x2)) je libovolné. UkdZeme, Ze existuje c € | takové,
ze f(c) = a.

UvaZzujme funkci g(x) = F(x) — ax, tato funkce je na uzavfeném intervalu
s krajnimi body x1, x» spojitd (ma derivaci = je spojitd) a

g(x)=F(x)—a=f(x)—a.

Déle g'(x1) = f(x1) —a <0, g'(x2) = f(x2) — @ > 0. Necht x; < x a

¢ € (x1,x2) je takové, Ze g(c) = min{g(x), x € [x1,x2]} (takové c existuje
podle 2. Weierstrassovy v&ty). Nutn& plati g’(c) = 0 (jinak by bod ¢ nebyl
bodem minima funkce g na intervalu [xi, x2]), tedy

0=g'(c) =f(c) — a= f(c) = a. Pro x; > xo podobn& (c bude bod
maxima funkce g). O

v
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Pojem primitivni funkce

Pt¥iklad 2
K funkci
1, x>0
f(x)=<0, x=0
-1, x<0

Tato funkce nem3 na takovém intervalu Darbouxovu vlastnost.

neexistuje primitivni funkce na Zadném intervalu obsahujicim bod x = 0.

Matematickd analyza
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Pojem primitivni funkce

Poznamka

Neni zndma nutnd a postalujici podminka pro integraci.

Matematickd analyza
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Pojem primitivni funkce

Ptiklad 3

K Dirichletové funkci x(x) neexistuje primitivni funkce na zadném
intervalu. )

Priklad 4

K funkci f(x) = |x| existuje primitivni funkce na celém R. Touto primitivni
funkci je

X; +c x>0

F(x) = .
() —X;—Fc x <0

Matematicka analyza 19 /196
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Metoda per partes a substituce

Véta 6 (Metoda per partes)

Necht funkce u,v maji derivaci na intervalu I. JestliZe existuje primitivni
funkce k funkci (uv'), pak existuje i primitivni funkce k funkci (u'v) a plati

/uv'dx = uv—/u’vdx.
Dikaz.

(uv) = u'v + uv' naintervalu [. Je-li F primitivni funkce k uv/, tj.
F' = uv', pak pro funkci G = uv — F plati

G=w-F)=dv+uw -F =dv+uw —uw'=1dv,

tedy funkce G je primitivni funkci k funkci u'v, p¥i¢emz F = uv — G je
vztah z véty. O

v
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Metoda per partes a substituce

Poznamka

Jako funkci u, tedy tu, kterou pFi pouZiti véty derivujeme, volime zpravidla
funkci, kterd se p¥i derivovani ,vice zlepsi".

/P(x)f(x)dx,
kde P(x) je polynom, fesime pomoci metody per partes takto:
Je-li f(x) jedna z funkci a** sin(kx), cos(kx), pak volime u = P(x).

Je-li f(x) jedna z funkci log](kx), arcsin(kx), arccos(kx), arctg(kx),
arccotg(kx), pak volime u = f(x).

Metodu per partes lze pouZit opakované.

v
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Metoda per partes a substituce
P¥iklad 6
2 / 1
u=In“x v =2Inx-=
3%’ xdx = |, 5 3 X
v/ = 3x V=X
1
=x3In°x— [ 2-Inx-=-x3dx
X
/ 1
u=Inx v ==
=x3.1n°x =2 [ X’Inxdx = , 5 3
=X vV = 3
3 3
X x> 1
=x3.In’x—2|lnx- = — [ = . Zdx
3 3 x
3
X 2
=x3-In’x -2 Inx+ = [ x?dx
3 3
3
.3 1.2 3 2 x
=x"-In“x—=x>lnx+—--—+c¢
3 3
2
=x3-In%x Shx+=x3+c¢
9 v
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Metoda per partes a substituce

P¥iklad 5

u=x =1

/xsin xdx =

:x-(—cosx)—/l-(—cosx)dx: —xcosx+/cosxdx

v =sinx v = —cosx

= —XCosX +sinx + c.

y
Poznamka
Zkousku provedeme zderivovanim vysledku.
y
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Metoda per partes a substituce
Priklad 7
2 !
u=x° u =2x
Pe¥dx= |5, 7, | =x*e—2 [ xeXdx
v ==¢€ Vv==¢
u=x u= >
=1, | =x7e¥ =2 xeX— [ e¥dx
Vi =e¢€ vV =
=x?eX 2xe 42X tc=e"(x* —2x+2) + ¢
y
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Metoda per partes a substituce

Priklad 8

u=Inx =1
X

/Inxdx =

=xlnx—x+c¢

:XInx—/ldx

vV=1 v=x
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Metoda per partes a substituce

Ptiklad 9
H /
. u=sinx u =cosx .
e*sinxdx = ;. « | =€ sinx— [ e cosxdx
vVi=e v=e
p .
u=cosx u =—sinx . .
= L " :eXsmx—eXcosx+/eX(—smx)dx
vVi=e v=e

= &*(sinx — cos x) — /ex sin xdx

Tedy pro | := [ &*sinxdx mame | = e*(sinx — cosx) — /. Odtud
2/ = eX(sin x — cos x), tj.

X
/ex sin xdx = e5(sinx — cosx) + c.

Volba u, v je zde libovolna, pouze se musi zopakovat stejné.
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Primitivni funkce a zakladni integraéni metody Metoda per partes a substituce

Poznamka

Metodu per partes je mozné pouZit i na soucin trigonometrické funkce s
funkci exponencidlni. V tomto pfipadé se metoda provede dvakrat se
stejnou volbou u, v a hledany integral se vyjad¥i pfimo z obdrzené rovnosti.
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Metoda per partes a substituce

Véta 7 (Substitu¢ni metoda)

Necht I, J C R jsou intervaly, ¢ : | — J, f : J — R a o md na | derivaci.
Je-li funkce F primitivni k funkci f na J (tj. F'(x) = f(x) na J), pak
funkce F(p(x)) je primitivni na | k funkci f(p(x)) - ¢'(x).

Naopak ma-li funkce ¢ na | derivaci riznou od nuly a G je primitivni
funkce na | k funkci f(o(x)) - ¢'(x) (t. G'(x) = f(p(x)) - ¢'(x)), pak
funkce G(¢~1(x)) je primitivni k funkci f na intervalu J.

Plati tedy vzorce:

t=¢(x)

[ et aax= | 4, 7000

/ f(x)dx =

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 30/196

x = p(t)

dx = ¢/(t)dt :/f(w(t))w’(t)dt.




Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Metoda per partes a substituce

Diikaz.
Véta vyplyva ze vzorce pro derivaci sloZzené funkce.

V prvni &asti je F primitivni funkce k f, tj.
F'(x) = £(x) = [F(e())] = F'(0(x))¢' (x) = f(p(x))¢'(x)-

V druhé &sti ma ¢’ Darbouxovu vlastnost a je bud kladna, nebo zdporna
na celém /. Funkce ¢ je tedy spojitd a ryze monoténni — 1 ma derivaci

naJa
1

—1y/ _
= oy

P¥edpokladem véty je G'(x) = (f o ¢)(x) - ¢/(x), tedy

(Gop ™) (x) = (G op™H)(x) - (¥ 1) (x)
1

=(fopop N)(x) (¢ o )(x)- [CEI0) = f(x).

[
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Metoda per partes a substituce

P¥iklad 12
Uréete primitivni funkci k funkci v/a2 — x2 pro x € [—a, a]. J

X = asint

Va2 —x2dx = = [ Va2 — a?sin®t acos tdt
dx = acos tdt
5 - 5 5 5 [ 1+ cos2t
=3 V1—sin“tcostdt = a cos tdt = a —dt

2
2 2 2 2
:a2/1dt+a2/cos2tdt:at—|—asmzt—l—c
2 2

2 2 2
:%(t+sintcost)+C:%(tisin tm)—kc
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Metoda per partes a substituce

Pr¥iklad 10
x2 =t
fxexzdx: 2xdx =dt | = fet%dt = %fetdt: %et—i—c: %eXQ—i—c
xdx = %dt
Pr¥iklad 11
x2=t
[ adx = [ 2xdx =dt | = i littQ =Llarctgt+c= Jarctgx®>+c
xdx = %dt
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Primitivni funkce a zakladni integra&ni metody Metoda per partes a substituce

Poznamka

Vime, Ze plati

t, te[-%+2km 5+ 2kr|, keZ,

arcsin(sin t) = 3
—t, te€[5+2km 3 +2kn| k€ Z.

Tedy pro % = sint mdme arcsin = +t, tj. t = d-arcsin 3, pficemZ
znaménko se shoduje se znaménkem funkce kosinus. Celkové jsme proto
mohli ve vypoltu postupovat jako pro t € [—m/2,7 /2], protoZe minusy se
vzdy sejdou dva a v8echny konstanty lze shrnout na zavér do c.

(Ve skutenosti je samozfejmé& t € R.)
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iracionalnich integrala Racionalni lomend funkce

Poznamka

JiZ vime, Ze kazdou raciondlni lomenou funkci, kterd neni ryze lomen3, lze
pomoci déleni polynomi p¥evést na soulet polynomu a ryze lomené
raciondlni funkce, kterou je mozné rozloZit na parcialni zlomky.

Budeme se tedy zajimat pouze o integrdly z parcidlnich zlomki

ZaméFime se na 5 typl integrali:

A
efpﬁﬁﬂK

A
o fX—ode’ () f _Ax+B
@ [ A Hipeig
(x—a)" ! 5 j‘ Ax+B dx
O tpxtq)m =

kde A, B, o, p, g jsou realnd &isla, p> —4g < 0ane N~ {1}.
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Integrovani racionalnich, goniometrickych a iracionalnich integralti Racionalni lomena funkce

P¥iklad 13 (Typ 1)

t=2x—38
/2—38dx: dt = 2dx :/3.§dt:g/ldt
T dx = 3dt t t

:§|n|t|+c:gln|2x—8|+c.
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iracionalnich integrlt Racionalni lomend funkce

Typ 1 a 2 ¥eSime substituci t = x — a.
X—a=t

A dx —
(x —a)n T | dx=dt

Aln|t|+ c=Alnx—a|+c (n=1)
ti—n

AT+ = e + = T t ¢ (17 1)

=A ldt
tn
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Integrovani racionalnich, goniometrickych a iracionalnich integrali Racionalni lomena funkce

P¥iklad 14 (Typ 2)
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iracionalnich integrala Racionalni lomend funkce
Typ 3 ¥eSime doplnénim jmenovatele na &tverec a pouZitim vzorce pro

f%dx.
A2 +x

Piklad 15 (Typ 3)

[ st =2 ) wars 2 [ e
2x? —4x+10 2 X2—2x+5 (X—l

t=x-1 _§ 1 dr
dx=dt | 2/ t24+22

31 ¢ + 3 e X 1 n
= — - — -arc C = —arctg —— C.
2 2 83 § )
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Integrovani racionalnich, goniometrickych a iracionalnich integralti Racionalni lomena funkce
Ptiklad 16 (Typ 4)
3x—6 x—2 1 2x — 4
0 dx=3 [ "% dx=3.- [ """ 4
/x2+2x+3x /X2—|—2X—|—3X 2/x2+2x—|—3x
3 / 2x4+2-2-4
e Rt s 1
2 x2+2x+3
3 2x + 2 —6
== d
2/x2—|—2x+3+x2+2x+3 X

2x +2 5
/1/X2+2X+3dxln‘x +2X+3|+C]_

Matematickd analyza
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iracionalnich integrld Racionalni lomend funkce

Typ 4 ¥edime prevedenim na soutet integrdlu typu [ %dx a integralu
typu 3. (A # 0, jinak by 3lo o typ 3.)

—N
/ Ax+ B dX_A/ x+B dX_A/2x+p+2f—p
xX2+px+q xX2+px+q 2 x2+px+q
A 2 1
:(/zxﬂ)d C/zdx>:
2 X<+ px+4q X<+ px+4qg

A 1 AC 1 x+E2=z
:/td”z o2 il [N
(8 +a-5

W—/
:=D?2

AI |t|+AC 1 1, A ]t!—i—AC
= —In —_ In
z2 4+ D2 2D

arctg D +c

+2
arctg D +c

AC
I 2
nix“+px+q|+ = D
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X>4+px+qg=t
(2x + p)dx = dt
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Integrovani racionalnich, goniometrickych a iracionalnich integrali Racionalni lomena funkce

t=x+1
dt = dx

1 1
b=—-6]—> dx=-6]-—— dx=
2 6/x2+2x+3X 6/(x+1)2+2x

——6/1dt——6/1dt—_63rct i—kc
- 2 odt= 2T gﬁ 2

2 1
= —3\[23rctg \[(X;_) + o

Celkem

— 2 1
/ _3x=6 dx = 3 In|x? + 2x + 3| — 3v2arctg 7\f(x +1)
x2+2x+3 2

2
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iracionalnich integrala Racionalni lomend funkce

Priklad 17

/dx _1/dx _1/ X —2 dx
x34+41 3/ x+1 3 x2—x+1

1 1 2x—1 3 1
— Clnjx+1]— d d
3+ 3-2/x2—x+lx+3-2/x2—x+lx

1 1 1
:3In|x+1|—6ln|x2—x+1|+2/

Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iracionalnich integrld Racionalni lomend funkce

Typ 5 Fesime podobnou tpravou jako typ 4, tedy rozdélenim na dvé &3sti,
kde prvni &&st Ize vyFedit snadnou substituci (Citatel je derivaci troj€lene ze
jmenovatele) a na druhou &3st pouZijeme rekurentni vzorec (viz déle).

Ax+B A 2x+ p 2B _p 1
2 n X_E 2 n+ n X
(x> + px +q) (2 +px+q)" (x> +px+q)

X2 +pxt+qg=t A1l A C
P q :2/t47dt+2/ 5 2ndX
(8 a5

(2x + p)dx = dt

A1 A C

2 tar+ 2 =4
2 | wtt 2/ z

x+5=z
dx =dz

A1 AC 1 Z_—g
_A _ D

=5 [ wtt am | (i laz=oas
A

Al AC 1 1
=2 Zar ds=-—— " 4E[ 4
2/ T opI- 1/(52+1)" T —met /(52—1—1)" °

1
X— 3= 1 1 1
= 2 = ZInlx+1l—=ZIn(x* = x+1)+ = dt
dx:dt|3|+| ( +)2t2%
5 2t
=-Inlx+1—ZIn(x*—x+1)+ \farctg\f—i-c
2x — 1
+c
V3
v
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integralt Racionalni lomena funkce
Nyni musime vy¥e$it posledni integrdl. Odvod me rekurentni vzorec.
ds 1+52_52d ds s-s d
= S = _— - —Jds
(1+s2)" (1+s2)" (1+s2)n-1 (1+s2)"
—_——— | —
::In ::In—l
= Iyt + s L
T T A+ 2(n—1) "t
S 2n—3
= Nn—1 + Infl
2(n—1)(1 4 s?)" 2n—2
Timto zplGsobem lze postupné snizovat exponent ve jmenovateli integralu
I, aZz na 1, coZ vede na funkci arctgs.
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Integrovani racionalnich, goniometrickych a iracionalnich integrali Racionalni lomena funkce

Kde jsme pouZili nasledujici mezivypolet.

/ S-S d u=s =1
— s =
(1+s2) V= V=)

s 1 1
T2(1-m(Its)t 2 / (1—n)(1+ 52)n71dt

s 1 1
T 2(n—1)(1+s2)n T * 2(n—1) / (1+ 52)"—1dt

/:1
_ S 1 2s 1 +s2=w
(*)_/(1+s2)nds_2/(1+s2)nd5_ 2sds:dw|
1 1 1
- T aqw=
2) wn " 2(1 — n)wr-1
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iracionalnich integrala Racionalni lomend funkce

Priklad 18

1 14+ x2—x2 1 x2
/(1_’_)(2)2dx—/(1+x2)2 dx—/1+xzdx—/(1+xz)2dx

: / XX u=x u=1
=arctgx — [ ——zdx=| ,_ 2 _ -1
(1+ X2)2 v = 2(1+)§<2)2 V= 314x2)
arct x / -1 d
= ar X—\———F——F7 — ——dX
& 20+ x2) ) 20+ %)
tg x + x L tg x + L tg x + x +
=arctgx+ ———~ — —arctgx+c= -arctgx+ — +¢
EX T o+ x2) 27 2 T T 1 x?)
Vzorcem:
/ 1 d X n 2.:2-3 / 1 d
———dx = X
(1+ x2)2 22-1)(1+x2)21  2.2-2 ) (1+x?)!
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ani racionalnich, goniometrickych a iraciondlnich integralt Goniometrické funkce
/R(sin x, cos x)dx
a) Je-li R lichd funkce vzhledem k prvni promé&nné, tj.
R(—u,v) = —R(u, v) (je lichd vzhledem k sin x), pak volime
substituci cos x = t.
b) Je-li lichd vzhledem k cos x, tj. R(u, —v) = —R(u, v), pak volime
substituci sin x = t.
c) Je-li R(—u,—v) = R(u, v), tj. je lichd nebo sudd vzhledem k ob&ma
proménnym, volime tg x = t.
d) Nenastane-li Zddny z vy3e uvedenych p¥ipadi, pak pouZijeme
univerzalni substituci tg 5 = t.
Kazda ze substituci prevede integral [ R(sinx, cos x)dx na integral
z raciondlni lomené funkce.
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iracionalnich integrld Goniometrické funkce

Symbolem R(u, v) budeme rozumét raciondlni lomenou funkci
v promé&nnych u, v, tj. u, v jsou svdzdny operacemi +, —,-, /, () (z € Z).
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egrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrala Goniometrické funkce
P¥iklad 19
. cosx =t .
sin® x cos? xdx = . = — [ sin’x t3dt
—sinxdx = dt
1—cos? x
:/(1t2)t2dt:~--
y
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iracionalnich integrala Goniometrické funkce

je-li nliché a msudé — t = cosx
. n m je-li n sudé a m liché — t = sinx
sin” x cos™ xdx = ] o ]
nimliché — t=sinx,t=cosx,t=tgx

nimsudé —t=tgx

v . v 7 v 7, . X
Vidy je mozné pouZit t = tg3.

Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iracionalnich integrlt Goniometrické funkce

Pr¥iklad 20
_ _ _ 1
/ dx _ tgx =t,x —tarctg t,dx = ?dt
1+ 3cos? x e Jire

/mz /1+t2 dt_/dt
1+31+t2_ 1+t2431+t2 ) 4+1¢2

sinx = COSX =

gLt o= Zarct (tgx)+
:—arC C = — arc C
2 gz 2 e
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integralt Goniometrické funkce
Priklad 21
/sinx—|—2d tg3 = t,x = 2arctgt, dx—l_szt
——aX = 2
_ 2t _ 1-t
cosx — 2 smx—m,cosx e
2t
Het2 2 dr 1+t+t2 ,
iliz 2 1+1¢2 (3t2+1)(t2+1)

= |rozklad na parcidini zlomky| = —4/ %t+1dt—4/ —5t
- P = 32+ 1 24+ 1

=—4 <% In(1+ 3t2) + % arctg(\/gt) - % In(1+ t2)> +c=...

Kde
.X t X 1
SIN — = —— cCOS— = —
2 V142 2 V1i+t?
. XX 2t 5 X ox  1—1t
SInX:2S|n—COS—:—2, COS X = CO0S“ — — sin T 2
2 14t 2 2 1+t
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integrala Goniometrické funkce

/sinz”x - cos?™ xdx, m,n € Ny

Priklad 22

i sin® x cos? xdx =7

tgx =t,dx = 1szt

; t 1
sinx = COS X =
V12’ Vite?

t4
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iracionalnich integrala Goniometrické funkce

b) =

1

8
1

8
_1

8

© PetrH

sin2x:# 1 — cos2x 21+cos2xd
= X
Cos2 x = 1+c§>s 2x 2 >

== /(1 — 205 2x + cos? 2x)(1 + cos 2x)dx

= /(1 — €os2x — cos? 2x + cos® 2x)dx

1 1 /1 4
/1dx—8/(cos2x—cos32x)dx—8/+C2osxdx:---

subst.: sin2x=t

asil (MUNI)

Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iracionalnich integrlt Goniometrické funkce

Integraly typu

/sin ax cos fxdx, /sin ax sin fxdx, /cos ax cos Bxdx

Ize zjednodusit pfevedenim na soudet.
sin(ax £ Bx) = sin ax cos Bx + cos ax sin fx

= sin ax cos Ox = %[sin(ax + Bx) + sin(ax — 5x)]

cos(ax £ x) = cos ax cos fx F sin ax sin fx
1
= sin axsin Ox = §[cos(ax — Bx) — cos(ax + (x)]

= COSs ax cos Ox = %[cos(ax + Bx) 4 cos(ax — Bx)]

Matematicka analyza 57 /196
Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integralt Goniometrické funkce
P¥iklad 23
. 1 . .
sin 2x cos 3xdx = i[sm 5x + sin(—x)]dx
1 . 1 . — 1
= — [ sinbxdx — = [ sinxdx = — cosbx + —cosx + ¢

2 2 10 2
4
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Integrovani racionalnich, goniometrickych a iracionalnich integrali Iraciondlni funkce

U integrdlli typu

/R(Xaquv"'van)dxa qi,---59n E@

je vyhodné volit substituci t°* = x, kde s je nejmensi spole¢ny nasobek
jmenovatell &isel g1, ..., qn.

Priklad 24

t=x=t= ¥x

/\5/;( ;3\/}dx

10t9dt = dx / £10 10zt
t2-3t5 4 4 N
— [ ——2 =1 — —10( — —3—
/ o 10t7dt O/t 3t*dt 0<2 35)—|—c

=5Vx2 -6 Vx5 4+ c=5x—6Vx+c.
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iracionalnich integrala IraciondIni funkce

Na integraly typu

ax + b\s m
/R<X’(cx+d> >dx,s€@,s—n

pouZivdme substituci i)’:ig = t", tedy

ax+b=t"(cx+d)=x(a—t"c)=t"d—b

n 4 _ nAd __ !
L= td-b dx:(f@”?) di
a—t'c

a—thc
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iraciondlnich integralt IraciondIni funkce

/R(X,\/ax2+bx+c)dx

kde b? — 4ac # 0, tj. kvadraticky polynom nemd dvojndsobny redlny
kofen. Nejprve uvazujme pipad ax? + bx + ¢ = a(x — x1)(x — x2).

a) Jestlize a > 0 a kvadraticky polynom ma dva redIné kofeny x; < xz,
potom

\/ax2+bx+c—\f\/x—x1

poté ho s pouZitim substituce t? =

—\f\X—Xﬂ

X= X2 pfevedeme na integral z RLF.
b) Jestlize a < 0 a kvadraticky polynom ma dva redlné kofeny x; < xa,

potom

_F(X_Xl)

Vax2 +bx+c=+— \/x—xl

poté ho s pouZitim substituce t? =

X—x1

2—X v : ‘
o pfevedeme na integral z RLF.
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iracionalnich integrlt IraciondIni funkce

Ptiklad 25

/3/x+1 L Mo 3 x4 1= 3x — t3,x = 511
X = 32 3 1 32 3 1 _A+2
x—Ix+1 dx = 3= ) g — 60 de

1 —6t2 6t3
= [t 5a 3 zdt = — 3 3 3 de
+1(3-1) (B+1+3-1)(t3-1)

3-1
1
=-3 3 1dt = ... (rozklad na parc. zlomky)
v
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Integrovani racionalnich, goniometrickych a iracionalnich integrali Iraciondlni funkce

Pokud polynom nema redlné ko¥eny, pak nutné& a > 0 (jinak nelze
odmociiovat) a miZeme pouZit n&kterou z tzv. Eulerovych substituci.
ProtoZe je lze pouZit i v pFipadé redlnych kofen(, objevuje se u prvni z
nich podminka na kladnost a. Volba znamének v mistech se symbolem ‘+'
je libovolna.

Q@ a>0:vVax2+bx+c==+yax+t

= ax?+bx+c=ax®£2/atx +t? = x = —c

bF2./at
Q@ c>0:Vax?+bx+c=+xt+./c
= ax?® + bx + ¢ = xX’t?> £ 2xt\/c + ¢ = ax + b = xt? £ 2t\/c
=X = 7_13;52:2#
© ax®+bx+c = a(x—x1)(x—x2),x1,x2 € R:vVax2 + bx + ¢ = (x—x1)t
= ax® + bx+c = (x — x1)°t? = a(x — x2) = (x — x1)t?

Kde posledni substituce je znovu pouze pro p¥ipad existence dvou redlnych
kofeni.
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iracionalnich integrala IraciondIni funkce Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iracionalnich integrld IraciondIni funkce

Priklad 26
= #\/2"_7”1 feSime pomoci Eulerovy substituce 1, znaménka volime Ptiklad 27
tak, aby ve jmenovateli vy$lo pouze t: = %\/QX—;XH Ize ¥esit také pomoci Eulerovy substituce 2:
2 2
t=—1 2(t°—t+1) 2 2
2 — — _ t+1 2t +t+1)
x*=—x+l=x—-t = x= dx = dt 52 _ — — _
ot _1’ (2t — 1) J xX=x+1l=xt+1 = X—l_tz,dX— -2y dt,
tedy tedy
22 —t+1 2 —t+1 1 t2+t41
= (—2)dt:2 ot =2 s dt= [ RLFdt=---.
t(2t — 1) t(2t — 1) 2e41 _ (2t41 (1-1t2)
1—-t2 1et+t 1
A B C _ _ )
=2 [ =+ + dt=---.
/ t 2t—1 (2t—1)2
© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 66 /196 © Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 67 /196
Integrovani racionalnich, goniometrickych a iracionalnich integrali Iraciondlni funkce Integrovani racionalnich, goniometrickych a iracionalnich integrali Iraciondlni funkce

Ptiklad 28

_ dx 2 99— _(y _ _ Ya¥
| = f—(xil)m, kde —x% +3x —2 = —(x — 1)(x — 2), vyFe¥me
pomoci Eulerovy substituce 3: Dal3i moznosti je doplnéni kvadratického polynomu pod odmocninou na
Etverec a podle jeho typu pak pouZiti jedné z ndsledujicich substituci.

Vex243x—2=(x—1)t = —(x—2)=(x-1)t O R(x,Vx2—a?) = x=

X:ﬂ dx:_—2tdt Q@ R(x,Vx*+a?) = x=atgt,

20 2295
1+1 (1+2%) Q@ R(x,vVa?2—-x?) = x=asint.

tedy Tim prevedeme integrél na typ [ R(sin t,cos t)dt.
=2t _dt
2V X2+ 3x—2
,:/%:_Q/dt:_2t+cz e
(2+t§ _ 1) t x—1
1+t
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iracionalnich integrala IraciondIni funkce

Specidlni pFipady

a) /x"\/ a? —x2dx| b) /x"\/ a® + x2dx

(i) nliché, n € Z, pak substituce je

a)a® —x* =2,

b) &% + x* = t2,
(i) nsudé, n € Z, pak

b) x = atgt.

a) x = asint,
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Priklad 30
x=t t dt
/\/l—i—xzdx— g /\/1+tg2t
- cos2t cos? t
sin?t +cos2t dt dt sint=u
cos2 t cos2t cos3 t cos tdt = du
B (1 - uz)2
.
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Ptiklad 29

—2xdx = 2tdt

t t2 /2 1/2
= t = dt = [ 1+ = - = dt
/1—t2tGl /t2—1 / +t—1 t+1
\/1—x 1

1
1—X2+—| +c

VvV1—x?2+41

/m /m _| 1—x2=¢2

1 1
:t+§In|t—1|—§In|t+1]+c:

4
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P¥edchozi p¥iklad Ize vyFesit i takto.
Priklad 31
1+ x? dx x?
l—/\/1+x2dx— :/—-I- —dx
Vit V14 x2 V14 x2
/
X - X u=x u =1
=lIn(x+V1+x?)+ [ ——dx / x %
V14 x2 v = W v=vV1+4+x
=In(x+V1+x2)+xvV1+x2—1
1
== 5 [In X+ \/1—|—x2)+xv1+x2} +c
4
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Integrovani raciondlnich, goniometrickych a iracionalnich integrala IraciondIni funkce

Binomicky integral /xm(a + bx")Pdx |, m,n,p € Q

Ize pFevést na integral z RLF takto
(i) peZ =
Y mtl
(i) ™= eZ =
(i) ™+ pez =

a—+ bx" = t°, s = jmenovatel p,

ax~ "+ b= t°, s = jmenovatel p.

Poznamka
Samozfejmé pokud je p € N, stadi integrand roznasobit.

X = t°, s = nejmensi spol. ndsobek jmenovateld m, n,

Matematickd analyza
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Ptiklad 33

1
dx m=0,n=4,p=—5;
1 1 d —4¢3

-1 3 2
t —t t
_/[(t“—l)l/“] (t4_1)5/4dt_/t4_1dt_”'

o— = —4 Y N _ _
m X +1—t,X—t4_1,X—ﬁ,X—Wdt
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Ptiklad 32

n=1p=-2=x=1t5dx=6tdt|

Il
N

JX
[ Im

3 8
=0 [ (5 et =5 | it = lpare. domly

.
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Pozndmka (Nevypotitatelné integraly)
Né&které primitivni funkce k elementarnim funkcim nemusi byt funkce
elementarni, ale tzv. vyssi transcendentni funkce. Jsou to napft.
o integralsinus [ #%Xdx, x € R, kde integrand v nule je dodefinovan
jako jednicka;
o logaritmusintegral [In~!x,x € (0,1),x € (1,0);
-7 Vanl Ve X
@ exponencidlni integrdl [ <dx,x € (—00,0),x € (0,00);
< 2 —x2 .
@ chybova funkce 7= Je ™ dx,x € R;
; ‘ 2 i 2 .
o Fresnelovy integrdly [ cosx?dx, [sinx?dx,x € R;
o [ R(x,+/P(x))dx, kde P je polynom 3. nebo 4. stupn& bez
nasobnych kofent (eliptické integrély).
.
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Riemanniv integral Definice Riemannova integralu

Nagim cilem nyni bude vypo&et plochy podgrafu dané (nezdporné)
funkce f.

YA

N\

Podgraf = {[x,y] € R? : x € [a,h],0 <y < f(x)}.
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Riemanniiv integral Definice Riemannova integralu

Definice 5

Jsou-li Dy, D, déleni intervalu [a, b] a plati D1 C D, (tj. kazdy délici bod
D; je i d&licim bodem D), tekneme, Ze D, je zjemné&nim D;.

Déleni D1 U D, se nazyva nejmensi spole¢né zjemnéni déleni Dy a D;.

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 81/196

Riemanniv integral Definice Riemannova integralu

Definice 4 (Dé&leni intervalu)

UvaZujme uzav¥eny interval | = [a, b], —00 < a < b < 0.

Délenim intervalu | rozumime kone&nou posloupnost D = {xg, x1,...,Xn}
bodi z intervalu | takovych, Ze

a=x<x1<x<--<Xp_1<Xxp=>b.

¢isla xp, x1, . . ., Xn nazyvdme délici body.

Normou v(D) d&leni D rozumime maximalni vzdalenost sousednich
délicich bodi, tedy

v(D) = max{x; — xji—1,i =1,...,n}.
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Riemanniiv integral Definice Riemannova integralu

Poznamka

V prib&hu konstrukce Riemannova integralu pfedpokladame, Ze funkce f
je ohrani¢end na intervalu [a, b].
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Riemanniv integral Definice Riemannova integralu

Necht D = {xp, ..., x,}je d&leni intervalu [a, b]. Ozna&me

m; = inf{f(x),x € [xi—1, x|}, i=1,...,n,
sup{f(x),x € [xi—1,xi]}, i=1,...,n.

<
I

Cisla mj, M; jsou dob¥e definovéna vzhledem k predpokladu ohranitenosti

funkce f. Potom .

S(D7 f) = Z m,-(x,- — X,'_]_)

i=1
nazyvame dolni soucet pfislusny déleni D a podobné

S(D,f) = z Mi(xi — xi—1)
i—1

nazyvdme horni soucet ptislusny déleni D.
Je zfejmé, Ze

D1 - D2 = S(Dl, f) < 5(D2, f), S(Dl, f) > S(DQ, f)
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Riemanniiv integral Definice Riemannova integralu

Definice 6

Symbolem D budeme rozumé&t mnoZinu viech dé&leni intervalu [a, b].
Chceme-li zdiraznit, Ze se jednd o d&leni intervalu [a, b], piseme D([a, b]).

Oznatime suprémum mnoziny viech dolnich sou&tl jako

b
/f(x)dx = sup{s(D, f),D € D}.
3
Toto &islo se nazyva dolni Riemanniiv integral funkce f na intervalu [a, b].

Podobné&
b

/f(x)dx = inf{S(D, f),D € D}

je horni Riemanniiv integral funkce f na intervalu [a, b].
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Riemanniv integral Definice Riemannova integralu

Z predpokladu ohrani&enosti funkce f na intervalu [a, b] plyne existence
c,d € R takovych, Ze

Vxela,bl: c<f(x)<d= c<mj, Mi<d, i=1,...,n
= c(b—a) <s(D,f)<S(D,f)<d(b- a).

Navic jsou-li D1, Dy libovolnd d&leni intervalu [a, b], pak
s(Dy, ) < S(Ds, f).
Tato nerovnost plyne z faktu, Ze
(D1, f) < s(Dy U Dy, ) < S(Dy U Ds, f) < S(Ds, f).

Odtud plyne, Ze mnoZina viech dolnich soutti je shora ohrani¢ena (napt.
&islem d(b — a)) a mnozina vdech hornich souttl je zdola ohranitend
(nap¥. &islem c(b — a)) a mnoZiny obou souttl jsou neprazdné.
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Riemanniiv integral Definice Riemannova integralu

Definice 7
Jestlize plati

b b

/f(x)dx:/f(x)dx,
a a
fekneme, Ze funkce f je (Riemannovsky) integrovatelnd na intervalu [a, b]

a definujeme
b

/f(x)dx = /bf(x)dxz/bf(x)dx.

a a
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Ptiklad 34

1 xe@Q

na intervalu [a, b] = [0, 1].
0 x¢£Q

UvaZujme funkci f(x) = x(x) = {
Je-li D libovolné dé&leni intervalu [0,1], D = {xo, ..., xn}, pak
m; = inf{f(x),x € [xi—1,x]]} =0, M;=sup{f(x),x € [xj_1,x]} =1,

kde i=1,...,n, tedy

n

S(D, f) = Z m,-(x,- — X,',l) = 0, S(D, f) = Z M,‘(X,‘ — X,',l) =1.
i=1

i=1

Odtud

—

1

/X(X)dx =0, /X(x)dx =1,
0

0

tedy funkce fnenfi integrovatelnd na intervalu [0, 1].
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Diikaz.

Tvrzeni dokdZeme pro horni soutty (pro dolni se dokazi analogicky).

b

Nerovnost S(D, f) > [ f(x)dx plyne z definice horniho Riemannova
a

integralu.

Necht € > 0. Z definice horniho Riemannova integrilu plyne, Ze existuje
déleni Dy takové, Ze

b

/f(x)dx !

a

Podle predpokladu ohrani€enosti funkce f na intervalu [a, b]

JK > 0: |f(x)| < K Vx € [a, b].

€
pa-

Diéle necht {z,...,2zp} jsou délici body d&leni D; a necht § =

v
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Véta 8

Necht funkce f je ohrani¢end na intervalu [a, b] a € > 0 je libovolné.
Pak existuje § > 0 takové, Ze pro kaZdé dé&leni D, pro n&Z v(D) < ¢ plati

/bf(x)dx—€ <s(D,f) < /bf(x)dx

f(x)dx+¢e > S(D,f) > | f(x)dx.

m\\c—
m\\w

Poznamka

Pro prehlednost zapisi oznatme symbolem d(/) délku intervalu /,
tj. pro I =J[a,bl,b>a, je d(l)=b—a.
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UkaZzeme, Ze toto & ma vlastnost poZadovanou v tvrzeni véty.

Necht D je libovolné d&leni intervalu [a, b], pro n&Z v(D) < 6.
Oznatme D, = D U Dy, pak

F(x)dx + g > S(Dy, f) > S(Dy, f).

m\\w

P¥itom mame S(D, f) > S(D», f). K diikazu nerovnosti uvedené ve v&té
tedy stali dokdzat, ze S(D,f) — S(D2, f) < 5.

Necht {/1,...,/,} je mnoZina vech interval déleni D takovych, Ze
v intervalu Iy neleZi 24dny z bodii d&leni Dy, a necht {J1,...,Jn} je
mnozina zbyvajicich délicich intervald déleni D.

ProtoZe uvnit¥ kaZdého intervalu J; lezi néktery z bodil z1,...,2z,_1, je
m < p — 1. ProtoZe naopak uvnitf Zzddného intervalu /; takovy bod neleZf,
je kazdy z intervall h, ..., /I, také délicim intervalem déleni Ds.

v
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Riemanniv integral Definice Riemannova integralu

Oznatme zbyvajici délici intervaly d&leni D; jako {Ji,...,J.} a

My :==sup{f(x): x€ lx} prok=1,...,n

N; :=sup{f(x): xe€ Ji}proi=1,....,m,

N; :=sup{f(x): x€ J;}prot=1,...,s
Vzhledem k ohraniéenosti funkce f jsou vSechna tato &isla v intervalu
[-K,K].

MiiZzeme tedy pocitat
S(D, f) — S(Dy, f) ZMkd Ik)+ZN d(J
—~ (Z Micd(li) + Z N d(#)) <
< i|/v,-|d +Z]N’|d(J’ (Zd +§$:d(1;)).
i=1 t=1
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Definice 8

Rekneme, Ze posloupnost D, déleni intervalu [a, b] je nulovd, pokud

lim v(D,) = 0.

n—00

Pro rovnomérné (ekvidistantni) rozdéleni to znamena

b—a noeo

v(Dp) = — 0.
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Protoze ) ;_; d(J;) je souet délek viech dé&licich intervalii d&leni D
riznych od intervalll 1,..., I, plati

D d(I) =) dJ).
t=1 i=1

Dile
S m
D d(J) = d(J) < mu(D) < pr(D) < pé
t=1 i=1
Proto -
S(D,f)—S(D2,f) < 2Kpd = 5
¢imz je poZadovand nerovnost a tim i celé tvrzeni dokazano. O
v
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Véta 9
Necht D,, je libovolnd nulovd posloupnost déleni intervalu [a, b]. Pak plati
b b
lim (D, ) = / F)dx,  lim S(Da, f) = / F(x)dx.
n—o0 n—o0
a
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Diikaz.
Dokazeme druhy vztah (prvni se dokazuje analogicky).

Necht £ > 0 je libovolné. Potfebujeme najit ng € N takové, e Vn > ng je

b

S(Dp, f) — / F(x)dx| < e.

a
Podle predchozi véty k € existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé déleni D
b b

spliiujici v(D) < § plati ff(x)dx < S(D,f) < ff(x)dx + . Protoze

a a
v(Dp) — 0, k danému § existuje ng takové, Ze Vn > ng je
b

b
v(Dn) < = ¥Yn>ng: /f )dx < S(D,, f) < /f(x)dx+€,

a

b
odtud plyne, Ze |S(D,, ) — [ f(x)dx| < e. O
a
4
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Véta 10

Necht funkce f je ohrani¢end na intervalu [a, b]. Pak je f integrovatelnd
na [a, b] pravé tehdy, kdyZ ke kazdému € > 0 existuje déleni D intervalu
[a, b] tak, Ze plati

S(D,f)—s(D,f)<e
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Ptiklad 35

Pomoci V&ty 9 rozhodnéte, zda je funkce f(x) = x integrovatelna na
intervalu [0, 1].

Necht D, = 2

n,n,...,

i=1,...,n, tedy

—”;1}. Potom mi=x,_1 ==, M;=1*

n

s(Dnx) =3 ;_nZZ( i—1)

i=1

n—l)

n

i1l
SOnR) =2 0= nzz

i=1

n(n+1

Odtud 1 1
lim s(Dp,x) = lim S(Dp,x) = =.

n—o0 n—oo

Proto fol xdx = %
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Ditkaz (=).

b
Predpokladejme, e [ f(x)dx = [ f(x)dx. Podle véty 8 k danému
3

“‘%\U

5> 030 > 0 takové, Ze s(D,f) € <

V—

b

f(x)dx — 5, [ f( dx] a
b b

S(D,f) e | [ f(x)dx, [ f(x)dx + 5 | pro kazdé d&leni D, pro n&z
a a

v(D) < 6. Necht D je libovolné dgleni, pro které v(D) < §, pak

b b
s(d,f),S(D,f) e /f(x)dx—

6,/f(x)dx+;

N
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Riemanniv integral Podminky integrovatelnosti a zdkladni vlastnosti

Ditkaz (<=).

Necht € > 0 je libovolné. Podle predpokladu existuje d&leni D s vlastnosti
b

S(D,f)—s(D,f) < e. Protoze ale ff(x)dx < S(D,f) a

a

b
. b
J f(x)dx > s(D, f) mame/ x)dx—/f(x)dx < e. JelikoZ ¢ bylo
3

>0
b

libovolné, plati [ f(x)dx f(x)dx. O
a

I
Bl o

© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 100 /196

Riemanniiv integral Podminky integrovatelnosti a zikladni vlastnosti

Necht D je libovolné déleni s v(D) < 4§, pak

S(D, f) —s(D,f) =

- Z Mi(x; — xi-1) Z mi(xj — xi-1) = Z(Mi — m;)(x; — Xi-1)
i=1 i=1

= ;[f(xi) — F(xi—)](xi —<:,-1) < 6;(f(x,-) — f(xi-1))

=0[f(x1) — f(x0) + f(x2) — F(x1) + - + F(xa) — F(xn-1)]

e

= ol (B~ @l =<

Tedy funkce f je (podle véty 10) integrovatelna. O
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Véta 11

Necht funkce f je ohrani¢end a monotdnni na intervalu [a, b]. Pak je f
integrovatelnd na |a, b].

Diikaz.

PYedpokladejme, Ze f je neklesajici (pro nerostouci je diikaz obdobny).

Je-li f(b) = f(a), pak je f konstantni na [a, b] a tedy integrovatelna,
nebot s(D,f) = S(D,f)VD € D.

Necht f(b) — f(a) > 0 a necht & > 0 je libovolné. UvaZzujme § = HOEIOR
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Véta 12

Necht je funkce f spojitd na intervalu [a, b], pak je na tomto intervalu
integrovatelnd.

Poznamka
@ Pfedpoklad ohranigenosti funkce je schovan ve spojitosti uvazované
funkce a plyne z 1. Weierstrassovy véty.
@ Podle Heineho—Cantorovy véty je funkce f spojitd stejnomérné?.

(Spojita funkce z kompaktniho metrického prostoru do metrického
prostoru je stejnomé&rné& spojita.)

Ve>030>0: [x1 —x| <6 = |f(x1)—f(x) <e
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Diikaz.

Necht € > 0 libovolné. Ze stejnomé&rné spojitosti f dostdvame, Ze k &islu
5 > 0 existuje § > 0 s vlastnosti Vxi, x2 € [a, b] plati

e
Ix1 — x| <0 = |f(x1) — f(x)| < Py
Necht D je dé&leni s v(D) < 6, pak
S(D, f) — S(D, f) = Z M,'(X,' — X,'_]_) - Z m,-(x,- — X,'_]_)
i=1 i=1

= Z(Mi —m)(xi — xj—1) = Z[f(fi) — f(s)](xi — xi—1),

kde t;,s; € [xj—1, x;] takova, Ze f(t;) = M;, f(s;) = m; (existence t;, s
plyne z 2. Weierstrassovy véty).
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Definice 9

Rekneme, ¥e mnoZina M C R ma Jordanovu miru rovnu nule, jestlize
Ve > 0 existuje systém po dvou disjunktnich otev¥enych intervali
Ji,i=1,...,nn €N, s vlastnosti

MQOJ, a Zn:d(./;)<€,
i=1

i=1

kde d(J;) zna&i délku intervalu J;.
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Protoze |t; — si| < J, je f(t;) — f(si) < 5=, a dostaneme

n

i=1

S(D.£) = s(D. ) = Y_[F(t) ~ F()]( — xi-1) < bf - > (= xi-1)

o Ao 1z 4z . €
= | soutet dilkii da délku intervalu | = ——(b—a) =e.
b—a
O
W
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Poznamka
Kone¢na mnoZina bodi ma nulovou miru. J
© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 107 / 196




Riemanniv integral Podminky integrovatelnosti a zdkladni vlastnosti

Lemma 1

Necht M = {x,,n € N} je mnoZina bodii konvergentni posloupnosti
redlnych Cisel, tj. x, — xo € R. Pak M m3d miru nula.

Nap¥. mnozina M = {%,n € N} md miru nula.
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Véta 13

Necht funkce f je na intervalu [a, b] ohrani¢end a mnoZina jejich bodii
nespojitosti na tomto intervalu ma miru nula. Pak je funkce f na intervalu
[a, b] integrovatelnd.
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Diikaz.

Necht € > 0 je libovolné, z definice lim x, = xo plyne, Ze k &islu § existuje

ng takové, ze

€
Vn>n0:|x,,—xo|<1.

Necht Jo = (xo — 7>X0 + 7). Vné tohoto intervalu leZi nejvySe ng tlent
posloupnosti {x,}, a to xi, ..., Xs,. Kolem t&chto zbyvajicich bodu
sestrojime oteviena okoli s délkou mensi nez 4%0, oznadime je Ji,. .., Jn,.
Pokud jiZz n&ktery z bodl x; leZel v intervalu Jg, tak poloZime J; = (). Déle
oznatme | = {i € {1,...,no} : Ji # 0} (mnoZina viech indexi
neprazdnych intervall J;,i = 1,...,ng). Celkové tedy mnoZinu M lze
pokryt po dvou disjunktnimi intervaly Jy, J;, i € | takovymi, Ze

d(Jo) + > d(Jr) < g + ”04%0 <e.
i€l

]

v
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Diikaz.

Dikaz je opé&t zaloZzen na vété 10 (detaily viz skripta). Body nespojitosti

pokryjeme intervaly Ji,- -+, Jn, (pro ng € N bodl nespojitosti). Tyto
intervaly lze zvolit libovolné malé, tedy soulet jejich délek bude libovolné
maly. ProtoZe funkce f je ohranitend (3K € RT : |f| < K), tedy
prispévek té&chto intervald do rozdilu S(D, f) — s(D, f) bude libovolng&
maly. Na zbylych &stech intervalu [a, b] je funkce spojita a lze zde tedy
provést konstrukci z dikazu véty 12 (spolu s intervaly J; tak ziskdme
déleni D) a jejich p¥ispévky zmensit pod 5.

Ly y
t—+ LI T f T LI R 1

= p&kné prisp&vky (spojité intervaly) + 3karedé p¥isp&vky (intervaly J;)
=5+ (M —-m)d(J)<5+5=c¢ -
<2K <ﬁ
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Véta 14

Necht f,g jsou ohrani¢ené funkce na intervalu [a, b] a mnoZina bodii
intervalu [a, b], kde f(x) # g(x) md miru nula.

Pak je funkce f integrovatelnd na intervalu [a, b], pravé& tehdy, kdyZ je
funkce g je integrovatelnd na intervalu [a, b] a plati

/ab f(x)dx = /abg(x)dx.

Tedy hodnota integrdlu z ohrani¢ené funkce se neméni, pokud tuto funkci
zménime na mnoZiné miry nula.

Diikaz.

Je podobného typu jako u véty 13, tzn. ,Skaredé” intervaly nepokazi
integrovatelnost funkce. Ol

o
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Diikaz.

UkaZeme integrovatelnost f + g. Necht D = {xq, .
d&leni intervalu [a, b] a

..y Xn} je libovolné

XE[xj—1,Xi]

Pak pro i =1,...,n plati

X€[xi—1,Xi]

m; + nj < pj < Pi < M + N;.

m; = inf f(x), M;= sup f(x),
X€E[xi—1,Xi] XE[xj—1,%i]
ni= inf g(x), Ni= sup g(x),
X€E[xi—1,Xi] XE[xj—1,%]
i = inf (f(x) + g(x)), Pi= sup (f(x)+g(x))
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Véta 15

Necht f, g jsou integrovatelné na intervalu [a, b]. Pak na tomto intervalu
jsou integrovatelné i funkce

f:l:g, f'ga |f|a ‘g|

a jestliZe existuje ¢ > 0 takové, Ze |g(x)| > ¢ pro x € [a, b], pak je na
[a, b] integrovatelnd i funkce

f
=
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Odtud
> (mi+ ni)(xi = xic1) <> pilxi — xi-1)
i=1 i=1

b b

/ Fx)dx + / g(x)dx <

a

|

/

(F(x) + g(x))dx

n n
<3Pl — 1) < DM M) — i),
i=1 i=1

s(D,f)+s(D,g) <s(D,f+g)<S(D,f+g)<S(D,f)+S(D,g),

0

v
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Véta 16

Necht funkce f je integrovatelnd na intervalu [a, b] a necht [c,d] C [a, b].
Pak je funkce f integrovatelnd i na intervalu [c, d].

Dikaz.
Necht je funkce f integrovatelnd na intervalu [a, b]. Pak existuje déleni D
splitujici S(D, f) — s(D, f) < € (v&ta 10). Pokud &isla ¢, d nepat¥i do
d&leni D, p¥iddme je tam a vysledné déleni zdZime na interval [c, d]. Tim
vytvofime dé&lenf intervalu [c, d]

D.y = {D U{c, d}} N e, d],
které spliiuje

S(Dcd, f) — S(Dcd, f) < S(D, f) — S(D, f) <eE.

Podle véty 10 je tedy funkce f integrovatelna na intervalu [c, d]. O

v
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Véta 18

Necht f, g jsou funkce integrovatelné na intervalu [a, b] a o, 3 € R, pak je
na intervalu [a, b] integrovatelnd i funkce af + g a plati

/ "(@f() + Be))dx = o / )+ / ’ g()dx.

Diikaz.
P¥imo z definice (viz diikaz véty 15). O
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Véta 17

Necht funkce f je integrovatelnd na intervalu [a, b] a c je libovolné &islo z
intervalu (a, b). Pak funkce f je integrovatelnd na kaZdém z intervalii
[a, c], [c, b] a plati

/ab f(x)dx = /aC f(x)dx + /Cb f(x)dx.
Diikaz.

P¥imo z definice. O
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Véta 19

Necht f, g jsou funkce integrovatelné na intervalu [a, b] a necht plati
f(x) < g(x) pro x € [a, b].

b b
/ f(x)dxg/ g(x)dx.
a a
Diikaz.

P¥imo z konstrukce integralnich souétd. O
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Véta 20

Necht f je funkce integrovatelnd na intervalu [a, b]. Pak je zde
integrovatelnd i funkce |f| a plati

/ab f(x)dx

< /ab |f(x)|dx.

Diikaz.
Viz skripta.
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Dikaz.

Ze znakeni véty plyne m < f(x) < M pro x € [a, b]. Protoze g(x) > 0,
plati mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x),x € [a, b]. PouZitim v&t 18 a 19
obdrzime

m/ab g(x)dx < /ab f(x)g(x)dx < I\/I/ab g(x)dx.

Je-li fab g(x)dx =0, potom fab f(x)g(x)dx = 0 a tvrzen{ véty plati pro
libovolné i € R.

b
fa f(x)g(x)dx -

Je-li bg x)dx > 0, potom m < <
/5 &(x) TP 80

=p
Tedy m<pu<Ma fab f(x)g(x)dx = ,ufab g(x)dx.
Je-li f(x) spojitd, pak podle 2. Bolzanovy véty existuje
c€la,b]:f(c)=p.

O

v
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Véta 21 (1. v&ta o stfedni hodnot& integralniho pottu)

Necht funkce f, g jsou integrovatelné na intervalu [a, b], g(x) je
nezapornd na [a, b] (tj. g(x) > 0,x € [a, b]) a oznaéme

m=inf f(x), M= sup f(x).
x€[a,b] x€[a,b]

Pak existuje &islo v € [m, M] takové, Ze
b b
[ Fetax = [ glxjax.

Zejména pokud je funkce f spojitd na [a, b], existuje &islo ¢ € [a, b] s
vilastnosti, Ze

/a  F)g(x)dx = F(0) /  g()dx.
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Riemanniiv integral Podminky integrovatelnosti a zikladni vlastnosti

Disledek
Polozime-li ve vé&té 21 funkci g(x) =1, pak

b
/a F(x)dx = (b — ),

kde

inf f(x) <p< sup f(x).
x€[a,b] x€[a,b]

Pozndmka
o Cislo = e fab f(x)dx nazyvdme stfedni hodnota funkce f na
intervalu [a, b].
@ Dle pfedchoziho disledku a 2. Bolzanovy véty nabyva kazda spojita
funkce f na intervalu [a, b] své stfedni hodnoty.
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Riemanniv integral Integral jako funkce horni meze

UvaZujme funkci f integrovatelnou na intervalu [a, b]. Funkce f je (podle
véty 16) integrovatelnd i na libovolném intervalu typu [a,x],a < x < b.
Je tedy smyslupIné definovat funkci F(x) = [ f(t)dt, x € (a, b].
Dodefinujeme-li navic F(a) = [ f(t dt = 0, rozsifime tak definici na
interval [a, b]. Funkci F nazyvame funkce horni meze.

Poznamka

Je samozifejmé& moZné podobné definovat i funkci dolni meze
G(x) = fxb f(t)dt, ale vzhledem k prepisu

G(x) = /Xb F(£)dt = /abf(x)dx—/ax F(E)dt = K — F(x),

kde K € R a F je funkce horni meze, je zfejmé, Ze vlastnosti jsou obdobné.
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Riemanniiv integral Integral jako funkce horni meze

Diikaz.

Z integrovatelnosti f na [a, b] plyne existence K > 0 takového, Ze
|f(x)| < K pro x € [a, b]. Necht xq € [a, b) je libovolné.

Pak pro x € O"(xp) plati
X X0
/ f(t)dt —/ f(t)dt
a a

< lim |f( )dt < lim K(x — xg) = 0.

X—rX0 X—rX0

0 < lim |F(x) — F(x0)| = lim

X—X0 X—rXQ

/XX f(t)dt

Odtud limy_,, | F(x) — F(x0)| = 0, tedy funkce F(x) je v xo spojita zprava.
Spojitost zleva podobn&. O

v

= lim
X—rX0
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Riemanniv integral Integral jako funkce horni meze

Véta 22

Necht funkce f je integrovatelnd na intervalu [a, b] a F(x f f(t
Pak F je spojita na intervalu [a, b].
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Riemanniiv integral Integral jako funkce horni meze

Véta 23

Necht funkce f je spojitd na intervalu [a, b] a F(x f f(t
Pak funkce F md na intervalu (a, b) derivaci a platl F'(x) = f( )
tj. F je primitivni k f na (a, b).
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Riemanniv integral Integral jako funkce horni meze

Diikaz.

Necht xg € (a, b) je libovolné a necht x > xp (pro x < xp postupujeme
analogicky). Oznagme

m(x) = inf f(t), M(x)= sup f(t).

t€(x0,x) te(x0,X)

ProtoZe f je spojitd na [xp, x|, podle 2. Weierstrassovy v&ty existuji
t1, to € [xo, x] takové, Ze f(t1) = m(x), f(t2) = M(x).
Jestlize x — xp, pak t1,tr — xp a tedy

lim m(x) = lim f(t1) = |f spojitd funkce| = f(xo)

X—X0 t1—Xo

a podobné
lim M(x) = lim f(t) = f(xo).

X—X0 to—Xo
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Riemanniiv integral Integral jako funkce horni meze

Poznamka

Véta 23 je ditkazem tvrzeni, Ze ke spojité funkci existuje primitivni funkce
(v&ta 4). Jednou z téchto primitivnich funkci je f f(t)de.

Poznamka

Je-li G f f(t)dt, pak pro spojitou funkci f je G’(x) = —f(x), nebot

G'(x) = [/b F(x)dx — /ax f(t)dt}/ — 00— f(x) = —F(x).
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Riemanniv integral Integral jako funkce horni meze

Pro derivaci zprava tedy plati
F(x)—F *f(t)dt
Fi(x0) = lim Fx) = Fxo) = lim L"L = | dle véty 21
x—rxg X = X0 x—=xf X — X0
=i M) g
x—rxg X — X0 x—rxg
= | m(x) < u(x) < M(x) | = f(x),
podobng pro derivaci zleva F/ (xp) = f(x0) a tedy F'(x0) = f(xo). O
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Riemanniiv integral Integral jako funkce horni meze

V&ta 24 (2. v&ta o stfedni hodnot& integrdlniho poctu)

Necht funkce f je na intervalu [a, b] integrovatelnd a funkce g je na tomto
intervalu monotdnni. Pak existuje &islo ¢ € [a, b] s vlastnost/

/a  F0g( 2(3) / X)dx + g(b) /  F)dx.
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Riemanniv integral Integral jako funkce horni meze

Diikaz.

P¥edpokladejme, Ze g je neklesajici (pro nerostouci podobn&). Naznatime
diikaz za siln&jsiho predpokladu, Ze funkce g md na intervalu [a, b] derivaci
a pro zjednodu3eni vyuZijeme obsahu nasledujici sekce (zvlast& metodu per

partes pro urdity integrél). Pro dikaz v pIné obecnosti viz skripta.

ug) =(

X
v = f(x ;

~ et [ (t)dt]a [0 ([ o) ax

Pomoci 1. véty o stfedni hodnoté integrdlniho poctu lze psat pro

= J; f(t)dt
b b c
/a g'(x)F(x)dx = F(C)/a g'(x)dx = [és’(b)—g(é')]/a f(t)dt

/ " F)g(x)x =

kde c € [a, b].
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Riemanniiv integral Vypotet Riemannova integralu

Definice 10

Necht D = {xp,x1,...,%n} je d&leni intervalu [a, b] a & € [xi_1, xi].
Pak K = {&1,...,&n} se nazyva vybér reprezentantd déleni D a soulet

Z f(&)(xi — xi—1) =: S(D, f, K)

se nazyva integralni soucet funkce f p¥islusny déleni D a vybé&ru
reprezentantli K.

Poznamka
Pro kazdy vybér reprezentantli K a kazdé déleni D plati

s(D,f) < S(D,f,K) < S(D, f).
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Riemanniv integral Integral jako funkce horni meze

Tedy

b b ]
/a f(x)a‘:’(x)dng(b)/a f(t)dt — [g(b) _g(a)]/a F(1)dt

= g(a) /ac f(x)dx + g(b) /Cb f(x)dx

[l
v
© Petr Hasil (MUNI) Matematicka analyza 134 /196
Riemanniiv integral Vypotet Riemannova integralu
Véta 25
Necht funkce f je integrovatelnd na intervalu [a, b] a D, je libovolnd
nulova posloupnost déleni tohoto intervalu. Pak pro kaZdy vybér
reprezentantii K, déleni D, plati
b
lim S(Dy, f, Ky) = / F(x)dx.
n—o0 a
.
Diikaz.
Plyne pfimo z nerovnosti
S(Dp, f) < S(Dp, f,Ky) < S(Dp, f) .
—— ——
%fab f(x)dx %fab f(x)dx
]
v
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RENENLIIETNEIEII  \/ypocet Riemannova integralu

Véta 26 (Newtoniv-Leibniziv vzorec)

Necht funkce f je integrovatelnd na intervalu [a, b], funkce F je spojitd na
[a, b] a na (a, b) je primitivni funkci k f, tj. F' = f na (a, b). Pak plati

b
/ F(x)dx = F(b) — F(a).
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Riemanniiv integral Vypocet Riemannova integralu

Necht D, je nulova posloupnost d&leni intervalu [a, b] a K, je p¥islusejici
vybér reprezentantd, ktery dostaneme aplikaci Lagrangeovy véty na kazdy
dilek d&leni D,, pak

b
F(b) — F(a) = S(Dp, f,Ky) iﬁ/ f(x)dx.
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NENENLIVETNCEIEII  \/ypocet Riemannova integralu

Diikaz.

Necht D = {x1,...,x,—1} je libovolné d&leni intervalu [a, b], pak plati

Y [F00) = Flxim1)l =
i=1

= F(x1) — F(xo) + F(x2) — F(x1) + - - - + F(xn) — F(xn-1)

Sou&asné podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnot&

F(xi) — F(xi—1) = F'(&)(xi — xi—1), € € (xi—1,x), F'(&) = f(&).

Tedy pro libovolné déleni D mame

F(b) — F(a) = f(&)(xi — xi-1) = S(D, £, K),
=1

kde K = {&1,&,...,6,}.

= F(xn) — F(x0) = F(b) — F(a).
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Riemanniiv integral Vypocet Riemannova integralu

Véta 27 (Metoda per partes pro Riemanniyv integral)

Necht funkce u, v jsou spojité na intervalu [a, b] a jejich derivace u’, v’
jsou integrovatelné na tomto intervalu. Pak plati

b b
[ a0 (9x = el = [ (vl

kde [u(x)v(x)]5 = u(b)v(b) — u(a)v(a).

Dikaz.

(uv) = v'v+ uv' = uv je primitivni funkei k v'v + uv/, tedy

b
/ [0/ (x)v(x) + u(x)v'()]dx = [u(x)v(x)]3-

O

v
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RENENLIIETNEIEII  \/ypocet Riemannova integralu

Véta 28 (Substitu¢ni metoda pro Riemanndv integral)

Necht funkce f je spojita na intervalu [, 8] a necht funkce ¢ md derivaci
na intervalu [a, b] a tato derivace ¢’ je na [a, b] integrovatelnd. Necht dile
¢([a, b]) C [ov, B]. Pak plati

b w(b)
| et o = / o
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Riemanniiv integral Vypocet Riemannova integralu

Poznamka

P¥i substitu€ni metod& pro Riemanniv (urdity) integrdl se musi
transformovat i meze.
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NENENLIVETNCEIEII  \/ypocet Riemannova integralu

Diikaz.

ProtoZe f je spojitd na [«, 8] a ¢ integrovatelnd na [a, b], je funkce
f(p(x))¢'(x) integrovatelnd na [a, b]. UvaZujme funkci

F(x) ::/ f(t)dt, xé€la,p],
kterd je (v&ta 23) primitivni k funkci f na [a, 5]. Déle funkce F(¢(x)) je
primitivni k funkci f(¢(x))¢’(x) na [a, b] (dle véty o derivaci sloZené
funkce). Tedy

b
/a F((x))¢' (x)dx = F(p(b)) — F(p(a))
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Riemanniiv integral Vypocet Riemannova integralu

Ptiklad 36

© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 145 /196




Riemanniv integral

Vypocet Riemannova integralu

Priklad 37
3 — r_ 1 2 3 312
/xlnxdx: u, nx 2 :[X—Inx} —/ —X—dx
1 vVi=x v=7 2 1 1 X2
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Riemanniiv integral

Vypocet Riemannova integralu

Priklad 39

14x2=t2 x=2=t=+5
xdx=tdt x=1=t=+2

2
/ xvV' 1+ x2dx =
1

v v 3

[ e [2] 0
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Vypocet Riemannova integralu

P¥iklad 38
1 _ r_ 1
/ arctg xdx | _Iarctgx T 1e
0 vi=1 V=x
1 1
_ 1 X o1 2x
—[XarCth]O—/(; de—Z—EA H—)(2 X
T 1 o1 T 1
:Z—E[ln(1+x)]ozz—§|n2 )
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INCOELLIVATIEEIEII  Vypocet Riemannova integralu
P¥iklad 40
1 .
T oy x=sint x=1=t=mn/2
/0 1= xtdx dx =costdt x=0=1t=0
/2 /21 2t 1. sin2t]™?
:/ cos? tdt:/ idt: = +sm :z.
0 0 2 2 4 |, 4
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Riemanniv integral Z3kladni geometrické aplikace Riemannova integrélu

Plocha podgrafu kladné funkce na intervalu [a, b]:

/ab f(x)dx.
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Riemanniiv integral Zakladni geometrické aplikace Riemannova integralu

Priklad 41

Urgete plochu ohrani¢enou grafem funkce f(x) = x
intervalu | = [-2, 3].

2_x—2aosou x na

Proto¥e x? — x — 2 = 0 ma kofeny x; = —1 a xo = 2, snadno zjistime, %e
funkce f je na intervalu / kladnd pro x € (—2,—1) U (2, 3) a zépornd pro
x € (-1,2).
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Riemanniv integral Z3kladni geometrické aplikace Riemannova integrélu

Plocha mezi grafem funkce f a osou x na intervalu [a, b]:

/a ().
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Délka k¥ivky grafu funkce f na intervalu [a, b].

(= /b \/ 1+ f2(x)dx.
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Riemanniiv integral Zakladni geometrické aplikace Riemannova integralu
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Riemanniv integral Z3kladni geometrické aplikace Riemannova integrélu

Délka k¥ivky — odvozeni

a=X, X X, Xs b=x,

K¥ivku ¢ nahradime lomenou €arou L, kterd vznikla dé&lenim intervalu
[a, b]. Pfedpoklddejme, Ze f je na [a, b] diferencovatelna a Ze funkce
V1 + f2 je na ném integrovatelnd.
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Riemanniiv integral Zakladni geometrické aplikace Riemannova integralu

P¥iklad 42
Odvod'te vzorec pro vypoet obvodu kruhu o polomé&ru R. J

R 2
O—4 \/1+( R2—x2 dx—4/ \/ >dx
0 —X2

R R
= / ——dx = [R arcsin ] = 4R— =27R
0 R2 — x2 Rlo
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Riemanniv integral Z3kladni geometrické aplikace Riemannova integrélu

Pak délka lomené &ary je

=3 JIFG) = FOs )P + G — 1)
i=1

Dle Lagrangeovy véty o stfedni hodnot& existuji &; € (xj—1,x1),i =1,...,n
takova, Ze f(X,') — f(X,',l) = f/(f,')(X,' — X,',l),l. =1,...,n Tedy

1+ (€))% (xi — xi—1) = S(D, V1 + 2 K).

Vyse uvedené plati pro libovolné déleni D, plati tedy i pro nulovou
posloupnost déleni D,

d(L) = S(Dws /14 F2, Ky) — /b J1+ [F(Pdx,
tedy d(¢) = f V14 [f'(x)]2dx.
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Riemanniiv integral Zakladni geometrické aplikace Riemannova integralu

Objem a povrch plasté rotatniho télesa
(rotace nezdporné funkce f kolem osy x na intervalu [a, b]).

b b
P =2n / f(x)y/1+f2(x)dx, V=m / 2(x)dx.
a a

yA

(© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 158 /196




Riemanniv integral Z3kladni geometrické aplikace Riemannova integrélu Riemanniv integral

Z3kladni geometrické aplikace Riemannova integrélu

Vzorec pro objem rotaéniho télesa plyne p¥imo z konstrukce integrélu.

UvaZujme délenf intervalu [a, b], v kaZdém dilku zvolime reprezentanta &;.
Tim obdrzime obdéInik dany délkou dilku a funkéni hodnotou v pFislusném
reprezentantu. Rotujeme-li tento obdéInik kolem osy x, vytvoFi vélec o P¥iklad 43
poloméru f(&;) a vy3ce x; — xi—1. Soulet viech objemi p¥ejde pro nulovou

- . L , o Vypoctéte povrch koule o poloméru R. J
posloupnost déleni v objem uvaZovaného rota¢niho télesa.

b
V~Zﬂf2 xi — xi_1) = S(D, 7% K) — Tr/ f2(x)dx = V P=2. 27r/ V R2
i a

R
dx = 47rR/ dx = 47 R?
0

\/ — x2

Podobné Ize odvodit vzorec pro povrch plasté — nahradime-li kfivku za
lomenou &aru, objekt snadno rozdélime na sadu komolych kuZeli. Soudet
povrchi plasté téchto kuzell se pro nulové déleni blizi k povrchu plasté
daného télesa.
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Riemanniiv integral Zakladni geometrické aplikace Riemannova integralu

Riemanniiv integral Zakladni geometrické aplikace Riemannova integralu
Priklad 44 Priklad 45
Urtete plochu ohranitenou grafy funkei f(x) = x2 + 1 a g(x) = x + 3. J Urlete ol;Jem télesa vzniklého rotaci plochy omezené grafy funkci
f(x) =x*+1a g(x) =x+ 3 kolem osy x.
f = 2 2
(x) = g(x) V = 7r/ g dx — 7T/ f2(X)dX
x“4+1=x+3 1 -1
2
2
x*=x=2=0 :ﬂ‘/ (x +3)% — (x® +1)%dx
_ — 1
= ]., X2 2 5
:7r/ 8 + 6x — x2 — x*dx
I : T ] ! -1
' 117
5 5 5 9 =... 5 —.
/ g(x)—f(x)dx = / (x+3)—(x*+1)dx = / 24 x—xPdx = ... = >
-1 -1 -1
© Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza 161 /196 © Petr Hasil (MUNI) Matematickd analyza l 162 /196




Riemanniv integral Dal3i geometrické aplikace Riemannova integralu

V této sekci budeme uvaZzovat kfivku zadanou parametricky jako

X = So(t)a y = ¢(t)7 te [O‘76]7 (P)
kde @, 1) jsou spojité diferencovatelné a ¢'(t) # 0 pro t € («, 3).

Obsah obrazce ohrani¢eného kfivkou s parametrizaci (P), osou x a
primkami x = ¢(«),x = ¢(B) je

B
5= [ vl 0l

Délka krivky zadané parametrizaci (P) je

B
= [ wwr+ pora
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Riemanniiv integral Dalsi geometrické aplikace Riemannova integrélu

Obsah pldsté rotacniho télesa, které vznikne rotaci plochy vymezené
k¥ivkou zadanou parametrizaci (P) (kde ¢(t) > 0,t € [«, 3]), osou x
a p¥imkami x = p(a), x = p(B) kolem osy x je

B
0=2r [ v(0)\/leOF + WO
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Riemanniv integral Dal3i geometrické aplikace Riemannova integralu

Objem rotacéniho télesa, které vznikne rotaci podgrafu spojité nezaporné
funkce f(x), x € [a, b], kolem osy y je

b
Vy = 27r/ xf(x) dx.
a
Objem rota&niho télesa, které vznikne rotaci plochy vymezené kfivkou

zadanou parametrizaci (P) kolem osy x (kde ¢(t) > 0,t € [a, /3]), osou x
a p¥imkami x = p(a), x = ¢(fB) je

B
Vo= [ (0 | (0] dr
«
Objem rotacéniho télesa, které vznikne rotaci plochy vymezené k¥ivkou

zadanou parametrizaci (P) (kde ¢(t) > 0,t € [« 8]), osou x a p¥imkami
x = @(a) >0,x = p(B) > 0 kolem osy y je

B
V, =2r / H(D)e(t) [(8)] dt.
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Riemanniiv integral Z3kladni fyzikdIni aplikace Riemannova integralu

Necht spojita funkce s(t) udavd specifickou hmotnost v bod& [p(t),(t)]
pro kfivku zadanou parametricky x = ¢(t), y = ¢(t), t € [a, 5]. Potom

B
M= [ st} OF + ()P

je hmotnost kFivky,

(67

B
| souenfier + v or
t

Sx
Sy

B
| soenfle@p+ wopa.

«

jsou statické momenty k¥ivky vzhledem k ose x, resp. y a
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Riemanniv integral Z3kladni fyzikaIni aplikace Riemannova integralu Riemanniv integral Z3kladni fyzikdIni aplikace Riemannova integralu

Necht spojita funkce s(t) udavd specifickou hmotnost v bod& [x, f(x)] pro Necht spojitad funkce s(t) udava specifickou hmotnost v bod& [p(t),1(t)].
k¥ivku, kterd je grafem spojit& diferencovatelné funkce f(x), x € [a, b]. Pro rovinny obrazec vymezeny k¥ivkou zadanou parametricky x = ¢(t),
Potom plati y =1(t), t € [a, 5], osou x a pfimkami x = p(a),x = ¢(5) plati
b 8
M= [ s(x)y/1+[f())?dx, M= [ s(t)p(t)le'(t)ldt,
a «
B

b

Se= [ sGofby/1+ [P (P ax So=3 [ swol (0l
b B

5, = [ st0x/1+ PGP . 5= [ stouawleolat

[5) [
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Riemanniiv integral Z3kladni fyzikaIni aplikace Riemannova integralu Riemanniiv integral Nevlastni Riemannuv integral

Necht spojitd funkce s(x) udéva specifickou hmotnost v bodg [x, y]
podgrafu spojité nezdporné funkce f. Potom pro podgraf funkce f plati

b Cilem této sekce je ,zbavit se" poZadavku
M = s(x)f(x)dx, na ohranicenost integrandu a intervalu.
a
1 b
S = / s(x)f?(x)dx,
2 Ja
b . , o
S, = xs(x)f (x)dx, Nejprve se bydeme zab-}:vatlprlpadem,
a kdy je neohraniéeny interval...
S, S
T = | =X =X
i
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Riemanniv integral Nevlastni Riemanniv integral Riemanniv integral Nevlastni Riemanniv integral
Definice 11
Necht a € R a necht f je funkce definovand na intervalu [a, c0), kterd je ;
integrovatelnd na kazdém intervalu [a, b], kde b > a. Definujme funkci F Pozndmka
na intervalu [a, 00) vztahem Nevlastni integral f_aoo f(x)dx, kde a € R, definujeme analogicky
b a a
= . f(x)dx = lim f(x)dx.
F(b) / F(x) dx /OO (x) H_OO/C (x)
Jestlize existuje vlastni limita limp_,oo F(b), ¥ikdme, Ze nevlastni integral Je-li funkce f integrovatelnd na kazdém omezeném intervalu, fekneme, Ze
[° f(x)dx konverguje a klademe nevlastni integrdl [*_f(x)dx konverguje, jestlize pro n&jaké a € R (tedy
pro kazdé a € R) konverguji oba nevlastni integraly
o0 b a 00 v ¥
. . f(x)dx f(x)dx. V tomto p¥ipadé
/ f(x)dx = lim F(b) = lim / f(x)dx. f—oo (x) dx, fa (x) Prp
a b—o0 b—oo /4
[e.@] a [e.@]
Neexistuje-li vlastni limita limp_, o F(b) ¥ikdme, Ze nevlastni integral /Oo f(x)dx = /Oo f(x) dx +/a f(x) dx.
faoof(x) dx diverguje. Je-li tato limita nevlastni, ¥ikime, Ze nevlastni -
integral urlité diverguje k +00. V pFipadé, Ze tato limita neexistuje,
fikdme, Ze integral osciluje.
v
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Riemanniiv integral Nevlastni Riemanniyv integral Riemanniiv integral Nevlastni Riemanniyv integral
Ptiklad 46
b Véta 29
OO 1 . 1 . b . i . . 00 0 Iy
T———dx = lim ——dx = lim [arctgx]g = lim arctgbh = . Necht integraly [7° f(x)dx, [.° g(x)dx konverguji a o, 8 € R. Pak
0 1+ x b—oo Jo 1+ x b—o0 b—o0 2 ... 4 o 4 ,
. konverguje i integral [;° af(x)+ fg(x)dx a plati
Priklad 47 0 0 0
- b / af(x) + Bg(x)dx = a/ f(x)dx + 6/ g(x)dx.
1 1
/ Zdx = lim / Zdx = lim [Inx]? = lim Inb = oo. - - - /
1 X b—oo J1 X b—o0 b—o0
‘ Véta 30
P¥iklad 48 Necht integral [° f(x)dx konverguje a integral [° g(x)dx diverguje. Pak
integral [° f(x) + g(x)dx diverguje.
00 b ’
/ cosxdx = lim / cosxdx = lim [sinx]§ = lim sinb = neexistuje.
0 b—oo Jg b—o0 b—o0
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Riemanniv integral Nevlastni Riemanniv integral

Priklad 49

Rozhodnéte pro kterd a € R integral ffo X% dx konverguje a pro ktera
diverguje.

Necht F(x) = [ & dt. Jelia#1, je
1 171 1
Fix) = 1-« [to‘l]l T 1-a <X0‘1 _1>’

1 . .
Lo jelia>1
lim F(x) = {a—l’ e

tedy

x—00 oo, Jjelia<l.

Proa =1 je F(x) =[Int]] = Inx, tedy limy_,o F(x) = o0.
Celkem

/00 1 {all, je-li @ > 1, integral konverguje,
1

0o, je-li @ <1, integrdl urcité diverguje.
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Véta 32 (Prosté srovndvaci kritérium)
Necht funkce f, g spliiuji pro x € [a, 00) nerovnosti 0 < f(x) < g(x).
(i) Konverguje-li integral [° g(x)dx, konverguje i integral [° f(x)dx,
pFicemZ plati

0< / T (x)dx < / " g(x) dx.

(ii) Diverguje-li integral [° f(x)dx, diverguje i integral [° g(x)dx.

Véta 33 (Limitni srovnavaci kritérium)

Necht funkce f, g jsou nezdporné na intervalu [a,00) a necht existuje
limy oo 20 = L
g(x)
(i) Je-li L < oo a konverguje-li nevlastni integral [° g(x)dx, konverguje
i nevlastni integral [° f(x)dx.
(i) Je-li L > 0 a diverguje-li nevlastni integral faoo g(x) dx, diverguje i
nevlastni integral [7° f(x)dx.

v
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Véta 31 (Cauchyho—-Bolzanovo kritérium)

Nevlastni integral | aoo f(x) dx konverguje pravé tehdy, kdyZ ke kaZdému
e > 0 existuje xg > a tak, Ze pro libovolna x,y € R, x > xg, y > xp, plati

/ny(t)dt‘ <e.
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Disledek
Necht a > 0 a f(x) > 0 pro x € [a,00). Jestlize existuje a > 1 takové, Ze

lim x%f(x) < oo,
X—00

pak integral [ f(x)dx konverguje. JestliZe existuje o < 1 takové, Ze

lim x“f(x) >0,

X—>00

pak nevlastni integrl faoo f(x) dx diverguje.

Poznamka

Je-li funkce f nezéporna, pak je funkce F(x) := [ f(t)dt neklesajici, a
tedy existuje (vlastni nebo nevlastni) limita

lim F(x).

X—00

o
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Riemanniv integral Nevlastni Riemanniv integral

Véta 34 (Nutnd podminka konvergence)

Necht integral [° f(x)dx konverguje a necht existuje limy_ f(x) = c.
Pak je c = 0.
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Véta 35 (Abelovo kritérium)

Necht nevlastni integral [J° f(x)dx konverguje a necht je funkce g
monotdénni a ohraniend na intervalu [a, 00). Pak nevlastni integral
[57 f(x) g(x) dx také konverguje.

Véta 36 (Dirichletovo kritérium)

Necht existuje &islo k > 0 takové, %e plati

/ab f(x)dx

pro kaZdé b > a, necht g je monotdnni funkce na intervalu [a,00) a necht
plati limy_,o0 g(x) = 0. Pak integral [.° f(x)g(x)dx konverguje.

< k
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Diikaz.

P¥edpokladejme sporem, Ze je ¢ # 0, nap¥. ¢ > 0. Podle definice limity,

k libovolnému ¢ > 0 existuje xp takové, Ze pro x > xg je

f(x) € (c—e,c+¢). Zvolime-li e < ¢, tj. ¢ — e > 0, pak pro x > xp je
f(x) > ¢ — . Protoze plati [[°dx = oo, tudiz i [,"(c —¢)dx = o0,
dostdvame ze srovnadvaciho kritéria divergenci integralu f;;o f(x)dx a tedy
i faoo f(x)dx = oo, coz je spor. Podobné& dojdeme ke spornému zavéru

[ f(x)dx = —oo v p¥ipad& ¢ < 0. O

v
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Véta 37
Konverguje-li integral [ °|f(x)|dx, konverguje i integral [°f(x)dx a plati

/:of(x)dx

< / 1F(0)] dx.
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Riemanniv integral Nevlastni Riemanniv integral

Definice 12

Rikdme, Ze nevlastni integral faoo f(x) dx konverguje absolutné, jestlize
konverguje integrdl [>°|f(x)|dx. Pokud ale integral [~ f(x)dx konverguje
a integrdl [°|f(x)|dx (urit&) diverguje, ¥ikdme, Ze integral [ f(x)dx
konverguje neabsolutné.

Véta 38

Necht funkce g je nezdpornd na intervalu [a,00) a necht integral
[2° g(x) dx konverguje. Plati-li |f(x)| < g(x) pro vSechna x € [a, c0) nebo

. X
lim —=— < o0,

pak integral [J° f(x)dx konverguje absolutné.
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Definice 14

Necht f je funkce definovand na intervalu [a, b) a necht b je jejim
singuldrnim bodem. Necht funkce F je definovand na intervalu [a, b)
predpisem F(x) = [ f(t) dt. Existuje-li viastn/ limita lim, ;- F(x),

fekneme, Ze nevlastni integral fab f(x) dx konverguje a klademe

b
/3f(x)dxz lim F(x).

x—b~

Neexistuje-li vlastni lim,_,,- F(x), ¥ikdme, Ze nevlastni integral fab f(x)dx
diverguje. Je-li tato limita nevlastni, ¥ikime, Ze nevlastni integral uréité
diverguje k £o0o. V pFipadé, Ze tato limita neexistuje, ¥ikdme, Ze nevlastni
integral osciluje.
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Nyni se budeme zabyvat pfipadem neohrani¢ené funkce...

Definice 13

Necht a, b € R,a < b, a necht f je funkce definovand na intervalu [a, b).
Rekneme, ¥e b je singuldrni bod funkce f, jestlize f je ohrani¢end na
kazdém intervalu [a, b — €], kde 0 < € < b — a, neni ohrani¢end v Zddném
levém okoli bodu b, tj. na intervalu (b — ¢, b], a je integrovatelnd

(v Riemannov& smyslu) na kazdém intervalu [a, b — ¢].
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Poznamka

Analogicky definujeme singularni bod a funkce f definované na intervalu
(a, b] a konvergenci nebo divergenci nevlastniho integralu fab f(x)dx, je-li
a singuldrnim bodem funkce f.
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Riemanniv integral Nevlastni Riemanniv integral

P¥iklad 50
Vysettete konvergenci integralu fol L dx pro a € RT. J

Singularnim bodem funkce Z je bod 0. PoloZme F(x) = fj & dt. Pro
a#1je

1 11t 1 1
F(x) = = 1- .
(x) -« [to‘l]x -« < xal>
Tedy
1 . .
—, jelia<l,
lim F(x) =4 o !
x—=0* oo, jelia>1
V ptipadé a = 1 obdrzime F(x) = [Int]} = — Inx, tudi? v tomto p¥ipadé

plati limy_,o+ F(x) = co. Celkem

/1 dx |, Jelia<,
0o xX* oo, jelia>1.
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Definice 15

Necht a,b € R*, a < b, a necht f je funkce definovana na intervalu (a, b).
Necht plati

(i) existuje primitivni funkce F k funkci f na (a, b),

(i) existuji vlastni limity lim,_, ,+ F(x) = A, lim,_,,- F(x) = B.
Pak ¥ikdme, Ze funkce f je na intervalu (a, b) integrovatelnd v Newtonové
smyslu, a definujeme jeji Newtondiv integral p¥es interval (a, b) vztahem

(N)/f(x)dxz B - A.
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Véta 39 (Limitni srovnavaci kritérium)

i) ab f(x) dx konvergentni.

fabf (x) dx divergentni.

Je singuldrnim bodem obou funkci f,g a necht existuje lim,_, ;-

Pro nevlastni integraly typu fab f(x)dx, kde a < b a b je singuldrnim
bodem funkce f, plati tvrzeni analogicka k tvrzenim p¥edchozi sekce.
Diikazy se provedou naprosto shodnym zplisobem. Nap¥.

Necht f, g jsou nezdporné funkce definované na intervalu [a, b). Necht b
fx) _
glx) —

(i) Je-li L < 0o a konverguje-li integral fab g(x) dx, je také integral

(i) Je-li L > 0 a diverguje-li integral fab g(x) dx, je také integral
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v Riemannov& smyslu na [a, b].

Véta 40
Necht f € R([a, b]) "N ((a, b)). Pak

Pro dany interval (a, b), kde a, b € R*, a < b, ozna&ime symbolem
N((a, b)) mnozinu viech funkci integrovatelnych na (a, b) v Newtonov&
smyslu a symbolem R([a, b]) mnoZinu vdech funkci integrovatelnych

Diikaz.
Z Newton-Leibnizovy formule. ]
w
Véta 41
Necht f € N'((a, b)). Pak mad funkce f na intervalu (a, b) Darbouxovu
vlastnost. )
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Riemanniv integral Newtondiv integral Riemanniv integral Newtondv integral

Poznamka

Pro Newtonlv integral plati ,,obvyklé” véty jako pro Riemanndv, ale ne
v8echny. Nap¥. jsou-li funkce f, g Riemannovsky integrovatelné na

Pokud existuje () fab f(x)dx, potom ma f Darbouxovu vlastnost. intervalu [a, b], je na n&m integrovatelnd i funkce f - g. To pro Newtonlv
integral neplati.

Pokud existuje (R) fab f(x)dx, potom je f omezend.

f_ll sgn(x)dx existuje v Riemannové smyslu (ohrani¢ena s jedinym bodem
nespojitosti), ale ne v Newtonov& (nema Darbouxovu vlastnost). Necht [a, b] = [0,1], f(x) = g(x) = % Potom

1 1 . . . , . v .y b
I ﬁdx neexistuje (jako vlastni) v Riemannov& smyslu (neohranicena 1

funkee), ol W) [ e = im (2V) ~ lim (2v3) =2
1
1
(N)/ ———=dx = lim [arcsin x]° ale 14
-1 V1l—x [a.6]>[-1,1] (N)/ “dx = lim (Inb) — lim (Ina)
. . . . 7T 7T 0 X b—1— a—0t
= lim (arcsinb) — lim (arcsina) = = — (——) = .
b—1- a1+ 2 2 | neexistuje (vlastnf).

Je-li funkce spojita na [a, b], pak zde oba integraly existuji a jsou si rovny.
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