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Priklady zde uvedené jsou vybrény at pifmo, nebo nepiimo z knih [3], [6], [I0], z nefesenych
piikladi na strankach VUT a z mnoha jinych mist. Dalsi ptiklady jsou autorskym dilem. Obréazky
byly vytvoreny v softwarech Geogebra a Maple (a v jednom softwaru, jehoz jméno se jiz ztratilo).

K uvedenym vysledkim mohou vést i jiné nez zde uvedené postupy. Obecné plati, Ze nejlépe
si lze osvojit probirané ucivo aktivnim pocitanim a tato feSeni tak slouzi spiSe ke kontrole.
Doporucujeme teseni piikladi pouzivat spise ke kontrole postupu a vysledku.

Ve vypoctech se mohou nachazet numerické a dalsi chyby. V pfipadé nesrovna-
losti se nevahejte ozvat. Budeme radi za pfipadné pfipominky a navrhy na zlepSeni
objasnovani postupt.

Tato sbirka je stdle nekompletni a bude dédle upravovana. Od posledni verze doslo ke zméndm
prevazné v kapitoldch tykajicich se trojnych integrala.
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1 Dvojny integral

1. Integrace pies obdélnik

Necht M = [a,b] X [c,d] a funkce f(z,y) je na mnoziné M spojitd, potom plati

//Mfdxdyz/ab/cdfdydx:/cd/abfdxdy.

Prevedeme tak dvojny integral na dvojnasobny. Nékdy muzeme pouzit zavorky, abychom
zduraznili, Ze se jednd o dva do sebe vnofené integrdly jedné proménné

Jrwa ([ o) ({0)

Obecné vsak tyto zavorky psit nemusime, stejné jako obvykle nepiSeme zavorky okolo
integrované funkce, viz

/ @ + 1), / () d.

Necht F(z,y) = f(2)g(y), kde f(z), g(y) jsou spojité funkce a M = [a,b] x [c,d], potom plati

b d
// Fdxdy:/ fdx/ gdy.
M a c

2. Integrace pies obecnou, jasné vymezenou mnozinu (Fubiniovy véta)

Necht funkce f(z,y) je spojitd na mnoziné

(a) M = {[z,ylla <z < b,g(x) <y < h(z)}, kde funkee g(z), h(x) jsou spojité na intervalu

[a, b]. Potom plat{
b ph(z)
/ fdxdyz/ / fdydzx
M a Jg(z)

(b) M = {[z,y]lc <y <d,g(y) <z < h(y)}, kde funkee g(y), h(y) jsou spojité na intervalu

[¢, d]. Potom plati
d rh(y)
// fd:cdy:/ / fdxdy
M c Jg(y)

I zde uvedenym postupem pirevedeme dvojny integral na dvojndsobny. VSimnéme si, Ze
pro piipad konstantnich funkci g = a respektive ¢, h = b respektive d dostaneme M =
[a,b] X [c,d].

3. Integrace pfes sjednoceni vymezenych mnozin

Je-1li funkce f integrovatelnd na mnozindch M a N, pak plati, ze

//MUNfdxdyz//Mfdxdy+//Nfdxdy

Mame-li naptiklad mnozinu M danou jako

M ={[z,yllar <z <bi,g1(z) <y < hi(2)} U{[z,yllas < 2 < bo, go(w) <y < ho(z)},



pak nelze Fubiniovu vétu aplikovat piimo, ale Ize ji aplikovat na ,,éasti“ mnoziny M.

Dalsi vlastnosti dvojnych integrala

Jsou-li funkce f, g integrovatelné na mnoziné M, potom plati

// Af—i—Bgda:dy:A// fdxdy+B// gdxdy,
M M M

pro libovolné konstanty A, B.

Jsou-li funkce f,g integrovatelné na mnoziné M a pokud plati pro libovolné [z,y] € M, Ze
f(z,y) < g(z,y), pak také plati, ze

Iy

Necht je funkce f(z,y) spojitd a ohrani¢end na omezené, méfitelné mnozing M, pak je funkce
f(x,y) na M integrovatelnd, tj. existuje integral

/ f(z,y)dxdy.
M




1.1 Integrace pres obdélnik
Pi. 1 Vypoctéte dvojny integrdl

I:// dx dy,
M

Jednd se o obdélnik o obsahu S = 3. Navic plati, ze je-li f(z,y) = 1, poté je [[,, f(z,y)dzdy = S.
Mnozina M je tvofena obdélnikem [1,2] x [3, 6], snadno tak pfevedeme integral podle teorie

6 ( (2
=Js (fl d:c) dy,
1= / / dxdy =
M 2 (6
=/ (fs dy) dz,
kde mame na vybér, kterou variantu prevodu pouzijeme a obvykle se rozhodujeme podle toho,
kterd varianta je pro nds vyhodnégjsi (jsme-li schopni rozhodnout). Zde neni ani jedna varianta

vyhodnéjsi, vezmeme napf. , ]
1= / ( / dy) dz.
1 3

integralu. Poc¢itame tedy vlastné integral

kde M = [1,2] x [3,6].

“evs

/3dy=[y]§=(6—3)=3.

Tuto hodnotu muzeme nyni dosadit do vysetfovaného integrdlu a dostaneme

I:/12</36dy) dx=/123dx=3[x]§=3.

Vidime tedy, ze vysledek odpovida.



Pi. 2 Spoctéte

1= // z?ydz dy,
M

kde M je ddna skrzex =1, x =4, y= -2, y = 3.

Vysetfovanou mnozinu tvoii obdélnik M = [1,4] x [-2,3]. Snadno tedy prevedeme integral do

tvaru
4 3
// x2ydxdy:/ / 2y dy dz.
M 1 J-2

Nynf si v8imnéme, Ze integrujeme souéin dvou funkei jedné promeénné, tj. f(z,y) = 2%y =
g(z)h(y), kde g(z) = 22, h(y) = y. Proto miZeme integrdl rozdélit na soucin integralii jedné

proménné
4 3 317421 64—1 9-4 105
[ f o= 5] 5] -5 55



Pi. 3 Spoctéte
22
—— dxdy,
//M 1+ y? Y
kde M je ddna skrzex =0, x=1,y=0, y = 1.

Vysettovand mnozina je ¢tverec M = [0,1] x [0, 1] = [0, 1]2. Snadno tedy ptrevedeme integral jako

Jo Jo i dardy

2
// dexdy:
M1ty 1

1 pl 42 1 9 1 1 3 1 1 P Jis
Jo o T+y2 dydz = [; 2*dz [ Tz U = [g]o[arctgy]o =31~ 12



Pi. 4 Spoctéte

ff s

kde M je ddna skrze 0 < x <2, 0<y <3.

Vysetfovand mnozina je obdélnik M = [0, 2] x [0, 3]. Snadno tedy pievedeme integrél a pocitdme

//M\/@dxdy:/:/:@dydx:/;\/%dx/j\/gdy:
_ lwﬁr [2@]3_4\/@_8\/@

3 3 9 3

10



Pi. 5 Spoctéte
// sin(2z + y) dz dy,
M
kde M je ddna skrze 0 <z <m, 7 <y <.

Vysetfovand mnozina je obdélnik M = [0, 7] X [%, 7r]. Snadno tedy prevedeme integral

// sin(2z + y)dzdy = / / sin(2z + y) dydz = / [— cos(2x + y)]x do =
M 0 Jr/4 0 4

:/ —cos(2z + 7) + cos (2:5—1—%) dz =
0

B [—Sil’l(Ql‘ + ) 4 sin (2z + §)
B 2

0
—sin(3m) + sin(27 + 7/4) + sin(7) — sin(7/4)

2
_ —sin(nw) +sin(7r/4) + sin(7) —sin(r/4) 0
= 5 =0.
Obdobné muzeme pocitat
// sin(2z + y)dedy = sin(2z + y) dz dy
M = Jo

s s
sin 2x cos y + cos 2z siny dy dax =

I
S~ .

ENE]

Il
S~

™ ™ s s
sin 2z dx / cosydy + / cos 2z dx / siny dy.
ki 0 z

4

11



Pi. 6 Spoctéte

// x cos y dx dy,
M

kde M je ddna skrze 1 <z <2, -5 <y < 3.
Vysetfovand mnozina je obdélnik M = |

2
// :ccosydxdy:/
M 1

2

1,2]x [—g, g] . Snadno tedy prevedeme integrél. Pocitame

3 2 3
/ xcosydydm:/ xdx/
-z 1 _
2

cosydy =

[SE]

xT

[ty - () o (5) -0

12



PE. 7 Spoctéte integrdl [[,, xy® e®tY dzdy, kde M je [0,2] x [0,1].

Vysetfovand mnozina je obdélnik. Snadno tedy prevedeme integral. Pocitdme

2 1
// zy? ety dmdy—/ / zy? ety dydx—/ xe” dx/ yre¥ dy =
0 0
1
= <[me ]3 / e” dz) ([ery](l)/ 2y e¥ dy) =
0 0

1
= (2¢® —e® +1) (e[2yey]é+/ 2¢Y dy) =
0

= (e?+1) (e—2e+2e—2) = (e’ +1) (e —2) = &® —2e* +e 2.

13



P¥. 8 Spoctéte integrdl [[,, xy® e™ daxdy, kde M je [0,2] x [0,1].

Vysetfovand mnozina je obdélnik. Snadno tedy prevedeme integral. Pocitdme

2 1
// zy? e dmdy:/ m/ y?e® dydx =
M 0 0
1

2 2 xy 2y %Y 2 ey
- [e[E e e e
0 x x x

2
2e¢" 2 2
:/ex_ © +i2_72d$
0 x x x

Avsak integral [ % dz jednoduse spocitat neumime. Zaménime tedy pofadi integrace a zkusime
pocitat integral znovu.

1 2 1 " 2 2
// zy? e™Y dxdy:/ y2/ x e dxdy:/ y? {exy] fyz/ —e" dxdy =
M 0 0 0 Y 0 0o Y

1 1
= / 2y e — [e™]? dy = / (2y —1)e* +1dy =
0 0

2y — 1 ! !
= [y e +y} —/ e dy =
2 0 0

1, 11,1 1, 3 1,1
=4l — || =4l P4 =2
5 € + +2 {26 ]0 3¢ +2 3¢ +2

14



1.2 Fubiniovy véta a zadména integrac¢nich proménnych

Pi. 9 Transformujte dvojny integrdl

/ flx,y) drdy
M

na dvojndsobnyj, pokud je mnozina M zaddna obrdzkem jako

s

/ ’
A

Abychom mohli aplikovat Fubiniovu vétu, pak musime nejprve mnozinu popsat pomoci jednoho
7 popisu

1. Pfi popisu z pohledu osy z jako M = {[z,y]la <z < b,g(z) <y < h(z)}
<h

(v)}

Popisme mnozinu nejprve vzhledem k ose z. Chceme nalézt hodnoty a, b takové, ze vSechny body
[z,y] € M splauji, ze jejich xz-ové souradnice lez{ v intervalu [a, b]. Z obrdzku vidime, ze viechny
x-ové soutadnice mnoziny M lez v intervalu [—10,10], ten je ale piilis velky a pro & = —5
napifkad zddny bod mnoziny M nemdme. Chceme, aby pro kazdy bod intervalu (a,b) existoval
néjaky bod mnoziny M. V opatném piipadé bychom integrovali pfes jinou oblast, nez je mnozina
M. Promitnéme tedy mnozinu M kolmo na osu x (toho doséhneme tak, ze u viech bodt mnoziny
M zapomeneme jejich y-ovou slozku).

)

2. Pfi popisu z pohledu osy y jako M = {[z,y]lc <y <d,g(y) <z

Vidime, Ze mnozina M se na osu x zobrazi jako interval [0, 2], kde koncovy bod intervalu dosta-

neme z priseéiku kiivek y = 22 a y = 2, tj. jako fesen{ rovnice 2 = 2. Takze mame v popisu
a =0, b = 2. Nyni musime uréit, jakd funkce g(x) ohrani¢uje mnozinu M zdola.

15



Vidime, Ze na mnozinu M narazime poprvé na kiivce y = 23, tvoii tedy jeji dolni hranici. Také si
véimneme, ze do M vstoupime na této kiivce pro libovolné z € [0, 2], tj. doln{ hranice se nebude
ménit a je vzdy dand touto kiivkou. Tudiz mdme g(z) = 2® < y. Nyn{ hleddme horn{ hranici
mnoziny M.

Kdyz nyni projdeme mnozinou M, tak ji opustime na kiivce y = 8 a opét to plati pro libovolné
z € [0,2], proto mdme h(z) = 8. Nyni muzeme integrél transformovat pomoci Fubiniovy véty

jako -
[ samasay= [ [ swpaya.

Popisme nyni mnozinu M vzhledem k ose y. Opét muzeme promitnou M, tentokréit ale na osu
y tak, ze zapomeneme x-ové souradnice bodu [z,y] € M.

16



Po zobrazeni bychom nyni dostali interval [0,8] a tedy je ¢ = 0, d = 8. Hleddme nyni funkce
9(y), h(y).

Nyni se k mnoziné M blizime zleva (tj. zdola, pokud bychom si osy « a y prohodili). Do mnoziny
M nyni vstupujeme po kiivce x = 0 a tedy dostdvame g(y) = 0.

y=38

Mnozinu nyni opoustime po kiivece y = 3, ale tuto kiivku chceme vyjadiit jako = = h(y),
abychom dostali funkci proménné y. Toho dosdhneme odmocnénim, tj. h(y) = /y. Vysledny

integral je tak
8 1w
J[ emacay= [ [ s deay.
M 0 0

17



Pi. 10 Transformugjte dvojny integral

/ /M f(z, ) dz dy

na dvojndsobny, pokud je mnozina M zaddna obrdzkem jako

Abychom mohli aplikovat Fubiniovu vétu, pak musime nejprve mnozinu popsat pomoci jednoho
7 popisu

1. Pfi popisu z pohledu osy « jako M = {[z,ylla <z < b,g(x) <y < h(x)},
<h .

(v)}

Popisme mnozinu nejprve vzhledem k ose z. Interval [a,b] udévd interval viech hodnot x, pro
néz existuje bod [z,y] € M. Tyto body dostaneme napiiklad tak, ze u vech bodi mnoziny
[z,y] € M zapomeneme y-ovou slozku.

2. Pti popisu z pohledu osy y jako M = {[z,yllc <y < d,g(y) <z

y=l-a

V tomto piipadé bychom dostali interval [0,1] a tedy a = 0, b = 1. Déle chceme ur¢it funkce
g(x), h(x), které tvoii hranice mnoziny M.

y=1-z

18



Kdyz se blizime k mnoziné M zdola, tak na mnozinu narazime nejprve na ose x, tj. na kiivce
y = 0. Dulezité je, ze tato kiivka tvoi{ dolnf hranici M pro libovolné z € [0, 1]. Potom mame
g(z) = 0.

Kdyz mnozinou projdeme a opustime ji, tak vidime, ze zdlezi, pro jaké x mnozinu opoustime.
Pro x € [0, %] tvofi horni hranici M kfivka y = 2z, ale prox € [%, 1} tvofi horni hranici kiivka
y = 1 — z. Bod, ve kterém dochézi k prechodu, dostaneme jako prusecik téchto kiivek. Pokud
bychom popis spojili dohromady, tak muzeme polozit h(z) = min{2x,1 — z}. Tento popis by
vsak vyzadoval analyzu funkci béhem integrovani. Proto muzeme rovnou popsat M pomoci dvou
¢asti jako

1L.0<z<3,0<y<2a

2. 2 <2x<1,0<y<1l—2

1
3_

Dostaneme tak pomoci Fubiniovy véty

//Mf(as,y)d:cdyZ/Oé /:xf(m,y)dydx+/;/01_xf(x7y)dydx_

Daéle popisme mnozinu vzhledem k ose y. Opét muzeme promitnou M, tentokrdt ale na osu y
tak, ze zapomeneme z-ové soufadnice bodu [z,y] € M. Dostaneme interval [0, %]7 tj. ¢ = 0,
d= % Hodnotu d jsme ziskali jako y-ovou slozku pruseciku kiivek y = 2z, y = 1 — z. Hleddme
nyni funkece g(y), h(y).

Nyni se k mnoziné M blizime zleva (tj. zdola, pokud bychom si osy x a y prohodili). Do
mnoziny M nyni vstupujeme po kiivce y = 2z, z niz chceme vyjadiit funkci x = g¢(y). Po
podéleni tak mdme g(y) = ¥. Projdeme-li mnozinou M zleva doprava, tak ji opustime na kfivce
y =1 — =z, odkud opét vyjaddiime x =1 — y, tj. h(y) = 1 —y. Vysledny integral je tak

fopedy— [ [ fa) dea.
M 0o Jy

19



Pi#. 11 Preved'te dvojnij integrdl na dvojndsobnij

// dz dy,
M

kde M je ddna nerovnostmi x> + y? < 4, y > /3x.

Nejprve nalezneme pruseciky kiivek y = 3z a 22 4+ y? = 4, tj. fesfme rovnici 22 + 322 = 4
coz davé feseni x = +1. Mame tak priseciky [—1,—+v/3] a [1,1/3]. Celou situaci pak muzeme
vykreslit na obrazku

c”"
.0

OO
000’000

0’:”

126%6%6 %% %

o0 %%

020% % %%

P07 %%

o202 %%

KRR

TRXAXR

X N

OO
(XK \
X
&

25

Nejprve popisme mnozinu M z pohledu osy z. Vidime, ze horni ohraniceni je tvofeno kruznici,
zatimco dolni ohraniceni je tvofeno nejprve kruznici a poté piimkou. K ptfechodu dochazi v
levém pruseciku, tj. pro x = —1. Z rovnice kruznice vyjaddifme y = 4v/4 — 22 a mnozinu M
mame danou skrze dvé ¢asti jako:

1. x €[-2,-1], —vV4 — 22 <y < V4 — a2,
2. ze[-1,1], V3z <y <4 —a2

Pokud popisujeme mnozinu M z pohledu osy y, pak na obrazku vidime, ze dolni hranice je vzdy
tvofena kruznici, ale horni hranice se méni z piimky na kruznici. Mame

1. ye [_ﬁ7¢§‘I7_\/4_y2SyS%7
2.y [V32], —V4—y2 <y <Ay

Po transformaci dostavame jednu z variant

s

f:21 f,% dydz + fi1 J 34;:5

V3 /V3 2 /4—y?
f—\/ﬁff\/@ d:cdyqtf\/gf_\/éli!7 dz dy.

20



Pi. 12 Preved’te dvojnij integrdl na dvojndsobny

// dz dy,
M

kde M je ddna nerovnostmi x® +y? <1, y > |x|.
Nalezneme nejprve priseciky kiivek 22 +y% = 1 a y = |z|. Dosazenim zfskdme, 7e hleddme Fesen{

rovnice 222 = 1, coz je = +1/4/2 a tudiz pro y = |z| je y = 1/v/2. Nyni si miizeme mnozinu
M vykreslit.

JSI

Na intervalu daném rozsahem z = {f\%, %} vidime, ze absolutni hodnota ma mensi funkéni

hodnoty nez je horni polokruznice dand y = /1 — z2. Dostaneme

2 Via? 0 pIa® L Vima?
// dxdy:/ / dydx:/ / dydx—i—/ / dy dz.
M —% |z —% —x 0 x

Z pohledu osy y vidime, ze se v bodé y = % méni horni i dolni ohranic¢eni. Na intervalu

Yy € [O, 1/@ je mnozina M dand trojihelnikem, ktery vznikd z funkce y = |z|, coz muzeme

fevést jako —y < x < y. Na intervalu y € | ==, 1| pak useknutou ¢asti kruznice. Dostaneme
p J Y Y 72

E e
// dmdy:/ / dxder/ / dz dy.
M 0 -y % —4/1—y2

21



Pi. 13 Transformugjte dvojny integrdl na dvojndsobny

I=//M f(@,y) dody

kde mnoZina M je ohranicend x >0, x =3/2, y =0, y =9 — 4a=.

Vykreslime kiivky a nerovnost, abychom dostali

Hned vidime, ze mnozina M tvofi pravou polovinu useknutého vnitiku paraboly. Nalezneme
koteny paraboly jako feseni 9 — 422 =0 = 2 = i%. Pokud bychom tedy mnozinu M promitli na
osu z, tj. zapomnéli bychom y-ové soufadnice jejich bodi, tak dostaneme interval [0, 2]. Vidime
také z obrazku, ze mnozina M je zdola ohrani¢ena osou z, tj. pfimkou y = 0 a shora je ohranicena
parabolou y = 9 — 422, Integral pievedeme jako

2 r9—4a?
I=/ / f(z,y) dy dz.
0 0

P1i pohledu z osy y dostaneme podobnou situaci, pokud bychom zapomenuli z-ové souradnice
bodu mnoziny M, tak dostaneme interval [0,9], coz vidime z vrcholu paraboly V' = [0,9] na
obrazku. Déle je zdola mnozina M ohranicena osou y, tj pfimkou z = 0 a shora je opét ohranicena
kladnou polovinou paraboly, coz muzeme vyjadfit jako x = \/9277?’ Druhy prevod integralu pomoci
Fubiniovy véty dostaneme jako

V9—y

1:/09/0 - F(z,y) dzdy.
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Pi. 14 Transformugjte dvojny integrdl na dvojndsobny

I=//M f(@,y) dody

kde mnozina M je ohranicend krivkamiy =0, y =2, v =y, v = /¥.

Vykreslime si kfivky vymezujici mnozinu M a dostaneme

Vidime, ze mnozina M se sklada ze dvou ¢asti I a I1. Nejprve se podivejme na ¢ast 1. vidime,
ze je tato oblast vymezena kiivkami x = y, x = /. Spocteme-li jejich priseciky, tak dostaneme
body [0,0] a [1,1]. Mnozina M lez mezi nimi, tj. uvnitt ¢tverce [0,1]%. Navic pokud bychom
zapomnéli x-ové, nebo y-ové soufadnice bodu mnoziny M, pak dostaneme vzdy interval [0, 1].
Pii pohledu z osy x je pak tato oblast jasné vymezena jako z? < y < z. Pii pohledu z osy ¥y
bychom zase dostali omezeni y < x < \/y.

Pokud bychom promitli oblast I na osu z, pak dostaneme 1 < x < «, kde « je z-ova soufadnice
pruseciku piimek y = x a y = 2, tj. a = 2. Nicméné vidime, ze horni ohrani¢eni mnoziny tvori
nejprve ¢ast paraboly y = 22, kterd nésledné piechazi v pifmku y = 2. K tomu piechodu dochdzi
v z-ové soufadnici pruseciku kiivek y = 22 a y = 2, tj. pro & = v/2. Cést IT bychom tedy museli
rozdélit na dvé podéasti a dostaneme

L1<z<V2,2<y<a?
2.V2<x<2, r<y<2

Pokud bychom popisovali oblast I vzhledem k ose y, pak vidime, ze se horni a dolni ohranic¢eni
neméni. Mdme /y <z <y pro 0 <y < 2. Dostaneme tak mozné transformace integrdlu jako

_ {fol [i2 f(z,y)dyda + fl\/i ff f(z,y)dydz + ff@ ff F(z,y) dydz,
Jo 17 Fa,y) dudy + [ [Y f(x) dody.
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Pi. 15 Transformugjte dvojny integrdl na dvojndsobny

Iz//M f(z,y) dody

kde mnoZina M je ohranicend kiivkamix = -3, =%, y=0,y =

cosx”

Vykreslime si kfivky omezujici mnozinu a dostaneme

18 16 14 -12 |1 08 06 04 02 0 02 04 08 08 1| 12 14 16

Pritom vidime, Ze pokud bychom promitli mnozinu M na osu z, tak dostaneme interval [—%, 1.

Také hned vidime, ze 0 < y < Colsz, coz si také snadno uvédomime, kdyz uvazime, ze pro

T € [—5 E] je —Y— > 0. Pomoci Fubiniovy véty pfevedeme integral jako

373 cos T
fus 1
3 cos
1= [T sy
-z Jo

Pokud bychom popisovali mnozinu M vzhledem k ose y, tak si musime v§imnout, ze je tfeba
rozdélit mnozinu na 3 ¢asti

18 16 14 -12 |1 08 06 -04 02 0 02 04 08 08 1| 12 14 16

1

cosx’

Kde prechod dostaneme v minimu funkce coz nastane o¢ividné pro cosz = 1. Cést IIT je

jasné obdélnik [—g, g] x [0,1]. Pro uréeni hranic ¢dst{ I a IT musime pocitat
1
y =
CoS T
1
CoOST = —
Y
arccos 1, z >0
T = v
— arccos i, <0
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kde musime uvazit, ze x muze byt kladné i zdporné. Navic pro x = +% dostaneme, Ze y
1 = 2. Celkové mame
2

cosr
: 1

1. pro I popis 1 <y <2, —% <z< — arccos

- 1

2. pro Il popis 1 <y < 2, arccos . <z< g

A transformujeme integral dle Fubiniovy véty jako

—arccosf 2 z
I_/ / flzy dxdy+/ / flx y)dxdy+/ /3 f(z,y) da dy.
E3 5 1 arccos%
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Pi. 16 Zamente integracni meze v integralu

/ab/: flz,y)dydz.

Z integralu vidime, Ze integrovand mmnozina je vymezena a < z < b, a < y < . Nebotf z < b,
je také y < x < b atedy a < y < b. Navic podminka y < z < b udava funkéni rozsahy pro x.

Dostdavame . -
/ / f(%y)dydw:/ / f(x,y)dz dy.
a a a Y
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Pi. 17 Zamente integracni meze v integralu

/;/:ﬁf(x,y) dydz.

Z integrdlu hned vidime, ze 0 < x < 4 a x < y < 24/z. Pf{mo odsud plyne horn{ ohraniceni pro
2 z nerovnosti < y. Z druhé podminky y < 21/ mdme % < x, nebot nerovnost zistane na
intervalu 0 < x < 4 zachovana. Funkéni ohraniéeni mame. Z omezeni 0 < x < 4 mame rovnéz
0<z<y<2y/x <4, tedy 0 <y <4. Muzeme prevést integral

/04 /y; flz,y)dz dy.

Pokud bychom mnozinu vykreslili, dostaneme pruseciky [0, 0] a [4, 4].

“/

Vskutku, pfi pohledu z osy y tvor{ doln{ hranici k¥ivka y = 24/x odkud vyjddiime x = ’/4—2. Hornf{
hranici zase pifimka y = x, tj. x = y. Z pruseciku také jasné vycteme rozsah 0 < y < 4. Viimnéme
si navic, ze pii analytickém popisu mezi vyuzivame fakt, ze pokryvame celou ¢dst mezi pruseciky.
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Pi. 18 Zamérite poradi integrace v integrdalu

1 4—x?
I= / / xy — 7Tdydx
o Jo

Porovnanim mezi a integrovanych proménnych dostaneme rozsahy 0 <z <1a 0 <y <4 — 22
Podminky lze vykreslit jako

Tady vidime, ze pfi pohledu ze sméru osy y jsou y-ové soufadnice mnoziny M v rozsahu [0, 4].
Coz také vidime, protoze pro 0 < z je y < 4—22 < 4 a pro = = 0 nastava rovnost. Po odmocnéni
v nerovnosti y < 4 — 22 dostaneme —/4 —y < x < /4 —y. Spolu s podminkou 0 < z < 1
dostaneme, Ze plati max{0, —/4 —y} < x < min{1,+/4 —y}. Déle si snadno rozmyslime, 7e
plati /42—y > 1 pro y € [0,3] a tedy citime, ze dochdzi ke zméné horniho ohrani¢eni. Doln{
ohrani¢eni je jasné, protoze max{0,—/4 —y} = 0. Tyto fakta si muZeme rozmyslet také z
obrazku. Dostaneme integral

3,1 4 Iy
I:/ / :cy—?d:cdy—l—/ / xy — 7dx dy.
o Jo 3 Jo

28



Pi. 19 Zamente poradi integrace v integrdlu a integrdl spoctéte

2 4—Z2 2y
I:/ / re dy dx
0o Jo 4—y

Porovnanim mezi a integrovanych proménnych dostaneme rozsahy 0 <z <2 a0 <y < 4 — 22,
Pfitom musi platit, ze pro 0 < z je nutné y < 4 — 22 < 4, kde nelze ziskat lepsi omezeni, tj.
0 < y < 4. Z nerovnosti y < 4 — 22 zase odvodime —/4—y < x < /4 —y, coz spoletné s

podminkou 0 < z < 2 dévd 0 < o < /4 —y, nebot /4 —y < 2 a jasné také —/4 —y < 0.
Prevedeme integral a spocteme

4 pi—y 2y 1 [4T22e2v Va—y
I = / re dxdy = / {x ¢ } dy =
0 14—y 2Jo [4-y ]y
4

0
1 29 1904 e5-1
2/0e y=glo=—
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Pi. 20 Zameénte integracni meze v integralu

2 pAz—z?
I:/ / flz,y)dydz.
0 x

Z integralu hned vidime, ze 0 < z < 2 a z < y < V4z — z2. Déle si viimnéme, Ze pro 0 < x < 2
je funkce v4x — x2 rostouci, nebot jeji derivace je

(\/4z 71’2)/ = \/% > 0.

Proto pro 0 < z < 2jenutné 0 < 2 <y < Vidx — 22 < \/4x7x2’ = 2. Dostaneme 0 < y < 2.
2
Horni funkéni hranici méame rovnou ze vztahu x < y a druhou dostaneme z pozorovani, ze kiivka

y = V4xr — 22 je ¢asti kruznice. MuzZeme tedy pfevést x = 2 & /4 — 2 a pro z < 2 bereme ¢ast

x =2 — /4 — y2. Méme integral

I:/;/:mf(w,y)dwdy-

Pokud bychom mnozinu analyzovali graficky, pak spo¢teme pruseciky kiivek y = z a y =
Vidx — 22, coz jsou body [0, 0] a [2,2] a upravime y = v4x — 22 na étverec jako (v —2)? +y% = 4.

Vsimnéme si navic, ze pti analytickém popisu mezi vyuzivame fakt, ze pokryvame celou ¢ast
mezi pruseciky. Kdyby bylo napiiklad x € [0, 1], pak by analyza mez{ byla slozitéjsi.
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Pi. 21 Zamente integracni meze v integralu

1 V2zx—z2
/ / f(@,y) dy da.
0 x2

Z integralu hned vidime, ze 0 < x < 1 a 22 < y < v/2x — 22. Funkce f(x) = /22 — 22 nabyva
hodnot f(0) =0 a f(1) = 1, kde protina parabolu y = z2. Navic miizeme vyjadit

Vor—a2=\1-1+2—a22=/1— (z—1)

a v2x — 2 je rostouci funkei. Pro 0 < x < 1 dostaneme rozsahy 0 < x? < y<vV2xr—az2<1la
tedy 0 < y < 1. Funkéni hranice pak dostaneme

2 <y y<V1-—(r—1)?

V] y? <1 (z—1)

1-vV1—-y?<z

/01 /1fj/ﬁ f(z,y) dz dy.

Pokud bychom hranice neodvozovali analyticky, tak zjistime, ze kiivka y = /1 — (z — 1)2 tvoi{
polovinu kruznice (z — 1)? + 42 = 1 s polomérem 1 a stiedem S = [1,0]. Nésledné mtizeme spolu
se znalost{ pruseciku [0,0], [1,1] v8e vykreslit.

Dostavame integral

08 06 04 02

Odkud urc¢ime rozsahy stejné. Vsimnéme si navic, ze pri analytickém popisu mezi vyuzivame
fakt, ze pokryvdme celou ¢ast mezi pruseciky. Tento predpoklad nemusi automaticky platit.
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Pi. 22 Zamente integracni meze v integralu

/01 /\;21} f(z,y) dedy.

Z integralu hned vidime, ze 0 < y < la /y < o < 3 —2y. Pro 0 < y < 1 pak mame
0<y<zr<3-2y<3— Zy‘ 3, kde si musime dat pozor, ze 3 — 2y je klesajici funkce. Protoze
0
kiivka x = /y je rostouci a kiivka x = 3 — 2y je klesajici, vidime sloZitéjsi chovani mezi. Funkce
mayji prinik v bodé [1,1] a o kiivkdch y = 22, y = 35 (které tvoif hranice nasf mnoziny) plati:
L. proze[0,1]jea? <1< 3%
iy 3= 2
2. proxec[l,3]je52t <1<

Kdyz tedy upravime nerovnosti /y <z =y < ?ar<3-2y=y< 3_7% tak dostaneme spolu
s podminkou 0 < y < 1, 7e je 0 < y < min{z?, 3‘779”} Vidime, Ze dochdzi ke zméné horni hranice
mnoziny M. Situaci si pro jistotu vykreslime.

Nase analyza je vskutku spravna. Dostavame integrél

/01/012 f(:z:,y)dyd:c+/13/0321f(x,y)dydx,
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Pi. 23 Zamente integracni meze v integralu

L VI?
I:/ / dy dzx.
0 T

7 mezi vidime, ze M je ohrani¢ena jako 0 < z < % az <y <+1—x2. Hranice mnoziny M
tedy tvoii kiivky x = 0, x = %, y=xay=+1—122 v niZz pozndme horni polovinu kruznice
224+ y?=1.

Namalujeme tedy mnozinu M, abychom dostali presnou piedstavu o jeji podobé.

L
Y
v
N N

Puvodni integral je popsdn vzhledem k ose x, zatimco nyni chceme mnozinu popsat vzhledem
k ose y. Vidime, ze y—ové soufadnice mnoziny M tvoi{ interval [0, 1], tj. vSechny body [z,y]
mnoziny M musi{ spliovat, ze je y € [0,1]. Mnozina M je zdola ohrani¢ena osou y, tj. kiivkou
2 = 0 a horni ohrani¢eni je uddno nejprve primkou x = y a nasledné polokruznici z = /1 — 2.

‘ -

Navic vidime, ze k tomu pfechodu dochazi v bodé, kde se protinaji kiivky = = 5. Y =T a
y = V1 — x2. Jejich prusecik uréime snadno z prvnich dvou kiivek a jednd se o bod {%, %}

Celkem tedy méme

FU Y
I:/ / d:vdy—i—/ / dx dy.
0 0 % Jo
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Pr. 24 Zameénte integracni meze v integrdlu

0 ;0
1= / / dx dy.
—2Jy2—-4

7Z mezi integralu vyéteme, Ze integrovand mnozina je ohrani¢ena y? —4 < 2 < 0, pro —2 <y < 0.
Vykreslime si tuto mnozinu na obrazku

|

\\\\\\

N/ NS NN\
\0’:’:’: 0 X 0’0’0 O, 0’0’0’0
2 XK

Vidime, ze mnozina M je tvofena useknutou polovinou vnitfku paraboly. Proménné v parabole
zaménime odmocnénim jako y = £+v/4+x a z podminky y < 0 nebo z obrazku odvodime,
ze nas bude zajimat pouze dolni rameno paraboly y = —v/4 + 2. Navic je-li —2 < y < 0 je
—4 < y? — 4 <0 ¢fmz ziskdvame rozsah pro parabolu x = y? — 4 (ktera jak vidime m4 nejvétsi
rozsah z-ovych hodnot) jako = € [—4,0]. Dostadvame

0 /0
I = / / dy dz.
—4J itz
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Pr. 25 Zameénte integracni meze v integrdlu
2 plo(y+1)
/ / dz dy.
0 yln \/E
Vidime, Ze integrovand mnozina je ohranicena kiivkami z = yInv/3 az = In(y+1), pro0 < y < 2.
Navic plati yInv/3 < z < In(y 4+ 1). Vsimnéme si, ze pro y = 2 plati yInv/3 = In(y +1) = In3
stejné jako pro y = 0 plati yIn/3 = In(y + 1) = 0. Ktivky se tedy protinaji v bodech [0,0] a

[In 3, 2], kterymzto pozorovdnim si usnadnime vykresleni. Vykreslime si celou situaci pro jistotu
s upraveny méfitkem na osach z a y

Déle ptevedeme nerovnosti

ylnv3 <z x<Iln(y+1)
o e’ 1<y,
Y= 3’
které omezuji mnozinu shora a zdola. Navic proy < 2jez > ylnv/3 < 2Ilnv3=In3aproy >0
je 0 = 0Inv3 < ylnv/3 < z dostdvame ohraniceni pro z. Stejné ohraniceni dostaneme pokud
uvdzime druhou hranici = In(y 4 1). Rozsah pro = nemusime hledat analyticky, ale dostaneme
jej také z obrazku, pokud uvézime pruseciky.

Celkem méame s .
n e
n+3
/ / " dy dz.
0 e —1
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Pi. 26 Zameénte integracni meze v integralu

0 Va—z? 1 Va—x?
/ / dydz + / / dy dz.
—2.Jo 0 3z

Nejsnaze vytesime ukol, pokud si celou situaci namalujeme. Z prvniho integralu ziskame rozsahy
—2<2<0je0<y<+v4— 122 a ze druhého integralu mame rozsahy 0 < z <1 je V3z < y <
V4 — 22. Hranice mnoziny M tvoif kiivky y = 0, ¥y = v/3z a horni polokruznice z2 + y? = 4.
Dostéavame situaci

Nyni popisujeme mnozinu M z pohledu osy y, kde y-ové souradnice mnoziny M lezi v intervalu
[0,2] (vsak také vidime, ze vSechny body mnoziny lezi uvnitf horni poloviny kruhu). Pfitom
horni hranici mnoziny M tvofi pfimka a poté hranice prechazi v kruznici. Vidime, ze musime
uréit prunik kiivek y = v/3z a 22 +y? = 4. Ziskdvame dosazenim rovnost 422 = 4 a tedy = = +1.
Nebot pro horni polokruznici je 3 > 0, tak dostavame prisecik [1,v/3]. Mnozina M je dédna

LO<y<v3 —Vi-y’<e<
2 V3<y<2, —/I-P<a<i-y?

Dostavame integraly
V3 2y /A—y?
/ / dzdy + / / dz dy.
0 —A—y? V3 J—\/a—y?
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Pi. 27 Zamente integracni meze v integralu

I:/Ol/C:f(a:,y)dxdy.

7 integralu hned vidime, ze 0 <y <1 a e¥ <z <e. Pro 0 < y plati vzhledem k tomu, ze €Y je
rostouci funkce nerovnost 1 = e® < e¥ < z < e. Dostaneme rozsah 1 < z < e. Funkén{ hranice
ziskame z nerovnosti eV < x coz vede na y < Inz a z podminky 0 < y. Pro jistotu vse jesté
vykreslime.

Dostavame integral

= /j/olnzf(z,y) dy da.
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Pi. 28 Zamente poradi integrace v integrdlu

V3 arctgy
I= / Vaeydxedy
0 0

7Z integralu vyéteme omezeni 0 < y < v/3 a 0 < = < arctgy. Pfi feseni vyjdeme z obrazku

22

y = arctgx

-0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14

-0.2

Prusecik pifmky y = /3 a kiivky y = arctgz je bod [g, \/ﬂ Vidime tedy, ze body mnoziny
M maji z-ové soufadnice v rozmezi [0, %] Déle dolni hranice mnoziny M vychazi z kiivky

y = arctg =, kterou upravime do podoby y = tgx. Dostaneme integral
T V3
I= / Vay dydz.
0 tgx

Kdybychom chtéli popsat mnozinu M analyticky, tak pro y < v/3 nutné plati z < arctgy <
arctg V3 = 7. Na tomto intervalu pak plati tgz < V3 a tedy y-ové soufadnice musi byt nékde
mezi nimi. Z obrazku v8ak vidime celou situaci jasneé.
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Pi. 29 Zameénite poradi integrace v integrdalu

1 Va—gx?
1= / / 6z dy dx
0 J-vi—az
Porovndnim mez{ a integrovanych proménnych dostaneme rozsahy 0 <z <1la —v4—22 <y <
V4 — 22. Z druhé nerovnosti dostaneme po umocnéni 22 4+ y? < 4, tj. jednd se o ¢ast kruhu.

25

Z pohledu osy y vidime, ze body mnoziny M maji y-ové souradnice na intervalu [—2,2], coz
vidime také z faktu, ze pro0 < z je nutné —2 < —v/4 — 22 < y < V4 — 22 < 2 a z faktu, ze
zde pro x = 0 nastava rovnost. Mnozina M je zdola pfi pohledu z osy y omezena x = 0 a horni
ohraniceni se mén{ v okamziku, kdy je y/4 —y2 > 1, tj. v prusecicich kiivek x = /4 — 1?2 a
z = 1, kde mame y = ++/3. Dostaneme integraly

—V3  py/4—y2 V3 1 2 \/ 4—y?
I:/ / 6a:da:dy+/ / 6mdxdy+/ / 6z dx dy.
-2 0 —v3J0 Vv3J0
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Pi. 30 Zamente integracni meze v integralu

/01 /g:z f(z,y) dy da.

7 integralu hned vidime, ze 0 < z < 1 a 3 < y < x2. Nachdzime se na intervalu = € [0,1]
a (funkce 23, 22 jsou rostoucf), proto muzeme dobie v nerovnosti #* < y < 22 odmocnit.
Dostéavame /y < z a v < ¥y coz nam déva funkéni ohraniceni pro x. Vidime také, Ze pro
0<zr<1lje0<a®<y<2?<1. Odsud méme ohrani¢eni pro y jako 0 < y < 1.

/01 /; f(x,y)dydx/o1 /\/Z/Ef(:li,y)dydg;_

Pokud bychom mnozinu zobrazili, dostaneme analogicky popis graficky.

” /

P o1 oz 03 o4 05 05 o7 08 s XY

Vidime pruseciky [0,0] a [1,1] a pokud bychom kolmo zobrazili vySetfovanou oblast na osu v,
tak dostaneme interval [0,1], tj. vskutku 0 < y < 1. Ptvodn{ doln{ hranice y = 2 je z pohledu
osy y horni hranici a tedy x < . Ptavodni dolni hranice y = 22 je nyni doln{ hranice a po
odmocnéni x = &,/y si uvédomime, Ze chceme horni rameno paraboly nebot je z > 0.
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Pi. 31 Zamente poradi integrovanych proménngch v integralu

1ty
I=/ / f(z,y)dzdy.
0 ey

7 integralu hned vidime, Ze vySetfovand oblast je ddna jako 0 <y <laeV <z < ——-y+ ee%

e—1
Nejsnaze situaci pochopime, pokud si situaci vykreslime. K tomu by se ndm v8ak hodily pruseciky
2
kiivek z = e a x = — %5y + ;%5, které nenf tak snadné najit. Pokud bychom hledali pruseciky

s kfivkou y = 1, pak dostaneme

z=¢e¢"Ny=1=[e,1],

2

€ €
=— ——Ny=1=le,1].
T= -yt — Ny le, 1]

Vidime, ze se vSechny 3 kiivky protinaji ve stejném bodé.

0].

Z pohledu osy x mame dolni ohraniceni jasné dané osou z, ale horni ohraniceni je nejprve dané
exponencidlou x = €Y, z niz vyjadiime y = Inx. Pro x = e dojde ke zméné horniho ohraniceni
na piimku, kterou muzeme vyjadiit jako y = e —e—glx. Dostavame integral

Pruseciky s osou x dostaneme jako body [1,0] a [%,

e

e Inz \721 ef%m
I= / / f(y) dy dz + / / £, ) dy d.
1 0 e 0
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Pi. 32 Zamente integracni meze v integralu

2 V2zx—z2
I= / / f(@,y) dy de.
1 2—x

Z integralu hned vidime, ze 1 <z <2 a2 —x <y < 2z — 22. Kfivka y = /22 — 22 je tvofena
casti kruznice se stfedem posunutym mimo pocatek. Umocnénim a dpravou na Ctverec ziskdme
jeji vyjadient jako (x — 1) + y? = 1. Omezen{ pak tvoif hornf pilkruznici. P¥fmka y = 2 — x m4a
s kruznici dva pruseéiky a dosazenim ziskdme, ze jsou to body [1,1] a [2,0]. Vykreslime situaci

Z pohledu osy y vidime, ze 0 < y < 1 a ze funkéni hranice se na intervalu neméni. Dolni hranici
tvori pfimka a tedy vyjadiime 2 —y < x. Horni hranici tvofi ¢ast kruznice pro z > 0 a ta je ddna
po odmocnéni z < 1 + /1 — 2. Toto vede na integral

1 pldy/1—¢2
I=/O /Z_y f(z,y)dz dy.
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Pi. 33 Zameénte integracni meze v integralu

1 pl4+y5 4 p14yT
/ / f(z,y)dady —I—/ / dx dy.
0o Ji—yy 1 Jy—1

V prvnim integralu méame omezeni 0 < y < 1 a1l — VY <o <14y Ve druhém integralu
plati 1 <y <4ay—1<x <14 /y. Celou situaci nejsnaze pojmeme, pokud si vSe vykreslime.
Krivka © = 1 £ \/y je posunutd parabola dand vyjadienim y = (z — 1)2. Druhd kiivka je pak
piimka y = = + 1.

Dopocteme priseciky kiivek x = 1 —,/y a x = y — 1, coz jsou body [0,1] a [3,4]. Vidime, zZe
vySetfovand mnozina M popisuje celou ¢dst mezi pruseciky, tj. = € [0,3] a hranice zustdvaji
stejné, kde horni hranici tvoif pifmka y = x + 1 a doln{ hranici parabola y = (z — 1)2. Mdme

integrél
3 x+1
/ / [z, y)dydz
0 J(z-1)2

Tohoto lze dosdhnout i opatrnou dedukci z nerovnosti. Z nerovnosti 1 — /y <z < 1+ /y
ziskdme, 7e y > (r — 1)? a z nerovnosti y — 1 < 2 mdme y < x + 1.
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Pr. 34 Zameénte integracni meze v integrdlu

3 ry 4 24—y
/ / f(z,y) dxdy+/ / f(z,y)dzdy.
0 Jo—yi—y 3 Jo—yai—y

V prvnim integralu mame omezeni 0 < y < 3 a2 —+/4—y < z < y. Ve druhém integrélu
plati 3 <y <4a2—-i—y <z <2+ +4—y. Podminku z = 2 + /4 — y prepiseme jako
y =4 — (z — 2)? pro lepsf porozuméni a snazsf vykresleni. Priseciky kiivek y = 4 — (x — 2)? a
y = x jsou body [0,0] a [3, 3].

Vidime, Ze popisujeme oblast mezi pruseciky, tj. € [0, 3] a horni hranice je tvofena parabolou
y =4 — (x — 2)? zatimco doln{ hranice je tvofena pifmkou y = x. Dostédvame integral

3 pd—(z—2)2
/O / f( ) dy d.
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Pi. 35 Zameénte integracni meze v integralu

I:/12/1yf(x,y)dxdy+/:/;f(x,y)dxdy.

V prvnim integralu méame omezeni 1 <y <2 al <z <y. Ve druhém integralu plati 2 <y < 4
a ¥ < < 2. Viechny hranice jsou uddny tseckou, proto lze usuzovat, ze vysetfovand mnozina
je mnohouhelnikem.

Prusec¢iky piimek ziskdme pii tvorbé obrazku nebo dopoétem jako [1,1], [2,4], [1,2] a [2, 2]. Navic
vidime, Ze z pohledu osy z je x € [1,2] a horn{ mez je ddna pifmkou y = 2z zatimco dolni mez
je tvofena piimkou y = x. Pfevedeme

I= /j/:mf(m,y)dyd:c.

45



Pi. 36 Spoctéte dvojndsobnyj integrdl

2 1,
I:/ / dx dy
o Jo 1+ay

pomoci primého vypoétu i pomoct zdmeény promeénnych.

Nejprve integral spocteme piimo. Mame

// 1+zyd y_/ / 1+ y y_/ / lerxydxdy:
1 21 11
:/ [:Jc—ln|1+xy|} dy—/ (l—ln(l—i-y)) dy—/ ———In(l+y)dy =
o Y oY oY ¥

[1ny+ In(1+y) — In —2 ]QZ[<;+1)1n(1+y)r=;1n2—1.

y+1], 0

Kde vyuzivame metody per-partes, abychom urc¢ili

1 1 1 1 1 1
—In(l+y)dy=——In(1+y —l—/idy:—flnl—i-y +/f—7dy
/y2 ( ) Yy ( ) yy+1) Yy ( ) Yy

1 y
=——In(l+y)+In +C
y (1+9) y+1’
a faktu, ze plati
i 2 Y)
y—0 Yy

Ve druhém piipadé zaménime poradi integrace a opét pomoci per-partes mame

12 1 ) 1
I:// dydm:/ In |1+ 2y dx:/ln1+2x dz =
N [ty ae = [ mg+20)

1

1
1 1
= [xln(1+2x)}éf/0 1-— 1+2xdac:1n37 [x2ln(1+2x)]0

1
:1n3—1+§1n3:gln2—1.
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Pi. 37 Spoctéte dvojndsobnyj integrdl

13
I:/ / e’ dxdy.
0 3y

. > [ . . 2 . P . ., . .. . .
Vsimnéte si, Ze integrdl [e* dx je transcendentni a nelze k nému najit primitiond funkci.

Integral [ e da nevyiesime, ale mohli bychom se pokusit zaménit integrované proménné. Pro
0<y<1je3dy <z <3, kterou mnozinu si muzeme zobrazit.

Vys8etfovand mnozina je obdélnik, jehoz z-ové soufadnice odpovidaji rozsahu 0 < x < 3 a je
omezena pifmkami 0 < y < £. Dostavame integrdl

3 % 3 1 9 9_1
I:// emzdydxz/Eemzdx=|t:x2\:*/ ot dt = & .
o Jo o 3 6 Jo 6
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Pi. 38 Spoctéte
1 :/ / Sy dy dz.
0 T Yy

Vsimnéte si pritom, Ze integrdl siny dy je transcendentni.
Y

Samotny integral [ % dy nelze spocitat. Mohli bychom se vsak pokusit zaménit poradi integro-
vanych proménnych. Pro 0 <z <7, x <y < 7 plati, ze 0 < y < pi. Navic vidime, ze 0 <z <y

a tedy dostaneme integral

T Y g LA ™
I:/ / bmydxdy:/ ysmydy:/ sinydy = [~ cosy]; = 2.
o Jo Y 0 Y 0

48



Pi. 39 Spoctéte integrdl
1
1 :/ arctg mx — arctg x dx.
0

Integral muzeme spocitat piimo pomoci metody per-partes a pomocného vypoctu

1 2A%x
dx = x arctg Ax — ﬂ/mdx =

Ax
1+ A222

1
= zarctg Az — 74 In(1+ A%z?) +C

/arctg Axdx = x arctg Ax — /

A tedy dostaneme

1 1 ! 1 1
I = |rarctgnr — — In(1 + 7%2?) — zarctgz + = In(1 + 2?)| = arctgm—— 1n(1+7r2)—z+7 In2
27 2 0 27 4 2

Pokud bychom chtéli vyuzit dvojnych integralu, tak muzeme pozorovat, ze plati

1 1
I,/ arctgwxfarctgxdxf/ larctg zy]] dxf// 1+x2 — 5 dydr =

2y$ 7!‘1 2 oy11
// 1+x 22 /2y / 1+ 22y T g2,2 Y /12y2[n( +2y%)] dy
:/ 221n(1+y)d
1

Déle bychom pouzili metodu per-partes k ziskani vysledku

1 1 1
/?ln(l +y?)dy = fgln(l +9°) +/ dy = fgln(lerQ) +2arctgy +C

1492

Proto muzeme dostadit

s

1 1 1
I=- [—ln(l +9%) + 2arctgy} =——1In(l+7%) +arctgm + - In2 — T
y Lo 2 4
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Pi. 40 Zamente poradi integrace v integrdlu a integrdl spoctéte

8 2 1
I= ——dyd
/0 /%y4+1 ver

Porovnanim integracnich mezi a integra¢nich proménnych dostaneme rozsahy 0 < =z < 8 a
¥z <y < 2. Mnozina vypadd ndsledovné

Pritom y-ové rozsahy integrované mnoziny odpovidaji 0 < y < 2, protoze pro 0 < z je 0 <
¥z < y. Z obrazku také vidime, Ze dolni ohranicen{ y = / se nové mén{ na horn{ ohraniceni
po tpravé jako z = y%. Dostaneme integral

2 ey 1 2 3 2
Y 1 4 In17
I= ——dzxdy = dy=|-In(y*+1)| = .
/0/0 S R /o 1Y [4 < )L 4
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1.3 Obsah plochy a integraly s funkci f(z,y) = 1 pfes obecnou mnozinu

// dz dy,
M

Nejprve si rozmysleme, ze mnozina M je na intervalu 1 < z < 2 ohranic¢ena funkcemi 2 < y <
7 — x. Muzeme integral prevést pomoci Fubiniho véty. Vykreslime-li si vSéak mnozinu M, vidime
ze lze M popsat z pohledu osy y.

Pi. 41 Vypoctéete dvojny integrdl

kde M = [1,2] x [2, —z + 7).

-1 -05 05 15 25 3 35 4

Vidime, ze z pohledu osy y je mnozina tvorena obdélnikem a trojuhelnikem. Obdélnik je dan
pro y € [2,5] a « € [1,2]. Rozsahy pro trojuhelnik potom mdme y € [5,6] a kdyz prevedeme
y=7—x = x=7-—y, tak dostaneme také, ze 1 < z < 7 — y. Pomoci Fubiniho véty tedy lze
prevést integral dvéma zpusoby jako

5 (2 6 7—
fz f1 dxdy+f5 1 Y
// dedy =
M

2
fffz_x—” dydx:f12(7—1;—2)da?: [595—%2]1:10—2—5—1—%:%.
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Pi. 42 Vypoctéte dvojny integrdl

// dz dy,
M

kde M je omezena kiivkamiz =0, x =1,y =2>+1, y =z — 1.

Snadno vidime, Ze pro x € [0,1] plat{ 22 +1 > 0 > 2 — 1 a tedy dostaneme ihned rozsahy
0<z<l,z—-1<y< z2 4+ 1. Stejny vysledek dostaneme i pokud si mnozinu vykreslime

Nyni bychom mohli aplikovat Fubiniovu vétu.
7 pohledu osy y se mnozina M rozpadne na nékolik ¢ésti.

11

Pro y € [-1,0] se jednd o trojihelnik, kde 0 < = < y + 1. Déle pro y € [0,1] se jednd o
¢tverec, kde 0 < z < 1. Nakonec na intervalu y € [1,2] se zmén{ doln{ ohranic¢en{ na parabolu
a muzeme vyjadiit © = ++/x — 1. Protoze mame mnozinu M v poloroviné x > 0, tak bereme
Ve—1<x<1.

Nyni prevedeme pocitany integrél na dvojnasobny

Jo T dwdy + [y fy dwdy + [} [ ey dedy

// dxdy =
M 2241

1
fol o dydxzfol(x2+lfx+l)dx: [%7%+2x]

w
M
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Pi. 43 Vypoctéte dvojny integrdl

// dz dy,
M

kde M je omezena kiivkami a nerovnostmi jako y* =z, 1 < x < 3.
Vidime, Ze ohrani¢eni y? = = ddvé obvyklou parabolu pouze se zaménénymi proménnymi. Rozsah

1 <2 < 3 nam z této paraboly vysekne pas, ktery je zdola ohrani¢en dolnim ramenem paraboly
a shora hornim ramenem paraboly. Prevedeme tedy pocitany integral na dvojnasobny

[f = [ vaee [Pavmares[NE] 24 i)

1

B
15 \

Z pohledu osy y by se mnozina M rozpadla na 3 oblasti a to:

1. —V3<y<—-lay?><z<3,
2. -1<y<lal<z <3,

3.1<y<+V3ay?<az<3.
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Pr. 44 Vypoctéete dvojny integrdl

// dz dy,
M

kde M je vymezena nerovnostmiy <z, y < —x+2, y >0, 2 > 0.

Najdeme nejprve priseéik funkei y = 22 a y = —z + 2. Dostdvdme tak skrze rovnost =2 =

y = —x + 2 polynom 2?2 + x — 2 = (z + 2)(z — 1) jehoz kofeny jsou 1 = 1 a x5 = —2.
Nebot se pohybujeme na kladné poloose x, hledanym priseéikem je pro z; = 1 bod [1,1].
Priiseciky kiivek y = 22 a y = —z + 2 s kladnou poloosou z pak snadno nalezneme jako body
[0,0] a [2,0]. Na intervalu [0,1] vidime, ze 0 < 22 < 1 < —z + 2. Na intervalu [1,2] plat{
naopak 2 > 1 > —z + 2 > 0. Jinde nés situace nezajims, nebot pak neni splnéna podminka
0 <y < —x+2,zniz vyplyva x < 2, nebo nenf splnéna podminka x > 0. Nutné musi také platit,
7e y < min{2?,2 — x}.

Kiivky muzeme také vykreslit na obrazku spolu s uvazovanymi mnozinami

18
16
—
14
1
1
o

Z téchto tivah vidime, ze mnozina M je ohrani¢ena pro x € [0,1] jako 0 <y < 2% a pro z € [1,2]
je 0 <y < 2—xz. Druhym zpusobem popisu mnoziny M vidime z obrazku, ze pro 0 < y < 1 plat{
VY <o <2 —y. Nyni pfevedeme pocitany integrdl na dvojnasobny

J[ away=

fol foﬁ dydx + ff f0_$+2 dy dz

— 2 1
o S dedy =y —y+2— iy = [-5 +2y = 3| =



Pi. 45 Vypoctéte dvojny integrdl

// dz dy,
M

kde M je vymezena jako y > x°, y < —x +2, > 0.

Prisecik kiivek y = 2% a y = —2+2 jsme nalezli jiz v piedchozim pifkladé. Mizeme tedy prevést
pocitany integrél na dvojnasobny

1 p—z+2 1 2 371 12_-2_3 7
//M dx dy /0 /I2 dydz /0 x—x-dx {x 5 3}0 5 G

25

-0.5 0 0.5 1 1.5
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Pi. 46 Vypoctéte dvojny integrdl
/ / dz dy,
M
kde hranice mnoziny M tvort kiivky y> =z, y =  — 2.

Nejdifve spoéitdme priseéiky obou kiivek, tj. 42 = x = y + 2. Tedy hleddme koieny 0 = y? —y —
2 = (y — 2)(y + 1). Pruseciky jsou body [1,—1] a [4,2]. Vykreslenim kiivek ziskdme nésledujici
situaci.

S

Pokud se pohybujeme po ose x, pak se horni ohrani¢eni mnoziny M neméni a jejim horni rameno
paraboly y = y/z. Doln{ hranice se naopak mén{ a pro = € [0,1] je to doln{ rameno paraboly
y = —y/x a pro x € [1,4] je horn{ hranici pfimky y = x — 2. Pokud se pohybujeme po ose v,
zlistdvaji horni a dolni ohrani¢eni stejné a tedy pro —1 < y < 2 je y? < = < y + 2. Dostaneme
tedy

fol f_\/\% dydrr—i—fl4 f;ﬁi dy dz
I =

dedy = 9 4o 9 2 372

//M f71fyy2 dfdy:f,1(y+2_92)dy:[%"’29_%}_1:
_ 4 8 1 1 12424-16-3412—-2 _ 27 _ 9
=otd-3-gt2-3=""—¢ =% =3
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Pi. 47 Vypoctéte dvojny integrdl

// dz dy,
M

kde M je tvori prinik veseni nerovnosti y > x, y < 6 — 2, x < 0.

Podminka = < 0 nam tika, ze se pohybujeme v levé poloroviné. Vsimneme si, ze podminky
muzeme spojit dohromady, tj. * <y <6 — 22 atedy 0 <6 —x — 2% = —(z + 3)(z — 2). Mizeme
si rozmyslet, ze tato nerovnost je splnéna pouze pro z € [—3,2] a spolu s podminkou z > 0
dostaneme, zZe mnozina M je vymezena timto intervalem. Pfimo ze zadédni mame horni a dolni
hranice mnoziny M, protoze x < y < 6 — x2. Situaci si mizeme také vykreslit

\

Prevedeme pocitany integrdl na dvojnasobny

0 p6—z? 0 3 ;1:20
R B A A e i
M —-3Jz -3 3 2 _3
27

9 9 27
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Pi. 48 Vypoctéte dvojny integrdl

// dz dy,
M

kde M je ddna ohranicenimiy <e*+1, —2<zx <1,y > —2.

Nebot na intervalu [—2, 1] spliiuje funkce e” +1 > 0 > —2, mdme na intervalu jasné dané hornf i
dolni ohraniceni. Pfevedeme pocitany integral na dvojnasobny

1 pe®+1 1
// dxdy:/ / dydm:/ e”+3dm:[e”+3aﬁ]£2:
M —2.J-2 —2

=el43—e246=e—e249.
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P¥. 49 Spoctéte [[,, dxdy, kde M je ddna skrze x +y =4, v +y =12 a y* = 2a.

Nejprve nalezneme pruseciky ohranic¢ujicich funkci. Piimky x+y = 4 a x4y = 12 jsou rovnobézné,
nemaji tedy zadny prisecik. Priseéik kiivek x +y = 12 a y?> = 22 dostaneme skrze kofeny
polynomu 0 = y? + 2y — 24 = (y + 6)(y — 4) coz d4ava pruseciky [18,—6] a [8,4]. Priisecik kiivek
x+y =4 ay? =2 je obdobné dén skrze koieny polynomu 0 = (y + 4)(y — 2). Priseciky jsou
[8, —4] a [2,2]. Musime si pouze rozmyslet kterd funkce ma vétsi funkéni hodnoty a kterd mensi.
To muzeme zjistit analyticky nebo také graficky z obrazku.

Vidime, ze mnozinu M musime rozlozit na nékolik ¢asti. Vzhledem k ose x mame
1.2<2<8,4-2<y<+2z
2.8<2<16, —vV2r<y<12—z
A vzhledem k ose y dostdvame varianty
L6 <y < —4, § <12—y
2. —4§y§2,4—y§x§12—y
3.2<y<4, L <ar<12-z

Dostavame tak integral

8 2z 18 pl2—a
// dfcdy:/ / dydx—i—/ / dydz =
M 4

/\/2x+x—4dx—|—/ 12—z +V2zxdx =

8 18
2\/23: 2 223
= x| 4 122 — =+ =
2 2 3
2 8
26 28 26106
= 425 95 T 4 64120—-2-3V 492332420 - =
7 T g T6+ + + 3 3
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Pi. 50 Spoctéte plochu ohranicenou krivkamiy =e*, y=e %, x = —4 a x = 4.

Plochu spocitame jednoduse integralem jedné proménné, nebo pro procviceni skrze dvojny in-

tegral. Pricemz plati, ze
S = // 1dzdy.
M

Vime, ze kiivky y = e* a y = e~ * se protinaji v bodé [0,1] anax >0 jee® > e * aprox <0
je e < e~ *. Proto rozdélime mnozinu M na dvé ¢asti, ¢imz dostaneme

l.ze[-4,0,e" <y<e™®

2. z€0,4],e*<y<e”

0 e™ " 4 pe”
S:// 1dxdy:/ / dydx—i—/ / dydzr =
M —4 Je® 0 e~ T
4 pe® 4 4
:2/ / dydx:2/ e’ —e ® dm:2[em—|—e*g”]0:
0 e~ 0

1
_ 4

Kiivky muzeme také vykreslit

Pocitame

Nenechame se ptitom zmast zvldstni podobou mnoziny.
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Pt. 51 Spoctéte plochu ohranicenou krivkamiy =0, y =cosz, x =0 ax = 3.
Plochu spoc¢itdme jednoduse integralem jedné proménné, nebo pro procviceni skrze dvojny in-
tegral. Pricemz plati, ze
S = / / 1dzdy,
M
} je 0 < cosz. Snadno tak

2

kde M udavéa vySetfovanou plochu. Vime, Ze na intervalu [O,
prevedeme dvojny integral na dvojndsobny a pocitame

5 cos T 5 -
S:// 1da:dy:/ / dydx:/ coszdr = [sinz]¢ = 1.
M 0o Jo 0
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Pt. 52 Spoctéte plochu ohranicenou krivkamix +y =1, x +y =2,y =3, y = 2.

Vsimnéme si, ze vSechny hraniéni kiivky jsou pfimky, které maji maximélné jeden spole¢ny bod.
Ktivky  +y = 1, z +y = 2 jsou rovnobézné, proto nemaji zddny prinik. Pifmky y = 3, y = 2x
maji o¢ividné prunik v bodé [0,0]. Dals{ pruniky pak dopoc¢itame jako

x+y:10y:§—> g,l ,
2 13" 3]

12
x+y:10y:2x%_§,§_,
thy=2ny="> - é,g )
2 13 3]
r+y=2Ny=2x — g,é .
_3 3-

Mohli bychom si tedy mnozinu nakreslit. Uvazovand mnozina M vypada jako

Dame si pozor, kde se nachdzi{ ohrani¢end mnozina a nenechdme se zmast trojihelnikem [0, 0],
[%, %], [%, %] Zde vychazime z predpokladu, ze chceme, aby se vSechny kiivky vyuzily.

Pocitame tedy integral
% 2x % 2—x
S:/ / dydz+/ / dydz =
1 11—z 2 z
3 3 2
2
3

4
z/ 3x—1dm+/32—3—mdm:
1 2 2

3

3(E2 % 3$2 %
[ -
2
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Pi. 53 Spoctéte plochu ohranicenou kiivkami xy =4, y = 4, 22 =2y, = 0.

Vzhledem ke komplikovanéjsi souhie kiivek plochu nejsnaze analyzujeme, pokud si ji vykreslime.

Nyni se nabizi nékolik oblasti, pro néz bychom mohli poé¢itat plochu. Dame si vSak pozor, ze jen
prostiedni oblast je omezena vSemi kiivkami. Vidime, Zze chceme nalézt nékolik pruseciki, jsou
to pruseciky kiivek xy = 4, y = 4, coz ndm davd bod [1,4] a prisecik kiivek xy = 4, 2% = 2y, coz
nam dosazenim déva rovnost 23 = 8 a tedy bod [2,2]. Z pohledu osy z dojde ke zméné hornfho

ohrani¢eni z kiivky y = 4 na kiivku y = %. 7 pohledu osy y se také méni horni ohraniceni a to

z paraboly z = /2y na hyperbolu x = %.

Plochu vyjadiime jako

1 4 2 4 2 2y 4 3
S:/ / dydx—i—/ / dydx:/ / dydx—i—/ / dydz
0o JzX 1 J22 0o Jo 2 Jo

Pocitame jeden z integrali a mame

24 x 2377

S = 4dx+/dx—{ } [4lnx} =

1 6 61,
1 8 1 8
—4—>44In2— -+ - =4In2+ -
6" 6 e TR
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1.4 Integrace pres obecnou mnozinu

Pt. 54 Spoctéte [[,, ydady, kde M je ohranicena kiivkami a®> —y+2=0, z+y—4=0.

Nejprve spocteme prisecik obou kiivek. Dostdvame polynom z2+z—2 = (x+2)(x—1). Priseéiky
jsou tedy [—2,6] a [1, 3]. Muzeme si mnozinu M zobrazit.

Pifpadné si nic kreslit nemusime. Staci si vSimnout, ze pro -2 <z <1je0> (z+2)(x —1) =
224+ —2=4—2x > 2?+ 2. Piipadné rovnou mizeme dosadit do nerovnosti jisty bod, napi.
x = 0, pro né&jz je nerovnost 4 — x > 2 4 2 splnéna a dale pak vime, ze vzhledem k priisecikiim
musi tato nerovnost platit na celém intervalu. Dostdvame integrél

1 4—x 1 2174—z 1 2 2 2
4 — — 2
// ydxdy——/ / ydydx_—/ [y} dx:/ -2 - @427,
M —2Jz242 212 ],209 -2 2

1 2 4 2 1 2 _ .4
16 — — 4 4 12 — 8z — —
_/ 6 — 8z + 2% — (2t + 4a? + )dx:/ 8r — 3z —x o —

—92 2 —92 2
23 287! 11 32 162
=6 —22° - - | =6-2—-——+124+8-4— " =",
{x T 10}2 2 10 7 10 10
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Pi. 55 Spoctéte

// ev dz dy,
M

kde M je omezena implicitnimi funkcemix =0, y =1, y = 2, y?> = .

Vidime, 7e na intervalu 1 < y < 2 jasné plati 0 < x < y?2, tj. hranice mnoziny M miizeme
urcit jiz ze zaddni. Obdobné muzeme pievést integral z pohledu osy «, pokud si véimneme, Ze na
intervalu z € [0,1] je vz <1< 2aproz € [1,4] je 1 <+/x <2. Snéze se viak situace nahlédne,
pokud si v8e vykreslime.

N

Vsimnéme si, ze po vykresleni neni zcela jasné, kterd z ohrani¢enych oblasti udavad mnozinu M.
Mohli bychom uvazovat také oblast vymezenou skrze x = 0, y = 1, y?> = x. AvSak zde bychom
jednu z podminek nevyuzili a tedy se nejednd o mnozinu M.

Pocitame integral

., 2 py? . 12 4 2
// ev dmdy:/ / ev dxdy:/ / ev dyda:+/ / ev dydz.
M 1 Jo 0o J1 1 Jvz

Pokud bychom integrovali
/ ev dz,

/e% dx = ye% +C.

pak bereme y jako parametr a mdame

Naopak pokud bychom prvni integrovali

/e% dy,

pak nevime jak. Zde je tieba si rozmyslet spravné potradi integrace.
Vybereme si vhodny integral k dalsimu vypoctu a méame

. 2 E I P 2
// ev dmdy:// ev dzdy / [yei} dy:/ ye¥ —ydy =
M 1 Jo 1 0 1
2

2 2
Yy 2 1, o a1 2 3
V- — Ydy=2e"-2—e +- +e = .
{ye 2]1 /1e Yy e et -ete =e'—3
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Pi. 56 Spoctéte

// zy? dz dy,
M

kde M je ddna skrze x*> +y?> <1, x +y > 1.

VyS8etfovanou mnozinu si muzeme vykreslit

Vidime tedy, Ze mnozina M je stejnd z pohledu osy x stejné jako z pohledu osy y, nebot je
mnozina symetrickd pres osu y = x. Prevedeme integral

1 pV1—22 1 py/1—y2
// xy? de dy :/ / zy? dy dz :/ / zy? dy de.
M 0 Ji-=z 0 Jl-y

Vybereme si vhodny integral k dalsimu vypoctu a méme

1 py/1—92 1 22 1-y2
// zy?dedy = / / zy?dzdy = / e [] dy =
M 0 Ji-y 0 2]y

:/O y2(1—y2);(1—y)2d

1
0 4 5], 20

Vsimnéme si, ze pokud bychom integrovali nejprve

1 \1—9y2
/ / zy? dy dz,
0 1—y

pak bychom museli v integralu pracovat déle s odmocninami.

y:

66



Pi. 57 Spocteéte
// e¥ +2x dx dy,
M
kde M je ddana skrzey <z <1,0<y <1.

Omezeni méame jiz zadané ve spravném tvaru. Proto snadno prevedeme dojny integral na dvojnasobny
a pocitame

11 1
// ey+2xdxdy:/ / ey+2xdxdy:/ [xey—i-xz}l dy =
M 0o Jy 0 Y

1 1 311
[a-we-a=ia-pes [ow -] -
0 0 0

1 4
-1 —14+1—=-=e—-—.
+e + 3 e 3
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Pi. 58 Spoctéte

// x — ydzdy,
M

kde M je ddna skrzey =1 — 22, 2y =« + 1.

Nejdifve nalezneme priiseciky kiivek skrze rovnici 2—2x? = x+1, coz vede na polynom 2x?+x—1
a hledané pruseciky jsou [—1,0] a [%,%] Pro -1 <z < % je ””T“ < 1 — 22, stagi vée ovérit
dosazenim x = 0 a uvdzenim, ze mame znadmé pruseCiky a mezi nimi se nemuze nerovnost
zménit vzhledem ke spojitosti. Obdobné muzeme kiivky vykreslit

[~1,0]

Pocitame
1 1-g? 1 % 1-2?
// x—ydxdy:/ / xfydydx:/ {Q:y] dr =
M —1Jzd -1 2 2+l

1

/5 5 (1—2?)? x2+x+(x+1)2

T —x° — —
L 2 2 8

1 1
_ x?  zt]? n 5—1+2m2—x4—x2—x+x2+2x+1
L2 4], 4 2 8

o -+t

1 1 1 1 x x2 x5 2B sc2—|—a:%
a 4 6 10 24 8 1

_8-1-32416, [9r—a?450® %1% 153
B 26 24 10/ , 320

Vypocet bychom si mohli usnadnit, pokud bychom zavedli vhodnou substituci ¢t = z+ 1 a mame

/2_(1—33)2(1—1—33)2 wa+1) | (@12 _/% t—2)%2 (t—1)t ¢
_ 0

- =/ - - —dt =
. 2 2 8 2 2 "3
3
5 t474t3 2 2
:/47 50—t
0 2 8

Muzeme tak usetfit néjaké ¢leny béhem integrovani.
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Pi. 59 Spoctéte integrdl ffM xydxdy, kde M je ohranicend kifivkami y = 4 — x, y® = 2x.

Nalezneme priinik kiivek skrze 0 = y? + 2y — 8 = (y + 4)(y — 2) coz dévd body [2,2] a [8, —4].
Navic plati, ze je pro y € [—4, 2]
(y+4)(y—2)=y>+2y-8<0
2
Y
=<4 —y.
9 = Y

Tj. mnozina M je z pohledu osy y na intervalu —4 < y < 2 plati % <z <4 —y. Z pohledu osy
z vidime, Ze pro x € [2, 8] je
(z—-8)(z—2)<0
2? — 102 +16 <0
2% — 8 + 16 < 2z
(4—2)* <2z
4—z<V2x

Musime si vSak dat pozor, abychom timto postupem ziskali celou mnozinu. Pokud si mnozinu
M vykreslime, dostaneme

Vidime, ze z pohledu osy x ndm jesté chybi ¢dst x € [0, 1], kde je —v22 < y < V/2z.
Pocitame integral

2 pd—y 2 22 4—y
// xydmdy:/ / ;cydxdy:/ y[} dy =
M —4 % 4 2 %

2 2 4 2 3 5
16 -8y +y~ y / 2, Yy
= =TI I Vdy= | Sy—4 I qy=
/_4y( 2 8) =) Wty oW
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Pi. 60 Vypoctéte integrdl [[,, zydxdy, kde M je ohranicend
a) rovnicemix =0, = A, y=0, y = B.
b) omezenim 4x? + y* < 4.

a) V prvnim pfipadé je mnozina M jednoduse obdélnik [0, A] x [0, B] a tedy

A B A B 2 A 21 B A232
// xydardy:/ / xydydx:/ xda:/ ydy = [x] [y} = _
M o Jo 0 0 210121 4

b) Vidime, 7Ze omezeni 422 +y? < 4 tvoii elipsu se stiedem v po¢atku a s poloosami rovnobéznymi
s osami x a y. Polozime-li y = 0, dostdvdme ohrani¢eni 22 < 1 a tedy —1 < z < 1. Z rovnice
elipsy zase vyjddiime y = +v/4 — 422 a dostdvdme integral

1 VAa—4z2 1 yg Va—4zx2
// xydo:dy:/ / xydyd:c:/ x{ } dr =
M “1J_iiz? ~1 Y7 w2

1 4 2 A a2 1
:/ kil G 4$)dx:/ 0dz = 0.

) 2 )

|
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Pi. 61 Vypoctéte integrdl [[,, 2zy + 1dxzdy, kde M je ohranicend v =0, x =2,y =0, y = 2,
y=1—-z,y=3—=x.

Vzhledem ke komplikované situaci zacneme vypocet vykreslenim omezeni. Mame

%

Rohy étverce do mnoziny nespadajif, nebotf chceme mnozinu, kterd je ohraniéena viemi kiivkami.
Najdeme pruseciky, které lezi na hranicich zkoumané mnoziny. Z obrazku nebo dopoé¢tem ziskame
body [0, 1], [0, 2], [0,1], [2,1], [0,2] a [1,2]. Vidime, Ze doln{ a horn{ ohrani¢en{ se mén{ z pohledu
osy  pro £ = 1 a z pohledu osy y pro y = 1. Vzhledem k ose x tak dostaneme 2 ¢asti mnoziny
M jako

1.0<zx<lal—ax<y<2
2.1<z<2a0<y<3—y

Pocitdame integral

1 g2 23—z
// 2xy+1dxdy:/ / 2zy+1dydx+/ / 2zy + 1dyde =
M 0 Ji-= 1 Jo

1 2
:/0 [myQ—i—yﬁ_x dx—l—/l [xy —|—y] T dr =
2

1
:/ 4x—|—2—x(1—2x—|—x2)—1—|—xdx+/ (9 — 6z +2?)+3—adr =
1

2
/ —a® + 222 +4a:+1d:10—|—/ 22— 622+ 8+ 3dx =
1

zt ! z? ?
{ ——l———l—Qw —I—x} +[—2x3+4x2+3m] =
4 0 4 1
41 19 49

12+4 6
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Pi. 62 Spoctéte integrdl
3
1= // 2eVF da dy
M2
kde mnoZina M je ohranicend kiivkamix =1, x =4, y =0, y = \/x.

Hned vidime z ohranicujicich kiivek, ze 1 < x < 4 a 0 < y < /z. Proto po aplikaci Fubiniovy
véty dostaneme

4 VT Y 4 Y 1VT 4
1 0 2 1 1
3(

2 0 2
e—1) 2 51"

= — = —-1).

5 [33:2}1 7(e—1)
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Pi. 63 Spoctéte integrdl

I:// A?(sinz + 1) dz dy,
M

kde mnozina M spliuje m > x > 0, (%)2 <2+ 2sinx, pro parametr A > 0.

Nejprve si rozmysleme, ze pro %7‘(’ >z > % vypadd funkce 2 + 2sinx jako

NANIE!

Potom vidime, Ze pro (%)2 < 24 2sinz je —AV2+2sinz < y < Av2+ 2sinu. Kde si Ize
1 bude mnozina vypadat nasledovné

promyslet, Ze pro A =

Na intervalu toto 7 > z > 0 tak muzeme urcit dobfe horni a dolni mez, ¢imz dostaneme integral

T A+/2+4+2sinx T
I:AQ/ / sinx+1dydx:2\/§A3/ V(sinz 4+ 1)3de =
0 0

—AV2+2sinx

™ 3
2
:|sinx:cos(x+g)|=2\/§A3/ \/<0082 xz—w+1> dzr =
0

i 2
:| cos2x:W \:2\/5/13/ 1/ 23 cos® :Ci_wdx.
0

Pii odmociiovani si nyn{ musime dét pozor, ze funkce cos (% + %) ma na intervalu m >z > 0
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nulovy bod pro x = 5 a je tedy na intervalu [g, 7r] zaporna. Mame

. (2 X [T a2
I:8A‘3/2 cos® <2IZW) dfoAd/ cosd( IZW> dx =
0 Z

{ — sin (29;4.7‘—) sin T sin 3%
= 1 N =1643 1—t2dt — 1643 1—t2dt =
dt = 2 cos ( 4 ) dx sin T sin &
4 2
371 3 2 3711
=16A3 |t — —| —164%|t——| =324%|t——| =
3|2 3], 3]z
2 2
— %AS 40\/5143
3 3 '
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Pi. 64 Spoctéte integrdl

I= // et dz dy
M

kde mnozina M je ohranicend kiivkamiy =1, =0, y =1n8, x =Iny.
Muzeme vyjadiit y = e* a vykreslime si kiivky, abychom dostali

24

ln 8 22

z=Iny 0.4

—06 —0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Kfivky y = In8 a x = Iny maji prunik pro x = Inln8 a tedy 0 < x < Inln 8. Dale také vidime,
ze €” < y < In8 a tedy pocitdme

Inln8 In8 Inln8 Ins Inln8
n T
I= / / "t dydr = / [e*™Y] . da = / e 4 ertnd gy —
0 e® 0 0

Inln 8 " v Inln8
:/ e’ e® +8¢” dm:{ee"+8em} =8+8In8—e—8=8In8—e.
o 0
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1.5 Pokrocilejsi priklady
Pi. 65 Z definice ukazte, Ze integrdl spliuje

J[ f@aray=a-0) /abf(x) da

pro libovolny obdélnik M = [a,b] X [c,d] a libovolnou spojitou funkci f(x).

Vyjdeme ze znalosti, Ze libovolny ohrani¢eny obdélnik udévd méfitelnou mnozinu a funkce f(x)
je spojitd, tedy ohranicend a integrovatelnd. Zvolime libovolné déleni z; intervalu [a, b] a libovolné
deélenf y; intervalu [c,d], které spliuje pro ¢,5 =0,...,n,ze a =29 < 1 < --- <z, = b, a
c=1yo <y <...yn =d. Nésledné pozorujeme, ze plati

M; ; = sup{f(z)|z € [zi—1, 2],y € [yj—1,y;]} = sup{f(z)|z € [xi_1,2:]} = M;,

Nebot funkce f(z) je integrovatelnd, tak plati pro

:ZZ —zi1)(y; — Y1),

// xdx = lim S(n).
M n—roo

S(n) = Z —Ti_1) Z —yj—1) | = |teleskopicky princip| =
i=1 j=1
—Z(Mz(x —xzi—1)(d—¢))=(d—-c ZM —Ti_1)
=1

Mame

kde posledni rovnost plati z definice Riemanova integrélu funkce jedné proménné.
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Pi. 66 Z definice ukazte, Ze integradl

1
rdxdy = -,
], 7=

kde M = [0,1]2.

Meéjme C7'; Etverce fadu n
;

i
C<rp<—= 2 <
on =TS Tonon =Y S Ton

L .
%:{[m] i+l <”}

a mé&me pokryti mnoziny M tadu n dané jako systém neprazdnych mnozin D}, = M NCY;.
Potom vime vzhledem k tvaru M, Ze neprazdné jsou jen D; ; = C7';, kde 1, j € {0,...,2"—1} (zde
ignorujeme hranici s prazdnym vnittkem, ale ta ma nulovou miru). Nésledné u¢inime pozorovani,

ze plati
1 i+1 Jg Jj+1
S — E -, =

M; ; = sup{f(z,y)|[z,y] € D}';} = sup {f(%y)

c t t+1 i+1
= Tlx —_— =
Sup 2717 271 271 )

m;,j = inf{f(z,y)|[z,y] € D;} = inf {f(wyy)

o i1\ i
=1 r|xr € 27,27 —ﬁ

Vime, ze integral I = [[, = dx existuje, pokud plati lim,, o S(n) = lim, o 5(n) = I, kde

il i+
xe[zn’ on )’ye[zn’ on )}_

on_19mn_1

Sn)= > > My;-m(D};),
i=0 j=0
2" 1271

s(n)=_ > mi;-m(Df;).

i=0 j=0

n S .. n .. n s C
am (Dm-) znacl miru mnoziny Dj';. Mnozina D7'; je ctverec, jehoz mira je

i1 i\ (i1 1
D’ﬂ — —_—— —_— = —
m (D7) ( on 2n>< on 2n> 92n

Muzeme tak dosadit a dostaneme

2”712"712,4_1 1 1 2" -1 2" —1 1 2" —1 1 2" —1
Smy=>_ > g3 = g d+1) > 1= o5 Z(i+1)2":ﬁ > i,
i=0 j=0 i=0 =0 i=0 i=0

2n—12"-1 i1 1 2"—1 2"-1 1 2" —1
s(n)=>_ 22—“22—”:23—”2@'21:22—”2@:
i=0 j=0 i=0  j=0 i=0



Rada ZZ (; i je aritmetickd, a proto mame

?iil_ 9 (27 — 1)
1= —".
¢ 2
1=0
Proto
1 2m (20 +1) (24 1)
S(n) 22n 92 - on+1 ’
12n@2r—1) (2" —1)
=5 = m
Nyni plati, ze
+1) 1. 1 1
nh—>Hclo S(TL) nh—>120 n+1 n1—>oo 5 + 2n+1 5’
o (2n-1) 11 1
nh~>ngo S(TL) o nh~>Holo n+1 n—o00 2 N on+1 5

Vskutku integral existuje a plati I = %

Pokud bychom nepracovali se ¢tvercovou siti, tak muzeme vzit libovolné ekvidistantni déleni
x;,y; intervalu [0,1] a4, =0,...,n,ze 0 =zp<z1 < - <z, =1,a0=yo <1 < ...yYp =1,
¢imz bychom dostali

Dij = [wi_1,m5) X [Yj-1,Y5),
m(D; ;) = (x; — 2i—1)(Y; — Yj—1)-

Navic bychom dostali

M;; = sup{f(z,y)|z € [wi-1, i),y € [yj—1,9;)} = sup{z|z € [xi—1, )} = @i,
my; = inf{f(x)|z € [ziz1,2:),y € [yj-1,y;)} = inf{z|z € [z;21, %)} = z4—1.

A tudiz
n n n
S(n) :ZzMi,j(‘ri_mifl) —Yj-1) Zﬂ% T —Ti-1) Z(yg —Yj-1) =
=1 j=1 =0
n
= | teleskopicky princip | = Z xi(x; — xi—1)(Yn — Yo) = sz(% —Ti_1),
i=1 1=1

n
n) = z:vi_l(xi — xi—l)-
=1

Déle plati, ze

n
Z% T — Tim1) i1 (@ —xim1) = Z(% +aio1) (@ —xim1) = Zl’? - 3312_1 =

= \ teleskoplcky princip | = 22 — 25 =12 - 0? = 1.
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Za predpokladu, ze integral existuje, tak musi platit

S(n) +

n— oo n—oo

// zdzdy = lim S(n) = lim s(n) = lim
M n— oo

To, ze integrél existuje bychom naopak ziskali z vyjadieni

S(n) - S(’ﬂ) = Z.TZ(IZ - zi—l) - «Ii—l(xi - xi—l) = Z(l‘l — l‘i_l)z

Jsou- li vSak déleni ekvidistantni, pak

b—a 1-0

Ti — Tj—1 = = =

pro kazdé i. Potom je

Odkud bychom dostali, ze
lim S(n) — s(n) = 0.

n— oo

Tedy integral existuje a vysledek je spravny.
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Pi. 67 Z definice ukazte, Ze integradl

1
I:// rzydedy = -,
M 4

Podobné jako v predchozim piikladu mame

kde M = [0,1]2.

D, = 7<
@] {[l‘ y} on < on a2n Y on

i1 i\ (1 1
m (D7) ( on 2n>( on 2n> 92n

Nésledné u¢inime pozorovani, ze plati
i i+1 j j+1
xé{zn’ on )yé{zt o )~

C[i i1y 4 it
x —_— — =
277,’ on Y Qn’ on

Déle bychom uréili pomoci souctu aritmetické fady z predchoziho piikladu

i+l _ <j+1}

M; j = sap{f(z,y)|[z,y] € D};} = sup {wy

_i+lj+1 (41 +1)
- on on - 22n ’

m; j = inf{f(z,y)|[z,y] € D}';} = inf {xy

ij

2"—12”—1 J+1) 1 = 2m -1
SUND 3P Sl =" e RN ST SYR
i=0 j=0 i=0 §=0
2" —1 2
1 Co2r@2r 1) 2ra120(2r 1) (2041?11 1
~ 9in Z( +1) 2 = 93nt1 2 = otz T 4 T gntl T e
i=0
(2"—1?2 1 1 1
s(N) = o~ =1~ 3ot T gt
Nyni snadno vidime, ze lim, o S(n) = lim,_ . s(n) = i. Vskutku integral existuje a plati
=1,
1
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Pi. 68 Z definice ukazte, Ze integradl

1
I:// r+ydedy = -,
M 3

kde M se nachdzi v 1. kvadrantu a spliuje x +y < 1.

Miuzeme si rozmyslet, Ze mnozina M je pravouhly, rovnoramenny trojihelnik. Pro sit fadu n

i 1+1 Jj+1
o, — < 2 <
1, {[l‘ y] on sz< on ’2n sy< on }
potom plati, ze
Ciis 0<i+j<2"—-1,
Dly=MNCl=a>gy>dry<a+l, itj=2"-1,
0, jinak.

Déle si rozmysleme, ze ctverct, kde je D', = C7'; méme celkem 2"~ 1(2" —1). To plati, protoze v
prvni fadé pokryti jich mame 2" —1, ve druhé 2" — ,av poslednl 0. Na dlagonale mame zase
2™ pravouhlych, rovnoramennych trOJuhelnlku ktere oznacme D > 5,y > sy <o+ L
Déle si rozmysleme, Ze jednoduse plati

n 1
m(ci,j) = o
=
m(D; ;) = 92n+1°

Pro suprema zase plati, ze

M; ;(C7;) = sup{f(z,y)|x € [zi—1,2:),y € [yj—1,5)} =sup{z + ylz € [z 1,2:),y € [yj—1,¥5)} =,
m; ;(Cf;) = inf{ f(z)|z € [zi-1,%:),y € [yj—1,y;)} = inf{z|z € [;-1,7:)} = 2i1.

Cd i1y 4 it
ce |t J _
gn? Ton )Y S o0 Ton

M; §(C};) = sup{ f(z,y)|[z,y] € CF;} = sup {x +y

_itl Al it
- mn on - on ’
1+7
mii (CF;) = nf{ f (2. y)|[z.y] € Oy} = ==,
M; ;(D;;) = sup{z +y|[z,y] € Dy ;} =1,
Z+j 2" —1 1

:]_——
on on 277,’

mi;(Dy;) = inf{z +y|[z,y] € D;;} =

kde vyuzivame k urcéeni M; ](D ) povahy trojihelniku D - u néjz plati x +y < 1 a vidime, ze
supremum funkce x + y zde musi lezet pravé na této hranl(:l x +y = 1. Muzeme nyni pocitat
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pomoci vzorce na vypocet aritmetické fady

2"—12"-1 n—12" 2™

S(n) = Z Z M;;-m( Z Z Z+jn+22in + Z M on—i— 1(DZ on—i— 1)m(5?,2n7¢71)
i=0 ;=0 i=0  j=0 =
- 2;2”21(271_2,_1) (i+2+2n_2i2) +2"- 1 22i+1 =
=0
= 2;2;1(2”—1'—1) (;+2”1+1> +2n1+1 =
_ 2% 2__01 7§ _ ;z L@ oD@ ) 4 2n1+1 —
@ 1)2(22:—1 +1) B E %_:1 2

=0

C s .. 2m 1 . . .. . , . .
Zbyva nam secist sumu » ;. i2, ale z teorie sumaéniho poctu vime, Ze plati

k
1)3 1)2 1
Ziz:(kg>—(k+>+g+

= 2 6
A proto
gy 22 -1 320 1) 1 128 22 gm—1 ]
(n) = 22n Tl g gmri\3 3 6 ' 6)
. 2277,71 2371 1 1 1
A Sn) = lim =~ s e 3 T 3
Déle musime jesté urcit
2m 1271 2"712"#722._’_] 1
S(n) = Z Z my,j - D’L ) = Z Z on 22n + Z M, 2n—i— 1 7,2"71 1) (Dz 2" —i— 1)
i=0 j=0 i=0 =0
1A= p L ) 1) 1
i=0
2" —1 .
1 n - ¢ n—1 1 1
i=0
1 " —i? 2n—1 n—1 1 1

22n 1_’_3.2n 1+1 1 23n 22n am _ 1 1 ne1 ron—1 1 1

Snadno tak uréime, ze i zde plati

i ( )_ 22n71 23n B 1 1 B 1
oo VY T Toam T gsntig T 2§ 3

Protoze plati lim,_, o S(n) = lim,_,« s(n), tak integrél existuje a je vskutku roven %
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Pi. 69 Spoctéte integrdl

// sin ery dz dy.
M

Budeme-li chtit spoc¢itat tento integrédl, v§imneme si nejdiive, ze funkce
pocatek, mohli bychom ji zkusit nazvat jako ,lichou“ funkci. Pfitom plati

/ / sin(x dxdy—’ t=—zx
a:+y §=—
://sm——s ds_//—sm + ) dtds — //smt—!—s dtds.
1 i (—t—s)? t+ 5)2

Obdobnou situaci ziskdme pro

[ et [ [

Dohromady tak mame, ze

// smw—l—y dxdy—/ / smx—l—y dxdy+/ / smx-l—y dz dy+
(z+y)? x—l—y
/ /smx—i—y dxdy+// sin(x dxdy—O
x—!—y

I pro dvojné integraly vidime, ze je-li funkce spravné ,lichd“, integral pfes symetrickou mnozinu
je nulovy.

kde M = [—1,1]2.

sint
2

je symetrickd pres
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Pi. 70 Odhadnéte shora hodnotu integrdlu

= // " drdy,
M

Vzhledem k vlastnostem funkce e* muzeme prevést integral do tvaru

I:/ e® dx/ eV’ dy.
0 -7

Nebot nevime jak se vypotfddat s transcendentnim integrdlem e®” dz, tak nahradime podle vzorce

kde M je [0, 7] x [—m,].

Dostaneme

2
2n d 5 > 1 m2n+1 ™
= 2 = —_ =
Z / r ZB nl|2n+1],
e 1 2n+1
—9 Z -
n!2n +1
n=0
Nyni odhadnou soucet nekoneéné fady potiebovali spocitat tuto fadu. Nejdiiv by se vSak hodilo

urcit, zda odhadovani mé smysl, tj. zda fada vubec konverguje. Vyuzijeme podilové kritérium.

, mint3 (2n + 1)n! , w2(2n + 1)
lim =lim —————=0<1
n—oo (n+ 1)!(2n+3) w2l n—oo (n+1)(2n + 3)

a skutec¢né je fada konvergentni. Nyni muzeme odhadnout

2 2
oo 17.(.2n+1 oo 7r2n+1
I1=2 — ] <2 — | .
(nz_:on! 2n—|—1> - (;_:0 (n—|—1)!>

Ptitom si muzeme uvédomit, ze plati

:ngoax gj —1+ng07(n+1)!x +1

Proto lze odhadnout

N |

je%) n+1
2 2
( E > == (6”2 71> — or2e?m
m
n=0
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Pi. 71 Odhadnéte integrdl
1
If// sin(z +y + )dxdy,
z4+y+1
Integrujeme funkci v piilis komplikované podobé. Muzeme nahradit pro ¢ # 0

Z 2n+1

a uvédomime si, ze na mnoziné M plati pro t = z + y + 1 # 0. Dostavame integral

oo —1)" 1 1 )
I/%;E;C;A}Uﬁx+y+n%dx@’é A Z;C;+Lﬂ@+y+1VWMdy

Muzeme se zamyslet, zda muzeme nahradit integrovani a sumaci. K tomu stac¢i, aby byla fada
> =D (x +y + 1)2" stejnomérné konvergentni. MiiZzeme viak ohrani¢it na mnoziné M

0 (2n+1)!
2n+1)! (2n +1)!
1

Dle Weierstrassova kritéria tedy fada konverguje stejnomérné, protoze fada > °° miizn je
absolutné konvergentni dle podilového kritéria. Proto mame

S G waa s (D ety
I @n+1ﬂA A<x+y+1y(ﬂdy_g;@n+nhé[ 2n+1 Ldy_
(=" ) /0 (y +2)2H — (y+1)2 1 dy =

(2n+1)(2n + 1)!

O [ g 1)2“+T _
“(2n+1)@2n+ 1! [ 2n+2 2n+2 |,

kde M = [0, 1]

(x—l—y-l—l)

Il
(]

3
Il
=]

M

3
Il
=

HM8 ||M8 HMS

(_1)’” 2n+2 2n+2 2n+2 2n+2
@n+m@n+n@n+nﬂ3 1)

(=" 2042 _ 92n+3

32 22t 4 1),
@n+nen+mﬂ 1)
Zamysleme se, ze plati 3272 — 22743 11 > (0, pro n > 0. Staéf si uvédomit, ze posloupnost 32"
roste rychleji nez posloupnost 227. Navic je fada absolutné konvergentni dle podilového kritéria a
tedy se jednd o konvergentni, aleternujici fadu (ktera konverguje také podle Leibnizova kritéria).
Proto muzeme odhadnout jeji chybu

1

(2k + 3)(2k + 4)!

Proto dostaneme omezen{ integralu jako

|Rk‘ < gy = (32k+4 _ 22]€+5 + 1) .

(_l)n 2n+2 2n+3 1 2k+4 2k+5
> nte _gen - -2 1
—2;2n+n@n+m( -Gy B 1),
k n
I < } : (_1) (32n+2 _ 92n+3 + 1) + 1 (32k+4 _ 92k+5 + 1)
= (2n+1)(2n +2)! (2k + 3)(2k + 4)! ’
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kde staci vzit k dostateéné velké pro potieby odhadu.
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Pi. 72 Vite, Ze plati

1= // ysinxdxdy = 3,
M

kde mnozina M je obdélnik [O, g} X [—a, 2a] spolu s parametrem o € R. Urdete hodnotu parametru
a.

Spocteme integral pro obecné a. Mnozina M je obdélnik, a proto mame hned
5 2a - 217 2a 1 3
I:/ sinwdx/ ydy = [—cosz]¢ L = —(4a* — d?) = Zd*
0 —a 2| , 2 2

Aby déval interval [—a, 2a] smysl, musime mit a > 0 a vyTeSenim rovnice je

Pi. 73 Urcete hodnotu parametru A, tak aby platilo

A 2
/ / zy + 1dydx = 4 + 4A.
-1Jo

Levy integrél spocteme, abychom dostali
A

A 2 Axy2 5 A
/ / xy+1dydac:/ — Tl dx:/ 20 +2de = [2* +22]" = A*+24-1+2.
—-1J0 —1 —1

Maji-li se tyto vyrazy rovnat, tak musi platit

A2+ 244+1=4+4A
A2 -924-3=0
(A=3)(A+1)=0.

Hodnota A = —1 dava integrél pres interval nulové délky.
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Pi. 74 Aprozimugjte integrdl
dx dy

”//wﬁ

kde mnozina M je ohranicend kiivkamiy =1,y =2, z =y>, x = 8.

IN
o0

Hned z kiivek vidime, ze plati 1 < y < 2 a na tomto intervalu je y < 8, proto y3 < z
Pocitame integral

2 8 1 z 2 8 y 2 8 1
I:/ / ——dzd :'t: :/ / 7dtd :/ / ——dtdy =
3 /22 + 92 Y 2 YVt + Y 1 Jy2 V241 4
8 8
Ty h =y 2 s
= |t = sinhu| = // cosiy dudy—// ldudy:/ [u]z:;g dy =
2 y/sinh?u + 1 1

= / [arcsmht] 2 dy— / arcsinh y> —arcsmh dy
1 1 Y

Druhy integral spocteme pomoci per-partes jako

2 8 2
/ arcsinh —dy =
1 Y

.8 8 > 8
u = arcsinh —, v’ = 1| = |yarcsinh —| + ———dy =
Yy Yl 1 y? + 64

y=2
= |y = 8sinhu| = 2arcsinh 4 — arcsinh 1 + / l1du =
y=1
. . Yy1vTR
= 2arcsinh4 — In(1 + \/5) + {arcsmh g} =
y=1

1 1
= 2arcsinh 4 — In(1 + V/2) + arcsinh i~ arcsinh g~ 3,43.

Druhy integrél [ arcsinhy? dy ale tak snadno nespocteme. Vime také, ze pro velké z lze nahradit
arcsinh x &~ In 2z, ale graficky ovérime, ze pro x € [1,2] je lepsim odhadem

arcsinh z ~ /z.
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Proto mame
2 thN/Zd_l[Q]Q_?)
1arcsmy TS 1yy—zy 1= 5
A celkovy integral lze aproximovat jako

Izg+3,43:4,93.
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2 Trojny integral a integraly obecnych rada

Necht M = [a,b] x [c,d] x [e, f] a funkce f je na mnoziné M spojitd, potom plati

//Mfd:cdydz/ab/cd/effdzdydx

Integral se vSak rovnd i ostatnim permutacim v poradi integralu.
Necht funkce f je spojitd na mnoziné

M =A{[z,y,2lla <2z < b g(x) <y < h(x),G(r,y) <2z < H(x,y,2)},
kde funkce g, h jsou spojité na intervalu [a, b] a funkce G, H jsou spojité na mnoziné

{lz,ylla <z < bg(x) <y < h(z)}

b ph(z) pH(zy)
// fdxdydz:/ / / fdzdydx.
M a Jg(@) JG(zy)

Obdobnou situaci dostaneme uvazime-li libovolnou permutaci proménnych ve vyjadieni.

Potom plati ze
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2.1 Integrace pies kvadr

Pi. 75 Spoctéte integrdl

/// zy?zdzdydz,
1%
Jednd se o jednotkovou krychli. Poc¢itame tedy

1,1 gl 1 1 1
/// xy2zdxdydz:/ / / xyzzdxdydz:/ a:d:v/ yzdy/ zdz =
1% o Jo Jo 0 0 0
-5, 15,5+
2 ,L3]oL2], 12

kde V =10,1] x [0,1] x [0,1].
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Pi. 76 Spoctéte integrdl

/// 6e37T2Y T2 dz dy dz,
v

Integrujeme pfes kvadr, proto pirevedeme trojny integrdl pomoci varianty Fubiniho véty na
trojnasobny

2 3 g2
/// 63722 dpdydz = 6/ / / e3TTWH 2 dyda =
v o J1 Ji
2 3 2 3z 2 2y 3
= 6/ e3® dx/ ey dy/ e dz=26 [e} {e] [ezﬁ =
0 1 1 Slol 2 1y

= (e®—1) (e —€?) (e* —e) ~ 744417, 7.

kde V =10,2] x [1, 3] x [1,2].
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Pi. 77 Spoctéte integrdl
/// 22 +y? dedydz,
v
kde V =[-A,A] x [-B,B] x [-C,C], pro A>0, B> 0, C > 0.

Prevedeme trojny integral pomoci Fubiniho véty na trojnasobny

A B ,C A 3 B
/// x2+y2dxdydz:/ / / x2+y2dzdydx:2C/ [x2y+3] dx =
1% - -B

3 3 74
—20/ 92Bz? +dx—2C[2Bm +2§4
A

4A3B  4AB3
—2c (52 +

8 3 3
i 3) S (4°B+ ABY).
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Pi. 78 Spoctéte integrdl

1
/ / / 1 drdyds,
vi-z—y
Prevedeme integral pomoci verze Fubiniho véty pro kvadr na trojndsobny

1 5 1 4 1 5 1 1
/// 7dxdydz:/ / / 7dzdxdy:2/ / ——dxdy =
vi-z—y 2 Jo J2 1—x—y 2 Jo 1—2z—y
5 5

:2/ [—1n|1—x—y|](1) dy=2/ In(y—1) —Inydy =
2 2

[(y = Dln(y —1) —y —ylny +yl; =
[(y—1)In(y —1) —yIny]) =2(4In4 — 5In5 —2In1 +2In2) =

4
2(10ln2 —51Inb) = 101115.

kde V =1[0,1] x [2,5] x [2,4].

2
2
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Pi. 79 Spoctéte integrdl

/// Zcozsydmdydz,
v X

Ptevedeme trojny integral pomoci Fubiniho véty a dostaneme

x/2 4 2 4 /2 4
/// Zcozsyd:cdydz:// / ZCojyclzclyda::/ —de/ cosydy/ zdz =
v €T 1 —m/2J2 x 1 X —7/2 2

= [ 2] mmarza 2] = s -2 =6

kde V =[1,2] x [-%,%] x [2,4].
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Pi. 80 Spoctéte integrdl

/// z+ydrdyds,
1%

kde V =1[0,1] x [1,2] x [0,1].

Jedna se o krychli. Po¢itdme tedy

1 2 g1 12
///x—!—ydxdydz:/ / / x+ydzdydm=/ / (Jc—|—y)[z](1) dydx =
v o J1 Jo 0o J1
1 1

212 1
1
:/ {nyry} dz:/ 2x+27x77d:1:::/ x+§dx:
0 2 0 2 0 2

x2+3 ! L
= | — - = — —_ = 4.
2 2], 2 2
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Pi. 81 Spoctéte integrdl

I:/// dedydz,
v TYZ

kde V je ddna nerovnostmi 1 <z <e, 1 <y<e? 1<z <ed.

Konstantni meze proménnych nam udévaji mnozinu V jako kvadr. Pocitame tedy

2 3 2 3
e e e 1 61 e 1 e 1
I——/ / / —dzdydx——/ fdx/ fdy/ —dz =
1 J1 1 TYz 1 T 1Y 1 2

= [Inx]} lnyQQ 1n263: Ine—1In1) (Ine? —In1) (Ine* —In1) = 6.
1 1 1
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Pi. 82 Spoctéte integrdl

I:/// cos(z +y+ 2)dx dydz,
v

kde V je ddna jako krychle [0,7r]3.

Mnozina V je krychle, muzeme rovnou pocitat

///cos r+y+z) dzdydaz—// [sin(z +y + 2)]; dyda =

//51nx+y+7r)—51n(x+y)dydx—/ [—cos(z +y + ) + cos(z +y)]g dz =
0

= /OTr —cos(z + 2m) + cos(x + ) + cos(x + ) — cos(x) do = [—sin(z + 27) + 2sin(z + 7) — sin(z)]] =

= —sin(37) + 2sin(27) — sin(7) + sin(27) — 2sin(7) + sin(0) = 0.
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Pi. 83 Spoctéte integrdl
*Inyln?
I— /// rellnyln®z o dyde,
%4 z
kde V je ddna nerovnostmi jako 0 <z <1,1<y<./e,1<z<e.

Konstantni meze proménnych nam udévaji mnozinu V jako kvadr. Pocitame tedy

1 \/6 e zl 1 2 1 \/6 Cl 2
I:/ / / wdzdydxz/ xe” dac/ lnydy/ iy, g
o J1 1 z 0 1 1 2
1 Ve 1
=lt=Inz|l= ([Jce”’]é—/ e’ dx) <[ylny]1/g—/ 1dy>/ t2dt =
0 1 0

= [ze” —e*]) [ylny — y]Y* m;= e —e+1]; (*f —Ve+ 1) % =

3
26
2
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2.2 Fubiniova véta a zaména integraénich proménnych

Pi. 84 Preved'te trojny integrdl [[ [, dzdydz, na trojndsobny, kde V' je dina 2z +3y+4z = 1,
yzO,y:\/E, z=0.
Hranice y = 0 a y = \/x nezdvis{ na proménné z. Proto je muzeme vykreslit v pudorysné xy

35

3

Protoze jsou podminky nezavislé na proménné z, tak je muzeme vynést do prostoru kolmo na
rovinu zy, ¢imz nam vymez{ mnozinu V'

Omezeni z = 0 urCuje, ze je mnozina V vymezena pudorysnou. Tteti podminka 2z+3y+4z = 1
udéva rovinu a mohli bychom si jeji podobu pfiblizit pomoci vrstevnic

y=r

\ y=0
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Vidime, ze s rostoucim z se rovnobézné piimky priiblizuji pocatku. Podobné chovani vidime i
pokud bychom se podivali na rovinou zadanou funkci

_1—-22-3y

i 1

Ta je se zvétsujicim se = a y klesajici. Proto nam tato rovina ohrani¢uje mnozinu V shora.
Mnozina je tedy vymezena zhruba nésledovné

Nyni mame predstavu o podobé mnoziny a musime najit jeji rozsahy. Pokud bychom mnozinu
V promitli do pudorysny zy, dostaneme nésledujici oblast.

02 005 01 005 0

005 y=0

Tuto oblast nyni popisujeme vzhledem k = a y a vSimneme si, Ze je mnozina ohrani¢end pro

y? <z < % Kdyz také dopocteme pruseciky kiivek y = /z a y = 1’32"”, tak dostaneme

rozsah pro y jako 0 <y < B_gj. Z podoby mnoziny pak také vidime, ze 0 < z < #.

13—3V17 1-3y 1—2x—3y
8 2

4
/ dz dydx.
0 y2 0
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Pi#. 85 Preved'te trojny integrdl na trojndsobny integrdl:

/// 2zdx dydz,
v

kde V je dina x>0,y >0, 2>0, 22 +9y?> —22= -1, 0 +y=1.

Méame podminky x > 0, y > 0, x + y = 1 nezavislé na proménné z. V pudorysné xy je tedy
vykreslime jako

N

Déle si rozmysleme, Ze chceme z > 0, tj. mnozina V' se nachdzi nad pudorysnou, a z hranice
2% +y? — 22 = —1 vyjadifme z = ++/22 + y2 + 1. Jedind mozné kombinace téchto podminek je
tedy, ze 0 < z < /22 + 42 + 1 a dostdvdme ohrani¢eni shora a zdola. Do pudorysu vsak tyto
podminky nezasahuji. Proto muzeme odvodit, Ze

0<z<1
0<y<l-=z

0<z<a2+y2+1.

Mnozina V' tak vypada jako
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Vysledny integral je

1 1—x 24y +1
/// 2zdmdydz:/ / / 2zdzdydx.
1% o Jo 0
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Pi#. 86 Preved'te trojny integrdl na trojndsobny integrdl:

///V sin(z + y) de dy dz,

kde V je dinax =2,y =0, z=0, z =2y, z = 2°.

Podminky x = 2, y = 0, z = 2y nezdvisi na proménné z. Muzeme je tedy vykreslit v roviné xy

N

v

Déle si miizeme rozmyslet, Ze plochy z = 0 a z = 22 ohrani¢uji mnozinu zdola, respektive shora.
Maéame tedy kvadr shora sefiznuty parabolickym valcem

Tento valec se nam v pudorysné promita jako trojuhelnik vymezeny kiivkami z = 2, y = 0,
x = 2y. Ten popiseme jako 0 <z <2 a0 <y < 3. Celkem mdme

2 5 z?
/// sin(z +y)dedydz = / / / sin(z + y) dzdy dz.
v o Jo Jo
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Pi. 87 Preved'te trojnyj integrdl na trojndsobny integrdl:

/// 22 + 2 dedydz,
v

kde 'V je dinay=0,2=0, —x+3y+3z=3, x < 2.
Vidime, ze plocha —x + 3y + 3z = 3 je rovina. Jeji vrstevnice dostaneme jako

AY 533:2

/
/

v

Vidime, ze se zvétsujicim se z se rovnobézky blizi k ose x. Spolu s podminkou = < 2 tak vidime,
ze mnozina je zdola omezena pudorysnou z = 0 a shora omezena rovinou —z + 3y + 3z = 3.
Vzhledem k témto dvaham vidime, Ze promitneme-li mnozinu V' do pudorysny zy, tak dostaneme
trojuhelnik

Ny T =2

w

z=0

Tento trojtihelnik snadno popiSeme jako -3 <x <2a0<y < 3"% Celkem tak mame integral

) 2 1+5 1-y+% )
/// 22—|—y‘3dxdydz:/ / / 22 +y3dzdydz.
14 -3J0 0

Dalsi situaci bychom méli, pokud bychom si vrstevnice vykreslili vzhledem k x v bokorysné
yz.
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Ziejmé nejveétsi prumét mnoziny V' dostaneme vzhledem k proménnym yz v roviné z = 2.
Mame 0 < z < 5;& pro 0 <y < % nebo obdobné 0 <y < % pro 0 <z < g Ptevedeme tedy
i vzhledem k vrstevnicim roviny —x + 3y 4+ 3z = 3 integral jako

é
/// z2+y3dxdydz:/3/
1% 0o Jo

5—

33y 2
/ 22+ drdzdy.
3y+3z—3
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Pi. 88 Preved'te trojnij integrdl

B
/// am( ydxdydz

kde V je dina x =0, 2> 0, z =4 — 1%, y >0, y > Inz na trojndsobny integrdl.
Vsimneme si, ze podminky z = 0, y > 0, y > Inx nezavisi na proménné z a vykreslime si tedy
tuto situaci v roviné z = 0. Také plocha z = 4 — y? je nezdvisld na proménné x. Plati, ze z > 0

a tedy z omezeni 4 — y? > 0 dostdvame také, ze y < 2. Druhd podminka —2 < y nés nezajima,
nebot y > 0. Dostdvame tedy v pudorysné

Podminky y > 0, y > Inx vzdy na jistém intervalu pfevazi jedna druhou, budeme tedy mit
nové dva trojndsobné integraly a priise¢ik Inz = 2 z néhoz plyne z = e? ndm davé podminku
pro z jako 0 < x < e?. Dostdvdme tedy snadno integral

B v B
/// am(z ydxdydz—/ / / am( ydzdydx—l—
/ / /4 g Bam(z ydzdydx
Inz

Obdobné muzeme zaménit potradi integrace jako

4—y®
/// Bam(z ydxdde*// / Bam(x ydzdxdy*
//4 y/ Bam ydﬂcdzdy
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Pi. 89 Zamente poradi integrace

1 l1—zx l—-z—y
/ / / 2*Buch (z,y) dz dy dz.
0o Jo 0

7Z integralu vidime, ze 0 < x < 1,0 <y <1—-2,0< z < 1—2z —y. V téchto nerovnostech
bychom mohli poznat jednotkovy simplex a rovnou podminky prevést. Také si muzeme rozmyslet,
ze nerovnosti 0 <z <1, 0 <y <1 — x udavaji trojihelnik

AY

Tento mtzeme obdobné popsat rozsahy 0 <y < 1a0 < z < 1—y. Dostali bychom tak naptiklad
integraly

1 1-y l-z—y 1 1—= l—z—x
/ / / 2?Buch(z, y) dzdzdy = / / / 2?Buch(z, y) dy dz dz.
0o Jo 0 o Jo 0
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Pi. 90 Zamente poradi integrace

2 4 pd—z
/ / / Bum (z) dz dz dy.
—-2Jy2Jo

Hned z integralu vidime podminky —2 < y < 2, y?2 < 2 < 4, 0 < 2 < 4 — z. Snadnou zdménu
provedeme pokud zaménime meze prvnich dvou integrélu, tj. f_22 f;. V roviné yz jsou podminky
-2 <y <2, y? <z <4 dény jako

1 /

Snadno tak zaménime poradi integrala

4 vz pd—z
/ / / Bum (z) dezdy dz.
0 J-yvzJo

D4l . o\ .. t 5 s v x itini int 41 fﬁ f4_z s . s ~ 2
dle si muzeme vsimnout, ze po zamené vnitini integraly | - f;° ~ zdvisf pouze na proménné
z, tj. 1ze je pro pevné z povazovat za konstanty. Proto miizeme rovnou zaménit také

4 pd—z Nz
/ / / Bum (z) dy da dz.
o Jo -z

Nyni zase ve vnéjsich integralech, tj. pro f04 f04_z, rozsahy 0 < z < 4,0 <z < 4 — 2z Tyto
podminky zndzornime v roviné zz jako

AT

Znovu muzeme zaménit poradi integrace proménnych x a z a dostaneme dalsi integral.
4 pd—x Nz
/ / / Bum (z) dy dzdz.
o Jo —Vz
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Pi. 91 V ndsledugicim integrdlu zaménte poradi integrovangch proménngjch dle uvedeného poradi
a dopliite integrdlu meze:

1 1 p2—z—y 2777 77
/ / / f(z,y,z)dzdydez = / / / f(z,y, z)dedzdy.
-1Jo Jo 72 Jor2 oo

Rozsahy —1 <2 <1a0 <y <1vzadaném integralu urcuji obdélnik. Integrovana mnozina je
pak zdola omezena 0 < z a shora z < 2 — 2 — y. Pokud si vykreslime nad obdélnikem rovinu
z =2 —x — y tak dostaneme:

Jednd se tedy o jakousi zkosenou stiechu. Vzhledem k uvedenému pofadi proménnych musime
nyni mnozinu promitnout do roviny yz. Pokud si vykreslime fezy mnoziny V pro pevné x, mohli
bychom dostat néasledujici animaci

(=]

Prumétem mnoziny do roviny xy je tedy lichobéznik, kterym méme také v roviné z = —1.
Popiseme jej snadno jako 0 < y <1 a0 < z < 3 —y. Piimku z = 3 — y jako horni hranici
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dostavame napiiklad z roviny z = 2 — x — y pro volbu x = —1. Nyni zbyva uréit rozsah pro x.
Pii pohledu z boku (stejné jako u animace) vsak zaznamendme dulezitou véc

VyS8etfovand mnozina je vzhledem k x ¢astetné ohrani¢ena rovinou z = 2 — x — y a ¢astecné je
ohrani¢ena bo¢nim trojihelnikem, ktery vidime dobie pro z = 1 (kde také vidime rozdélujici
piimku z = 1 — y). Proto musime mnozinu rozdélit na dvé ¢asti:

1) 2)
0<y<, 0<y<1,
0<z<1—y, 1—-2<2<3—y,
—-1<z<1, -1<z<2—-y—=z

Dostaneme tak integraly

1 1—y 1 1 3—y 2—y—z
/ / / f(z,y,2) dxdzdy—i—/ / / f(z,y,2z)dr dzdy.
0 J0 -1 0 J1—y J-1
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Pi. 92 Méjme trojny integral transformovany pomoci Fubiniovy véty

///Vf(x,y,Z)dxddeZ/!:?/?:?/?:?f(x,y,z)dzdydx.

Dopliite integrdlu meze a nacrtnéte podobu mnoziny V, kde mnozZina V je omezena plochami
2=0 a z =cos (22 + y?). Pritom plati, Ze

— cost, fuggtgg,
0, Jinak.

Nejprve si udélejme piedstavu o podobé mnoziny V. Véimnéme si, ze funkce z = cos (22 + y?)
udava rotaéni plochu, kters rotuje okolo osy z. Jeji vrstevnice pro pevné z jsou x?+41% = arccos z,
tj. kruznice. Funkci z = ©os (22 +y?) mizeme vykreslit v fezu rovinou, kterd prochazi osou rotace.
Napftiklad rovinou y = 0.

Kdyz zafixujeme y = 0, tak dostaneme funkci z = os (22), kterd vypada nésledovné

e

Spolu s podminkou z > 0 vidime, ze mnozina je zdola a shora ohranic¢ena jako 0 < z < €os (m2 +
y?), pficemz jedind v podstaté neprazdnd ¢dst je uréena 0 < z < cos(z? + y?). Z obrdzku také
vidime, ze pokud bychom si mnozinu V' promitli do roviny zy, tak dostaneme kruh jehoz hranice
je vymezena prinikem ploch z = cos(z%+y?) a z = 0, tj. cos(2? +5?) = 0. Tento kruh je o¢ividné
dén 2% + 3y < 3.

1Y

s
=
Tento kruh pak mtzeme rovnou popsat rozsahy — f <z < \f a—y/5—12<y< /5 — a2

Dostaneme tedy integral
\/g 7—72 cos(xz24y?)
/ / / F(a,y,2) dz dy da.

,_xz

M)
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Pi#. 93 Preved'te ndsledugici trojny integrdl na trojndsobny

///V f(z,y,2)dzdydz,

kde mnoZina V je ohranic¢end plochami z = x* + 3y? a z = 8 — a2

_ y2 .

Nejprve si rozmysleme podobu obout ploch. Vrstevnice plochy z = z? + 3y? pro pevné z tvoii
elipsy. Vrstevnice plochy z = 8 — 22 — 32 pro pevné z zase tvoii kruznice. Jedné se tedy o rotaénf,
respektive elipticky paraboloid. Vykreslime-li je oba paraboloidy dohromady se zvyraznénym
prunikem, tak dostaneme:

7 prunik paraboloidi muzeme urcit
P43y =z=8-2 -y =2+’ =4

Rovnice z? + 2y?2 = 4 popisuje elipticky vélec, na némz prinik lez{. Miizeme to také vidét
vykreslenim

113



Mnozina V' lezi uvnit¥ tohoto vélce a dotykd se jej. Z téchto argumentti vidime, ze pokud ji
promitneme do pudorysny zy, tak dostaneme pravé elipsu 22 4 2y% = 4

1Y

W

V2

Elipsu popiseme nyni snadno jako —2 < z < 2 pro —4/ # <y <4/ %. 7 pruniku ploch také
vidime, ze z? + 3y? < z < 8 — 22 — 3%, Dostaneme integral

f(z,y,z)dzdy dx.

2 /4—2ac2 8—a?—y?
/2/\/4—”‘2 24342
—2J- 5 2243y
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Pi. 94 V zadaném integrdlu zameénte potadi integrovanych promeénnych

3 V9—ax? :1:2+y2
/ / / f(z,y,2)dzdydz.
o Jo 0

Prepiseme-li z mezi podminky, pak dostaneme

0<x<3,

OSQS V9_x2a

0<z<a?+42

Protoze neni specifikované, které proménné mame nahradit, mohli bychom zaménovat naptiklad
proménné z a y. Prvni dvé podminky nyni mame

1Y

Hned tedy vidime, Ze ¢tvrtinu kruhu muZzeme také prevést jako 0 <y <3 a 0 <z < /9 — 32,

Dostaneme integral
3 \/ﬁ 224y
/ / / f(z,y,2)dzdx dy.
0o Jo 0
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Pi. 95 Méyme integral

1 0 py?
I:/ / / flz,y,2)dzdady.
o J-1Jo

V wvedeném integrdlu zaménte poradi integracnich promeénnych ve vsech mozZnich kombinacich.

Nejprve si rozmysleme, ze pokud mame 3 proménné, tak muzeme mit 3 -2 -1 = 6 kombinaci
poradi. Jednu mame danou v zadani a tedy zbyva dofesit jesté 5 variant.

1. Vzhledem ke konstantnim mezim muzeme ihned brat

0 1 y2
I= / / / flz,y,2)dzdydz.
-1Jo Jo

2. Pokud si uvédomime, Ze pro pevné y je také y? konstanta, tak miizeme brat vnitini integraly
jako s konstantnimi mezemi. Plati

1 %2 0
I= / / / flz,y,2)dedzdy.
o Jo J-1

3. Podobné jako u predchoziho bodu muzeme zaménit meze ve varianté integralu 1. Tim

bychom dostali
0 y2 1
I:/ / / f(z,y,z)dydzda.
-1Jo Jo

4. Pokud méme u varianty 2. podminky vyjidiené jako 0 <y < 1a 0 < z < 92, tak je také
muzeme prevést do podoby 0 < 2 <1 a +/z <y < 1. Tim dostaneme

1 1 40
I:/ / / flz,y,2)dedydz.
0o Jyz/J-1

5. Ve varianté 4. muzeme opét uvazovat z jako pevné a tedy muzeme vnitini integraly prohodit

1,0 g1
I:/ / / flz,y,2)dydadz.
o Jo1Jyz

Timto jsme dostali vSechny mozné varianty popisu.
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Pi. 96 Méyme integral

1,1 pl-y
I:/ / / f(z,y,2)dzdydz.
—1J22J0

V wvedeném integrdlu zaménte poradi integracnich promeénnych ve vsech mozZnijch kombinacich.

Jednu kombinaci proménnych jiz mame, musime nalézt jesté zbyvajicich 5 variant.

“evs

vykreslit

Hned tak odvodime 0 <y <1 a —,/y <z < ,/y a pfevedeme

1 G pl-y
I:/ / / f(z,y, z) dzdz dy.
o J-ygJo

2. U varianty 1. mdme vnitini meze vyjaddiené pouze vzhledem k y, které zde ale muzeme
brat konstantni. Dostavame

1 -y VT
I= / / / f(z,y, z)dedzdy.
0o Jo -V

3. Varianta 2. nabizimeze 0 <y < 1a0 < 2z < 1—y. Jedna se trojihelnik, jehoz meze snadno

prevedeme jako
1 1—2 VY
I:/ / / f(z,y,z)dz dy d=.
o Jo VT

4. Rozmysleme si, Ze v pivodnim integrélu jsou vnitini meze 2> <y <1a0< 2z <1—y. Pro
pevné x tak mame nasledujici situaci

z

Tuto mnozinu muzeme lehce prevést jako 0 < z < 1 — x?az?< y < 1 — z. Dostaneme

integral
1 pl—az? pl-z
I:/ / / flz,y,z)dydzda.
-1J0 2
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5. Posledni varianta, kterd ndm chybi je

27 477 77
/ / / flz,y,z)dydzdz.
77 Joo Joo

r<lal0<z<l1- m2, coz muzeme namalovat jako

.....

z

Hned tak muzeme pievést 0 < z <1 a —/1 — 2z <z < +/1 — 2. Dostaneme integral

1 /12 1—2
/ / / f(z,y,2)dydadz.
0 J—yI—2zJz2

Timto jsme dostali vSechny mozné varianty pfevodu.
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Pr. 97 Méjme integral

1 1 $2+y2
I= / / / f(z,y,2)dzdydz.
o Jo Jo

V wvedeném integrdlu zaménite potadi integracnich proménnych ve vSech moznijch kombinacich.

Jednu kombinaci proménnych jiz mame, musime nalézt jesté zbyvajicich 5 variant. Muzeme si
také udélat predstavu o podobé integrované mnoziny. Pro0 < 2 < 1,0<y <1a0 < z < 2%+
vidime, Ze se jedna o ¢tverec a mnozinu nad nim shora ohrani¢enou paraboloidem.

1. Vzhledem ke konstantnim vnéjsim mezim muzeme ihned zaménit

1 1 m2+y2
I:/ / / f(z,y, z) dzdzdy.
o Jo Jo

2. Pokusme se nyni zaménit dalsi proménné. Pokud promitneme mnozinu V' do roviny zz, tak
dostaneme nésledujici situaci
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Plocha z = 22 + 42 se promitne na zelenou oblast a bild vyznagens oblast je tvofena boéni
sténou mnoziny V, pro y = 0. Bil4 oblast je tedy shora ohrani¢ena plochou z = 22 + ¢y v
roviné y = 0, tj. z = 2% + y?|,—0 = %, Zelend oblast je zase omezena (jak vidime také z
1. obrdzku) plochou z = 2% + y? v roviné y = 1, tj. z = 2% + y?|,—1 = 2% + 1. Mnozinu V/
rozdélime na dvé casti

e 0<x<1,0<z< 22 Zde je mnozina ohranic¢ena sténami V', a proto 0 < y < 1.

e 0<z<1,2%2<2<2%+1. Zde je V ohranicena plochou z = 2% 4 y2 a boéni sténou
(z 1. obrézku vidime, zZe sténou y = 1). Z plochy vyjadiime y = £v/z — 22, a protoze
mdme V proy > 0, tak volime omezen{ y = vz — 22. Celkem je tedy vz — 22 <y < 1.

Dostaneme integral

1 px? pl 1?41 1
000 R N

. Mnozina V je symetricka vuci zdméné x <> y a proto muzeme stejné jako v predchozim
bodu prevést

e 1 py?41 pl
I:/ / / f(a%y,z)dxdzdy-i-/ / / flz,y,2)dedzdy.
o Jo Jo o Jy2 S

. Nyni jsme popsali situace, kde vystupuje z ve vnitinich integralech a v prostfednich in-
tegralech. Zbyva popsat situace, kdy z vystupuje ve vnéjsim integralu. Vezméme integrél:

1 ez p1
/ / / flz,y,z)dydzdx
o Jo Jo

Vidime, ze plati 0 < z <1 a 0 < z < 22, tj. popisujeme mnozinu

Az

Snadno prevedeme 0 < z < 1laz <z <1.

Nyni se zaméfime na druhy integrél

1 pz41 p1
/ / / f(z,y,2)dydzdz.
0 2 Vz—x2

Zdeje0<z<1la 2?2 < z<a?41, tj. popisujeme mnozinu
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Pokud nyni zaménime poradi proménnych x a z, tak opét musime mnozinu rozdélit na dvé
casti. Mame:

e 0<z2<lal0<z< /2
e l1<z2<2avz—1<z<1.

Celkem tak dostaneme integraly

1 1 p1 L vE
I:/ / / f(x,y,z)dydxdu—/ / / f(z,y,2)dyda dz+
0 V=0 o Jo Sy

2 1 1
—I—/ / / f(z,y,2)dyda dz.
1 Vz—1Jz—2a2

. Opét si vSimneme, ze mnozina V je symetrickd vuci zadméné x < y. Posledni popis tedy
dostaneme jako

SES RS | 1 vz gl
I:/ / / flx,y, 2 dxdydz+/ / / f(x,y,z)dedydz+
0 JyzJo ( ) 0 Jo \ z—y? ( )

2 1 1
+/ / / f(z,y,2)dedydz.
1 JVz=1Jy/z—y2 (
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2.3 Integrace pres obecnou mnozinu

/// xydrdydz,
v

kde V jedina 0 <2 <1,0<y<1,0<2<4 -2 —2y.

Pi. 98 Spoctéte integrdl

Prevedeme integral pomoci fubiniho véty na trojnasobny

1 1 4—2x—2y
/// xydxdydz:/ ac/ y/ dzdydx =
1% 0 0 0
1 1
:/ m/ 4y — 2zy — 22 dydz =
0 0
1 371 1
2 2
:/ T 2y2—:ry2—i da:z/ 20 —2? — Zxdx =
0 3 1o 0 3

1
, 21, 11 1
{x 3 3”3]0 3 3 3

w

122



Pi. 99 Spoctéte integrdl

1
. dzdyds,
///V (@ +y+eot1)s vV

kdeV jedinaxz=y,y=0,2=0,z4+y+2=1.

VySettfovand mnozina V je jednotkovy simplex. Muzeme tedy hned psat

1 1 1—x l—x—y 1
/// —dxdydz:/ / / T dedvde
vet+ty+z+1)3 (x+y+z+1)>3
1 1—x 71 1—x— 1— Ii 1
2/ / { } dydaz—/ / dydx =
0o Jo 20z +y+2+1)° 2z +y+1)°

1 ~1 1 r—1
:/ {y} d:c:/ 77*+ dz =
o [2(z+y+1) 8], o 2(x+1) 4

1

4 —2x 1
dr=-Iln2—~—— =

16 hx 27116

1
= thx—l—ﬂ—j—i—
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Pi. 100 Spoctete integrdl
/// (x 4+ y)zdxdydz,
v

kde V je dina x>0,y >0, 2>0, 22 +y> + 22 < 1.

Nebot 22 +12%+ 22 < 1 je vnitiek koule a ostatni podminky ndm vymezuji 1. oktant. V pidorysné
xy je V uréena x >0, y > 0 a 22 + y? < 1. Mdme hned zdpis

1 /122 V1-z2—y2
/// (a:+y)zdxdydz=/ / (a:—l—y)/ zdzdydx =
v o Jo

0

Lo pvi-a® L2 VimeR oy Uopvi=a® gy — a3 — 3 — 22y — ay?
= (z+y) | = dydz = dydx =
o Jo 2] o Jo 2

/1 [12xy + 6y? — 1223y — 3y* — 622%y% — 4:1:y3} 1o d
= Tr =
0 0

24
_ /1 122(1 — x) + 6(1 — )% — 1223(1 — x) — 3(1 — 2)* — 62%(1 — 2)? — 4x(1 — x)* Qe —
0 24
M 12(x — 2?) 4+ 6(1 — 2z + 2?) — 12(2® — 2*) — 3(1 — 4o + 622 — 4a® + 2*)
_/0 24 +
n —6(2? — 223 + 2t) — 4(x — 322 + 323 — 2*)3 o —
24
(M 122— 1222+ 6 — 120 + 622 — 122° + 122 — 34 122 — 1822 + 122% — 324
_/0 24
—62% 4+ 1223 — 62 — 4o + 1222 — 1223 + 42*
+ dz =
24
1 4 2 5 1
:/O S+ 7z —&2—481:—6.% dx = i 3m+%+4x2—2x3 0:
1 032 4
T 24 5 15
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Pi. 101 Spoctéte integrdl

/// y?zdx dydz,
v

kde V je dina 0 < x <7/2,0<y <2cosz, 0 <z <1.

Snadno méame

7/2 p2cosx
///yzdxdydz-/ / /yzdzdydx—
m/2 p2cosx /2 y 2cos T
[ e
“2), 3],

w/2 ] w/2
:f/ cos mdx—f/ (1 —sin®z) cos x dz =
6 Jo 6 Jo

_ 4 77/2(1_ in? 7) do — t=sinz
=3/ sin®z)coswdr = | 70 S0

4 ! 4 371"
_/19&_P]_&
3 Jo 3 3], 9
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Pi. 102 Prevedle trojny integrdl [[ [, dodydz, na trojndsobny, kde V' je dina z >0, x < 1/2,
22 +y?+ 22 <1,

Podminka 22 + y? + 22 < 1 udava vnitiek koule. V roviné z = 0 je pak podminka omezena na
22 + y? < 1, kde musifme navic uvazit podminku z < 1/2. Dohromady vypadaji podminky v
pudorysné zy takto

Vykreslime-li si vrstevnice koule, vidime, ze nejvétsiho rozsahu dosahuje mnozina V' vzhledem
k proménnym x a y pravé v pudorysné. Proto je nejvétsi mozny rozsah pro z dan jako x €
[—1,1/2]. V zdvislosti na x je pak nejvétsi mozny rozsah pro y dan jako y € [—v1 — 22, /1 — 22].
Ohraniceni pro z plyne také pfimo z rovnice koule. Integrél je tvaru

1/2 Vi—z? 1 932 —y2
/ / / dzdydx.
V1i—22

126



Pi. 103 Spoctéte integrdl

/// 2% dz dydz,
v

kde V je dinay=0,z=0,z=2,y=5, x4+ 2=06.

V pudorysné z = 0 je mnoZzina ohrani¢ena rovnostmi y =0, z =2, y = 5, a z plochy x + z = 6
mame omezeni x = 6. V pudorysné je tedy vySetfovand mnozina obdélnik. Plocha z = 6 —x je nad
timto obdélnikem kladné. Vime, ze mnozina V' ma vzhledem k xy nejveétsi rozsah v roviné z = 0.
To vidime diky k vrstevnicim nebo diky faktu, ze f(x) = 6 — x je klesajici funkce. Dostaneme
integrél

6 5 p6-x
/// szxdydz:/ / / 22 dzdydx =
v 2 Jo Jo

5 61,3 6—x 5 [6 .
:/ dy/ [} dx:f/ 63 — 3362+ 1822 — 23 dx =
0 2 3 0 3 2

5 476
= 63w—3-18x2+6x3—x— =
3 4 |,

5 64
:3(4-63—3-18~36+64—4+12-18—48+4) =
320
:5(36—16)4-20/3:7.
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Pi. 104 Spoctéte integrdl

/// 24 cos? yda dy dz,
v

kde V je dina 0 < x < 7/2,0<y <m/2,0 <z <sinzcosy.

7 popisu mnoziny V muzeme hned prevést integrédl na trojnasobny.

/2 sin z cos y
/// z" cos ydxdydz-/ / cos y/ 2t dzdyde =
w/2 sin x cosy /2 /2
/ / cos y[ } dydz*f/ sin5xdx/ cos” ydy =
0
1 1
:ﬂ/( t2)2 dt (175 :7/ 2t2+t4dt/17352+3s4756d5:
5 Jo 1 5 0
== t—ﬁ—i—ﬁ 1 8—3
3 5

1
5 0
1 2 1 31
=-(1-Z4-)(1-1+2-2) =
5( 3+5>< T3 6>

— 10+ 3 18—5 104
15 30 225

01\>—~ @‘o:
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Pi. 105 Spoctéte integrdl

/// zydxdydz,
v

kde V je dinax >0,y >0, x+y<1,0<z<a2?+y>+1.

Snadno vidime, ze podminku x +y < 1 muzeme piepsat jako y < 1 — x ale také z ni ziskdme pro
y =0 odhad z < 1.

1 1—x 1+w2+y2
/// a:yd:cdydz:/ / / rydzdydx =
l1—zx 1—z
/ / y(1 4 22 + o> dydx—/ / y+ 2%y +y*)dyde =

= d =
[ =[5 4L :
/ <1—2z+x — 223 4 z? 1—4x—|—6z2—4x3—|—x4)
= + de =
2 4
/ 3z — 8z2 4+ 102% — 8z* + 3x°
= da;‘:
O 4
L[se?  sad 10wt sa® a]'
T4l 2 3 4 5 2 1,
1/3 8 10 8 1 10 68 7
T 4\2 3 4 5 2 16 120 120
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Pi. 106 Spoctéte integrdl

/// z?yz3 de dy dz,
1%

kde V je dina z <zy,y>x>0,y<1, 2>0.

Spojime-li nerovnosti dohromady, dostaneme 0 < z < zy, 0 < z < y < 1. Poc¢itame tedy integral

1 1 Ty
/// x2y23dxdydz:/ / / 2?yz3dzdyde =
v o Jz Jo
1,1 LAY 1 /! 1
:/ =%y {} dydx:f/ xG/ y° dydz =
0 T 4 0 4 0 T
1 1

671 1
1
- / 20 [y} de = — 20— 2'2dx =

1 { w“‘]l_l 137 _
0

24 91
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Pi. 107 Spoctéte integrdl

/// ydxdydz,
v

Plocha y = V22 + 22 je ddna po Fezech pro fixované y jako kruznice. S nejvétsim polomérem v
roviné y = 1. Jednd se tedy o otoceny jehlan. Mame tedy integrél

Vi—z? V1i=z2 1
/ / / ydydzdx—/ / / ydydxdz.
Vi—zZ J/z2§22 V1=22 Jx2122

Muzeme tedy pro jednu volbu pocitat

1 pvV1—22 yz 1
/// ydxdydz:/ / [} dzdx =
1 Jvimr L 2 ) e
Vi—z? 1 1 23 1—x2
/ / 1—2?—2%dzde = / {(l—xz)z—} dz =
1— 12 2 —1 3 1— 7)2

TV 1_‘752 VU=,
., B

2

kde V je dinay =1, y = Va2 + 22.

sint =x

6
costdt = dx / Wcostdt 3/_71-/2005 tdt =

9 (™2 /1 2% 1 /2
:,/ (*COS) dtzf/ 14+ 2cos2t 4 cos? 2t dt =

3 /2 2 6 —7/2
1 . /2 1 [™? 1+ cos4t .
_6[t+sm2t]_”/2+6/_ﬁ/2th_
_7r+1 ; sin4t7r/2 _z_'_l ™
6 12 4 p 612 4
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Pi. 108 Spoctéte integrdl

/// Tr 4+ 2zdzdydz,
v

kde V jedina 0 <2 <1,22<y<z, 0<z<ay.

Mnozina V je dédna postupnymi ohrani¢enimi, muzeme tedy rovnou pievést

1 T Ty 1 T
/// 7as+22dxdydz:/ / / 7x+2zdzdydx:/ / [7xz+zz]gy dydz =
1% 0 Jz2 JO 0 Jz2

1 px 1 y2 y3 T
= / / 722y + 2%y? dy dz = / [7902 + xg] der =
0 12 0 2 3 a:2

/1 Tzt n 28 72b 29 q Lagd 1926 29 du
= _— _—— — — — dxr = _— Y — = — =
0o 2 3 2 3 0o 2 6 3
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Pi. 109 Spoctéte integrdl

/// z? dzdydz,
1%

kde V' je ohrani¢ena plochami x =0, y=0,2=0az+y+2=1.

Mnozina V je tvofena jednotkovym simplexem. Proto vime, ze muzeme integral zapsat jako

1 11—z l—-x—y 1 1—y l—-x—y
/// :z:2dxdydz:/ / / x2dzdydz:/ / / 2?2 dzdzdy =
1% o Jo 0 o Jo 0
1 11—z l—z—=2
z/ / / z?dydzdz
o Jo 0

Vybereme si jeden z moznych zapist a pocitdme

1 1—z 1 y2 1-z
/// xQdmdydz:/ 1’2/ 1—x—ydydx:/ z? [(l—x)y—] da =
v 0 0 0 2 |y
1 2 1.2 3_ .4
_ _ 943
e G e R e
0 2 0 2

_ifet 2wt 2P 11 2 1
203 4 5], 2\3 4 5)°
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Pi. 110 Spoctéte objem mnoziny V', kterd je dina z > 0, y > 0, z > 0, z = 2, y = 3,
r+y+z=4.

Nejdfive musime ur¢it tvar mnoziny V. Vidime, ze plochy x = 0, y = 0, z = 2, y = 3
udévaji obdélnik. Vzhledem k vrstevnicim vidime, ze mnozina V ma nejvétsi rozsah vzhledem k
proménnym z a y v pudorysné zy.

Objem tedy dostavéame jako integral

1 3 4—x—y 2 4—x d—z—y
O:/// dmdydz:/ / / dzdydx+/ / / dzdydx =
1% o Jo Jo 1 Jo 0
1 3 2 d—gz
://4—x—ydydm—|—// 44—z —ydydr =
o Jo 1 Jo
1 2 3 2 2 4—zx

S Y e

1 2 2 2 1 2 2
4 — 16 —
:/3(4_m)_gdx_’_/(4_x)2_( 1’) de — 12x_3$ _91’ +/ 6 8xr +x
0 2 1 2 2 2 0 1 2

3.9 1 817 1 8 1
:12——+[16x—4$2+x] =6+2<32—16+3—16+4—3):
1
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Pi. 111 Spoctéte integrdl

/// zy + zdxdydz,
v

kde V jedina 0 <z <1,0<y<1—-2,0<2<2—x—2y.

Nebot mame podminky zadané v dostateéné podobé, mizeme hned poéitat

1—x 2—x—2y
/// zy+zdxdydzf/ / / zy + zdzdydx =
1—x 2—x—2y
/ / [myz—i— } dydx =

1—x 2 _ _ 2 2—z—2y
/ / {a:y —x—2y)+( 1:2 Ok ] dydx =
0

l1—x 2
:// 4xy—x2y—2xy2+2—2x—4y+%—|—2y2dydx:
o Jo

1 2,2 2 l—z
2 2y3
0 0
1 2 2 3
1- 2z(1 —
:/ 2x(1—x)2—x( 2 Zl-z) +2—-2z—2z(1l —x)—
0 2 3
21— 2(1 —xz)?
_2(1_$)2+x(2 x)+ ( 337) de =
:/12x_4$2+2$3_9€2—2§3+x4_23:—6332—;6x3—2x4
0

22— 23  2—6x+ 622 — 223

d =

+ 5 + 3 x

1 3 4 2 3 4

—x° — 2 — -2 2

:/ 9% — 9222 4 2% 4+ x T n 8xr + 6x x° + 2x dr —

, 223 gt 2t 2® 20— da? 4243 2t 2257
=|rr—-—t = — — + -5-7 =

3 4 8 10 3 12 15

o2 11 2 2 24-16+3-4 4-3 7+1
N 38 10 12 15 24 30 24 30

135



Pi. 112 Spoctéte integrdl

/// ycos(x + z) dax dy dz,

kde V je dinay =0, z=0,z+2= 3, y = /T

v roviné z = 0 mame ohranic¢eni y = 0, y = \/z a = J. Dostavame tedy jednoduse integral

3 VT g
/// ycos(x+z)dxdydz:/ / / ycos(z + z)dzdyde =
v o Jo Jo
3 Ve g
= / / lysin(z + 2)]¢ =~ dydz =
= / / sm — sin x) dydx =

ER 27> b 2
= —(1 —sinz)dx = [] + [fcosx] —7/ cosrdr =
/0 2 4 |, 2 o 2/
w2 . Ed 2 1
=16 [sinz]@ =163
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2.4 Vicerozmérné integraly

Pi. 113 Vypoctéte n-rozmeérny integrdl

// (23 + -+ +a2) day...day,,
v

aV =[0,1]".

Nebot je mnoZina V tvofena n-rozmérnou krychli, mame

1 1 n a1 1
// (23 +--+22) dxn...dm:Z/---/ r2de, ... dz; =
0 0 = Jo 0

n 1 n 371 n 1
= x?dx; = [w‘} = L

Z/ 25,7257 3

i=1
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Pi. 114 Vypoctéte n-rozmérny integradl

|4

a 'V je omezena nerovnostmi 0 < xp < k, prok=1,...,n.

Mnozina V je uddna nerovnostmi, a proto muzeme ihned aplikovat Fubiniovu Vétu

1 2 n
/// (x1+x§+.-~+:cz)dxn...dx1:
0o Jo 0

n 1 2 n
:Z/// zidzy, ...dz; =

i—1 70 Jo 0

:Zl-Z...(z’—l)(H—l)...n/ zide; =
i=1 0

n .Z‘H_l i
:Zl-2...(i—l)(i+l)...n{.Z ] =

P 1+ 1],

n Z-i+1 n ,Lz
= 1-2...¢0—1)(¢4+1)... =nl! .

> (=D =nt)

i=1 i=1
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Pi. 115 Vypoctéte n-rozmérny integradl

/~~/x1...xndx1...dxn,
v

aV jeomezena 0 <21 <1,0<xs< 21, ..., 0< 2, <xp_1.

Vzhledem k tvaru V muzeme hned pocitat

1 T Tp—1
// / ) s I .dmlz/ xl/ acg/ Tpdz, ...dr; =

1 I’Q Tn—1 Tn—2 133 1
:/ 131/ SCQ/ Tn—1 n:| dﬂjn 1- d.fCl / 1‘1/ / n- din_l...dl‘l =
0 0 0 L 2 0 2
1 Tp—3 _334 Tn—2 Tp—3 x5
n—1
= .731/ .132/ Tp—2 :l dx 2. d331 —/ ,131/ xro: / dl‘ 2. dIl =
/O 0 0 " l24 ], " o 2-4 "7
1 Typ_4a r 1‘6 ) Tn-—3
= 33‘1/ .132/ Tn—3 n- :| dl‘n_g...dxl =
~/O 0 0 -2'4'6 0
1 Tp—4a 7 1 2n—1
n—2 Ly 1 on1l
= dn_d = ... = d E =
/Oxl/o B A S INE /0 246 (2n—2) 1T (20l [#1"]o
1 1

(2n).. 246 2n  2mpl
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Pi. 116 Vypoctéte n-rozmérny integrdl

// (x1+x2++1’n)2 dzq ...dz,,
14

aV jeomezena 0 <xp <1,prok=1,...,n

Nebot je mnoZina V tvofena n-rozmérnou krychli, mame

1 1
// (x1+~--+xn)2dxn...dx1:/ /Zw +Z Z zixjde, ... de, =
0 0

i=1 j=1,j#1
:i:/ T; dml—&—z Z /1/1xlxjdmdxj_2{x?} +Z Z /xzdxl/ zjdr; =
i=1 i=1 j=1,j#1 o Jo i=1 i=1 j=1,j#1
_"1 "n—l_n nin—1) 3n®>+n
—gg ;j;ﬂ +§ 1 3T T 1 T T
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2.5 Pokrocilejsi priklady
Pi. 117 Méjte n-rozmérny integrdl dany jako

1
I :// 7d171...d$7,,
" V(l—|—:13n)n+1 I

kde mnozZina V je omezena 0 < xp < xp_1, prok = 2,...,n a 0 < 21 < 1. Uréete hodnotu
integralu pokud bychom uvaZovali limitni hodnotu n — oo.

Nejprve musime integral spocitat. Rozsahy mame dané, a proto rovnou pocitame

1 Tn—1 1
I:/-~/ ——dz,,...dzx; =
1+xn n+1 1
Tn—2 Tn—1
= dxn, ‘..dx =
/ / { 1+a:n) }0 ' !
Tn—2
:77/ / — 71d£L’n 1- dl‘li
].+"En 1)
1
= - n—l‘i’*/ / ].d(En_l...dlL'l
n n Jo 0

Déle spocteme integral

1 Tn—2 1
// 1da:n_1...dx1:/ / J}nl ”zdxng dl‘lz
0 0 0 0
1 Tn—3 Tn—4 x
:/ / Tp—odTyp_o...dr; = / / Sdmn 3...dry =
0 0

1
o= ot [ A =

\
i
c\
§
Cﬂ
&
.J;
o,
]
3
,J;

0

Proto vidime, ze pro integral I,, plati

Pfitom plati, Ze je posloupnost I,, ohrani¢end a dokonce plati, ze |I,,| < 1. Vzdyt plati

1 1
1 1 1 1
=] ———doy=|-——| =—Z+1="-.
’ /0 L+z)? [ 1+x1]0 2 2

Potom pokud je |I,—1| < 1, pak je také

11| = %—% n—1 =%|1—(n—1)!In,1|§
< L+ DILa) € S -y < - - -y =1,

A tedy dle indukce je skutecné tato posloupnost ohrani¢end. Potom pro jeji limitu plati

1 1 1
hm |T,] < hm ——|— |In 1] < lim —+— 0.
n—oo n!
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Pr. 118 Urcete hodnotu A > 0 tak aby platilo

4
2dzdydz > —
///ny vdydz > =,

kde mnozina V je ohranic¢end plochami z = x* + 4%, 2 = A a nerovnosti x > 0.
Paraboloid z = 22 +y? je omezen rovinou z = A, ktera tak tvoif jeho podstavu kruhem z?2 +3? <

A. Proto také mame spolu s podminkou z > 0, ze z € [0,VA], VA —22 <y < VA—22 a
nakonec také 22 + y? < z < A. Dohromady tak mame integral

VA=z?
/// xy da:dydz-/ / / zy? dzdyds =
VA=ZZ J 2442

VA—z2
= / / — 2% —y?)dydx = | sud4 vzhledem k |
VA—2? :62

4

VA—Z

r(A -2y b Ao
3

. .

A—2? —yH)dyde =

2/
0
_ /” (A-a?)t} a(A-a?i
2 ’ o -

4 (VA : 2 (4,
= — r(A—2®)2de=|t=A—2° = / tz2dt =
0 0

15 15
4 774 4 7
= — |t2 = 7147
157 { ]o 105

Nyni hleddme hodnotu A tak aby platilo

4 4
— Az > —
1057 = 35
Az >3
A> 37,

Priklad takové hodnoty nyni snadno nalezneme.
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3 Transformace dvojného integralu

Nésledujici shrnuti teorie je prezentovano v ruznych zdrojich riznym zpusobem. My budeme
pouzivat zakladni verzi, kterou lze nadale zobecnit. V nasledujici ¢asti tedy predpokladejme, ze
mnozina M C R? je kompaktni, tj. ohrani¢end a uzaviena.

Méjme zobrazeni F' : R? — R? dané po slozkach jako F(u,v) = [g(u,v), h(u,v)], tj. zobrazeni
prifazujici bodu [u,v] bod [g(u,v), h(u,v)]. Necht jsou funkce g, h spojité diferencovatelné na M,
tj. maji na M spojité parcialni derivace. Poté definujeme Jakobidn zobrazeni F' jako determinant

2 29

_ ou ov

Jr(w,v) = | g o
du v

Vsimnéme si, ze pokud je mnozina M kompaktni, tak z uvedenych predpokladu plyne, zZe je Ja-
kobidn Jg(u,v) spojitd a ohranicend funkce na M. Tento determinant je zjednodugené oznacovan
také jako J. Jako Jacobiho matice se pak obvykle oznacuje matice jejiz determinant pocitame.

[9] Necht, F, G jsou spojité diferencovatelné funkee (tj. jejich slozky jsou spojité diferencovatelné).
Potom zobrazeni G o F' je také spojité diferencovatelné a plati

Jaor(u,v) = Jg(F(u,v)) - Jp(u,v)

Navic Jacobiho matici slozeného zobrazeni Go F' 1ze pocitat jako sou¢in Jacobiho matic zobrazeni
G a F (v tomto porad{). Dusledkem tohoto tvrzeni je nésledujici vztah.

Necht, F je spojity difeomorfismus, tj. jednd se o bijekci, kde jsou F' i F~! spojité diferencova-
telné, tj. existuji jejich Jakobidny. Potom plati

1
Jpdp-1=1= Jp-1 = —.
Jr

Tvrzeni lze také nalézt zapsané jako

oz Oz du  Ou

—_| 0 0 —_| o 0
Jr(u,v) = oy oy Jp-1(u,v) =| ov oY
ou  Ov oz Oy

Nésledujici tvrzeni lze najit v ruznych podobéach, kde jsou si ruzné podoby ¢asto ekvivalentni,
porovnejte definici v [7], [6], [3], [5]-

Necht F je spojité diferencovatelnd a prostd funkce do roviny z, vy, tj. [z,y] = [g(u,v), h(u,v)] =
F(u,v) a necht je Jakobidn Jr(u,v) na mnoziné M nenulovy. Predpoklddejme déle, ze funkce
f(x,y) je spojitd na mnoziné F'(M) (coz je obraz mnoziny M v zobrazeni F') a Ze mnozina M
je métitelnd. Potom plati vztah

//F(M) flwy)drdy = //M f(g(u, v), h(u, ) - [Jp(u,v)| dudv.

Toto tvrzeni plati i pokud je Jakobidn nenulovy skoro v§ude, tj. pokud je nenulovy az na mnozinu
nulové miry. Kniha [10] nabiz{ vétu s mnohem jednodussimi predpoklady, kde je uvazovéna pouze
situace, kdy je injektivni F' spojité diferencovatelna pouze na oteviené mnoziné M. Tuto verzi
tvrzeni nenabizime, protoze neni jisté, zda tvrzeni v této podobé plati.

Podstata principu transformace spo¢iva v tom, ze chceme mnozinu do tvaru, kde je pro nas jeji
podoba vyhodnéjsi. Napiiklad pokud bychom dokézali mnozinu transformovat na trojihelnik.
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Jiny duvod proé¢ vyuzit transformaci je, pokud by se funkce f(g(u,v),h(u,v)) - |Jp(u,v)| inte-
grovala sndze nez funkce puvodni.

1. Piikladem transformace v R? mame

r =au+c,

y=bv+d,
kde a > 0, b > 0, ktera je kombinace translace a pfeskalovani. Jeji Jakobidn je
ox ox
Er a 0
J(u,v) = |8y | = = ab.
5 0 b
u ov

Podivejme se navic, jak se zméni po transformaci vektory standardni béze e; = (1,0),, =
P Ry

OuvAuv7 €2 = (07 1)1“; = 01M)Bu1)7 pro bOdy Auv = [170]5 Buv = [Ov 1}7 Ouv = [030] Do-
staneme nové body A,y = [a + ¢,d], Byy = [¢,b + d], Ozy = [c,d]. Obrazem vektort
po transformaci souradnic je F(e1) = 0zyAszy = (a,0), F(e2) = 05yBgy = (0,¢). Matice
prechodu linearniho zobrazeni F' by tak byla

a 0
P~ (5 4):

2. Mezi obvyklé transformace patii transformace do polarnich soufadnic:

tj. Jacobiho matice zobrazeni F.

T = pcosp,
y = psiny,
kde p € [0, 00) je vzdélenost bodu B = [z,y] od pocatku O = [0, 0] (tj. polomeér kruznice se

stfedem v O na niz bod B lez{) a ¢ € [0, 27] je odchylka (tihel) isecky OB od kladné poloosy
z v kladném smyslu, tj. proti sméru hodinovych ruci¢ek. Transformace mé Jakobidn

oz oz
J(po) =50 35| =p-
op Oy

Vsimneme si, ze v poc¢atku O mame nulovy polomér, tj. p = 0 a tedy je zde Jakobian
nulovy. Jednd se v8ak pouze o jeden bod, tj. 0 mnozinu nulové miry a uvazovanou vétu lze
pouzit.
Transformace se nejlépe hodi k popisu bodu uvnitt kruhu (se stfedem v O) nebo ¢asti
kruhu, ale lze ji pouzit i v jinych ptipadech. Pokud bychom popisovali body v kruhu s
obecnym stiedem S = [zg, yo|, tak bychom dostali souradnice

T = Xg + pCos,

Y =yo + psing,
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které majf stejny Jakobidn. Proménnd p nyni popisuje vzdélenost bodu [z, y] od stiedu S
a uhel ¢ nyni mérime od poloptimky, ktera za¢ind v bodé S a je rovnobézna s kladnou
poloosou .

[.T,y] //’
R
[XO»YOI ~ ~" ~
)

3. Dalsim piikladem je transformace do eliptickych souradnic

T = apcosp,

y = bpsing,

kde a, b jsou pevneé zvolené kladné koeficienty. Proménné p, ¢ stéle spliuji stejné podminky,
tj. p > 0 a ¢ € [0,27] avsak jejich interpretace je nyni odlisnd. Proménnd p nyni popisuje
vzdédlenost bodu [z, y] od pocatku preskdlovanou o vyraz va? 4+ b2. Proménnd ¢ zase popi-
suje odhylku spojnice bodu [z, y] s po¢atkem [0, 0] od kladné poloosy x v kladném smyslu,
ale tato odchylka je navic ”pozménéna” preskdlovanim . Jakobidn tohoto zobrazeni je

0z o
J(p,e) =130 97| =abp.
ap dp

Vsimnéme si, také, ze se jednd o kombinaci dvou zobrazeni, tj. preskdlovini G : z = au,
y = bv a polarnich soutadnic F' : z = pcos ¢, y = psin p. Vskutku tedy vidime, ze vysledny
Jakobian je soucinem jednotlivych Jakobiantu.

4. 7 poléarnich soufadnic a z kruznic se muzeme inspirovat k ziskani dalsich transformaci.
Z definice asteroidy muzeme obdobné dostat podobnou transformaci. Asteroida je kfivka
zadand implicitné jako z3 + y§ = r%, pro kladny ”polomeér”r > 0. Tato kiivka vypada pro
r = 1 nésledovné
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Kfivku mizeme také parametrizovat jako z = rsin®t, y = rsin®t, pro t € [0, 27]. Vnitiek
mnoziny vymezené uvniti astroidy lze popsat analogicky jako vnitiek kruznice v polarnich
. s . . o 2 2 2 “ . , ~ . 2,

soufadnicich. Popisujeme mnozinu 3 + y3 < r3 a méjme asteroidové souradnice dané
jako:

x = pcos’ p,

y = psin’ o,
kde p € [0,7] a ¢ € [0, 27]. Jakobidn tohoto zobrazeni dopoc¢teme

J = 3psin? ¢ cos? .

. Kdyz se ndm podafilo odvodit asteroidové souradnice, odvodme také dalsi mozné transfor-
mace. Vnittek kardiody o poloméru r > 0 dostaneme jako (2?2 +y? —2rz)?—4r?(22+y?%) < 0.
Soutfadnice pak muzeme zavést jako

x = 2p(cosp — 1) cos p,
y = 2p(1 — cos p) sin ¢,
pro ¢ € [0,27], p € [0,7]. Jakobidn tohoto zobrazeni pak mame
J =4p(cosp — 1),

. Obdobné dostaneme mnozinu danou nerovnosti y?(a? —22%) > (22 +2ay —a)?, kterd vypada
pro a = 1 nasledovné
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Druhy obrazek zde reprezentuje kiivku ohrani¢ujici mnozinu nebot software ma problém s
dopoc¢tenim rohovych bodu mnoziny. Tuto mnozinu muzeme popsat v rohovych soutadnicich

T = psinp,
2
_costy
y_p2—cos<p’

pro ¢ € [0,27], p € [0, a]. Jakobidn tohoto zobrazeni je pak

p(4—200$230—cos<p) cos ¢

J = 5
(—2+cosyp)

7. Nakonec zaved me jesté lemniskatové souradnice pro mnozinu (2% +4?)? < r?(z2 —y?) kterd
vypadd nésledujicim zpusobem

Tuto mnozinu muzeme popsat v lemniskatovych soufadnicich jako
B cos
=7 1+sin?¢’
_ sinpcosp
y=r 1+sin?¢p’
pro ¢ € [0,27], p € [0,r]. Jakobidn této transformace je

pcos® ¢

J=—"=
(cos? o — 2)

Pro blizsi vysvétleni principu Jakobidnu lze uvazit nasledujici transformaci F' : © = 2u, y = v,
jejiz Jakobidn je J = 2. Tato transformace pretransformuje ¢tverec M = [0,1]? v roviné uv na
obdélnik F(M) = [0,2] x [0,1] v roviné zy. Pro obsahy téchto utvaru pak plati

Spany = J - Sar-
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M |::> F(M)

u xT

Tento fakt je pak vyznamem Jakobidnu, ktery popisuje pomér obsahu J = Sg—f), kde O je maly
obdélnik v mnoziné M. Kdybychom naopak uvézili polarni soutfadnice jako naSe zobrazeni, F :
x = pcosy, y = psingp, tak ty zobraz{ obdélnik M = [0,2] x [0,27] na kruh o poloméru 2, tj
F(M) : 2% + y? < 4. Mame situaci

=

Nyni pokud zobrazime maly obdélnik o rozmérech dp, de, tak dostaneme malou vyse¢ z kruhu.
Pokud bychom v8ak vzali jiny obdélnik v mnoziné M, tak jeho obraz bude mit vyrazné jiné
rozméry. Navic ¢im blize stfedu kruhu, tj. ¢im mensi bude polomér, tim mensi ¢ast dostaneme.

®
y
[ x
p
Z téchto divodu je pomér obsaht obdélniki J = Sg—i)o), tj. Jakobian, z4visly na poloméru.

Vskutku pak mame pro polarni souradnice J = p.
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3.1 Transformace mnoziny a popis principu

P#. 119 Transformugte integrdl vhodnou transformaci

/ /M f(,y) dzdy,

kde M je ohranicend x> +y> <2, y > x.

Nebot podminka 224 y? < 2 udavé kruh, volime transformaci do polarnich soufadnic z = p cos ¢,
y = psingp, kde proménné ¢, p musi spliovat ¢ € [0,27], p > 0. Nyn{ chceme mnozinu M
popsat v novych soufadnicich a k tomu muzeme vyuzit dva ruzné piistupy, nebo jejich vhodnou
kombinaci.

Zactneme nejprve analytickym piistupem. Dosazenim do nerovnic dostaneme
p? cos® o + p?sin® p = p? (cos® p + sin® ) = p* < 2.
Proto mame p € [0,v/2]. Dosazenim do druhé nerovnosti dostaneme

psinp > pcosy
sin ¢ > cos .

Vykreslime-li si grafy funkef sin z, cos  na intervalu [0, 27], dostaneme ze znalosti jejich pruseciku,
e pe [3.].

Druhy zpusob jak rozsahy odvodit je graficky piistup, kde si mnozinu nakreslime a pokusime
se ji rozebrat. Mnozinu M dostaneme jako nasledujici modfe vyznacenou oblast.

1.5

Nyni muZzeme mnozinu zac¢it popisovat vzhledem k polomérum p nebo k thlim ¢. Zatneme-
li popisem poloméru p, tak chceme uréit rozsah vSech poloméru kruznic, které ndm piekryji
mnozinu M.
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Vidime, Ze nejmensi takova kruznice méa polomér 0 a nejvétsi lezi na hranici kruznice 22 +y? = 2
a tedy posledni kruznice, kterd ndm jesté piekryje mnozinu M mé polomeér /2. Mame tudiz
0 < pv/2. Kruznice s vétsim polomérem jiz neprotnou mnozinu M, protoze by byly piilis daleko
od pocatku. Tento rozsah je kompletni a nic ndm v ném nechybi.

Nyni si predstavme, ze mame polomér pevny a sledujeme pouze jednu kruznici a jeji prunik s
mnozinou M. Dostaneme fialové zvyraznény oblouk kruznice O.

2

Pro pevny polomér p nyni chceme uré¢it rozsah thla ¢, pro néz mame néjaky bod oblouku O.
Zacneme na kladné poloose z, kterd ma ihel 0. Zde nenalezneme zadny bod oblouku O a tedy
pokracujeme a uhly zvétsujeme dokud ndm polopfimka odpovidajici ihlu nenarazi na néjaky
bod oblouku O. Vidime, ze prvn{ prunik nastane pro tithel A a nasledné prochézime mnozinou

pro zvétsujici se thly, dokud nedostaneme koncovy thel B. Uhel Ai B odpovidaji pfimce y = x,
ktera svird s kladnou poloosou x thel 45°, tj. 7 < ¢ < %’r. Tento rozsah jsme nasli pro pevné

zvoleny polomér p, vS§imneme si v8ak, ze tento rozsah dostaneme pro libovolnou volbu p a tedy
i z obrdzku ziskdme rozsahy p € [0,v/2] a ¢ € [T, 2F].
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V predchozi ¢asti jsme zacali popisem poloméru p avSak muZeme stejné zacit popisem po-
loméru ¢. Budeme-li pokracovat thly ¢, chceme zjistit, pro které odchylky od kladné poloosy x
narazime na mnozinu M. Dostaneme nésledujici situaci.
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\

Vidime, Ze jen pro nékteré tihly na mnozinu narazime a to poprvé pro thel A a naposledy pro
thel B. I zde bychom dostali rozsah ¢ € [%, %’r] Nyni bychom uvazili pevny dhel ¢ a podivame
se jaké vzdélenosti od pocatku maji body na tdsetce U, kterd vznikne prunikem mnoziny M a

polopiimky pfislusné zvolenému uhlu ¢. Situace muze vypadat jako na nasledujicim obrazku,
kde je usecka U vyznacena fialové.

Vidime, Ze bod nejblize po¢dtku mé vzdélenost 0 a tisecka konéf na hranici kruznice x2 4 y2 = 2,
tj. dostaneme viechny vzdalenosti 0 < p < v/2. Navic si viimneme, Ze tento rozsah nezévisi na
volbé ¢ a tedy i tentokrat dostaneme stejny vysledek jako v predchozich tvahach.

Rozsahy jiz mame, zbyvé integral prevést do novych souradnic. Jakobidn transformace je |J| = p
a pocitany integral méa tedy po transformaci tvar

V2 pin
/ / pf(pcos g, psinp) dpdp.
o i

s
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Pi. 120 Transformugte integral vhodnou transformact

/ /M f(z, ) dzdy,

kde M je ohranicend z*> +y> <1, x +y > 1.

Nebot podminka 22 +y? < 1 uddvé kruh, volime transformaci do poldrnich soufadnic = p cos ¢,
y = psin g, kde nové proménné musi spliiovat ¢ € [0, 27], p > 0. Dosazenim do nerovnice ziskdme
P> coszgo + p?sin® P = p? < 1.

Proto vime, ze poloméry mohou splitovat nejvyse p € [0, 1]. Dosazenim do druhé nerovnosti pak

dostaneme
psingp +pcosp >1

>
Sin @ + cos ¢

tedy polomér p je ohraniCen jesté vice a to v zavislosti na thlu . Vsimnéme si zde, ze plati
sin + cos > 0 a tedy je uprava skuteéné spravné. Ze stejné rovnice muzeme totiz napiiklad
ziskat, ze

1
sing 4+ cosp > — > 0.
p

Daéle chceme urcit rozsah pro proménnou . Vykreslenim obdrzime snadno, ze ¢ € [O, %]
Vskutku mnozina vypadé jako

Zvétsujeme-li tedy dhly od nuly, tak na prvni bod mnoziny M narazime ihned na kladné poloose
¥, tj pro ¢ = 0 a na posledni bod narazime na kladné poloose y, tj. pro ¢ = 5. Pro vSechny 1hly
mezi témito hrani¢nimi pfipady mame néjaky bod mnoziny M a rozsah je tedy spravné. Stejny
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rozsah ziskame, pokud uvazime, ze

1
sinp+cosp > —>1

Jakobidn |J| = p. Dostdvame tedy integral
T 1
/ / . Plpcosp, psing)dpde.
0 smetese

Nicméné to je pouze varianta, kdy jsme nejprve ziskali rozsahy pro ¢ a poloméry p jsme vyjadrili

v zavislosti na nich. Pokud bychom chtéli integrovat integral v opac¢ném poradi, muZzeme opét
vyjit z obrazku.
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Bod mnoziny M, ktery je nejblize pocatku lezi o¢ividné na piimce y = x (kterd je kolmé na
piimku y = 1 — z a prochdzi bodem [0,0], tj. lezi na ni bod piimky y = 1 — x s nejmens{
vzddlenosti od pocdtku) a ziskdme jej jako prusecik piimek y = x a y = 1 — z. Jednd se o
bod [%, %], jehoz vzdalenost od pocatku spocteme jako \/Li Uvéazime-li tedy kruznice, které se
protnou s mnozinou M, tak rozsah jejich poloméru bude \/LE < p < 1. Nyni si vsak vSimnéme,
7e pro ruzné kruznice (a tedy pro ruzné p) dostaneme ruzné rozsahy pro thly.
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Také thly budou nyni zaviset na poloméru p avSak tato zavislost neni z obrazku zrovna vidét.
Vsimnéme si nicméné, ze vzdy konc¢ime na piimce x +y = 1 a tedy i zde mizeme omezeni dostat
7 nerovnosti

psinp 4+ pcosp >1

1
sing +cosp > —

slb

2 2
TSingo—i—\/T—cosgoZ Z

S

. ™ 4 si ™ =
S1n @ COS — S1n — COS
L 1 °PY =7,

S

n(o+7) 2
Sin —
Ty =9,
™

> arcsin — — —.
(p > arcsin % 1

V posledni nerovnosti jsme vsak ziskali pouze dolni odhad pro ¢. Z obrazku vidime, ze uvazované

o musi lezet v intervalu [0, 2] Vztah arcsinsinz = x plyne z inverzni podstaty funkci, zde je
us

vsak vztah platny pouze pro z € [—%, %], coz pro ¢ + 7 spliujf pouze hodnoty ¢ < 7. Pro
ostatni ¢ musime vyuzit funkci 7w — arcsin z, ktera je navic klesajici a tudiz druha ¢ést nerovnosti
dopadne jako

g0+z<7r—3urcsin—2
4~ 2p
p < 3_7r —arcsin—2.
-4 2p

Druhou variantu pfevodu integralu tak budeme mit v podobé

——arcsm 2
/ pf(pcosep, psinp)dedp.

ye _ T
arcsin 2 1
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Pi. 121 Transformugjte integrdl vhodnou transformact

/ /M f(, ) dz dy,

kde M je ohranicend x> +y> <y, y >z, = > 0.

Vsimneme si, ze nerovnost 22+y? < y ud4avé kuzelosecku ve které miizeme poznat kruh. Abychom
ji dostali do kanonického tvaru, tak musime vyraz upravit na étverec a dostaneme 2+ (y — %) 2 <
%. Jednd se tedy o kruznici s posunutym stfedem do bodu [O, %] a s polomérem % Pro body
uvnitF kruhu bychom mohli pouzit polarni soufadnice, ale mame dvé mozné varianty. Muzeme
se rozhodnout pro standardni transformaci se popisujici body z pocatku, tj. pro 1) z = pcosy,
y = psin ¢ nebo muzeme body mnoziny M popisovat piimo ze stifedu kruhu posunem polarnich
soufadnic 2) x = pcosp, y = psinp+ % Zagénéme prvni variantou. Vyzkousime-li prvni moznost,
dostavame dosazenim do nerovnosti

p?cos® 4 p?sin® p = p? < psing
coz nam da horni omezeni pro polomér p < sin . Dosazenim do nerovnosti y > x ziskame

psinp > pcosy
sin ¢ > cos .
~ . . s . / . . . « o 5
Coz je nerovnost, kterd je na zakladnim intervalu pro ¢ splnéna pouze pro ¢ € [ = [g, T}'
Tteti nerovnost = > 0 pak je

pcosp >0
cosp >0,

jejiz feSeni vymezuje interval I, = [0, g] Prinikem intervalt I; N I ziskdme vysledné omezeni
pro ¢, nebot dalsi podminku nemdme. Transformovany integral je

5 sin ¢
/ / pf(pcosp, psinp)dpde.
= Jo
4

Integral muzeme popsat také z obrazku, ktery je

Vsimnéme si, Ze pokud zatneme v8e popisovat z pohledu tihli ¢ a budeme je zvétSovat od nuly,
tak prvnf body mnoziny z{skdme na pifmce y = x a tedy pro ¢ = 7. Posledni body mnozZiny

bychom zase méli na kladné poloose y a tudiz pro ¢ = 7. Z obrazku tedy hned plyne, Ze
pE [%, g} . Pro pevny tihel ¢ si dile v§imneme, ze prinik polopiimky odpovidajici danému thlu

s mnozinou M tvoii tsecku, jejiz délka zavisi na volbé ¢. Muzeme to také vidét na obrazku

155



Pocatecéni bod je vzdy stejny a mnozina zac¢ind hned v pocatku, tedy nutné p > 0. Koncovy bod
je vsak problematicky a zavisi na . Nyni bychom potiebovali tuto zavislost odvodit. Nejsnaze
ji vSak ziskdme, pokud si vSimneme z obrazku, ze pro pevny thel ¢ je polomér p shora omezen
kruznici (na nf tsecka konéi) a tedy ji ziskdme znovu dosazenim do rovnice kruznice 22 + y? < y
¢imz bychom ziskali jiz odvozenou nerovnost a mohli bychom transformovat integral jako prvné.

Pokud bychom popisovali mnozinu M nejprve pro poloméry p, tak na obrazku vidime, ze body
M nejblize poc¢atku maji vzdalenost 0 a nejvzdéalenéjsi body maji vzdalenost 1. Dostali bychom
tak p € [0,1] a dhly ¢ by byly zdvislé na poloméru. Podivejme se na nésledujici situaci

Pro pevné zvoleny polomér A a jemu piislusnou kruznici vidime, ze body zaCinaji na piimce
y = x a kon¢i na ose y, tj. p € [0, g] Pro polomér C' je v8ak situace odliSnd a to ze hly
zaéinajf az na kruznici 22 + y? = y. Musime zde tedy odlisit dva pifpady, kdy k pFechodu dojde
na poloméru B, jeho# velikost musfme uréit. Jedna se o prinik kruznice 2 + y? = y a pifmky
y = x, tj. prunik dostaneme jako FeSeni rovnice

22% =x
z(2c—-1)=0
1
= T = O, To = 5
Hledany bod ma soufadnice [%, %] a jeho vzdélenost od pocitku je B = % Zlomovy okamzik

jiz zname, zbyva nam jiz pouze urcit dolni ohranic¢eni pro thly ¢ v okamziku, kdy je p > %,

nebot z obrazku vidime, Ze horni odhad pro thly ¢ nam stdle poskytuje osa . Ijhly jsou zdola
omezeny kruznici, muzeme tedy do ni dosadit transformaci, coz ndm znova dé p < sin ¢. Z tohoto
vztahu bychom vsSak tentokrat chtéli omezit thly . Funkce arcsinz je inverzni k funkci sin ¢,
pokud mame ¢ € [—g, g], coz je ale splnéno (staci se podivat znovu do obrazku). Navic vime,
ze funkce arcsin z je rostouci a tedy zachovava znaménko nerovnosti. Tudiz arcsin p < . Druhd
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varianta jak transformovat integral tedy je
1 s 1 s
vz 2 . 2 .
/ / pf(pcose, psing)dedp +/ / pf(pcosp, psing)dpdp.
0 I % arcsin p

Uvazujme nyni druhou z moznych transformaci, tj. x = pcosp, y = psinp + % Uhly tentokrat
neméfime od kladné poloosy z, ale od prislusné polopiimky y = % 7 obrézku si muzeme rozmys-
let, ze horni ¢tvrtkruznici popiseme snadno jako p € [07 %], p € [0, g] Dolni ¢éast ¢tvrtkruznice
dostaneme pro thly ¢ € [—g, O]. Pro pevné zvolené ihly dostaneme takovouto situaci.

,
o~ N

Pruniky polopifimek pfislusnych thlum s mnozinou M tvoii tsecky, které budou za¢inat ve stiedu
kruznice a kon¢it na piimce y = z. Rozsah pro poloméry tedy odvodime dosazenim zvolené
transformace do nerovnosti y < xz. Mame

1
pcosp < psingp + 3
1

L —
p= 2(cos ¢ — sin )

Posunuté polarni soufadnice maji stéle stejny jakobidn |J| = p a muzeme integral transformovat
jako

T 3 1 ] 0 eor s ) 1 ]
pf\peosp, 5 +psing | dpdp + pf\peosp, 5 +psing | dpde.
o Jo -z Jo

Piedchozi pirevod jsme dostali tak, ze jsme zacali popisem uhlu ¢ a urcili rozsah pro p. Avsak
analogicky bychom mohli za¢it uréenim poloméru p. Vsimnéme si, ze v takovém piipadé by horni
¢tvrtkruznice dopadla stejné. Zména pii popisovani by nastala az ve spodni ¢vrtkruznici. Déle
si rozmysleme nasledujici situaci
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Vidime, ze pro polomér A a jemu piislusnou kruznici jdou thly pfes cely rozsah ¢ € [—g, 0], ale
pro polomér C' tomu tak jiz neni. Pro polomér C lezi v kruznici jen dvé ¢asti a ke zméné dojde
pravé v poloméru B, ktery musime urcit. Vzdéalenost B dostaneme jako vzdélenost piimky y = x
od stiedu kruhu S = [O, %], tj. chceme minimalizovat vzdéalenosti

1\? 4= 1\*
x):(x—0)2—|—<y—2> yéxx2+(a:—2) — MIN.

p(S,y

Minimalizujeme funkci jedné proménné a tedy hleddame jeji stacionarni body

p(S,y=z)’
—~
-1 =0
1
r=-.
4

Z geometrické podstaty se musi jednat o globalni minimum a vzdélenost je tedy realizovana v
bodé [%, i], ktery mé vzdalenost od stiedu S danou B = -

= 5 Jiny zpusob jak vzdélenost urcit
bychom méli, pokud bychom si v§imli na obriazku rovnoramenného, pravouhlého trojuhelniku

jehoz vyska ma délku pravé B. Z osy symetrie trojihelnika y = % — x bychom pak dostali, ze jeji
prusecik s ptimkou y = x udava préavé bod [%, i], kde dochazi k realizaci vzdalenosti B.

Af tak nebo onak, vzddlenost B nam rozdéluje dolnf étvrtkruh na t¥i podsituace. Situaci I), kde
je0<p< Baye [-%,0]. Situaci II) a IIT), kde je B < p <
oblasti

% a dostavame dveé symetrické
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Pokud bychom zvétsovali postupné poloméry, dostaneme nésledujici tuseky

S

Pro obé oblasti nyn{ musime ur¢it rozsah ihla ¢. Zaméfme se nejprve na ¢dst II), kde vidime,
ze thly musi spliiovat —% < ¢ < 0. Jejich pfesné vymezeni dostaneme, kdyz znovu uvazime
dosazeni do nerovnosti y > x, kterd je vymezuje svou podminkou. Upravujeme

cosp —sinp < —

1

2p
2 V2 V2
700890—751n<p§5
o T V2
s1anos<p—cosZs1n<p§E
(T V2
sm(z—@)S%

™

Z ' S arcsin E

> T arcsin—Q.
4 4p

Zde si rozmysleme, kde se pohybujeme pii aplikaci inverze a zda se znaménko nerovnosti nezménilo.
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To plati, pokud je

T <
2=1 ¥P=73
7T< <37T
1=%=7

a to je skute¢né splnéno. Stejné odvozeni muzeme uvazit na ¢asti III), kde je jiz z obrazku
vymezeno —g <p< —%, coz muzeme upravit do tvaru

9 =¥="7
Te_,<X
1="7Y=7
T m 3T
el o<l
9=1 ¥=7

a tudiz nelze vzit inverzi v zdkladnim tvaru a predchozi odvozeni upravime po spravné vzaté
inverzi (kterd je nyni klesajici ¢imz zméni znaménko nerovnosti) jako

2
sin (T ) < V2
4p
s > . 2
4 (p = T arcsin 4p

3 2
p < —Zﬂ + arcsin g

Méme jiz vSe urceno a findlni integral je

e 1 7 [0 1 _
/ / pf | peosp, 5+ psing dpd<P+/ / pf(peose, 5 +psing | dpdp+
0 0 0 —

usy
2

3 /0 3 0
2 1 2 1
+/ / pf (pcow,ersiw) dwdp+/ / pf (pcosw,+psin<p> dedp.
% T —arcsin Z—E 2 % — %’7arcsin :1/—3 2
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Pf. 122 Mnozina M je dand po transformaci do poldrnich souradnic jako p € [0,1] a ¢ € [0, 1].
Urcete jak vypadala mnozina M pred transformaci a ndsledné spoctéte jeji obsah. Integrdalem
ovérte, Ze je tento obsah v porddku.

Mnozina M je po transformaci tvofena ¢tvercem, takze pro kazdy pevné zvoleny ihel ¢ lezi
polomér v intervalu 0 < p < 1 a tedy se jedna o ¢ast kruhu s polomérem r = 1. Jak vypadaji
tihly? Uhly ¢ zaénaji na hodnoté 0, a protoze tento tihel reprezentuje odchylku od kladné poloosy
x, tak vidime, ze pocdtecni odchylka je nulovd (tj. zacindme na kladné ¢dsti osy z). Déle thly
rostou az na hodnotu ¢ = 1 =~ %, ktery odpovidd zhruba 60°. Mnozina M vypadd zhruba
nésledovné

0 02 04 0.6 0.8 1 12

X

Jednd se tedy o kruhovou vysec. Jeji obsah spocteme jako pomérnou ¢ast obsahu celého kruhu,
tj.

U

S =mr?——,

™ 360°

kde polomér mame dany pevné jako r = 1 a thel v urc¢ime jako thel kruhové vysece (tj, délka
intervalu pro ). Vime, Ze tento ihel u je zhruba 60° a tedy touto aproximaci bychom méli obsah

60 T

SAT60" 6

Avsak tento vzorec nemusime odhadovat, protoze jeho presnou hodnotu zname. NaSe ¢ast kru-
hové vysece odpovida v radidnech hodnoté v = 1. Pokud nésledné dosadime tento thel do vzorce
a prevedeme stupné na radidny, pak dostaneme zcela presné

U 1 1
S_ﬂ'%_ﬂ-%_é'

Kdybychom si obsah chtéli ovérit, dostaneme z transformace

1 1 p2 1 1
S:// 1dxdy=/ / pdpdp=1- [—} =,
M o Jo 2]y 2

Nesmime zapomenout na jakobidn transformace a vidime, ze potom obsahy skute¢né souhlasi.
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Pi. 123 Transformugjte integrdl vhodnou transformact

/ /M f(z, ) dzdy,

kde M je ohranicend y = x, y = 2z, 22 + y* = 4x, 22 + y? = 8x.

Transformujeme rovnost z2 + y?> = 4z tdpravou na ¢tverec na rovnost (r — 2)2 + 3% = 4 a
rovnost 22 + y2 = 8z na (z — 4)2 + y? = 16. Vzhledem k tomu, Ze jedna kruznice je o¢ividné
obsazena ve druhé (prvni kruznice ma stied S; = [2,0] a polomér 2 zatimco druhd kruznice ma
stted Sy = [4,0] a polomér 4. Pokud bychom hledali jejich prinik, dostaneme 4z = 2 + y? =
8x, kterdzto rovnice ma jediné feseni a to x = 0. Jinde se kruznice neproniknou), dostaneme
nerovnosti (x —2)? +y? > 4 a (z — 4)? + y*> < 16. Vzhledem ke kruznicim také vidime, ze z > 0
(porovnénim poloméru a jejich stfedu). Pi{imky y = x, y = 2x se protinaji v poc¢dtku a vzhledem
k podmince x > 0 musi byt mnozina M vymezena jako x < y < 2x. Mohli bychom uvazovat
o posunutych poldrnich soufadnic, nebotf vSak uvazujeme dvé kruznice s riiznym posunutim,
vyzkou§ime nejprve obycejné polarni souradnice. Dosazenim polarnich soufadnic do nerovnost
4z < 22 + 3% < 8z dostaneme

4pcosp <p® < 8pcos
4dcosp <p < 8cos p,

tj. ohraniceni uihlu v zavislosti na poloméru. Z nerovnosti x < y < 2z pak zase mame

pcosp < psing < 2pcosp
cos p <sinp < 2cos p.

Leva nerovnost cos < siny je splnéna pouze na intervalu ¢ € I} = [%, %’T] Naopak pravou

nerovnost sin ¢ < 2 cos ¢ lze rozdélit na dva piipady. Piipad 1) cos ¢ > 0, coz vede na ohranic¢eni

sin

=t <2
cos Y =4

tj. ohraniceni ¢ < arctg2 < 7. Druhd varianta 2) cos ¢ < 0 ddva stejnym zpusobem nerovnost

sin @
=t > 2.
cosp  B¥ =
Avsak na intervalu (3, 2T], kde cos¢p < 0 je tg < 1 a zde podminka nemiize byt splnéna.

Celkové tedy mame interval

arctg 2 8 cos
/ / pf(pcosp, psinp)dpde.
=z 4
4

cos ¢

VySetfovand mnozina vypada nasledovné.
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Obrézek 1: Rada jinych oblasti si lze splést s mnozinou M, ale ostatni varianty vyuzivaji vidy
vyuziva veskera ohraniceni.

I z obrazku vidime, ze patrné ¢ >

coz muzeme dostat také z trojihelniku:

jus
4

jen nékterd ohraniceni a tedy pokud se nemuzeme rozhodnout, tak volime takovou oblast, ktera

a ze horni rozsah musime dopocitat z primky y = 2z,

Zde vidime, ze tgp = £ =

T

Uvedeny postup popisuje

2z

=2

body kruznice z pocatku. Mohli bychom také zkusit popisovat
kruhu, napf. z bodu Sy = [2,0]. To vede na transformaci:

body z jiného bodu. Nabizi se také pouzit polarni soufadnice vzhledem ke stfedum kruznic,

r =24 pcosp,

které vymezuji mnozinu. Dalsi zpusob jak bychom mohli situaci popsat je z posunutého stiedu

Yy = psinp.
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Uhly @ méfi nyni odchylku od poloosy y = 0, x > 2 a z obrazku stejné jako z podminky
y > x>0 =y >0 mame, Ze ¢ musi patfit do intervalu [0, n]. Také vsak vidime, Ze tento
interval bude vymezen jesté vice. Dals{ pozorovani muzeme udélat, pokud si rozebereme situaci
jesté vice na obrazku:

Vidime, Ze pro ménici se thly se také méni dolni a horni ohrani¢eni mnoziny. Jednou mnozina
konéi na kruznici, jindy zase na piimce. Chtéli bychom urcit uhly, pro které k této zméné dojde.
Mohli bychom zaéit spocitanim bodu pruniku, kde se prechod realizuje. Dostaneme po spoéitéani
4 pruniku néasledujici situaci:

a mame uhly, které muzeme napocitat ze 3 pravouhlych trojihelniku a jeden thel, ktery je
ziejmy:
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¢ = arctg2
p =T
P2 )
g =m — arctg 8

" 4
=7 — arctg —
Pa 83

8 16
55

i

Pi 3

\

S =(2,0] 9

Nyni jsme si ujasnili, pro jaké thly dochazi ke zménam a muzeme také sledovat, pro jaké
intervaly dhlu médme jaké ohrani¢eni mnoziny. Napiiklad na intervalu [¢3, 3] je mnozina vyme-
zena déle jako 42 < z? + y? < 8z. Pokud do této nerovnosti dosadime nasi transformaci, tak
dostaneme po tpraveé

4 < ,02 <12+ 4pcosp.

Leva strana nerovnosti je jasnd. Prava strana nerovnosti pak vede na vymezeni

p* —4pcosp +4cos®p <12 +4cos? ¢
(p—2cos ) <124 4cos® ¢

2cosp —/12+4cos?2p < p<2cosp+ /12 +4cos? p,

kde nés zajiméa horni ohranic¢eni poloméru. Muzeme si také rozmyslet, Ze plati nerovnost 2 cos ¢ —
/12 4+ 4 cos? p < 0 a tato ¢ast vysledné nerovnosti nas také nezajima.

Toto odvozeni jsme dostali pro interval [¢a, @3], ale muzeme jich vyuzit i pro jiné intervaly,
nebot napiiklad i na intervalu [p;, ¢2] je mnozina shora vymezena kruznici o2 + y? < 8x. Zdola
je mnozina zase vymezena jako x < y a z néj vyplyva

24+ pcosp < psingp
2 < p(sinp — cos p)
P .
sin ¢ — cos ¢
Rozmysleme si, ze ¢1 = arctg2 > T a tedy na intervalu [¢1, 2] je skutecné sin p—cos ¢ > 0, tedy

uvedené podéleni bylo korektni. Na intervalu [p3, ¢4] dostaneme pomoci analogickych argumentii

¢ 4
vymezenl p S m

Nakonec si jesté uvédomme, Ze posunutim stfedu se Jakobidn nezméni a tedy stédle |J| = p.
Integral tedy mame po transformaci, kde symbol ZX = pf(2 + pcos g, psinp):

z 2 cos p+4/12+4 cos? ¢ m—arctg8 p2cos p+4/12+4cos? p
/ / depdswr/ / Kdpde+
2
arCtg 2 sin ¢ —cos ¢ % 2

wfarctg% m
Jr/ / ARdpde.
T 2

—arctg 8
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Tfet{ variantu poldrnich soufadnic ze sttedu Sy = [4,0] vynechdme. Vypocet by jisté probihal
podobnymi tivahami na zakladé podobnych vypoctu.
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Pi. 124 Transformugte integrdl vhodnou transformact

/ /M f(z, ) dzdy,

kde M je ohranicend x* + y* < Ax, A > 0.

N < . . 2 12 . . .
Ohraniéeni z2+y? < Az pievedeme tipravou na étverec na (ac — %) +12 < f. Vidime, Ze se jedna
o kruznici s posunutym stfedem mimo pocatek a nabizi se dvé mozné transformace. S posunutym
stiedem nebo standardni poldrni soufadnice. Zavedme polarni soufadnice s posunutym stiedem

. A . . ’ , (2
T = pcosp + 5,y = psiny. Dosazenim do omezen{ dostdvdme

A

2
<=

=7

A tedy p € [O, é] Nebot dalsi podminku neméme, je ¢ € [0,27]. Jakobidn zistavd posunutim

stejny, a proto |J| = p.
2m % A ]
pf | pcosy + §,psm(p dp de.
o Jo

Pokud vyuzijeme standardni polarni soufadnice x = pcos g, y = psin p, ziskdme dosazenim do
nerovnosti

p2cos? o+ p?sin® p = p? < Apcos
p < Acosp.

Nebot je p > 0, je také cosp > 0 a proto ¢ € [—g, g] Timto ziskdme integral

5 Acosp
/ / pf(pcosp, psinp)dpde.
—_= Jo
2

Pokud bychom zde chtéli zaménit poradi integrace vzhledem k proménnym p a ¢, tak muzeme
uvazit v nerovnosti p < Acosyp, ze je cosp < 1 a tudiz p < A. Navic aplikaci vhodné inverzni
funkce vyplyne, ze
P
p < arccos T

kde musime obratit znaménko nerovnosti, protoze funkce arccos z je klesajici. Navic si vSimnéme,
ze funkce arccos z pracuje na zdkladnim intervalu [0, 7] a tedy zde pfedpokldddme pii vypoctu,
ze je ¢ > 0. Ze symetrické podstaty tlohy pies osu x ziskdme druhé omezeni a to varphi >
2m —arccos 4 = —arccos 4, pokud uvazujeme periodické vyuziti ihlu ¢. Tteti variantu integralu
tak mame také

A parccos &
/ / | pf(peos g, psing) dpdp.
0

— arccos A
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Pi. 125 Transformugjte integrdl vhodnou transformact

/ /M f(z, ) dzdy,

kde M je ohranicend nerovnostmi 2 +y? > A%, 2> +y> < B?, y >0,y <z, 0< A< B.

Nebot médme mnozinu M omezenou kruznicemi se stfedem v poéatku, zavedeme obvyklé polarni
soufadnice x = pcosp, y = psin . Timto ziskame

A2§p2§BQ
A<p<B.

Dosazenim do dalsich omezen{ dostdvdme psin ¢ > 0 coz vede na interval ¢ € I; = [0, 7]. Dals{
omezeni

psinp < pcosy
siny < cos .

Tato nerovnost je splnéna na intervalu Ip € [0,7/4] U [57/4,27]. Dohromady je tak thel ¢
vymezen jako ¢ € I; NIy = [0, 7/4]. Proto

/4 B
/ /A pf(pcosp, psinp)dpde.
0
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Pi. 126 Transformugjte integrdl vhodnou transformact

/ /M f(z, ) dzdy,

kde M je ohranicend podminkami x? +y? < Az, 22 +y* < By, A >0, B > 0.

TIhned vidime, Ze nerovnosti 2% + y? < Az a 22 + y? < By udavaji kruhy. Upravou na C¢tverec
A
2
B
5.

bychom navic dostali, ze kruh 22 +y? < Az m4 stied v bodé S = [4,0] s polomérem 4. Druhy
kruh 22 + y? < By m4 zase stfed v bodé Sy = [O, g] a polomeér

ndsledovné (pro jistou volbu hodnot A, B):

Situace by tak vypadala

B\

Integral chceme transformovat, mohli bychom tedy vyzkouSet polarni soufadnice. Zde se
nabizi varianty standardnich polarnich soufadnic, nebo soufadnic posunutych do jednoho ze
stfedu kruznic. Muzeme vyzkousSet nejprve standardni polarni soufadnice.

7 nerovnic vymezujicich mnozinu M dostaneme zavedenim pro poldrni soufadnice podminky

0<p< Acosep,
0 < p < Bsine.

Porovnanim nerovnic nejprve vidime, ze plati cosp > 0 a singp > 0. Tyto nerovnosti jsou
dohromady splnény pouze na intervalu v prvnim kvadrantu [O, g}, coz také muzeme vidét z
obrazku. Pro zmensujici se polomér p dojdeme az do nuly a tedy tento interval nebude jiz dale
omezen. Horni rozsah pro polomér pak je p < Acosp a p < Bsinp. Nicméné polomér nemuze
byt vymezen skrze dvé omezeni a vskutku pro jisté volby ¢, A, B plati Acosy > Bsing a pro
jiné volby zase plati A cosy < Bsin p. Z obrazku si muzeme rozmyslet, ze k této zméné dojde v
okamziku, kdy se vymezeni hranice mnoziny M meéni z jedné kruznice na druhou. Déje se tak v
bodech pruseciku kruznic.

Porovnanim rovnic kruznic x2 + y? = Az a 22 + y? = By dostaneme hledané priseciky. Vztah
vede na rovnost Ax = By ? tudiz prusecik lezi na piimce y = %. Uhel piimky y = % dostaneme
jako derivaci tgp = (4%) = 4. Samotny bod nés nezajims nebot se ndm jednd pouze o thel,

kdy ke zméné dojde.
Obdobné bychom mohli analyzovat situaci, kde je na intervalu [0, 5| splnéna nerovnost A cos ¢ >
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Bsin ¢ a to nastava pro
A >t
B = B®
g

arct > Q.

So] IS

7 obréazku stejné jako ivahou tak vidime, ze thel tgp = % déli interval [O, g] na dvé ¢ésti, kde

je polomér p shora vymezen riznymi podminkami. Transformovany integral je pak

arctg % Acos @ z Bsin ¢
/ / pf(pcos g, psinp)dpdp +/ / pf(pcosp, psing)dpdep.
0 0 arctg % 0
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Pi. 127 Transformugte integral do poldrnich souradnic

/ /M f(z,y) dedy,

kde M je ohranicend nerovnostmi x > 0, y > max{x,2z — 1}, 2% + y? < 4.

Nejkomplikovangjsi hranici mnoziny M je nerovnost y > max{x, 2z—1}, nebot ostatni nerovnosti
jsou pro nds dostatecné pruhledné. Mame dvé piimky y = x a y = 2z — 1, které si snadno
namalujeme. Spolu s nerovnosi x > 0 pak situace vypada nasledovné

2

[

-05

Méme jiz néjakou pfedstavu o podobé mnoZiny M. Zavedme tedy poldrni soufadnice. KruZnice
ndm d4 nerovnost p < 2. Navic z obrdzku vidime, ze az do bodu [1,1] je mnozina vymezena
rovnost{ y = x, kterd nésledné prejde v rovnost y = 22 — 1. Bod [1, 1] mé vzdélenost od pocatku
V2. Tudiz pro p € [0,v2] je jednoduse ¢ € [%, Z]. Pro tyto poloméry jsme totiz omezeni jen
nerovnostmi z > 0 a y > x. Vezmeme-li vétsi polomér, tj. p € [\/5, 2] tak vidime, ze se zastavime
s thlem ¢ a s nasimi body na nerovnosti y > 2x — 1
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Jak tedy dale? Dosadime-li do této nerovnosti polarni souradnice dostaneme
psinp > 2pcosp — 1
1
2cosp —sinp < —.
p
Nahrad'me tuto nerovnost rovnosti a vyiesme ji. Ale jak? Pokud pouzijeme vhodnou substituci
a polozime t = tg ¥, tak také odvodime

2t 1—¢2

Sin@:m, COS@:W.

Tyto vztahy muzeme dosadit do rovnice a pro zjednoduSeni polozme také 24 = % ¢imz méame

2 — 212 2t
14 ¢2 14 ¢2
1—t2—t=A+ At?
(A+ 1D +t+A—-1=0.

=2A

Tato rovnice mé dvé feSeni a to

- —14++/5 — 442
1.2 = 24+2

My chceme uréit hrani¢ni ¢ vymezené polomérem, kde ¢ je svazéno s t a p s A. Navic vidime

z povahy tulohy a obrézku, ze pro vysSetfovanou ¢ast mnoziny M musi platit ¢ € [%, §]7 tj-

¢ musi patfit do horni poloviny 1. kvadrantu. Pfevedenim pfes vztah t = tg ¥ zjistime, Ze

tomuto intervalu odpovidé ¢ € [tg 5 1] ~ [0,41; 1]. Hranici mnoziny M tak tvoii takové t;, které

splnuje t; € [tg %5 1]. Navic ndm staéi uréit vie pro jisté p nebot pro ostatni bude vse platit

stejné. Napifklad v bodé [1,1] mame p = v/2 a také z obrdzku vidime, Ze zde hrani¢ni ¢ spliiuje
1 1

@ =7 —t=0,41. Tyto informace vyuzijeme k dosazeni pro A = % = 33

to=—F"""7"—=

1
5 +2

“144/5-5  [4,~041
ty ~ —1,15.

Vskutku vidime, ze pozadovana hodnota nastava v ¢t a tedy hranici mnoziny M tvoii p“ > 7t;.
Analogicky si stejny vysledek muzeme rozmyslet, pokud uvazime, ze to < 0 a ze hledané t > 0.

Pokud propojime t; zpétky s ¢ vztahem t = tg & tak dostaneme hraniéni ¢ jako

-1+ 5—% _ /5,2 — 1
-V 2 arctg VA .

= 2arct
o I 1+2p

Horn{ vymezen{ pro ¢ bychom dostali z obrazku stdle jako 7. Transformovany integral tak bude

V2 % 2z
pf(pcosp, psing)dpdp + / / —— pf(pcosyp, psing) dpdp.
/O /X V2 J2arctg %‘322_1
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Pi. 128 Meéjte transformovany dvojnasobny integrdl

S 2a
6

I=/ / pf(pcosp, psinp)dpde,
P

Sin ¢

pro a > 0. Urcete podobu mnozZiny M pred transformaci a ndsledné v tomto dvojndsobném
integrdlu zaménte poradi integrovanych promeénngch p a .

7 dvojnasobného integralu vidime hned na prvni pohled, zZe k transformaci byly pouzity polarni

soufadnice. Interval pro thel je ¢ € [%, %ﬂ. Uhly se pohybuji mezi 30° a 150°. Tedy jen z thlu
vidime, ze mnozina M bude lezet ve vyfezu

-1

Dalsi omezeni dostaneme z rozsahu pro polomér

2a > p >

sing’
Vime, ze pokud je polomér ohranic¢en konstantou, tak se musi jednat a kruh s danym polomérem,
nebo bychom si mohli také odvodit

4a* > p* = 2% +y* = 4a® > 2* + ¢
Druhé ohrani¢eni nam pak uda

p =

- = psinyg > a.
sing e —

=y
Pfi Upravé nerovnosti bychom se mohli bavit o tom, zda nedojde k obréceni znaménka nerov-
nosti, avSak vime, ze na intervalu ¢ € [%, %ﬂ] je singp > 0. Pfiddme-li tyto informace k vyfezu
dostaneme mnozinu M jako prunik vyznacenych oblasti
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Nyni mame piedstavu o podobé mnoziny M, ale jesté musime zaménit poradi integrovanych
proménnych. VSimnéme si nejprve z obrazku, ze mnozina M se v ramci poloméru nachézi na in-
tervalu p € [a, 2a]. To muzeme napiiklad vidét, pokud bychom si vSechny body mnoziny prenesli,
kruzitkem zabodnutym v po¢atku, na osu x, kde by ndm vznikl prévé interval [a, 2a]. Nebo ana-
logickym argumentem vidime, ze prvni kruznice, kterda narazi na mnozinu M bude mit polomér
a a posledni kruznice, kterd jesté protne mnozinu M mé polomér 2a.

Jak ale urcit rozsah pro uhly ¢? Vsimnéme si nejprve, ze pro pevné zvoleny polomér p = ¢ mame
jediny bod na ose y a tomu odpovidd ¢ = 7. Zvétsime-li polomér p, dostaneme néjakou East
kruznice, kterd muze vypadat napiiklad takto

N

Vidime, ze kruznice jiz zabird vétsi interval ihlu a ze kdyz budeme polomér zvétsovat az dorazime
na p = 2a, tak budeme mit jiz znamy rozsah ¢ € [%, %ﬂ. Jak ale urcit hodnoty ihlu? Vime, ze

dhly se zastavi vzdy na nerovnosti y > a, pojdme se na ni podivat
. . a
Yy>a= psing >a=sinep > —.
P

Nyni bychom na nerovnost mohli aplikovat inverzni funkci, kde si uvédomime, ze je funkce
arcsin x rostouci a tedy plati

(p > arcsin ﬂ_

P

Zde ndm to vSak trochu nesedi. Mame jen dolni odhad pro ¢, co s tim udéldéme? Uvédomme
si, ze funkce arcsinz je inverzni k funkci sinz jen pro hodnoty z € [—g, g] Takto dostaneme
v nerovnosti dolni odhad jen pro ¢ € [0, %] Zname-li vSak dolni ihel, zndme ze znalosti hla
(nebo ze symetrie problému), ze také musi platit

. a
p<m-— arcsm;,

coz nam dé horni odhad. Jsme hotovi. Muzeme zkontrolovat, ze

s s
p:a:>arcsin1Scpgﬁ—arcsin1:§§<p§§,

9a = arcsin = < o < ntolcp<a X

= 2a = arcsin — T —arcsin - = — T™— =

P 2_80_ B 6_<P_ 6’

tj. 1 pro znamé rozsahy nerovnost souhlasi. Muzeme tedy prevést

2a T—arcsin %
I =/ / pf(pcosp, psinp)dpdp.
a

s a
arcsin =
“ P
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Pi. 129 Mejte dvoyny integrdl

%ﬂ 2sin ¢
I:/ . pflpcosp, psing) dpde,
4 Sin @

uréete merovnosti, které vymezuji transformovanou mnozinu M.

7 dvojnasobného integralu vidime hned na prvni pohled, Ze k transformaci byly pouzity polarni
soufadnice x = pcosp, y = psinp. Zatnéme jendodussi ¢asti a to je vymezeni hlu ¢. Ziejmeé
Ize vyjadiit tgyp = £, pro > 0, y > 0. Protoze méfime thel od kladné poloosy z, je pak také
tg(m —¢) = 2, pro z < 0, y > 0 (coz je zase relevantni pro hodnoty ¢ € (5,7)).

>7T 3

%’_Z <p§17r

) m 3

P ety o2 -2n
Yy > 1
—p> =

m <p_47r

Y 1

— =t - >tg-m=1
Y —tg(m—p) 2 tg g

y=>—
(uvazujeme x < 0 = —z > 0).
Maéame tedy pro x > 0 podminku y > x a pro z < 0 podminku y > —z. Vidime tedy, ze mnozina
M je v tomto ohledu vymezena podminkou y > |z|.

Ve druhé ¢ésti se chceme podivat jesté na podminky vymezujici polomér p. Mame

p> .1 p < 2singp
sin ¢ —y
=y 2 —
T 7 < 2
y;l 2?4 y? < 2.

Mnozina M je tedy vymezena podminkami y > |z|, y > 1 a 2% + y? < 2y.

Pokud bychom se na problém podivali blize, tak si rozmysleme, ze podminka z? + y? < 2y =
22 4+ (y — 1)2 < 1 nemize byt splnéna pro z > 1. AvSak pro |z| < 1 je podminka y > |z|
splnéna rovnou podminkou y > 1. Proto mnozinu M staci ohrani¢it pouze nerovnostmi y > 1 a
2% 4+ y? < 2y. Stejné pozorovani bychom uéinili, pokud bychom si celou situaci namalovali.
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P#. 130 Transformugjte mnoZzinu M omezenou podminkami x> +y> <1,y > (1++/2)(1 —2) do
poldarnich soutadnic. UvaZujte integrdl
J[ swwasa
M

Mohli bychom zagit tim, Ze si mnozinu M vykreslime, kde vidime, ze mame kruh a polorovinu
nad primkou. Zajimalo by nas tedy, kde dojde k protnuti piimky a kruznice. Dostavame postupné
22+ (1+vV2)?2 1 -2)2—1=0
(442V2)2? — (6 +4V2)z +2+2V2=0
3+2v2+1

24v2)2? —(B4+2V2)z+14+V2 =029 ="— """~
2+ v2)z” = ( ) RN

{E1:1,
2+v2 2-V2 V2
2442 2-v2 2

T2

Pruseciky jsou tedy body [1,0] a [?, g} Tedy dostaneme mnozinu

Nyni mame predstavu o podobé mnoziny a zbyva nalézt vhodnou transformaci. Z obrazku vsak
vidime, ze thly ¢ zaé¢inaji na ose z, tj. pro ¢ = 0 a konéi na polopfimce prochazejici bodem
[ﬁ ﬁ] , kterd ma thel ¢ = 7. Stejné tak polomér je shora omezen kruznici, tj. p < 1 a zdola je

jako
psing > (1+v2)(1 — pcos )

1+v2
T sinp+ (14+v2)cosg

Transformovany integral tedy je

z 1
4
I= / pf(pcos g, psinp)dpdp.
0 142

sin @+ (14+1/2) cos ¢
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Nésledujicf historické pozndmky vychézeji z [§]. Johann Kepler uvazoval nésledujici tilohu. Mame-
li kruh o néjakém poloméru, ktery valime po rovné podlozce, dokud se cely nepretoci, tak dosta-
neme na podlozce tsecku o délce poloméru kruhu. Spojime-li pocatec¢ni bod tsecky se stFfedem
kruhu, dostaneme trojihelnik ABS naznaceny na nésledujicim obrazku.

> ©

A B

Nésledné Kepler ukazal, ze trojihelnik ABS ma stejny obsah jako uvazovany kruh na zakladé
vypoctu obsahu trojihelnika a hypotetického limitniho prechodu.

Evangelista Torricelli uvazoval na zakladé Keplerovy préce nésledujici ilohu. Pokud bychom
vzali kruh se stejnym stfedem a mensim polomérem a vhodnou tsecku C'D jako na nésledujicim
obrazku, dostaneme na zakladé podobnosti trojihelniku, ze délka tsecky C'D odpovida obvodu
mensiho kruhu.

s
o P
A B

Takto Torricelli uvazoval systém kruht s libovolnym polomérem, které nam vyplni kruh a jim
odpovidajici piimky, které vyplni trojuhelnik. Z téchto duvodu tedy musi platit, ze obsah kruhu
je stejny jako obsah trojuhelnika, tj. Torricelli ziskal stejny vysledek jako Kepler na zakladé
novych uvah.
My vime, ze obsah Sa trojuhelnika o zédkladné délky obvodu kruhu o = 27r s vyskou rovnajici
se poloméru v = r spliuje

o-v 2mr-r 9

SAZT— D) =T7r :SO.

Tudiz vztah skutecné plati.
Vsimnéme si, ze Torricelli uvazoval transformaci do ”polarnich” souradnic

U
T = pcos —,
p
Lu
y = psin—,
p

kde proménnd u splituje u = py, pro obvyklé ¢. Interpretace soufadnic je jednoduchd, nebot
p popisuje polomér kruznice ne niz bod [z,y] lez{ a u popisuje délku oblouku na kruznici mezi
bodem [z, y] a kladnou poloosou z. Potom pro 0 < p < r a0 < ¢ < 27 plati 0 < u < 27p, tj.
transformace pfevede kruh skute¢né na trojihelnik. Pokud bychom nésledné spocitali Jakobidn
této transformace, tak dostaneme J = 1.
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3.2 Obvyklé transformace
Pi. 131 Vypoctéte integrdl
// V1— 22— y2dzdy,
M
kde M je ohranicend z* +y* <1, 2 >0, y > 0.

Nebot mnoZina M je tvofena étvrtinou kruhu v 1. kvadrantu, zavedeme tedy poldrn{ souifadnice
T = pcosy, y = psin . Dosazenim do omezeni dostaneme popoiadé

p<1,

pcosp >0,

psingp > 0.
7 téchto nerovnosti ziskdme ¢ € [0, g}, p € [0, 1], coz presné reprezentuje jiz zminénou ¢tvrtinu
kruhu v 1. kvadrantu. Analogicky bychom si mohli z obrazku rozmyslet, ze v 1. kvadrantu jsou

dhly ¢ € [0, g] a jednd se body o vSechny body uvniti kruhu s polomérem 1 a to je vskutku
splnéno pro p < 1.

Proto pocitame integral

ES
/ / p\/l—p2c032<p—p251n2g0dpd<p=
o Jo

% ! / int. n j 1
_ / / P 11— p2 dp d(p t. eob:sahuje © g/ P /71 — p2 dp _
0 0 0

2

1 1
™ t=p ™
— 1—0p2dp = = — V1—tdt =
2/0pv prer ’dt—?pdp‘ 4/0

T 21—t ! T
4 3 0

™
6 .
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Pi. 132 Vypocteéte integrdl
// x + ydz dy,
M

kde M je ohranicend x> +y*> <1, 2 >0, y > 0.
Nebot mnozina M je tvoiena ¢tvrtinou kruznice, zavedeme tedy poldrni soufadnice & = p cos ¢,

y = psin . Dosazenim do omezeni dostaneme poporadé
p<1,

pcosp > 0,

psing > 0.

7 téchto nerovnosti ziskdme ¢ € [O, g}, p € [0,1]. Proto poc¢itdme integrél

5 1 H !
/ / p (pcosp + psinp) dpdgpz/ cos<p+sing0d<p/ prdp =
o Jo 0 0

311
—S(1-0-0+1)="-.
L o +=2

= [sin(p—cosgo]og {3
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Pi. 133 Vypocteéte integrdl

// eV dy dy,
M

kde M je ohranicend x> +y*> <1, x > 0.

Nebot mnozina M je tvofena pravou polovinou kruznice, tudiz zavedeme poldrni souiadnice
T = pcos, y = psiny. Stejné rozhodnuti ndm napovida tvar integrované funkce, kde vime, ze
standardni poldrni soufadnice dobfe upravi vyraz 22 + 32, ktery zde vystupuje. Dosazenim do
omezeni dostaneme postupné

p<1

pcosp > 0.
Druhd nerovnost je musi platit pro ¢, které pati{ do rozsahu [0,27]. To je splnéno pouze pro
p € [0, g] U [%”,2#]. Abychom nemuseli uvazovat sjednoceni intervalu, coz by vedlo na dva

dvojnasobné integraly, tak vyuzijeme periodi¢nost funkci cosz a sinz a uvazime ¢ € [—
coz dava stejnou transformaci. Polomér je vymezen p € [0,1]. Proto poc¢itdme integral

/ /pepCOSQOpSIH Lpdpdso /

550

dgp/ pe a dp =

w\a

dt = 2pdp ’

1
s 4 s 41w 1
2/Oe 3 =<7 2<e+)
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Pi. 134 Vypocteéte integrdl

// ydzx dy,
M

kde M je ohranicend x% +y* < Az, y >0, A > 0.

, . 2 .
Nerovnost 2% 4 y? < Ax upravime na étverec do tvaru (Jc — é) +92 < ATQ. Vzhledem k tomu, ze

se jednd o posunutou kruznici, zavedeme posunuté polarni soufadnice x = p cos o+ %, y = psin p.
Dosazenim do prvni nerovnice 22 4 y? < Az dostaneme p < g. Ze druhé nerovnice y > 0 poté
méme psin e > 0, coz vede na omezeni ¢ € [0, ]. Posunutim se jakobidn transformace nezméni,
mame tedy

A

™ % ™ 3
/ / pQSingodpdgo:/ sincpdgo/ prdp =
o Jo 0 0

3 3 3

T | P A A

= [~ cos T |2 o2
[=cos¢lo {3]0 b=29=1

NES
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Pi. 135 Vypocteéte integrdl
// v/ 22 + y2 dz dy,
M
kde M je ohranicend x% +y* < 4, y > 0.

Nebot mnozina M je tvoiena horni polovinou kruznice a zavedeme polarni soufadnice x = p cos ¢,
y = psin . Dosazenim do omezeni dostaneme poporadé

p* <4,
psinp > 0.

Nebot na intervalu ¢ € [0, 27] je podminka splnéna sin ¢ > 0 splnéna pouze pro ¢ € [0, 7]. Druhé
omezeni je jasné a to p € [0,2]. Proto pocitame integral

g 1
/ / 0> cos<p\/p2 cos? p + p2sin pdpdy =
o Jo

™ 1 ™ 1
:/ / pgcosgadpdgo:/ cos<pd<p/ pPdp =
o Jo 0 0
1

— [sing]? [‘ﬂo 0.
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Pi. 136 Vypocteéte integrdl

// z? +y? dx dy,
M

kde M je ohranicend (x — A)? +1? < A%, A > 0.

V tomto pifpadé se musime rozhodnout mezi transformacemi 1) x = pcosp, y = psinp, kterd
je vhodnd vzhledem k tvaru integrované funkce f(z,y) = z2 + 2. Druhou moznost{ je 2) = =
pcosp+ A, y = psiny, kterd je vhodna vzhledem k tvaru integrované mnoziny M. Vyzkousime-li
variantu 2) popisujeme body uvniti kruhu a tak tedy p € [0, 4], ¢ € [0, 27]. Pocitdme

2
/ / p((pcosp + A)* + p*sin® ) dpdp =
27 pA
/ / p p +2Apcosgo—|—A2) dpdy =
o Jo

27 A
/ / p® +24p% cosp + A%pdpdyp =
o Jo

27 [ 4 2 274

P Ap

—_ d:
/0 4—|— cos<p+2 Ogo

/”A4 2A4 At
—Jr—cosgoJr—dcp—
0 4

3A% +2A4[, ]27,_3A4
=5 Tt 5 bingly = —-.

Varianta 1) vede dosazenim na omezen{

p?cos®p —2Apcosp 4+ A% + p?sin® p < A2
p* < 2Apcosy
p < 2Acos p.

Z omezeni p > 0 dostaneme také cosp > 0. Poloméry jsou tudiz vymezeny jako ¢ € [—g, g},
p € 10,24 cos ¢].

Z  2Acosyp 4 QACOSHD
p
Lol e [L[5], 0o
-5 /0 —%
H 2 (1 2
:4A4/ﬂcos4cpd<p=4A4/ <+02()s <p> do =

3 3
z
:A4/ 1+ 2cos2¢ + cos® 2pdp =

2

k4 2 1+cosd
= At [(p—|—51n2<p]27r—|—A4/ %dgp:

[NE)

.

_ 44 4| P sin4cp%_4 4[_%
=A"r+ A {24- 3 ]_g—Aﬂ—i—Az— 5
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Pi. 137 Vypocteéte integrdl

// arctg Y dz dy,
M X

kde M je ohranicend x* +y*> > 1, 2% +y? < 3, % <y <3z

Nebot mmnozina M je tvoiena ¢4sti mezikruzi, zavedeme tedy poldrni soufadnice z = pcos ¢,
y = psin . Dosazenim do prvnich dvou omezeni dostaneme

1 <p® <3,

a vidime, ze se vskutku jednd o st mezikruzi vymezeného kruznicemi o polomérech 1 a /3.
Naopak omezeni % < y < V/3z odpovidé vyseku mezi dvémi pifmkami a pokud zde dosadime
transformaci, tak ziskdame

cos ¢
V3

1
— <tgp < V3,
5 Stev s

pokud je cos ¢ > 0. Tato nerovnost je pak splnéna na intervalu [7/6,7/3]. Pokud bychom uvézili
situaci, kde je cosp < 0, dostaneme nerovnost f > /3, coz nemtize byt splnéno a tato Gast

<sinp < \/§>COS<p

nam nic nepfidd. Mame tedy interval ¢ € [1/6,7/3] a p € [1,v/3]. Pocitame

/ / parctg Ll 2 dpdy =
= cos
3 2
oo f v (2] 2]
1

_ (7 2 3—1 47r —71'2_12
o 1 D) 2 72 247
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Pi. 138 Vypocteéte integrdl

// arctg Y dz dy,
M X

kde M je ohranicend 2% +vy> < A%, y >0,z >0, A> 0.

Nebot mnozina M je tvofena &tvrtinou kruhu, zavedeme poldrni soufadnice x = pcosy, y =
psin . Prvni nerovnost vymezuje body uvniti kruhu o poloméru A a vskutku je

p? < A%
Zbyvajici podminky udavaji, ze

psing > 0,
pcosp > 0.

Kterézto nerovnosti ndm omez{ pouze rozsah pro ¢. Celkové tak ziskdme ¢ € [0, %), p € [0, A]
a pocitame integrél
z A sin
/ / parctg i 4 dpdy =
o Jo oS

z A 215 1,274 2.2
2 ® p A
= d dzi —_— = .
/Onpgo/opp {2]0[2]0 16
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Pi. 139 Vypocteéte integrdl

1 — 22 — 2
// %dxdy,
mM\V1l1+z2+y
kde M je ohranicend z% +y* <1,y >0, = > 0.

Nebot mnozina M je tvoiena étvrtinou kruhu, zavedeme tedy poldrni soufadnice z = pcos ¢,
y = psin . Dosazenim do omezeni dostaneme poporadé
PP <
psingp > 0,
pcosp > 0.

7 téchto nerovnosti ziskame ¢ E } p € [0, 1]. Proto pocitdme integrél

//F [ i

/ mdt ‘ t=+/2sins

= v/2cossds

dt

ﬂcossx/Q—Qsm sds—w/ cos? sds =

ks
1

/751+c052$d ™ +s1n2$ T (r 1 ™2 o7
=7 s = S = — | - — = = — .
£ 2 2 2 2 \4 2 8 4

s
4

M) ESEl
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Pi. 140 Vypocteéte integrdl
// z? +y? dx dy,
M
kde M je ohranicend 2% +y?> < A%, y >0, x>0, A> 0.

Nebot mnoZina M je tvofena &tvrtinou kruhu, zavedeme poldrni soufadnice x = pcosp, y =
psin . Dosazenim do podminek ziskdme

p2 §A2;
psing > 0,
pcosp > 0.

Nerovnosti jsou splnény, pokud plati ¢ € [O, g], p € [0, A], coz si také muzeme rozmyslet ze
znalosti, ze se jednd o ¢tvrtinu kruznice v 1.kvadrantu. Proto pocitame integral

5 A T 474 A4
3 P
p dpdgo—{] = —m.
/0 /0 2(4], 8
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Pi. 141 Vypocteéte integrdl
// Vr? +y2dxdy,
M
kde M je ohranicend x? +y?> < A%, A > 0.

Nebof mnozina M je tvofena kruhu, zavedeme poldrni soufadnice & = pcosy, y = psin.
Dosazenim do omezeni dostaneme p < A. Nebof nemdme dal3i podminky, které by omezily
rozsah pro ¢, tak patii ¢ do celého svého zdkladniho intervalu. Po transformaci tudiz mame
¢ € [0,27], p € [0, A]. Pocitame

27 A A
/ / p\/pzdpd<p:27r/ p*dp =
0 0 0

) e A 943
=27 |—| = —(/m.
31, 3
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Pi. 142 Vypocteéte integrdl

kde M je ohranicend Zg < 22+ 9% < 7‘ Ly >0.

Nebot mnozina M je tvofena polovinou mezikruzi, zavedeme polérni soufadnice z = pcos ¢,
y = psin . Dosazenim do omezeni dostaneme

12 2<7ﬁ
36 = =4
psinp >0

Po transformaci je mnozina ¢ € [0, 7], p € [§, 5]. Poéitame

[t -

z 1
//cospdpdgo—w[bmp]% (1—2):;
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Pi. 143 Vypocteéte integrdl
// 2zy dx dy,
M
kde M je ohranicend 0 < y < z, 22 +y% < 9.

Nebot mnoZina M je tvofena ¢ast{ kruhu, zavedeme poldrni soufadnice 2 = pcos ¢, y = psin ¢.
Dosazenim do omezen{ 22 + y? < 9 dostaneme

p* <9,

tj. mame vskutku body uvniti kruhu o poloméru 3. Zbylé omezeni znamenaji, ze

0 <siny < cosp,
0<tgp <1,

kde podéleni je v pofadku nebot z prvni nerovnosti také vidime, ze je cosp > 0. Celkové tak
s

méame p € [0,3] a p € [0, Z] a pocitdme

2

= 3 in 493 2 34 1217 g4
/ / 2p3coscpsincpdpdgat_szw2[p} / tdt = — [} =—-
o Jo 1),/ 2 |2, 2

ool N
|
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Pi. 144 Vypocteéte integrdl

// 1522y dz dy,
0.

kde M je ohranicend x* + y* < 4, y=> >

Mnozina M je ¢asti kruhu, proto zavedeme polarni soutfadnice x = pcos ¢, y = psin ¢. Dosazenim
do omezeni dostaneme poporadé

p? < 4,
oS
\/§7

0 <cos p,

sing >

kde muZeme prostfedni nerovnost podélit, nebot je cos ¢ > 0 a mame tgp > f , kteryzto rozsah
dovede snadno ur¢it. Dohromady méme p € [0,2] a ¢ € [6, ’27] a pocitame

3 2 512 12
15/ /p40082<psin<pdpd<p:15 {] / t2dt =
= Jo 510Jo
R
t3 3v3
=253 _3V3 a3
3 23
0
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Pi. 145 Vypocteéte integrdl

// z? —y? dx dy,
M

kde M je ohranicend 0 <y < x, x®> +y* <5, 22 + 4% > 3.

VyS8etfovand mnozina tvori ¢ast mezikruzi, proto zavedeme polarni souradnice = = pcosyp, y =
psin . Dosazenim do omezeni dostaneme

3§p2 <5, 0<sinp <cosy
0<tgy < 1.

Proto p € [V3,V5] a ¢ € [0, Z]. Pocitdme
T V5 LRV
/ / P (p2 cos? ¢ — p?sin? <p) dpdy = / / 0’ (0052 ¢ — sin? <p) dpdy =
0o JVv3 o JVv3
4 V5 z 25 _ in2od w/4
_ [p} / cos 2 dip — 5-9 [sm ® ‘P} _9

4] 5 4 2 |,
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Pi. 146 Vypocteéte integrdl

// dz dy
M \/27x27y2’

kde M je ohranicend 0 <y < =, 2?2 +9? < 1.

VySetfovand mnozina tvori ¢ast kruhu, proto zavedeme polarni soufadnice z = pcosyp, y =
psin p. Dosazenim do omezeni dostaneme

cos

V3

p> <1, 0<sinp<

0<tgp <

Sl

Proto je p € [0,1] a ¢ € [0, Z]. Pocitdme

% 1 p t:pQ
———dpdp =
A 0 V2-—p? Py ‘ dt =2pdp ’
1
T 1 T 1w
=T a=" 221 =f( 2-1).
IZAxﬂ—t 1 | Jo=75 (V2 )
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Pi. 147 Vypoctéte integrdl
/ siny/x? + y2 dx dy,
M
kde M je ohranicend w2 < 2 + y? < 472,

Vysetfovand mnozina tvoif mezikruzi, proto zavedeme polarni soufadnice x = pcos ¢, y = psin ¢.
Dosazenim do omezeni dostaneme 7m < p < 27. Vzhledem k tomu, ze dalsi omezeni nemame, je
v € [0, 27]. Pocitame

2m 2 2m 2
/ / psin\/pzdpdgo:/ / psinpdpdy =
0 ™ 0 T

u=p u =1
v =sinp v=—cosp

2m
=2 [—pcosp]f:r + 277/ cospdp =

T

= 27(—27 — 7) + 27 [sin go]iw = 672

Vsimnéme si, Ze integrujeme sin p, pro p € [, 27]. Vskutku bychom ocekdvali, ze dany integral
musi vyjit jako zaporna hodnota.
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Pi. 148 Vypocteéte integrdl

// zy dx dy,
M

kdeMjeohmnic“enaﬁ—z—l—Ey;—igl,xZO,yZO,A>O,B>O.

Vysetfovand mnozina je ¢tvrtinou elipsy, proto volime eliptické soufadnice x = Apcosp, y =
Bpsin ¢. Dosazenim do nerovnic mame popotadé

A2p? cos? o . B?p?sin? ¢ B
A? Bz
Apcosyp > 0,

P <1,

Bpsing > 0.

VySetfovand mnozina se transformuje na p € [0,1] ap € [O, g] Jakobidn zobrazenf je |J| = ABp.

Pocitame
% ! —=sin 47! 1 A232 t2 !
[ [ 4B cossingdpdy T2 4257 H | rar= H -
0o Jo 4 1y Jo 4 2],

A%B?
g
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Pi. 149 Vypocteéte integrdl
22 g2
//Mwl— 12 —ﬁdxdy,
kde M je ohranicend ﬁ—i + %—z <1,A>0,B>0.

Vysetfovand mnozina je elipsa, proto volime eliptické soufadnice x = Apcosyp, y = Bpsin .
Dosazenim do nerovnice mame p? < 1. Jakobidn zobrazenf je |J| = ABp. Po¢itdme

27 1
/ / ABp\/1— p2dpdey i
o Jo

2 (1—t)3r _ 24B
0

2

1
:T(AB/ V1—-tdt =7wAB 3
0
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Pi. 150 Vypocteéte integrdl

// zy dx dy,
M

2

2 2 2
kde M je ohranicend 5z + %z > 1, £z + 45z <1, 2 <0, y > 0.

VySetfovand mnozina je tvofena elipsovym mezikruzim, proto volime eliptické soufadnice z =
Apcosp, y = Bpsin . Dosazenim do nerovnic mame

1<p® <4,
Apcosp <0,
Bpsinp > 0.
Z téchto podminek vidime, ze p € [1,2], ¢ € [%, 7r]. Jakobidn zobrazeni je |J| = ABp.

T 2 L 472 (0
/ / A%B?p? cos psin pdpdy =i g2p2 [Z] / tdt =
= )1 171

16—1 2] 15
_ _A2Rp2 — _A2R2
=—-A°B 1 {2}0 A°B g
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Pi. 151 Vypocteéte integrdl

// 2z 4+ y dz dy,
M

Upravime podminku do tvaru % +y? < 1, coz je vnittek elipsy. Volime eliptické soufadnice
x = 2pcos p, y = psin . Dosazenim do nerovnic mame p? < 1. Dalsi podminku nemame, je tedy
p €10,1] a ¢ € [0,27]. Jakobidn zobrazeni je |J| = ABp. Pocitame

kde M je ohranicend x* + 4y® < 4.

2T 1
/ / ABp (4pcosp + psing) dpdp =
o Jo

2w 1
:AB/ 4cos<p+sin<pd<p/ prdp =
0 0

371

= AB[4sing — cos g2 [p} =
3 1o

1

0.
3

= AB(0-0)
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Pi. 152 Spoctéte integrdl

I:// rdxdy
M

kde mnozZina M je ohranicend kiivkamiy =1, y =z, y = —x.

Pokud si vykreslime mnozinu M dostaneme nasledujici situaci

Potom tuto mnozinu muzeme popsat v polarnich soutadnicich, kde hned vidime, Ze ¢ € [ T 4 ] a
také hned vidime, Ze p > 0. Horn{ hranici p dostaneme, kdyz si uvédomime, Ze prunik polopiimky
vychéazejici z pocatku a mnoziny M je kromé prazdné mnoziny tsecka, kterda konc¢i na kfivce
y = 1.Tato hranice je vymezena jako y < 1 a pokud dosadime polarni soufadnice, tak mame

psinp <1
1
singp’

IN

p

Muzeme tedy dosadit do integralu jako

™

iT e P ey
I—/ / pcosp - pdpdy = / cos 3 dp =
T 0
3. ’
/4
=

W

3
1 I
= =|t=siny| =< =0.
3 2s1n<p

w| =
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3.3 Obecné transformace a jejich vyuziti, Jakobian

P¥. 153 Transformugte ¢tverec [0, 1)? v roviné xy pomoct transformace x = u", y = v, kden > 0
je parametr. Spoctéte také jeho obsah.

Je-li 0 < y <1, je pak také 0 < v < 1. Podobné pokud je 0 < z < 1, tak madme 0 < u” <1 a
tudiz je stejné 0 < u < 1. Transformace tedy zachovava podobu ¢tverce. Pokud bychom pocitali

obsah, tak mame
1:// ldxdy:// Jdudo,
[0,1] [0,1]

kde J je Jakobidn zobrazeni. Ten ziskdme jako

J:

1
// Jdudv = / nu " du = [u"]é =1
[0,1)2 0

Zde viak musime uvazit, ze porusujeme piedpoklady pouzivané véty, nebot Jakobidn na vysetiované
mnoziné neni ohrani¢eny. Zatimco integrovand mnozina zustala ¢tvercem, rozmysleme si jaky
zde vliv mél Jakobidn, nebot transformace z = u" pfevede pro a > 0 interval [0,a], na in-
terval [0, ¥/a],, a interval [a, 1], na [¥/a,1],, tj. zatimco celkovd mnozina se nezméni, tak sekce
vySetiované mnozina se bud zvéts, nebo zmensi. Obdobnou situaci bychom dostali také pro

— ain T
y = sin Zv.

Potom méame obsah
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P¥. 154 Nakreslete mnozinu M v roviné xy, kde M : x = u?, y = v + u, pro [u,v] € [0,2]2.

K problému se muzeme postavit ruznymi zpusoby. Funkce x, y jsou spojité funkce proménné u,
v a tedy lze ocekavat spojity piechod mezi body. Urceme si tedy, jak vypadaji hranice ¢tverce
[0,2]? po transformaci.

1.
2.

u=0awv € [0,2] ddva body ve tvaru [z, y] = [0, v], tj. tisecku.

u € [0,2] a v = 0 déava body ve tvaru [z,y] = [u?, u], tj. body paraboly z = y?, kde
y € [0,2].

u=2awv € [0,2] ddva body ve tvaru [z, y] = [4,v + 2], tj. usecku.

u € [0,2] av = 2 ddva body ve tvaru [x,y] = [u?, u+2], tj. po pievodu y = u+2 = u = y—2
body paraboly = = (y — 2)?, kde y € [2,4].

Hranice mnoziny M v roviné xy tak tvori dvé paraboly a dvé tsecky. Mnozina pak vypada
nésledovné:

Vzhledem ke spojitosti lze oc¢ekdvat, ze mnozinu M pak tvoii vnitiek této oblasti. Obdobny
vysledek bychom dostali, pokud bychom vyjadfili pro u > 0, ze x = y/u. Z &ehoz nyni plyne
vztah y = /7 + v, kde vime, Ze v € [0, 2] je parametr uddvajicf ndm systém parabol a z = u? =
xz € 10,4].
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Pi. 155 Transformujte mnozZinu M omezenou jako x =1, =2, y =z, y =z + 2.

Zde se nabizi jednoduchd transformace, pokud si vSimneme, ze mnozina M je dand jako 1 <
<2 0<y—z<2 Potom lze zvolit u = x a v = y — x, coz je linedrni transformace a plat{
1<u<2,0<wv<2. Jeji Jakobian je

ou 0
PR IN I i S
I - R S R O
ox Oy

tj. z vlastnosti Jakobidanu je J = 1. Rozmysleme si jesté, Ze je transformace injektivni, tj. zda
jednomu bodu [u,v] pfipadne pouze jeden bod [z, y]. To je viak splnéno jasné, nebot se jednd o
2 systémy nerovnobéznych piimek.
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Pi. 156 Transformujte mnozinu M omezenou jako x <y <x+1, 2z —2 <y < 2z.

Zde se nabizi jednoducha transformace, pokud si vS§imneme, ze mnozina M je dand jako 0 <
y—x <1, -2 <y—2x <0. Potom lze zvolit u = y —x a v = y — 2z, coz je linearni transformace
aplati 0 <u <1, —2 <wv < 0. Jeji Jakobidn je

u  du 1
J =19 9 —’ 5 1‘—1+2—1,
dxr By -

tj. z vlastnosti Jakobidanu je J = 1. Rozmysleme si jesté, Ze je transformace injektivni, tj. zda
jednomu bodu [u,v] pFipadne pouze jeden bod [z, y]. To je viak splnéno jasné, nebot se jednd o
2 systémy nerovnobéznych piimek.
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Pi. 157 Transformujte mnoZinu M omezenou jako —sinz < sinz, 0 < z < 7.

Potfebujeme transformovat mnozinu mezi dvéma sinusoidami. Mohli bychom zvolit polarni soufadnice,
ale je otazka, zda je tato volba rozumna. Jakou jinou transformaci ale zvolit? Protoze popisujeme

¢ast mezi sinusoidami, co kdybychom vySetfovanou mnozinu prochézeli pravé po sinusoidéch?
Chceme kazdy bod mnoziny dostat tak, ze bude lezet na pravé jedné sinusoidé. Napiiklad pokud
bychom volili y = vsinz, pro v € [—1, 1] tak tento pozadavek bude splnén. Takto nyni popiSeme
body na sinusoidé, my ale dale potfebujeme také specifikovat, kde bod na sinusoidé lezi. Toho
bychom dosdhli napiiklad pomoci piimek = = w, pro u € [0,7]. Cimz jsme ziskali hledanou
transformaci. Jeji Jakobian je:

1 0

. = sinu.
veosu sinu

Nemusime vsak volit primky x = u, muzeme také volit pfimky y = x — u nebo y = ux. Volba
y = ux viak neni dobrd, nebot tato pifmka miiZe vymezit vice nez jeden bod sinusoidy, napf pro
v=0= y=wvsinx = 0 a tu pokryva zcela pfimka y = ux = 0. Tedy se nejedné o injektivni
zobrazeni. Pokud bychom vzali prvni volbu, tak pfimky y = x — u potkaji mnozinu M poprvé
pro u = 0 a naposledy pro u = 7, tj. rozsah pro u bychom mohli volit jako 0 < u < 7, avsak
to mé za dusledek, ze v ¢ [—1,1]. To protoze pro pevné u piimka y = x — u neprotne vsechny
sinusoidy y = vsinz, ale jen jejich cast. Rozmysleme si vSak, ze zde se jiz jednd o injektivni
zobrazeni.
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Pi. 158 Transformugjte integrdl

// Vzydedy, M:y?>=xz,y*>=2z,0y=12y=2
M

2
za pomoci transformace u = xy, v = L.

Vsimnéme si, ze muzeme prvni dvé podminky upravit do tvaru 1;—2 =1, % = 2. Dosazenim zadané
transformace dostaneme postupné v =1, v =2, u = 1, u = 2 a tudiz po transformaci mnozina
M ¢tvercem. Mame nestandardni transformaci, a tak potfebujeme vyjadiit jeji Jakobian, ten
dostaneme skrze

9 9
il oo || v, Ty 3y
=l oo [Ty oy Tt ==
Iz dy %z = X X X

Nebot se jednd o Jakobidn inverzniho zobrazeni, dostaneme ze znalosti determinantd samotny
determinant jako J = % Pro dosazeni do integralu potiebujeme jesté vyjadrit x,y pomoci
2
novych proménnych w,v. Vyjadiime x = % a nasledné ze druhého vztahu v = % ziskdme
3 3
= L. Coz vede na vztah y = {/vu a nédsledné z = \3/“; Nyni tedy transformujeme

2 2 3 2 2

1 [Vu? 1

— - vovududo = —+y/udud
/1/1371 Vv re ey /1 1 371\/61&0

Vyjadieni x a y pomoci u, v si vS8ak muzeme odpustit, pokud si rovnou vSimneme, ze plati
VZY = \/u, coz jsme také v integralu dostali.

v =

< \:‘@N

integral
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Pi. 159 Transformugjte integrdl
// zydedy, M:zy=1lz+y=>5/2,
M

za pomoci transformace u = ry, v = x.

Transformujeme podminky pomoci zadané transformace ¢imz dostaneme (po vyjadieni y =

. 2
Ly zeu=1,v+%=>5/2 Kiivka v+ % = 5/2 vede na parabolu u = 2 —v?> =2 — (5 —¢)" a
tyto ohranicujici kiivky muzeme vykreslit jako Chceme uréit omezeni mnoziny M, musime tedy
nalézt priseéiky téchto dvou kiivek, nebot vidime, Ze mnozina M je ohrani¢ens shora parabolou
a zdola pfimkou pro neznamy rozsah v. Dostavame

u
T

Tud{z mame priseéiky o soufadnicich [v,u] jako body [3,1] a [2,1]. Chceme uréit rozsah pro v
a na obrazku je tedy vidét, ze néjaky bod mnoziny M dostaneme pouze pro v € [%, 2], kde jiz
bylo fe¢eno plati omezeni 1 < u < 57” — v2. Jakobidn dostaneme skrze vztah

Ou  Ou y oz
-1 _ ox 0 _ _ _
JT =15 on —‘1 g |=—T=-v
ox Oy

Tud{Z mame |J| = 1/v. Obdobné bychom jej mohli dostat pifmo, pokud bychom vyjadiili z = v
a y = u/v. Integrovand funkce f(x,y) = zy = v a méme integral

2 571’—1)2 1
u - —dudo,
34 v

nebo pokud bychom dosadili do funkce vztahy

5v 5v

2 7—112 1 2 7—1)2
/ / f~v-gdudv:/ / Edudv.
% 1 v v % 1 v
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Pi. 160 Transformugjte integrdl

// 2?2 —y+2dady, M:ay=1,0y=4,y=4x,y=za/4
M

za pomoci transformace u = xy, v = £.

Druhé dvé podminky lze pfepsat jako £ =4, £ i, tj. do vyhodnéjsiho vztahu. Transformujeme

tedy podminky pomoci zadané transformace ¢imz dostaneme u =1, u =2, v =4 av = %a po
transformaci ziskdme obdélnik. Jakobidn dostaneme skrze

Ju Y z Y
-1 _ a9 1] _ — _
JT =1 % 8 —’_y 1’—2—21}
dxr Oy 2 T

Podobné bychom mohli vyjadiit x = %, coz dosazenim do podminky v = £ vede na v = y—j =

y? = vu, a proto mame x = \/% a y = y/uv a vypocist Jakobidn ptimo jako

oz 0 1 1 /@
g | b byE |11, 1y_ 1
EEI-IEE I Z

<1 q)

Po transformaci dostaneme

12 2
// —<f—\/uv+2 dvduzQ//uQ—\/E—l—dvdu.
1 1 %U v v
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Pi. 161 Transformugjte integrdl
// e v dady, M:z=0,y=0,2+y=1
M

za pomoci transformace u =z +y, v = — y.

Vidime, ze integrovand funkce je komplikovand, zavedeme tedy zadanou transformaci, abychom
tento vypocet zjednodusili, i kdyz se tim muZe integrovand mnozina M zkomplikovat. Abychom
transformovali omezeni x = 0, y = 0, vyjadiime nejprve z,y pomoci proménnych u,v. Snadno
dostaneme sec¢tenim x = ”T'H’ a odectenim y = “5*. Proto transformujeme omezen{ na u+v = 0,
u—v=0awu=1 Jednd se o tii pfimky, které maji pruse¢iky v bodech [0,0], [-1,1] a [1,1].
Vzhledem k vzajemné poloze novych piimek

dostaneme u € [0, 1], v € [—u, u]. Déle musime uréit jakobidn zobrazeni. Méme

du  Ou
J1_| 2 % |_H ! ‘__2.
ox dy

Tud{z vzhledem ke zndmé inverzi je |J| = % Muzeme si také vypocist

J:

SIS
N[

9z Oz
FEl-
ou  Ov

tj. Jakobidn je spravny. Po transformaci ziskdme

VY
7/ / e v dovdu.
2 0 —u
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Pi. 162 Urcete jakobidny zobrazeni x = uv, y = u + v.

Pocitame o o
X X
ge ST v
j— u v —_— — J—
J = ‘ gl & ‘ =l 1 |Tvow
ou ov
P#. 163 Urcete jakobidny zobrazeni x = uv, y = u/v.
Pocitame 0w o
T X
e v U
Ou  Ov v v?2
Pi. 164 Urcete jakobidny zobrazeni v = uv, y = v?/u.
Pocitame 0 o )
ox ox v u v
SR AR B AL
ou ov u? u U

P#. 165 Urcete jakobidny zobrazeni x = u+v, y = v/(u + v).

Pocitame
gz oz 1 1 1
1 § R
u v T2 G | (Wt (utv)? udtv

P¥. 166 Urcete jakobidny zobrazeni v = u/(u? + v?), y = v/(u? + v?).

Pocitame
2 2 2
J— ‘ % % _ (:2+:2)2 - (%2f122)2 _ (112 — U2)(u2 — 1)2) _ 4u2v2 _
871% 872 - (uzﬁtz,)zp (7724:1,“2)2 (u? + U2)4 (u? +v?)?
-t 4 20t — ot u? —ut =200 -0t (WP %) 1
(u? + v2)4 (u2 +v2)4 (u? + v2)4 (w240t (w2 +0?)?

Pi#. 167 Urcete jakobidny zobrazeni x = u/v, y = v/u.

Pocitame

[ekd 1 _u
2

by |=| w1

v u

oz
-5
ou

Pr. 168 Urcete jakobidny zobrazeni x = ucos A —vsin A, y = usin A + vcos A, pro konstantu
A.

Pocitame o B
T T :
gz gx cosA —sinA .
J=| qu q | =|"] =cos® A+sin® A= 1.
9y 9y sin4A cosA
ou ov

209



Pr. 169 Vypoctéte integral

I:// 3 dx dy,
M

kde M je ddna nerovnostmi x >0, y >0, x* +y* < 1.

Tato mnozina vypada nasledujicim zpusobem:

Hned z obrazku vidime, Zze mnozinu lze dostat pro ohranieni 0 < z < 1a 0 <y < V1 — 2t
Staéf si jen uvédomit, jak vypadd zobecnéns kruznice z* + y* = 1 a ze funkce vyjadiend z jejf
horni poloviny ndm ohrani¢ujeme mnozinu shora. Dostaneme tak integral

1 p¥/1—a? 1 4 1
t=1—ux 1
N 3 _ 34/ 4 — - = v =
I_/o/o xdydx—/ox\/l 4 dx ‘ At = —423 da 4/0 Vitdt

1
_1[%5] 1
S R

Tato mnozina vsak popisuje také ¢ast zobecnéné kruznice a mohli bychom ji vhodné parametri-
zovat pomoci soufadnic = py/sinp, y = p,/cosp, pro p € [0,1] a ¢ € [O, %] Vsimnéme si vSak
nékolika detaili. Tato transformace neméd spojité parcidlni derivace. Jakobidn bychom dostali
jako

cos ¢

J_ 3vemp sin ¢ _ p [cosp/cosp singo\/singo - P
27\/%%0 cos 2 sin ,/COS 2y/sin pcos o

Hned tak vidime problematické hodnoty ¢ = 0 a ¢ = 7, kde Jakobidn nen{ ohraniceny. Pokud
bychom vsak presto pokracovali vypoctem pres tuto transformaci, dostaneme

// sin® / d/ s1n<p
2\/sm<pcos dpdp = par 2,/cos ¢

V tomto piipadé ndm integraly tedy vysly stejné i kdyz naSe transformace nespliuje pozadavky
véty o transformacich.

do=[2] rvewad = Lo+ 1) =
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Pi. 170 Vypocteéte integrdl

I= // xdzx dy,
M

kde mnoZina M je ddana ohranicenimi z3 + y§ <4,y>z,z>0.

Nejdiive si uvédomme, jak vypadd mnozina M. Nerovnost z3 + y% < 4 nam udava vnitiek
asteroidy se stiedem v pocatku a polomérem r3 = 4. Snadno odvodime, ze je r = 4% = 8. Dalsi
nerovnosti y > x, x > 0 ndm urci o kterou ¢ast této mnoziny se jedna. K popisu vnitiku asteroidy
vhodné vyuzijeme asteroidové soufadnice

x = pcos’ o,
y = psin® ©.

Odsud vidime po dosazeni do nerovnosti x5+ yg < 4 podminku p§ <4 = p < 8 coz jsme
jiz vidéli. Pokud se jednd o celou asteroidu, lez{ parametr ¢ € [0,27]. My méme jesté navic
podminku z > 0, y > = coz ndm po dosazeni da

pcos®p >0 psin® ¢ > pcos® ¢
cos® o >0 sin® ¢ > cos® ¢
cosp > 0, sin ¢ > cos .
Kde vyuzivame, Ze tfeti mocnina je rostouci funkci, a tak muzeme tuto nerovnost prepsat jako

T T

sin ¢ > cos ¢. Mame tak pouze interval ¢ € [27 5]. Jakobidn téchto soufadnic je 3psin? ¢ cos? .
Integrujeme

8 13 8 z
Iz/ / 3psin2<pcos2<p-pcossapdapdp:3/ dep/ sin? ¢ cos® pdp =
0 Ji 0 1

p38 1 1
:3[] / t2(1—t2)2dt:83/ t2 =2t +1%dt =
310/ Z
IR 1 2 1 1 1 1
—83[—24—] _83<—+— + — )
3 5 Tl 35 7T 6V2 10v2 56V2

. t =sing
T dt =cospdyp
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Pi. 171 Vypocteéte integrdl

I= // xdzx dy,
M

kde mnoZina M je ddna nerovnostmsi (x2 + y2)2 <d4dx? —4y% y>0.

Nejdiive si uvédomme, jak vypadd mnozina M. Nerovnost (x2 + y2)2 < 422 — 49y? nam udava
vnit¥ek lemniscaty s polomérem r2 = 4. K popisu této mnoziny mizeme vhodné vyuzit lemnis-
catové soutadnice
cos

P35 s

1+sin“ ¢
_ singpcosy
1+sin?¢p’
pro p € [0,7] = [0,2]. Zdkladni rozsah pro cely vnitFek lemniscaty je ¢ € [0, 27]. naSe mnozina je
vSak vymezena také nerovnosti y > 0 kde po dosazeni a tipravé dostaneme

sin ¢ cos ¢

>0
pl—&-sinzgo -
smgpcosgp >0
1 +sin? ¢

sin cos ¢ > 0.
Tato nerovnost je splnéna pouze pro ¢ € [O, 2] U [71', 27r] Jakobian nasi transformace je pak

pcos’

J == S 2
(cos? p —2)

Dostaneme vysledek
3
p?cost 2" p?cost o
: dedp + / / ; dedp =
/ / (cos?  — 2)% (1 + sin® ) (cos? p — 2)% (1 +sin? p)

_2// p?cost o —dpdp,
(cos? o — 2)? (1 + sin? )

vzhledem k sudym mocnindm u funkeci sin¢ a cos ¢, tj. ze symetri¢nosti funkce.

Spoctéme si bokem pomocny integral
t 4 t 4 t
/ cos - dt:/ - cos _ dtz/ .czos df —
(cos?t —2)2(1 +sin” t) (—sint — 1)2(1 4 sin®¢) (sin®t+1)3

1 1 1
= ———dt = / —_—  —dt = / dt =
/ 052 tw cos2 t (sin2 t+1 ) 3 cos2 t (sin2 t+sin2 t4cos? t)3

G
cos® ¢ cos? t cos? t

]. ]- I . rmu
:/ 3dt:|z:tgt|:/73dz ed f% le
cos?t (2tg?t + 1) (222 +1)

o z + §/ 1 » stejnd red. formule z + § z + %/ 1 dz
4222412 4] (2:241)° - 4222 +1)2 0 822241 8 ) 22241

z 3z 3
- ° tg (V2z) +C
122117 32241 +g\/§arcg(\[z -
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Ve vypoctu vyuzivame redukéni formuli

/ 1 d — x + 2n—3 / 1 da
(az2+b)n " 2b(n —1)(ax? +b)""t  2b(n—1) ) (ax?+byn-1

pro n > 2 k jejimuz vypoctu lze pouzit metodu per-partes.
Integral proto dostaneme jako

372

p z 3 =z 3 ( )

=22 ° tg (V2 -
[3]0{4(2z2+1)2+82z2+1+8ﬂmcg v2e

—1—6 lim i —&-; i + 3 arct (\@z
03 2o \4(222+1)2 0 822241 82 &

N—
N———
I

—_
w| 5
o0
S w
)
o

I

™

7

Nicméné integrovand mnozina vypada nasledovneé:

054

—0s5-

Vsimnéme si, ze je symetrickd pfes osu y. Navic integrovand funkce je lichd pfes osu y a tedy
vidime, Ze spravna hodnota je I = 0, tj. ve vypoctu jsme museli udélat chybu. Nicméné v§imnéme
si, ze funkce cosp je zapornd na intervalu (7r7 gﬂ') Tudiz bychom do integralu méli spravné
dosadit X

pl cos |

J =
o (cos? p —2)°

a pocitame

cos | cos |3 g 2 cos | cos p|?
I_// p? cos | cos | dp+// P 902| 90\.2 dpdp —
(cos? o — 2)* (1 + sin? ) (cos? p —2)7 (1 + sin” )

3
p? sgn cos p cos? ¢ 2™ pZsgncospcost
/ / dgpdp+/ / 5 — —dedp =
(cos? p — 2)% (1 + sin? ) (cos? p —2)7 (1 + sin” )

p? cost o p?cost o
od / / dpdp =0
/ / (cos? o —2)* (1 +sin2<p a (cos? p — 2)® (1 +sin? ) v

Zvolend transformace prochézi mnozinu pro rizné poloméry p nasledujicim zpusobem:
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4 Transformace trojného integralu, integraly obecnych radu

Princip transformace trojného integralu je stejny jako pro dvojné integréaly. Pouze nyni uvazujeme
pro transformaci ¢ = z(u, v, w), y = y(u,v,w), z = z(u,v,w) Jakobidn

Oz Oz Oz

u v %w

J(u,v,w) = g 2 %—g)
z

dw

Analogicky muzeme princip transformace rozsitit na integraly vyssich radu.
Obvyklé transformace

1. Piikladem transformace v R? je zména méiitka spojend s posunutim

T = au—+d,
y=>bv+e,
z=cw+ f,

kde a > 0, b > 0, ¢ > 0. Jakobian tohoto zobrazeni je

J(u,v,w) = abc

2. Transformace do vélcovych soufadnic je

T = pCos ¢,
y = psiney,
z =2z,

kde p € [0,00) a ¢ € [0,27]. Princip transformace je, Ze popiSeme prumét bodu [z,y, 2]
v pudorysné, tj. bod [z,y,0] pomoci poldrnich soufadnic a posledni proménng z naddle
popisuje vysku bodu nad ptdorysnou. Transformace popisuje dobie body vélce, nebot valec
dostaneme jako kruh v pudorysné, ktery lze vhodné popsat pomoci poldrnich soufadnic a
pomoci jeho vysky. Navic 1ze p uvazovat jako polomeér plasté rotacniho valce s osou rotace z
na némz bod [z, y, 2] lezi, tj. vzdélenost bodu [z, y, z] od osy z. Uhel  odpovida poloroviné
vychdzejici z osy z majici odchylku od poloroviny zz (pro & > 0) ¢. Jakobidn tohoto
zobrazeni je

J(p;p,2) = p.




3. Transformace do sférickych soufadnic je

T = pcosysind,
y = psinpsind,

z = pcosb,

kde p € [0,00) je vzddlenost bodu od pocdtku, ¢ € [0,27] je odchylka bodu od osy = v
kladném smyslu v projekei do pudorysny zy. Proménnd 6 € [0, 7] je odchylka od kladné
poloosy z. Jakobidn tohoto zobrazeni je

J(p,,0) = p*sind

AN \;/

Transformace dobie popisuje body koule, nebot p lze uvazovat jako polomér kulové plochy
na niz bod [z, y, 2] lez. Uhel 6 zase méi thel, ktery svird polopiimka spojujici bod [z, y, 2]
s pocatkem od kladné poloosy z. Uhel @ ma stejnou interpretaci v polarnich, valcovych
i sférickych soufadnicich. Transformace dobfe popisuje body koule, nebot ta se skldda ze
systému kulovych ploch s polomérem p, kde poloméry prochézeji pfes jisty interval.
Vsimnéme si také, ze Jakobian J(p, p,0) = p?sinf je nulovy v pocatku, kde je p = 0 (tj.
v bodé), ale také pro 8 = 0 nebo 6 = m, coz odpovidd celé ose z. Avsak tato osa md
prostorovou miru 0 a tedy je zde vSe v poradku.

4. Transformace do zobecnénych valcovych souradnic je

T = apcosp,

y = bpsin,
Z=2z,

kde @ > 0, b > 0. Proménnd ¢ € [0,27] je zobecnénd odchylka vzhledem k eliptickym
soufadnicim a p € [0,00) je polomér vélce, tj. vzdalenost bodu vélce od osy z v upravené
metrice. Jakobidn tohoto zobrazeni je

J(p,p,z) = abp

Zde se opét jedna o kombinaci dvou transformaci, kde prvni je zména métitka vzhledem k
proménnym z, y a druhd transformace jsou véalcové soufadnice.
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5. Transformace do zobecnénych sférickych souradnic je

T = apcospsinb,
y = bpsinpsinb,

z = cpcosb,

kde a > 0, b > 0, ¢ > 0. Stéle plati, ze ¢ € [0,27] je zobecnénd odchylka (vzhledem k
eliptickym soutradnicim) bodu od osy z v kladném smyslu v projekci do pudorysny xy a
proménnd 6 € [0, 7] je odchylka od kladné poloosy z. Proménnd p € [0,00) je vzdédlenost
bodu od poc¢atku v upravené metrice. Jakobidn tohoto zobrazeni je

J(p,¢,0) = abcp®sin 6
Integraly vyssich radua
1. Zména méritka a posunuti v R™ je

1 = ajug + by,
To = agug + by,

x3 = asuz + bs,

Tn = Qplpn + bn7

kde a; > 0 jsou nova méfitka. Jakobidn zobrazeni je
n
J = H a;.
i=1

2. Transformace do hypersférickych souradnic v R™ je

21 = pcospsinfy sinfy...sinf, o,
To = psinpsinfy sinfy...sinb, o,
x3 = pcosfisinby...sinf, o,

T4 = pcosbsysinbs...sinf, o,

Tp—1 = psiné,_ssinb,_o,
Ty = psinb,_s.
Tentokrét je p € [0,00) je vzdélenost bodu od pocatku, ¢ € [0,27] je odchylka bodu od
osy « v kladném smyslu v projekci do pudorysny zy a 6; € [0, 7] je tihel ktery svird bod s

kladnou poloosou ;2. Jakobian tohoto zobrazeni je

J=p""tsin sin®fy...sin" 26,
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3. Obdobné muzeme definovat transformaci do hypervalcovych soufadnic v E™ jako
1 = pCos p,
To = psin,

T3 = I3,

Ty = Ty
Charakter proménnych odpovidd obvyklym valcovym soufadnicim. Jakobidn zobrazeni je
opét
J =p.
Nestandardni transformace
1. K popisu nékterych mnozin by se ndm mohly hodit dalsi souradnice. Naptiklad bod [z, y, 2]

muZzeme vyhodné popsat pomoci jeho vysky z, dhlu v pudorysné ¢ a odchylky 6 od osy z.
Tim bychom dostali kuzelové soutradnice, které vyhodné popisuji body uvniti kuzele

T = cos
cosf P
Y= sin
cosf o
z=z.

Timto zpusobem popisujeme body pro z > 0, kde je 0 € [0, g) abychom se vyhnuli ne-
vhodné nule ve jmenovateli. Uhel © € [0,27] md obvyklou interpretaci. Interpretace jed-
notlivych slozek je nasledujici

Analogicky lze uvazovat transformaci pro z < 0 pro 6 € (%, 7T].

Jakobian tohoto zobrazeni bychom potom dostali jako determinant

oz z . ) cos
cos @ S @ cos2 @ sin § cos P cos @ 22 sin @
J = Zocosp —Zosinfsing 2L | = ———n,
cos 6 cos? 0 cos 6 cos3 @
0 1

2. Mezi-valcovo-sférické soutadnice bychom dostali jako kombinaci valcovych a sférickych

soufadnic
x =/ p? — 22 cos p,
y=p*—2*singp,

z=2z,
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kde z popisuje vzdalenost bodu od pidorysny a ¢ popisuje odchylku od kladné poloosy «
v pudorysné. Parametr p je nyni vzddlenost bodu [z, y, z] od pocdtku (vdlcové souradnice
méi{ vzdélenost bodu [z,y,0] od pocdtku). Dostali bychom stejny systém poledniku jako
pro sférické souradnice, ale rovnobézky by ziskaly novou interpretaci jako vzdalenost od
roviny rovniku. Jakobidn zustava stejny jako pro vélcové souradnice J = p.

. Reinterpretace valcovych/sférickcyh souradnic dostaneme, pokud bychom vyuzili vztaht

_ 2t

SInT = ma
142

COST = 71_"_752,

kde plati vztah t = tg 5, tj. ¥ = 2arctgt. Coz bychom mohli vyuzit tieba zptisobem

11—t x:pcoscpi,
m—p?, | 1;;152
V=, y=psing——s,

B 142
2=z P=PT

kde pro sférické souradnice dostaneme —oo < t < 00, coz ale znamend, ze nemuzeme dostat
body na zdporné poloose y. Avsak pro sférické souradnice mame —1 <t < 1.

. Vélec s pokfivenou osou ziskdme pomoci transformace

= f(z) + pcosy,
y = g(z) + psinp,
z =z,

kde funkce f(z), g(z) jsou hladké funkce. Pro danou transformaci osa vélce neni tvorena
piimkou, ale parametricky zadanou kiivkou [f(z), g(2), z]. Pro funkci f(z) = sinz, g(z) =
cos z dostaneme napiiklad Jakobian tohoto zobrazenti je stile J = p. Mezi tuto transformaci
jsou zahrnuty i zkosené vélce, kde je osa vélce pootocena, pro volbu f(z) = cotg A cos Bz,
g(z) = cotg Asin Bz, kde A a B odpovidd thlum zkoseni.

. Anuloidové soutradnice dostaneme jako

x = (R+ pcosf)cosp,
y = (R+ pcosf)singp,

z = psiné,

kde R je pevny parametr, p spliituje 0 < p < R a popisuje vzddlenost bodu [z,y, z] od
kruznice 22 4+ y2? = R2. Uhly patif do rozsahu ¢, 6 € [0, 27 a tihel ¢ m4 obvyklou interpre-
taci. Naopak 1hel 6 popisuje odchylku v roviné dané thlem . Méfime zde odchylku mezi
bodem [Rcos g, Rsinp,0] a bodem [xz,y, z]. Transformace nejlépe popisuje body uvniti
anuloidu, kde p je polomér popisujici vnitiek trubice anuloidu a R je obvod kruhu okolo
kterého anuloid obih4. Uhel o popisuje obéh po velké kruznici a thel 6 zase obéh kruznic
tvoiicich plast anuloidu.

Jakobidn této transformace je J = p(R+ pcosf). I zde mdme Jakobidn nulovy pro p = 0,
coz odpovida kruznici 22 + y? = R?. Jedn4 se viak o mnozinu prostorové miry 0 a tedy je
zde vSe v poradku.
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6. Spirdlové-Anuloidové souradnice bychom méli pokud bychom uvazili transformaci

x = (R+ pcosf)cosp,
y = (R+ pcosf)sing,
z= @+ psinb,

kde nyni 8 € R neni omezeno. Oproti predchozim varianté dostaneme valec navinuty na
spirdlu, tj. drat o nenulové tloustce. Jakobian je stéle J = p(R + pcosf).

7. Dalsi zobecnéni bychom méli napiiklad pro varianta

x = (R(p,0) + p(p,0) cosf) cos p,
y = (R(p,0) + p(¢,0) cos ) sin ¢,
z = p(p,0)sind,

tj. pokud bychom uvazovali poloméry R, p zavislé na thlech 0, p za predpokladu, ze stéle
plati p(p,0) < R(p,0).
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4.1 Transformace mnoziny a popis principu

Pi. 172 Prevedte trojnyj integrdl [[[,, dzdydz do wdlcovjch soutadnic, kde V' je ddna ome-
zenimiz=0,y=1,2=0,2z=A, v =y, A>0.

Viélcové souradnice jsou dény transformaci x = pcosp, y = psinp, z = z. Jakobian je zde
|J| = p. Z omezeni dostaneme snadno tvar mnoziny V jako 0 <2 <92, 0<y <1,0< 2z < A
Proménnd z zustane nezménéna a vidime, ze nezavisi na proménnych z,y. Vidime, Ze se jednéd
o Cast vélce s riznym dolnim a hornim omezenim. V pudorysné je mnozina zobrazena jako

i
\

Ptevedeme nerovnosti pro x a y jako

0<psinp <1
0 <pcosyp < p*sin? ¢

7 prvni podminky dostaneme p < ﬁ, ale také sing > 0, coz vede na interval ¢ € [0,7]. Ze

druhé podminky ziskame
1

p——

tgpsinp
Nebot je sin ¢ > 0 mame také pozadavek aby tg¢ > 0 coZ je splnéno na intervalu (0, 7/2]. Dalsf
omezeni vznikne v dusledku omezeni psinp <1 ze

0<

<

pcosp < p?sin® ¢ < psing

a dostaneme po upraveni tg > 1. Transformovany integral je tedy

w/2 ﬁ A
/ / pdzdpde.
r/4 J——1—Jo

tg ¢ sin ¢
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Pi. 173 Prevedte trojng integrdl fff¥ dzdydz do vdlcovijch souradnic, kde V je ddna ome-
zenimix = \/y, y=0,2=0, 2 =2, 2° + y* = 2.

Proménnd z nezavisi na proménnych x,y a naopak podminky obsahujici proménné z, y nezavisi
na proménné z. Analyzou mnoziny V' v pudorysné dostaneme nerovnosti z > /y, y > 0, 22492 <
2, které popisuji pravé mnozinu

Nalezneme priiseciky kiivek v piidorysné xy, coz jsou body [0,0], [v/2,0], [1,1]. Dosazenim
polarnich soufadnic z = pcos ¢, y = psin ¢ ziskame

p? cos? p > psingp

p? <2
psinp > 0
Z prvni podminky vyplyne p > Csoi:zfa. Ze tiet{ podminky pak mdme omezen{ ¢ € [0, 7]. Avsak

z obrézku vidime, ze ¢ m& nejvétsi dhel na pifmce y = x, coz odpovidd pruseciku [1,1]. Tedy
musime zuzit interval na ¢ € [0, 7/4]. Transformujeme

T/4 V2 2
/ / / pdzdpde.
0 22.Jo
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Pi. 174 Prevedte trojny integrdl [[[, dedydz do vdlcovijch souradnic, kde V je ddna ome-
zenimi x> +y? < A2, y>A—x,2=0,2=A4, A>0.

Proménnd z nezavisi na proménnych x,y a naopak podminky obsahujici proménné z, y nezavisi
na proménné z. Dosazenim polarnich soufadnic z = pcosy, y = psin ¢ do omezeni ziskdme

psingp > A — pcosp

Nebot se jednd o vélec, mizeme vykreslit situaci v pudorysné xy

Vidime skrze vyjadfeni z druhé nerovnosti, ze

A
sin ¢ + cos

p>

Navic vidime, ze ¢ € [0, 7/2]. Transformujeme

/2 pA A
/ / / pdzdpdep.
0 2 ——Jo

sin ¢p+cos ¢
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Pt. 175 Preved'te trojny integrdl [[[, dzdydz do vdlcovjch souradnic, kde V je ddna ome-
zenimiz =0,y=A, 2=0, 2 =24, (v — A)? +y> = A%, A > 0.

Proménna z nezavisi na proménnych z,y a naopak podminky obsahujici proménné z, y nezavisi

na proménné z. Analyzou mnoziny V v pudorysné zy uréime nerovnosti jako z > 0, y <= A,
(xr — A)? + y? > A2 Vykreslenim situace v ptidorysné zy vidime

ze doln{ hranice pro thel ¢ je vymezena bodem [A, A], ktery odpovidd pruseciku kiivek y = A a
(r — A)? + y? = A2. Tento bod lezf na pifmce y = = a tedy doln{ hranice je ¢ > 7/4. Z obrazku
vidime, ze ¢ € [r/4,7/2]. Dosazenim do nerovnosti dostaneme

psinp < A
22 4+ y? = p? > 242 = 2Apcos ¢

Coz vede na omezeni p € [2A cos ¢, ﬁ]. Transformujeme

T2 oA 24

sin ¢
/ / pdzdpdep.
w/4 J2Acosp JO
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Pi. 176 Transformugjte integrdl do novyjch soutadnic a aplikujte Fubiniovu vétu

///V flz,y,2)dedydz,

kde V je ddna prinikem téles x> +vy?> +22<1az > T — 2)2 4+ y2 a aplikujte Fubiniovu vétu.
J p Y Y ]

Mnozina V je tvofena prunikem dvou téles. Prvni je sféra o poloméru r = 1 a se stfedem
S =10,0,0]. Druhé téleso je vsak huf poznatelné. Zafixujme tedy y = 0 ¢imz reprezentujeme fez
télesa touto rovinou. Druhd nerovnost pak vznikne jako

z> |z —z|.

Pokud je x > z, pak dostaneme z této nerovnosti, ze z > x — z a tedy z < x < 2z. Pokud
je naopak x < z, pak se nerovnost upravi jako z > z — x = x > 0. Dostali bychom takovyto
trojuhelnik

Uvazujme nyni vrstevnice ve vysce z = C' ¢imz bychom dostali
02 = (Jf - 0)2 +y27

coz jsou kruzmice s polomérem r = C a stiedem S = [C, 0]. Takovouto kruznici bychom dostali
pro libovolné C' > 0. Mame nyni piedstavu o podobé druhého télesa. Zavedme nyni sférické
soufadnice, nebot mame body nachézejici se uvniti sféry

T = pcosysinb,
y = psinpsind,

z = pcosb.

Hned vidime z rovnice sféry, ze je p < 1. Naopak z druhého télesa jsme si mohli rozmyslet, ze
nam zadné omezeni na polomér nedavaji. V fezu y = 0 by napiiklad situace vypadala nasledovné
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05 15 2 25 3
-05

Pojd'me se nyni podivat na rozsah pro thel 0. Jaky je nejvétsi mozny takovyto rozsah? Z kruznic
C? = (z — C)? + y? vidime, ze pokud bychom zobrazili kolmo body druhého télesa do roviny xz,
tak dostane stejnou mnozinu jakou jsme jiz méli pii polozeni y = 0, tj. kruznice maji nejdelsi
tétivu rovnobéznou s osou x praveé jeji prumeér.

Z této mnoziny bychom chtéli popsat tihel §. Hranici mnoziny tvoif piimky 2z = 5 a tedy dosta-

neme derivaci thel o mezi touto pfimkou a osou x jako

. 1
o = —.
8= 5

Protoze nas vSak zajimé odchylka od osy z, dostaneme komplementarné hrani¢ni tihel 6 jako

H = tnl
0 = - —arctan —
2 2’

tj. mame rozsah 6 € [O, 5 — arctan %] nebot vidime, Ze tihel 6 zaéina hned na ose z, ktera tvoii

druhou hranici mnoziny. Nakonec potfebujeme jesté vyjadrit rozsah pro . Vidime, ze tento thel
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bude vyrazné limitovédn nerovnosti z > /(x — 2)? + y2. Tohohle mtizeme vyuzit, kdyz dosadime

p?cos? 6§ > p?(cos psind — cos 0)? 4 p? sin® psin? 0
cos? 0 > cos? psin® @ — 2 cos psin 6 cos § 4 cos? § + sin? @ sin” 0
0> sin6 — 2 cos ¢ sin @ cos

2 cos @ sin f cos f > sin? 6

cos p > TN

tg 6
¢ < arccos —,
2
kde musime uvazit, ze funkce arccosx je klesajici, a proto se ndm zméni znaménko. Funkce
arccos ¢ muze nabyvat jen hodnot na intervalu [0, 7). Z kruznic C? = (z — C)? + y? vidime, Ze

rozsah pro ¢ bude konéit néjakou kladnou hodnotou v intervalu [0, 7] a bude pokracovat. Avsak
rozsah pro ¢ je symetricky pfes osu x a tedy odvodime interval

tg o tg
— arccos TN < ¢ < arccos R

Pokud je 8 = 0 dostaneme interval [fg, g] coz vidime, ze odpovida. Pokud bychom méli hraniéni

Oy = 5 — arctan %, tak numericky dostaneme, ze

tg
arccos

H 2
= arccos 5 = arccos1 = 0.

Tedy i tento rozsah z obrazku sedi. Mame ndas vysledek. Transformovany integral vyjde

1 % —arctan % arccos &8¢
/ / / p*sinff(pcos psinf, psin psiné, pcos ) dp df dp.
o Jo

— arccos %
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Pt. 177 Transformujte integrdl [[[,, f(x,y,z)dxdydz pomoci sférickyjch souradnic, kde V je
ddna podminkami 2 +y? + 22 < A%, >0,y >0, z > 0.

Vidime hned, Ze se jedna o sféru s polomérem A v prvnim oktantu. Proto je dosazenim do prvni
podminky p € [0, A] a vykreslenim vidime, ze ¢ € [0,7/2], 6 € [0, 7/2]. Transformujeme

w/2 /2 pA
/ / / p*sin @ f(pcos psin b, psin psiné, pcos ) dp df dp.
0 0 0
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Pt. 178 Transformujte integrdl [[[,, f(x,y,z)dxdydz pomoci sférickyjch souradnic, kde V je
ddna podminkami z > /22 +y2, 22 +yt22 < 1.

Zavedeme sférické soutadnice z = pcosysinf, y = psinpsing, z = pcosf. Dosazenim do

podminek ziskdme
pcosf >/ p?sin®f = psin

p? <1

Z prvni podminky vidime, ze 0 € [0,7/4] a ze druhé podminky, ze p € [0,1]. Dals{ podminku
nemdme, a proto ¢ € [0, 2x]. Transformujeme

w/4 21 pl
/ / / p*sin 6 f(pcos psiné, psin psin b, pcos ) dp dep db.
0 o Jo
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Pt. 179 Transformujte integrdl [[[,, f(x,y,z)dxdydz pomoct sférickyjch souradnic, kde V je
ddna podminkami (2% + y? + 22)3 < A%22%, A > 0.

Zavedeme sférické soufadnice z = pcospsinf, y = psinpsinf, z = pcosfh a dosazenim do
podminek ziskdme

b < A%ptcost e
p? < A?cos* 6
p< A cos? 0

Vyplyvajici podminka cos? 6 > 0 je splnéna trividlné, mame tedy

T 27 Acos? 0
/ / / p*sin@f(pcos psinf, psin psiné, pcosf) dpde d.
o Jo Jo
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Pt. 180 Transformujte integrdl [[[,, f(x,y,z)dxdydz pomoci sférickyjch souradnic, kde V je
ddna podminkami 2 +y* + 22 < A%, 22 + 9?2 + (2 — A)2 < A%, A > 0.

Zavedeme sférické soutfadnice x = pcosesind, y = psinpsinf, z = pcosf. Vzhledem k sy-
metri¢nosti okolo osy z mame ¢ € [0,27] a celou situaci muzeme analyzovat pouze v narysné
Tz.

Vykreslenim situace vidime, ze se uvazovana situace rozpadne na dva pripady. Musime nejprve
nalézt prisecik kruznic z2 +22 = A% a 22+ (2 — A)? = A%. Mame tak bod [v/34/2, A/2] a musime
urc¢it velikost thlu pfimky z = %, ktera prochazi nalezenym bodem a pocatkem. Ze znalosti
derivaci vime, ze tento ihel je tga = %, tj. @ = 7/6. Nebof tento 1hel svird pifmka s osou
x, dopocteme thel s osou y jako 7/2 — a = 7/3. Proto z obrdzku vidime, ze pro 6 € [0,7/3] je
p €10, A]. Pro 0 € [n/3,7/2] pak plati omezeni

2?4+ 9% + 2% = p? <242 =2Apcosh

Transformujeme tedy integral jako
27 /3 A
/ / / p*sinff(pcos psin b, psin psiné, pcos ) dp df dp+
o Jo 0

27 pmw/2 p2Acos@
+/ / / p*sin 6 f(pcos psind, psinpsin b, pcosf) dpdf dp
o Jrsz3 Jo
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4.2 Obvyklé transformace
Pi. 181 Vypoctéte integrdl
/// zv/ 22 +y2dz dydz,
1%
kde V je ddina omezenimi x2 4+ y2 <9,y>0,0<2<2.

Proménna z nezavisi na proménnych z,y a naopak podminky obsahujici proménné z,y nezavisi
na proménné z. Navic v pudorysné zy je mnozina tvoiena polovinou kruznice. Zavedeme tedy
valcové souradnice. Dosazenim x = pcos p, y = psin ¢ do nerovnosti dostaneme

P> <9
psing >0

Vidime tedy, ze p € [0, 3] a ¢ € [0, 7]. Jakobidn transformace je |J| = p. Transformujeme integral

3 ™ 2 2 3 22 2 p3 3
/ / / pz\/pzdzdgodp:w/ zdz/ prdp=r [} [] =187
o Jo Jo 0 0 2103 1o
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Pi. 182 Spoctéte objem kuzele o poloméru podstavy r = 1 a vysce h = 1 pomoci trojného in-
tegralu.

Nejdiive chceme urcit mnozinu V' udavajici kuzel. Kuzel postaveny na $pici bychom mohli dostat
jako z = Ay/z2 + 32, pro A > 0. Ve vysce h = 1 chceme, aby kuzel koncil podstavou o poloméru

= 1, tj. pro z = 1 chceme aby platilo 22 + y?> = 1. Dosazenim téchto hodnot do rovnice
dostaneme A = 1. Rovnost z = /22 + y2 popisuje pouze plast kuzele. Cely kuzel bychom
dostali z nerovnost{ 1 > z > /22 + 42 a to je tedy nase mnozina V. Zatnéme na ose z. Pokud
bychom zobrazili body mnoziny V' na osu z dostali bychom interval z € [0, 1]. Mdme tedy rozsah
pro prvnf proménnou. Nemusime se divit vZdyt kuZel 4 vysku h = 1 a tedy jiny rozsah pro z ani
mit nebudeme.

Kuzel je rota¢ni objekt, takze zde plati ¢ € [0,27n] nebot popisujeme kolem dokola vsech
360°. V roviné y = 0 bychom dostali z nerovnosti, ze z > /2 + y? = |z|. Nds bude zajimat
jen polorovina x > 0, coz odpovidd pevné zvolenému ¢ = 0. Z rotacnosti télesa V je situace
stejnd pro vSechny dalsi dhly ¢. VySetfujeme tedy body nad pfimkou z > x. Odchylka 6 téchto
bodu za¢ind na kladné poloose z (kde je & = 0) a potom se odchylka téchto zvétsuje dokud
nedorazime na primku z = x za kterou uz se dalsi body nenachéazeji. Ptimka z = z ma od kladné
poloosy z odchylku 7 coz bychom mohli odvodit ruzné (napiiklad z pravothlych trojihelniki).
Rozmysleme se tedy, ze pro pevné z € [0,1] dostaneme kruh spliujici ¢ € [0,2n], kde pro
pevné ¢ dostaneme tsecku jejiz odchylky 6 od osy z budou spliovat 6 € [O, 4] Muzeme tedy
transformovat mnozinu V' do kuzelovych soufadnic a rovnou aplikovat Fubiniho vétu, mame

27
objem = /// 1dxdydz—/ / / z 513n0d depdf =
cos3 6
=27 [] /4 s1n3€ df = |t = cosb| =
o cos3f

2 or [ 27"
- 7r/ I LI (R
ft3 2 |lva 3

2

Pokud bychom spocitali objem kuzele pomoci vzorce, tak vime, ze

: 1 1
objem = ghSp = §h7r1°2.

Pro h =1 ar =1 mdme rovnou objem = %.

232



Pi. 183 Vypocteéte integrdl

///v z(z? + y*) dw dydz,

kde V je ddna omezenimi 0 <z <1,0<y <v1—22, 0<2< /1 —22—92

Vzhledem k omezenim si véimneme, ze omezeni z = /1 — 22 — y2 uddvéa sféru. Také podminka
y =1 — 22 v pudorysné uddva kruznici. Vyuzijeme tedy transformaci do sférickych soufadnic
r = pcospsin®, y = psingsind, z = pcosf. Jakobidn této transformace je J = —p?sinf.
Dosazenim do nerovnosti dostaneme

0 <pcospsinh <1

0 <psinpsinf < \/1 — p2cos? psin? @

0 <pcosh < \/1 — p2 cos? psin? 0 — p2 sin? psin? @
Analyza téchto nerovnosti neni pfili§ jednoduchd, pokud si vSak situaci vykreslime, vidime, Ze

se jednd o ¢tvrtinu kruznice. Dostaneme tedy omezeni p € [0,1], ¢ € [0,7/2], 8 € [0,7/2].
Transformujeme

1 pr/2 pm/2
/ / / p>sin 6 cos 0 (p2 cos? psin? @ + p? sin? p sin’ 9) dodedp =
0o Jo 0
1 /2 pm/2
= / / / p3sin @ cos 6 (,02 sin? 9) d0dpdp =
o Jo 0

1 pm/2 pm/2 T 1 w/2
:/ / / p‘r’sin36’cost9d9dgadp:f/ psdp/ sin® 6 cos 6 df =
0 0 2 Jo 0
1 .

0
6

1
_m [ /tsdtzﬂt‘* _T
216 1,0 12 |4, 48
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Pi. 184 Vypocteéte integrdl

///Vﬁdxdydz,

kde V je ddna omezenimi x® + y? < 4z < 16.

Vidime, ze pro pevné z je podminka 22 + 32 < 4z tvoiena kruznici. Zavedeme tedy cylindrické
soufadnice a dosadime do omezeni, ¢imz ziskame

p? <4z<16

Z téchto podminek vidime, 7e p € [0,4] a z € [p?/4, 4]. Dals{ omezen{ nemdme, je tedy ¢ € [0, 27].
Jakobidn této transformace je |J| = p. Transformujeme

/271'/ /‘ p COS(pSlH(pdzdpdcp—
2/4
4 4 e
= cosgpsmg@dgp/ / ———dzdp =
/O 0 Jp2/4 (4 + 2)2
R
2 0 0 p2/4 (4"‘2)

4 4 P
:0-/ / ———dzdp=0.
o Jpzja (44 2)?
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Pi. 185 Vypocteéte integrdl

/// ryzdzdydz,
v

kde V je ddna omezenimi x> +y> +22<1,2 >0,y >0, 2 > 0.

Vidime, ze mnozina tvoi{ osminu koule v prvnim oktantu o poloméru 1, a proto p € [0,1],
p € [0,7/2], 6 € [0,7/2]. transformujeme

1 pm/2 pm/2
/ / / p° sin® 0 cos O sin ¢ cos ¢ df dp dp =
o Jo 0

1 /2 /2
:/ p5dp/ sinapcosgpdg@/ sin® 0 cos § dh =
0 0 0

Y

671 o1 1 271 1.4
= [5], [ e | o= (5], [7]
6 1gJo 0 612],14], 48
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Pi. 186 Vypoctéte integrdl

/// 22 +y? dedydz,
v

kde V je ddna omezenimi x> + y> + 22 < A%, 2 >0, A > 0.

Mnozina V je polokoule o poloméru A. Zavedeme sférické souradnice x = pcosepsinf, y =
psingsinb, z = pcosf a uréime p € [0, 4], ¢ € [0,27], 6 € [0,7/2]. Jakobidn této transformace
je |J| = p?sin 0. Transformujeme

A p2m pm/2
/ / / p*sin (p2 cos? sin® @ + p? sin? ¢ sin? 0) dfdedp =
2m
/ / / ptsin 9d9dcpdp—27r/ p dp/ sin® 0 df =

A5 t3 4
=or | = — At =21 |t — — — A7
5 F -5, - 5
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Pi. 187 Vypoctéte integrdl

/// 322 dzdy dz,
v

kde V je ddna omezenimi x® +y? < z < 2 — % — 2.

Omezujici podminky jsou doplnény funkcemi x2 + y2, tyto dobfe kooperuji spolu s polarnimi
soufadnicemi, zavedeme tedy transformaci do cylindrickych soufadnic = pcosy, y = psin p,
z = z. Dosazenim do nerovnosti méame

p2§z§1—p2

Musime urcit rozsah pro p. Jiz z definice vidime, Zze p > 0. Horni ohranic¢eni pak vyplyva z

nerovnosti p? < 1 — p? dostaneme p < % Nebot nemdme ohraniceni pro ¢, je ¢ € [0,27].

Jakobidn této transformace je |J| = p Transformujeme

V2 2 l—p2 el 2w
2 9 2 3 1—p2
/ / / p3z dzdgodp:/ p/ [z ]p2 dedp =
0 0 Jp2 0 0
2

2 o 2
=/ ,0/ (1—02)3—p6d90dp=2ﬂ/ p(1=3p+3p* = p® = p°%) dp =
0 0 0
V2

2 4 6 871 =
P VAN VS VYl IRy (LS. U SRS I
_2”[2 T % 28]0 _2”<4 6 18 o) 3"
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Pi. 188 Vypocteéte integrdl

/// 2zdx dy dz,
v

kde V je ddna omezenimi0 < z <y, 2> +y> <1, 2> 0.

V pudorysné je mnozina tvorena polovinou kruznice. Dalsi omezeni omezuji rozsah z, vidime
tedy, ze se jedna o sefiznuty vélec. Zavedeme valcové soufadnice x = pcosy, y = psinp, z = z.
Jakobidn této transformace je |J| = p. Dosazenim do nerovnic ziskdme

p? <1
pcosp >0
0<z<psiny

Mame tedy p € [0,1] a ¢ € [-7/2,7/2]. Transformujeme

w/2 psin @ 22 psin e
/ / / pzdzdgodp—Z/ / [ } dpdp =
7'r/2
2 pPsin’ A
=2 dpdp = p2dp sin” pdp =
—7/2 —/2

A /”/Ql—coswd (a2 15
I P 2 T 4 77#2_4 28
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Pi. 189 Vypoctéte integrdl

/// 142z —ydaedydz,
%

kde V je ddna omezenimi x* + y* < 2z < 4.

Omezujici podminky jsou doplnény funkci z? + y2, tato dobie kooperuje spolu s polarnimi
soufadnicemi, zavedeme tedy transformaci do cylindrickych soufadnic = pcosy, y = psin p,
z = z. Jakobidn této transformace je |J| = p. Dosazenim do nerovnosti mame

p?<22<4

Z tohoto divodu je p € [0,2] a 2z € [p?/2,2]. Nebot dalsi podminky neméme, je ¢ € [0,27].
Vidime, ze se jedna o sefiznuty vélec. transformujeme

2 por 2
/ / / p(1+2pcosp — psinp) dzdpdp =
o Jo Jp2/2

2 27
. 2
:// (p+2p2(zos<p—p2sm<p)[z]pz/Q dedp =
o Jo
2 27 p3 p4
:// 2p+4p2cosgp—2p2sin<p—?—p4cos<p+?sin<pd<pdp=
o Jo
27

2 P p
:/ [2p<p+4pzsingo+2p2cosg02g0p4sin302cosg0 dp =
0 0

2 412
= / drp —mwpPdp = [271'p2 — 71'2} dp=8r —4r =4n
0 0
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Pi. 190 Spoctete integrdl

I:/// z? +y?dedydz,
v

kde V je tvorena prunikem kuZele 1 > z > /22 + y2 a poloprostoru y > —x.

Jiz vime, ze na popis kuzele bychom mohli vyhodné vyuzit valcové souradnice

z
T = cos @,
cos 6
z .
y= sin g,
cos 6
z =2z,

pro z € [0,1], ¢ € [0,27] a 0 € [0, %] To by vSak platilo, pokud bychom méli jenom kuzel.
Dopliujici podminka y > —z nam dé

z
Sinyp > ——— Ccos
cos 6 cos

sin ¢ > — cos .

Tato nerovnost je splnéna pokud ¢ € [ T 4 } Staci si napiiklad namalovat nerovnost v roviné
nebo si ve pofadné rozmyslet. Jakobidn transformace spliuje

] = 22sin 6
" cos30
Navic plati vztah
2 2 2 2 22 2 22
¢ty = ——5-cos“p+ ——sin“p = —5—.
Y cos2 0 L4 cos2 6 ¢ cos2 6

Méme tedy integral

1 opgm
:/ / / : Smed@d(pdz—|t—c059|
o J-z Jo

g
4

20 b 27r ! T 1
— —dt = - =—|-1++)=
{5 0/2t5 [ 4t4} 10( +}1>

2

g

10
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Pi. 191 Vypocteéte integrdl

/// zv/ 2% + y2 dr dy dz,
1%
kde V je ddna omezenimi 0 <z <2, 0<y<+v2r—22,0<z2<A, A>0.

Vidime, ze proménnd z neovliviiuje podminky vzhledem k proménnym z,y a naopak. Upravime
podminku

y<\/2z7932 \/1714’2937%2
Y’ <1—(z—1)
(-1 +y* <1
Vidime, ze se jedna o posunutou kruznici a tudiz zavedeme cylindrické souradnice x = pcosp+1,
y = psinp, z = z. Jakobidn této transformace je stdle |J| = p. Z nerovnic mdme psing > 0, a

proto ¢ € [0,7]. Z nerovnice (z — 1)? + y? < 1 dostaneme p € [0,1]. Jiz ze zadén{ pak mame
z € [0, A]. Transformujeme

A 1 ™
///Pz\/(1+pcoss0)2+p28in2s0ds0dpdz:

o Jo Jo

A 1 g
/zdz//p\/1+2pcos<p+p2dcpdp

0 0o Jo

Vypocet tohoto integrdlu neni jednoduchy, vyzkousime tedy obvyklé polarni souradnice x
pcosg, y = psiny. Dosazenim do nerovnosti y > 0 a 0 < y? < 2z — 22 dostaneme 0 < z2
2? +y? < 2z. Mame tedy p € [0,2cos¢], ¢ € [0,7/2]. Dosadime

w/2 p2cos¢ T/2 p2cos¢
/ / / Pz P dpdgpdz-/ zdz/ / p2dpdy =

2 cos @ 2 /2
A
L] e T e
21 Jo 31, 2 0 3

442 1 2 371 2
= l—tht:M[t—t} 84
3 Jo 3 0

IA

3
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Pi. 192 Vypocteéte integrdl
/// 22 +y? dedydz,
1%
kde V je ddna omezenimi 2% + y* < 2z, z < 2.

Omezujici podminky jsou doplnény funkci z? + y2, tato dobie kooperuje spolu s polarnimi
soufadnicemi, zavedeme tedy transformaci do cylindrickych soufadnic = pcosy, y = psin p,
z = z. Jakobidn této transformace je |J| = p. Dosazenim do nerovnosti dostaneme p* < 2z < 4
a proto je p € [0,2], z € [p?/2,2]. Dalsi podminky nemame, proto je ¢ € [0,27]. Vidime, ze se
jedné o sefiznuty vélec. Transformujeme

2 2 2 27 2 ,02
[ L e [0 (e-5) -
0 0 p2/2 0 0 2
2

5 4 6712
p 2p p 64 16
=9 20 — L qp=o27n |2 | —ox(8—- =) =2
7r/0 2 5 ) 77{4 12}0 w( 12) 37r
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Pi. 193 Vypocteéte integrdl

T+y
/// 2ty 5 dedydz,

kde V je ddna omezenimi (x —1)2 +42>1, y<3 -z, 2>0,y<z,y>0,0<2<2.

Vidime, Ze integrovand funkce obsahuje vyraz z2 + y2. Podobné je ohrani¢eni tvofeno po tipravé
na étverec posunutou kruznicf jako 22+ (y —1)? < 1. Rozhodujeme se mezi obvyklymi valcovymi
soufadnicemi a posunutymi valcovymi soufadnicemi. Vzhledem k obtiznému vypoctu integro-
vanych funkei zavedeme nejprve x = pcosp a y = psinp. Dosadime postupné do nerovnosti
¢imz dostavame
2?4+ 9% =p*> > 20 =2pcosp

psingp < 3 — pcose

psinp < pcosp

psingp >0

pcosp >0
3

sin p+cos ¢ *
nas vede na omezeni sin ¢ < cos ¢, coz nam déva [0, /4] U [57/4, 27]. 4tvrta nerovnost sin > 0

nds vede na ¢ € (0,7]. Spoletné pak tfeti a ¢tvrtd podminka davaji ¢ € (0,7/4]. Posledni
nerovnost ndm nic nového nepfinési. Jakobidn transformace je |J| = p. Transformujeme

//w/4/blw+cow pcos<p—|—pb1ng0d dod
Ly P T dpdedz =
2 cos ¢ p
7T/4 sin «p+uos %] .
/ / / cosp +sinpdpdpdz =
2cos ¢

3
:// (cosnp—|—sin<p)<_—2coscp) dpdz =
o Jo Sin ¢ + cos ¢

2
:/ / 3 —2cos? ¢ —2cospsinpdpdz =

V2

71'/41 2 -5
:/ [3g)m/* — 2/ Md(p—Z/ " tdtds =
0 0 2 0

V2
/2 3 2[24p+sin2cp]w/4 2[752} > d
= - = —_— — —_— z =
, 4 1, 2|,

2
3 w+2 1 3 w+2
s 4 4 29T 2 m

7 prvni nerovnosti ziskame p > 2 cos ¢, ze druhé nerovnosti mame p < Tteti nerovnost
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Pi. 194 Vypocteéte integrdl

/// 8ydx dydz,
%

kde V je ddna omezenimi —1 + 2v/x2 + 22 < y < Va2 + 22.

Vzhledem k vyskytu funkce 22 + 22 v ohrani¢ujici podmince, zavedeme upravené cylindrické
soufadnice x = pcosp, y =y a z = psiny. Dosazenim ziskame

14+ 2p=—142V2<y< VP2 =p

Z podminky —1 + 2p < p ziskdme p < 1. Uhel nenf nijak ohrani¢en, dostaneme tedy ¢ € [0, 27].
Jakobidn transformace je stdle |J| = p, nebot zdména proménnych y a z v transformaci jej
neovlivni. Transformujeme

1 27 rp 1 yz p
/ / / 8pydydpdp = 1677/ P [] dp =
o Jo —142p 0 2 —1+42p
1

1

=87r/ p(p* = (2p-1)% dp=87f/ p(p*—(2p—1)%) dp=

0 0

1
:87r/ —3p2+4p—1dp:87r[—p3+2p2—p](1):0
0
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Pi. 195 Vypocteéte integrdl
/// 8ydx dydz,
14
kde V je ddna omezenimi —1 + 2v/x2 4+ 22 <y < Va2 + 22, y > 0.

Vzhledem k vyskytu funkce 22 + 22 v ohrani¢ujici podmince, zavedeme upravené cylindrické
soufadnice x = pcosp, y =y a z = psiny. Dosazenim ziskame

14+ 2p=—142V2<y< VP2 =p
Z podminky —1 + 2p < p ziskdme p < 1. Dalsi podminkou je y > 0. Musime urcit, za jakych
podminek je —1+2v/22 + 22 < 0. Toto je spInéno na kruznici 22+ 22 < 1/4. rozdélime integrél na
dva piipady 1)p € [0,1/2], kde je y € [0, p]. Ve druhém piipadé pak p € [1/2,1] ay € [-1+2p, p].
Uhel neni nijak ohranicen, dostaneme tedy ¢ € [0, 27]. Jakobian transformace je stéle |J| = p,
nebot zéména proménnych y a z v transformaci jej neovlivni. Transformujeme

1/2 p2m pp 1 27 pp
/ / /8pydyd<pdp+/ / / 8pydydpdp =
0 0 0 1/2J0 —142p
P

1/2 y2 4 1 yz
= 167r/ P [} dp + 1677/ p [] dp =
0 2 0 1/2 2 —1+2p

1/2 1
:877/ p3dp—|—87r/ p(pQ—(2p—1)2) dp =
0 1/2

ot 1/2 1
w[] +87r/ p(p*—4p®+4p—1) dp=
1

-3
4 0 /2
71——1—8 /1 3p3+4p2 pdp 7T+8 |: 3P4+43 2 1
= — T — — = — I _— =
8 1o 8 £ 2],
_r (3 a1 3 L e om A7 5
8 47372761 6 "8) T TR T TE"
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Pi. 196 Vypoctéte integrdl

/// 24z dxdydz,
v

kde V je ddna omezenimi x® + y? + 22 < 2z, x < y? + 22.

Podminku 22 + y? + 22 < 2z upravime na étverec, abychom dostali (x —1)2 +y? + 22 < 1. Jedna
se tedy o posunutou sféru. Zavedeme tedy posunuté sférické soufadnice x — 1 = pcospsinf,
y = psinpsinf, z = pcosf. Jakobidn takto zlistane stale stejny |.J| = p? sin §. Dosadime omezen{
abychom dostali
p? cos? psin? 6 + p?sin® psin? 6 4 p® cos? 0 =p? < 1
pcos psind + 1 < p?sin? g sin? O+p® cos? 0
Vidime, ze tfeti podminku nelze jednoduse upravit. Av8ak pokud pozménime transformaci do
sférickych soufadnic zaménénim proménnych z, z jako z = pcospsinf, y = psinpsinf, z — 1 =
p cos 0, dostaneme podminky opét
p? <1
pcosf +1 < p?sin® psin? 6 4 p? cos® psin? § = p® sin” §
Ze druhé podminky pcosf+1 < p?sin® 0 vidime, Ze ani tato transformace nenf piflis prihledna.
Zkusime tedy neposunutou transformaci z = pcospsinf, y = psinpsinf, x = pcosf, coz nam
dava podminky
p? < 2pcosb
pcosf < p*sin? 6

cos 6
sin? 6

Tyto ohrani¢en{ ndm uddvaji podminky p € [ 2cosb] a z podminky pcosf > 0 vidime, ze

0 € [0,7/2]. Z podminek také dostaneme

p? <2pcosh < 2p?sin’ 6

A proto omezime 0 jesté vice na interval 6 € [r/4,7/2] Jakobidn transformace je stéle |J| =
p? sinf. Dostédvame
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w/2 27 p2cosf w/2 P4 2cos 6
24/ / / p®sinfcosfdpdedd = 487r/ sin @ cos 0 [ } do =
n/4 JO <cos /4 4 <o
sin sin< @
/2 4 0
= 127r/ sin 0 cos 6 (16 cost 0 — C?Sg > do =
/4 sin® 0

/2 5
= 127r/ 16sin 6 cos® 6 — C?S7 o df =
7/4 sin‘ 6

6 17/2 1 212

o 1_

— 197 |16 - ®7? —127r/ A=) 44 =
6 V3 t7

/4 5
1 1 2 1
=127 (16> — — ) — 12 S-S 4 dt=
7T(64 48) ”/éaﬂ EIE
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Pi. 197 Vypoctéte integrdl

/// 60xz dr dydz,
1%

t2 <y <2422, 5>0,2<0, A> 0.

kde V' je dana omezenimi £

Vzhledem k vyskytu funkce 22 + 22 v ohrani¢ujici podmince, zavedeme upravené cylindrické
soutadnice © = pcosy, y = y a z = psinp. Jakobidn transformace je stéle |J| = p. Dosazenim
ziskame

P

A
pcosp >0

<y<p

psing <0

7 Prvni nerovnosti vyplyne, ze p?> < Ap a tedy 0 < p < A. Ostatni nerovnosti vedou k omezeni
¢ € [37/2,2x]. Transformujeme

27 A
/ / / 60p° cos psin pdy de dp = / cos<psin<pd<p/ 60p° [y]’i2 dp =
37/2 31/2 0 T

t2 0 A p5
—60/ tdt/ <p—> dp—GO[ ] / 4—de=
—1J0

14 5 5 5
30{5 6 ] —6A° +5
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Pi. 198 Vypocteéte integrdl
/// z?ydzdydz,
1%
kde V je ddna omezenimil < z? +y?> <4,0< 2 <3 —y.

Hned vidime, Ze se jednd o seriznuty vélec. Zavedeme tedy vélcové soufadnice x = pcosp,
y = psing a z = z. Dosazenim do nerovnost{ mame hned 1 < p? <4 a0 < z < 3— psin ¢, nebot
dalsi omezen{ nemdame, je ¢ € [0, 27]. Transformujeme

2 2m 3—psin g 2 2m
/ / / p* cos? psinpdzdpdp = / / ptcos? psin (3 — psing)dpdp =
1 Jo Jo 1 Jo

2 27
= / / 3p* cos? psin g — p° cos? psin pdpdp =
1 Jo

2 5 27 2 27
n 1 1— cos4
=/ [—p* cos® ¢] —&/ sinz?sodsodp=—f/ p5dp/ P =
1 4 0 4 1 0 2

1 [rho®]? [4p —sindp]®™  64-1 21
~ a6 |, 8 - TR

o 24 8
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Pi. 199 Vypocteéte integrdl
dxdydz,

M1 ==

2 2 2
kde V je ddna omezenimi % < szy <z<1,A>B>0.

Vzhledem ke tvaru mnoziny V zavedeme valcové soufadnice z = pcosp, y = psing a z = 2.
2

7 podminek dostaneme dosazenim ﬁ—z < % < z < 1. Vidime, ze plati B? < p2 < A2, Nebot

neméme omezeni pro velikost dhlu, je ¢ € [0, 27]. Transformujeme

A p2m gl 1 A 2 e A
p—dzdcpdp:%r/ 1dp27r[ } =
/B /0 2 Ve B A? 3A2 |

A3 B3 )

:27T(A_B_3142+3AQ
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Pi. 200 Vypocteéte integrdl

/// 2?4 9% + 22 dedydz,
1%

kde V je ddna omezenimi 2% +1y% < A%, 2>0,2< B, A>0, B>0.

Vzhledem ke tvaru mnoziny V zavedeme vélcové soutadnice x = pcosp, y = psing a z = z. Z
podminek dostaneme dosazenim p? < A2. Transformujeme

2m
// / p(p® + 22 dzd<pdp—27r/ Bp? +{2} dp

B ,04 BSZ A4 A2BS
=2 B —d =2 B— =2n | B—
71'/0 p+ pdp ﬂ<[4+6]0+ 7T<4+6>
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Pi. 201 Vypocteéte integrdl

/// 22 +y? dedydz,
v

kde V je ddna omezenimi x> +y> + 22 <1, 22 +y?> + (z —1)2 < 1.

Mnozina V' je tvofena prunikem dvou sfér, kde jedna m4 stfed posunut mimo poc¢éitek. Zavedeme
sférické souradnice x = pcos¢sinf, y = psinpsinf, z = pcos . Vzhledem k symetri¢nosti okolo
osy z mame ¢ € [0,27] a celou situaci muzeme analyzovat pouze v ndrysné zz. Vidime dvé
protinajici se kruznice se stejnym polomérem

Uvazovana situace rozpadne na dva piipady. Musime nejprve nalézt priseéik kruznic 22422 =
laz?+(z—1)? = 1. Mdme tak bod [v/3/2,1/2] a musime urcit velikost thlu pfimky z = 5 kterd
prochézi nalezenym bodem a poc¢atkem. Ze znalosti derivaci vime, Ze tento thel je tga = %, tj
a = /6. Nebot tento tihel svird pifmka s osou x, dopoéteme tihel s osou y jako 7/2 — a = 7/3.
Proto z obrdzku vidime, ze pro 6 € [0,7/3] je p € [0,1]. Pro 0 € [x/3,7/2] pak plati omezeni

22+ y? 4+ 2% = p? <22 =2pcosb

Transformujeme tedy integral jako

2 pmw/3  pl ) 2 pmw/2  p2cosf
/ / /p4sin39dpd9d<p+/ / / ptsin®0dpdfdy =
0 0 0 0 w/3 JO
/3

s 1 77/2 p5 2cos
:27r/ sin30d9/ p4dp+27r/ sin® ¢ [ ] do =
0 0 /3 5 Jo

1 571 /2
4
:27r/ 1—t*dt {p] +6—7T sin® § cos® 0 df =
1/2 5 0

5 Juss
%[ttg]l 4 o 1 t3(1t2)2dt2”(21+1>+64w/1 3 =25 17 dt =
5 31y 5 Juape 5 \3 2 24 5 Juae
:%.5+64w[t4_t6+t8]1 _r 64w(1_1+1_9+9_81):
5 24 5 [4 3 8|5, 120 5 \4 38 64 64 20
T T (28 3% s 28 _ 39 s 13 53
T 12 5<325)_12+96-57T_12+96~57T_4807T
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Pi. 202 Vypocteéte integrdl
/// Var? +y? + 22drdydz,
v
kde V je ddna omezenimi 0 <z < A, 0 <y < VA2 — 22, 0< 2 < /A2 — 22 — 92,
7 omezeni vidime, Ze je mnozina V tvofena osminou sféry o poloméru A. Zavedeme sférické

soufadnice x = pcospsinf, y = psinpsinf, z = pcosd. Z podminky z > 0 vidime, ze 6 €
[0,7/2]. Z podminky y > 0 pak vidime, Ze ¢ € [0,7/2]. Transformujeme tedy integrél jako

A pm/2 pm/2
/ / / p*sinfy/p?dfdedp =
o Jo 0

T A w/2
:f/ ,03d,0/ sinfdf =
2 Jo 0
474 4
T[T sz = AL
—2[4}0[ cos 0, g
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Pi. 203 Vypocteéte integrdl
/// 22 +y? dedydz,
1%
kde V je ddna omezenimi x® + 3% + 22 > A%, 22 +9y? + 22 < B?%, 2 <0.

Vidime, Ze mnozina je tvorena mezisféiim. Zavedeme tedy sférické souradnice z = pcos psinf,
y = psinesin®, 2 = pcosd. Nebot z = pcosf <0, je 0 € [r/2,7]. Dosazeni, do dalsich omezen{

mame
A% < p? < B2

Transformujeme

2m
/ / / p* sin 9d9d<pdp—27r/ p dp/ sin® 0 df =
/2 /2

0 3 5 5 5

P 5 B t A 1 B> —A
=2 1-1t dt—27t—— :27 l—--)=4——nm.
7T[5],4/—1 "5 [ 3]1 5 ( 3 5
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Pi. 204 Vypocteéte integrdl

/// 15v2yz dz dy dz,
v

kde V je ddna omezenimi x® + y? + 22 < A2, 2 < —\/W,

Vidime, ze mnozina je tvorena Casti sféry. Zavedeme tedy sférické souradnice x = pcos psinf,
y = psingsinf, 2 = pcosh. Nebot 2z = pcosd <0, je 0 € [r/2,7]. Dosazeni, do dalgtho omezen{
pcosf < —+/p2sin?§ = —psin@. Nerovnost cosf < —siné je splnéna pro 6 € [37/4,7]. Ostatni
omezeni dostaneme jako p < A. Transformujeme

A 2 ™
/ / / 15v/2p* sin @ sin? @ cos 8 df dp dp =
0 Jo J3rx/4

A 27 g
= 15\/5/ o dp/ singpdnp/ sin? @ cos 6 df =
0 0 3

/4

51A . 39 ™

= 15V2 {p] [ cos o] [Sm ]
5 0 3 3m/4

=0
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Pi. 205 Vypoctéte integrdl

/// Var? +y? + 22drdydz,

1%

kde V je ddna omezenimi x% + y* + 2% < z.

Vzhledem k podminkam vidime, ze sférické souradnice maji smysl, zavedeme x = pcos psinf,

y = psinpsinf, z = pcosf. Dosazenim do podminek tak mame 0 < p? < pcosf. Vidime, ze
cosf > 0 davd 6 € [0, 7/2]. Transformujeme tedy

w/2 p27m  pcosf w/2 cos
/ / / p2sin9\/p2dpdcpd9:27r/ sin@/ p2dpdf =
0 0 0 0 0

/2 4 cos6 /2 \40
:27r/ sinf ["’ ] d0:27r/ €8 ¥ sinfdy =
0 4 0 0 4
1t 15v2 [870 1 1 =
=-n | thdt="En || =cmeo =
2”/0 2 W[5L 27510
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Pi. 206 Vypocteéte integrdl
// drdydz,
v
kde V je ddna omezenimi v + y? + 2% < 2z, 2% > 2% + 42

Nerovnost 22 +y? + 22 < 2z Ize piepsat skrze ipravu na étverec do tvaru 22 + 3% + (z —1)2 < 1.
Uvazime tedy obvyklé sférické souradnice, nebo soufadnice posunuté mimo stfed. Dostaneme v
prvni moznosti

p? < 2pcosb

p2cos?0 > p?sin? 6

Z prvni nerovnosti dostaneme p < cos#@, ale také, ze cosf > 0. Z druhé podminky pak mame
cosf > sinf. Proto mdme 6 € [0, 7/4]. Transformujeme

w/4 27 pcosf w/4 3 cos 0
/ / / p?sindpdpdd = 27r/ sin 6 {”} 46 =
0 0 0 0 3 0
w/4

39 2 V2/2
:zﬁ/ sinf°= 7 qg = 1/ 1 —2)dt =
0 0

3 3
_om [ _# em 1 1Y 2w 3w
312 4], 3\4 16/ 3 16 8
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Pi. 207 Vypoctéte integrdl

/// 2% dz dydz,
v

kde V je ddna omezenimi 0 <2 < 1,0 <y <1 —a2, /22 +9y2 <2 < (/2 — a2 — g2

Vidime, Zze podminky 0 < z < 1, 0 < y < 1 — 22 uddvaj{ v pudorysné ¢tvrtinu kruznice.
Podminka /22 4+ 32 < z < /2 — 22 — y2? ohrani¢uje proménnou z, zavedeme tedy vdalcové
soufadnice x = pcosp, y = psinp, z = 2. Nebot se jedna o étvrtinu kruznice a x > 0, y > 0,
méme p € [0,1] a ¢ € [0,7/2]. Z posledni podminky mdme p < z < /2 — p2. Ovéfime také
nerovnost p < /2 — p? vede na nerovnost p? < 1. Transformujeme

w/2 pl o py/2-p? 9 /2 pl 23 V2—p?
pz“dzdpdy = pl—= dpdy =
0 0 31,
w/2 2 2)3 3 _ \/5 int
p sin _
/ / ( ) dpdp = ‘ dp = v2costdt ‘ N

©/2 pm/4 (2 —2sin?t)3 — \/8sin’t
:/ / V2sint V2costdtdy =
0 0

3

/2 (1 — sin? t) —sinSt
—4\[/ / 3 sintcostdtdp =

4 7T/2
z—\[ / cos t — sin® t)smtcostdtd<p—

/4
/ sintcos?t —sin® tcost dt dp =

/4 /4
sintcos® t dt — / sin*tcostdt dy =
0

S—

/4

3
4+/2 /”/2[ (:05515}7#4 {sinst}
0 5 Jo

3
22 111 1 .
S m s )t ()
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Pi. 208 Vypocteéte integrdl

/// 222 — 2y +y2 + 1dedydz,
v

kde V je ddna omezenimi x> +y*> <1, 2> 0, 2 < 1/2.

Vidime, ze mnozina V je ¢ést valce, zavedeme tedy valcové souradnice x = pcosp, y = psin p,
z = z. Transformujeme

1 p2m 172
/ / pz\/ p? —2psinpdzdedp
o Jo Jo

Integrovand funkce je ponékud komplikovana, pokud ji vSak upravime na ¢tverec, dostaneme
Va2 —2y+y2+1 = /22 + (y — 1)2. Zavedeme tedy posunuté cylindrické soutadnice z =
pcosp, y —1 = psing, z = z. Dosazenim do podminky z? 4+ y? < 1 dostaneme nerovnost
p? < —2psin . Nebot navic p > 0 méme omezen{ sin ¢ < 0. Transformujeme

1/2 p27  p—2sine 1/2 27 p—2sing
/ / / Pz P dpdapdz—/ zdz/ / prdpde =
i 1/2/ &3 251ngad _/277 8blIl QOd
2 13, 738 3
1 AR 2\ 6-2 4
1-dt==|t——| ==(2-2)|=—F—=2
[o-ea=sl-5] =5 (-3) =53

[ —

W =
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Pi. 209 Vypoctéte integrdl

///v z(z? + y*) dw dydz,

kde V je ddna omezenimi x> + y> <2y, 2 >0, 2 < 1/2.
Pokud upravime podminku 22 +%? < 2y na étverec, dostaneme 2+ (y —1)? < 1. Zavedeme tedy

posunuté cylindrické souradnice x = pcose, y — 1 = psinp, z = z. Dosazenim do podminky
dostaneme p? < 1. Transformujeme tedy jednoduse

1/2 20 p1
/ / / pz (p* 4+ 2psing + 1) dpdpdz =
o Jo Jo

1/2 or 1
:/ zdz/ / 0 +2p%sinp + pdpdp =
0 o Jo

_ zj I/de/% &4+2p3sill¢+ﬁ 1dg01/2ﬂ1+28m<'0+
2 |, o L4 3 2 |, 8J, 47 3

_1[3e _2cosp)™ 1 3w _sr
8|4 3 ], 8 2 16

| =
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Pi. 210 Vypocteéte integrdl
1
// —dzdydz,
v ?
kde V je ddna omezenimi x> + y?> + 22 < A%, 2 > A/2, 2 > /22 + 12.

Vidime, ze vySetfovand mnozina tvoii ¢ast sféry. Proto zavedeme sférické souradnice x = pcos psin 6,
y = psinsinf, z = pcos a dosazenim do omezeni dostaneme p? < A2,

pcosf > A/2

pcosf > 1/p?sin®f = psin

Z podminky cos 6 > sin§ mdme 6 € [0, 7/4]. Pocitdme tedy

27 /4 A 2 - 0 /4 214
/ / / p 5o dpd9d<p227r/ tge{p} 4 =
o Jo A _ pcost 0 2

2cos @

/4 A%sing
= A%tgh) — ——— ) do =
7T/0 ( & 4cos30>

W/4_7TA2{ 1 ]”/4

= 1A% [~ In|cosf]]

0 4 2COS290
L g Y2 mAT wA? mA? 1 mA?
o 8 4 2 2 8
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Pi. 211 Vypocteéte integrdl
/// zydxdydz,
v
kde V je dina omezenimi x® + y? + (z — 2)? <4, 2 > \/W

Vidime, ze vySetfovand mnozina tvoii ¢ast sféry. Proto zavedeme sférické souradnice x = pcos psin 6,
y = psinpsinf, z = pcos . Dosazenim do omezeni mame

p? < 4pcosb
pcosf < psinf

Z druhého omezeni dostaneme 6 € [0, 7/4] a z prvni nerovnosti p € [0,4 cos 6]. Transformujeme

2w pm/4  pdcosf
/ / / p*sin® 0 cos psin pdpdf dp =
0o Jo 0

27 /4 p5 4 cos 6
z/ cosgosingodg@/ sin® 6 { } do =
0 0 5 1o

2 2T m/4 1 5
_ [sm @] / sin3¢92 0 cos 9d9:
o Jo

2 )

/4 21 5
:o./ sin® 0229950 49 _ ¢
; 5
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Pi. 212 Vypocteéte integrdl
// drdydz,
v
kde V je dina omezenimi (z% + y? + 22)? < 3z2.

Vidime, ze vySetfovand mnozina tvoii ¢ast sféry. Proto zavedeme sférické souradnice x = pcos psin 6,
y = psinpsinf, z = pcos . Dosazenim do omezeni mame

p* < 3pcosb

Tato podminka vede na nerovnost cos > 0 a tudiz 6 € [0,7/2]. Ddle pak p € [0, V/3cosb)].
Transformujeme

2 pm/2 /3 cos 6 w/2 P3 ¥3cosd
/ / / psinfdpdfdy = 271'/ sin 6 {} do =
o Jo 0 0 3 1o
w/2 2 /2
:271'/ sin036080d0:27r [sm 9] =7
0 3 2 1o
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Pi. 213 Transformugte integrdl

/// zdzxdydz,
v

kde V' je dana omezenimi z > %2 + 12, % +14% 4+ 22 <6.

Vidime, Ze vySetfovand mnozina piipomina rovnice sféry az na podil u z2. Proto zavedeme
zobecnéné sférické souradnice x = 2pcospsinf, y = psinysind, z = pcosfh. Dosazenim do
podminek dostaneme

p* <6
pcos® > p*sin? 6

Ze druhé nerovnosti dostaneme omezeni p < 561?15299' Navic ze druhého omezeni vidime, ze cos 6 > 0,
a proto 6 € [0,7/2]. Vzhledem k ménicimu se hornimu omezeni musime urcit hel pii kterém

dochézi ke zméné. Ten lze nalézt vice zpusoby, napiiklad skrze rovnost

N cosf  cost
~ sin?6  1—cos26
Také ji muzeme ziskat jako prusecik ploch z = %2 +9% a % + 9% + 22 = 6. Dosazenim jedné
rovnosti do druhé ziskdme polynom z + 22 = 6, jehoz kladné feseni je z = 2. Tyto body lezi na

kouli o poloméru v/6, proto dosazenim do transformace z = pcos# mame /6cosf = 2. Je tedy
0 = arccos % Jakobidn této transformace je |J| = 2p% sin 6. Transformujeme

cos 6

2w parccos % V6 5 . 2 pm/2 sin20 _ o
/ / / 2p sm@cos@dpd@dg@—i—/ / / 2p° sinf cos 0 dp df dp
0 0 0 0 arccos % 0
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Pi. 214 Vypocteéte integrdl

// f—Ff—!-@dmdydz

. , , . 2 2 2
kde V' je dana omezenimi 9z + %z + &= < L.

Vidime, ze vySetfovand mnozina je elipsoid, proto zavedeme zobecnéné sférické souradnice x =
Apcospsinf, y = Bpsinpsinf, z = Cpcosf. Dosazenim do podminek dostaneme

p? < 1.

Jakobidn této transformace je |J| = ABCp?sin 6. Transformujeme

2m ™ 1 ™ 1
/ / / ABCp*sinf (pz) dpdfdy = 2ABC7T/ sin@d@/ ptdp =
o Jo Jo 0 0

' 4ABCr

5
= 2ABCr [~ cos 07 df {p] =
5, 5
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Pi. 215 Vypocteéte integrdl

.’,C2 y2 22
2

. . , . op2 2
kde V' je ddna omezenimsi % + % + % <1.

Vidime, ze vySetfovand mnozina je elipsoid, proto zavedeme zobecnéné sférické souradnice x =
Apcossind, y = Bpsinpsinf, z = Cpcosf. Dosazenim do podminek dostaneme

p* < 1.

Jakobidn této transformace je |J| = ABCp? sin 6. Transformujeme

27 T 1
/ / / ABCp?sinfy/1 — p2dpdfdy =
0 o Jo
™ w/2
:QABC’W/ siné)d@/ sin® V1 — sin® t cost dt =
0 0

/2
= 2ABCr [— cos Q]g/ sin? t cos® t dt =
0

71'/2 71'/2 1_ 4t
— ABCr / sin22tdt = ABCr / % dt =
0 0

i /2 2
— ABC {415 sm4t} _ ABCn

8 |, 4
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Pi. 216 Vypocteéte integrdl

// —d:rdydz

.y PPN S B 2 >y
kde V' je dana omezenimi x° +y° + 2° < A%, 2z > & + % — A,

Mnozina V je tvofena c¢asti sféry. Pokud bychom zavedli sférické souradnice, dostaneme ve druhé
podmince
p?sin? 6

pcosf > —A

Tato nerovnost neni piili§ pruhledna. Pokusime se tedy zavést spiSe cylindrické souiadnice, ¢imz
dostaneme podminky

no
IN
N

[\

PP+ 2

\Y
==

z — A

Dostaneme tak spoleéné ohraniceni 2 —2 — A< 2z< /A2 - p? Z podminky & — A < (/A2 —
navic po umocnén{ ziskdme p?(p? /A2 1) <0. Tudiz p € [0, A]. Transformujeme

27 A2—p 27 p
dzdpd dpdp =
[ L e [ [G] ) e
2m

1 A
- Az P _A) dp=
39 /, dw/op( p*)3 p<A ) p

/2 A 7
= % (/o Asint\/(A2 — A? sinzt)?’Acostdt—/O % —364 +34p° —ASPdP> =

- /2 .. A P b Ap? A3p2 A
9(/0 A° sint cos tdt{8A336A+3 4 2 }0 =
or cos® 1™ A5 A5 A5 AP
= — A5 — _ —_—— _— _— —
9( 5 L <8 36 +34 2>>
om A75+A75 o 8A° 4545 A5
39\ 5 8 ) 39 20 ~ 60"
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Pi. 217 Vypoctéte integrdl

/// 2zdx dy dz,
v
kde V je ddna omezenimi x> + y> > 1/4, /22 + 92 —1 < 2 <1 — /22 +32.

Vzhledem k tvaru mnoziny V zavedeme valcové soufadnice. Dostdvdme nerovnosti p < 1/2 a
p—1<2<1—p.Ze druhé nerovnosti dostaneme také p —1 < z < 1 — p coz vede na nerovnost
p < 1. Transformujeme

2 p1/2 pl—p 2 p1/2 -
/ / / 2zpdzdpdp = / / P [22];)—1 dpdy =
o Jo p—1 o Jo

o p1/2 o p1/2
=/0/O p((l—p)Q—(p—1)2)dpdso=/o/0 p-0dpde =0
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Pi. 218 Vypocteéte integrdl

/// zdzxdydz,
v

. P , . 2
kde V' je dana omezenimi z > % +192%, 2 < 4.

. z ~ z . .y ’ 2 . ’ ’ .
Vidime, Ze v podmince vystupuje ohraniceni z > % + y2, nebot se jedna pro pevné z o elipsu,
zavedeme zobecnéné valcové soutadnice jako z = 2pcosy, y — 1 = psiny, z = z. Dosazenim

ziskame )

%+92=p2§2S4

Z nerovnosti také vidime, ze p? < 4. Jakobian zobrazen{ je |J| = 2p Méame tedy integral

27 2 4 27 2 4
/ / / 2zpdzdpdp = / / P [22] , dpdy =
o Jo Jp2 o Jo P

2m 2 pG 2 25 2 27
= / / 16p — p° dpde = 27 {8/)2 — } =27 {25 — ] =—m
o Jo (N 3] 3
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Pi. 219 Vypocteéte integrdl

1
///V 7@2 )R dx dydz,

kde V je ddna omezenimi x®> +y?> > 1/4, 22 + > -1 < 2 <1 — 22 —¢%

Vzhledem k tvaru mnoziny V zavedeme vdlcové soufadnice. Dostdvame nerovnosti p > 1/2 a
p?> —1 < z < 1— p?. Ze druhé nerovnosti dostaneme také p? — 1 < z < 1 — p? coz vede na
nerovnost p < 1. Transformujeme

2,1 1—p2 1
/ / / p— dzdpdy =
0 1/2Jp2-1 P
b

1
2 2
:2%/ —3(1—p2—p2+1)d,0:27r/ — ——dp=
1/2 P 1/2 P p
2p_2 !
:2%[ 5 —21np] =2r(-14+4+2In1/2) =67 +471ln1/2
- 1/2
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Pi. 220 Vypocteéte integrdl

/// xzxj/_z 5 dedydz,

kde V je ddna omezenimi (z2 + y* + 22)? < A%xy, >0,y >0, 2 > 0.

Vidime, ze vySetfovand mnozina tvoii ¢ast sféry. Proto zavedeme sférické souradnice x = pcos psin 6,
y = psinpsinf, z = pcos . Dosazenim do omezeni mame

pt < A%p% cos g singsin® @
Coz nas vede na nerovnost p < Asinf4/cos ¢ sin ¢. Navic mame podminku cos ¢ sin ¢ > 0 dévaji

omezeni ¢ € [0,7/2] U [r, 37 /2]. Dals{ omezeni uddvaji nerovnsoti

pcospsinf > 0
psinpsind > 0
pcosf >0

Ze tFet{ nerovnosti mame hned 0 € [0,7/2). Z prvn{ nerovnosti pak také ¢ € (0, 7/2). Transfor-
mujeme

/W/z/ﬂm/ASine\/mesinﬂp sin® F)cosé)cosgasmgod pdfdp —
p2sin? 6

w/2 pmw/2 pAsinfy/cos@sing )
:/ / / p®sin 0 cos 0 cos psinpdpdf dp =

/2 Asin §+/cos g sin ¢
/ / sm@cos@cosgpsm(p[ ] dfdy =

/2
=— / sin® 6 cos 6 cos® psin® ¢ df dp =

4
At in” 6
= ; 0033 @sin® pdyp [SH% ] =
0
A4 1 A4 T4 671 g4 4 A4
=— [ 1-tHPdt = O R
24 J, 24 |4 6 0 24 24 288

271



4.3 Obecné transformace a jejich vyuziti

/// e™* 22y da dy dz,
v

pomoct transformace © =u, y = (u+v)/u, z = (u+v +w)/(u+v), kde V je dina omezenimi
r>1l,y>1,2z>1, zyz < 2.

Pi. 221 Transformugje integral

Dosadime zadanou transformaci do podminek odkud ziskdme

u>1
u—+v

—1+2>1
U U
mz1+ Yo

u—+v U+ v

ut+v+w<2

Z prvni nerovnosti vidime, ze u je kladné. Z druhé a tieti nerovnosti mame tudiz v > 0, w > 0. V
roviné wv vidime ohranic¢en{ vzhledem k pfimce v + v < 2 jako u € [1,2] a v € [0, 1]. Nalezneme
Jakobidn zobrazeni jako

or oy oz 1 -y —_w

du gu du u? (utv)? 1
detJ=| 92 S0 22 1=|0 L -—ghe|=

BOE RIS x| Tty

ow ow ow u+v

Muzeme tedy transformovat integral jako

1 2 2—u—v 1 2 2—u—v
1
/// e“+“+wu2~m~7dwdudv:/// T dow du do
o J1 Jo u  u(u+v) o J1 Jo
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4.4 Pokrocilejsi priklady
Pi#. 222 Méjme spojitou, nezdpornou funkci f(x) danou na intervalu [a,b]. Pomoci vhodné in-

formace odvodte vzorce pro viypocet objemu rotacniho vdlce, ktery vznikne rotact funkce f okolo
osy x. Ty. ukazte, Ze plati

b
V:ﬂ'/ f?da.

Pomoci tohoto vysledku odvod’te jak by vzorce vypadal, kdyby funkce f(x) neopisovala pro pevné
x kruznici, ale pokud by opisovala dréhu asteroidy okolo osy x. Predpoklddejme, Ze graf [z, f(z)]
tvori vrcholy vznikagicich asteroid.

Uvédomme si, Ze rotujici funkce vytvori valec a proto mizeme vhodné zavést valcové souradnice

Pro vypocet objemu jako
V= /// ldxdydz.
M

Nepouzijeme vsak standardni soufadnice, ale souradnice z = z, y = pcosyp, z = psiny, kde
rozsah na ose z je dén jednoduse jako x € [a,b] z geometrické predstavy. Stejné tak dostaneme
rotacni objekt rotaci okolo osy = a tedy nutné ¢ € [0,27]. Pro kazdy ihel ¢ dostaneme stejny
tfez jako pro ¢ = 0.

Takovyto fez ak rotuje kolem dokola a pro pevné z dostaneme kruh y? + 22 < f2(x). Polomér
kruhu je tedy nutné ddn pro pevné z jako f(z) a mdme zdvisly rozsah p € [0, f(z)]. Integral
dostaneme spolu s jakobidnem jako

b p2m pf(x) b pz f(z) b
V:/ / / pdpdgpdx:27r/ [} dx:ﬂ/ f?de.
a 0 0 a 2 0 a

Snadno si tak muzeme rozmyslet, jak by se tento objem zménil, pokud by funkce f(x) pfi rotaci
okolo osy x neobihala drahu kruznice, ale naptiklad elipsy nebo asteroidy. Pokud bychom zavedli
pro asteroidu transformaci z = psin® ¢, y = pcos® ¢, dostaneme stejné rozsahy p € [0, f(z)] a
v € [0,2x]. Jakobidn této transformace je pak J = 3p sin? ¢ cos? ¢. Dostali bychom tak objem

b p2m pf(x) 27 b p2 f(x)
V= / / / 3psin? pcos? pdpdede = 3/ sin? ¢ cos? <pd<p/ {2] dzx =
a Jo Jo 0 a 0

27 b 21 b b
1 —cos4
:§/ sin22godgo/ fzdx=§/ ﬂdg@/ f2dm:3—7r/ f?de.
8 0 a 8 0 2 a 8 a
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Pi. 223 Vypocteéte integrdl

w? +y
I =
//// m2+22+1dwdxdydz,

kde V je ddna prinikem ctyrdimenziondlnich vdlci w? + 3% <4 a 22 +y? < 1.

Hned vidime, Ze se jednd o prunik dvou valcu a jako takovy bychom jej mohli zkusit vhodné
vyjadrit pomoci valcovych soufadnic. AvSak nejednd se o standardni situaci. Vidime, Ze mame
dva vélce jejichz proménné se vzajemné neovliviiuji. Muzeme tedy pro kazdy vélec separatné
zavést valcové soufadnice

w = pcos ¢,

T = TCcosu,
Y = psing,
z = rsinu,

kde potom mdame p € [0,2], r € [0,1] a ¢, u € [0, 27]. Jakobidn této transformace je potom

cosp —psine 0 0
| singp  pcosgp 0 0 L
J= 0 0 cosu —rsinu | P
0 0 sinu  rcosu

Integral tak dostaneme

27 27 1 2 p2 ) 1 r 2 5
I:/ / / / -rpdpdrdude = 4w / dr/ p°dp =
o Jo Jo Jo r*+1 o r2+1 0

1 1 472
= 47? { In(r? + 1)} [p] =871%In2.
2 ol 4o
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5 Aplikace vicerozmérnych integrala

Obsah dvourozmérné rovinné plochy P spocteme jako

S:// dx dy.
P

Pokud by tato plocha nelezela v roving, ale byla by ddna jako vyiez grafu funkce z = f(z,y), tj.
pokud by byla plocha ddna jako mnozina bodu

{[zy, f(z,9)ll[x,y] € M},

pak je obsah této plochy dan jako

S= [ V1) (4,2 dedy

Srovnejte dany integral s plosnym integrélem 1. druhu.
Objem tfirozmérného télesa 1" spocteme jako

V= ///T da dy dz.

Pokud je téleso déna jako podgraf funkce f(z,y) nad mnozinou M, dostaneme také snadno

v | [ s@gazay.

Hmotnost Hmotnosti dvourozmérné plochy P nebo tfirozmérného télesa T spocteme jako

integraly
m=// p(z,y) dz dy,
P

mz///Tp(x,y,z)dxdydz.

Funkce p(z,y) a p(z,y, z) zde reprezentuji hustotu plochy a télesa.
Statické momenty Statické momenty dvourozmérné plochy P spocteme jako

Sx:// yp(x,y)dz dy,

P

Sy = // xzp(x,y) dx dy.
P

Funkee p(z, y) je hustota plochy. Zndme-li navic hmotnost plochy m, muzeme spoéitat souradnice
jejtho tézisté jako

Statické momenty tiirozmérného télesa T spocCteme jako integraly

Syz = /// LL'p(SU,y,Z) d$dyd2,
T
T

Sy = /// zp(z,y, z) dedydz.
T
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Funkee p(x,y, z) je hustota télesa. Zndme-li navic hmotnost télesa m, muzeme spocitat souradnice
jeho tézisté jako
Syz S:tz Sfy

rr = y YT = ,  RT = .
m m m

Momenty setrvaénosti Moment setrvacnosti tenkého platku P (dvourozmérného télesa)

vzhledem k ose z je dan jako
I = // y2p(x,y) dz dy.
P

Funkce p(z,y) uddvd hustotu tohoto télesa. Analogicky je moment setrvacnosti vzhledem k ose

y dan jako
I, = // 22p(z,y) dz dy.
P

Moment setrvacnosti okolo poc¢atku je pak dan jako Io = I, + I,,.
Moment setrva¢nosti vzhledem k ose z tfirozmérného télesa T' spocitame jako integral

I, = /// T(Z‘,y,Z)Qp(.’IJ,y,Z) dxdydz,
T

kde funkce r(z,y,z) reprezentuje vzdélenost bodu [z,y,z] od osy z, tj. funkce r(z,y,z) =
Va2 + y2. Ve stérickych soufadnicich je tedy déna tato vzddlenost bodu [x,y, 2] od osy z jako
r(x,y,z) = psind. Funkce p(x,y, z) je hustota télesa. Vypocet vzhledem k ostatnim osdm je

analogicky.
I, = /// (v* + 2%)p(x,y, 2) do dy dz,
T

I, = ///T(ar:2 + 22)p(x, y, 2) dz dy dz.

Moment setrvacnosti vzhledem k roviné xy tifrozmérného télesa T spocitame jako integral

Iy = // 2*p(x,y,2) dzr dydz.
T

Moment setrvacnosti vzhledem k ostatnim rovinam ziskame analogicky jako

Iyz = /// 952,0(9573/’2) dl’dydz,
T

Ixz:/// y*p(z,y,2) dz dydz.
T

Moment setrvacnosti okolo poc¢atku je dan jako integral

/// (2 + % + 2%)p(z,y, 2) de dy dz.
T

Naboj na desce Celkovy naboj na desce P nebo v télese T spocteme jako integraly

QZ//PU(x,y)dmdy,
QZ///TU(%y,z)dxdydz.
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Funkce o(x,y) a o(z,y, z) zde uddvaji hustotu elektrického naboje.

Geometricka pravdépodobnost Méjme dostateéns hezké mnoziny A C B C R2. Predpoklddejme,
ze chceme spocitat pravdépodobnost jevu A, pokud je prostor elementarnich jevi ddn mnozinou
B. Potom pokud jsou mnozina A, B dostateéné hezké aby oba integral existovali, tak plati

J/a dzdy
P(A) = ff; wdy

Spojita dvourozmérna ndhodna veliciny Méjme spojitou dvourozmérnou nadhodnou
veli¢inu (X,Y) s hustotou rozdéleni danou jako f(z,y). Pravdépodobnost jevu

b pd
P(a<X<b/\c<Y<d):// f(z,y) dz dy.
a c

Marginalni pravdépodobnosti takovéto veli¢iny jsou dany jako
fel) = [ fa)ds,

Stredni hodnotu ndhodné veli¢iny dané transformaci Z = h(X,Y") dostaneme jako

Er(X,Y) = /:: /_Z h(z,y)f(z,y)dedy.

Kovarianci ndhodnych velicin X, Y spocteme pomoci vzorce
Cov(X,Y)=E(XY)—-E(X)E®Y).

Laplaceova transformace Podle [?] (nebo podobné v [?]) je Laplaceova transformace funkce
f(z,y) ddna jako

A B
L(s,t) = lim /O/Oe_”_ytf(amy)dxdy.

(A, B)—(00,00)

Samoziejmeé tyto aplikace jsou ¢asto formulovany spise pro lebeguv integral.
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Pi. 224 Je valka a rozhodli jste se opevnit skalni sténu. Avsak memdte déla, jen vérohodné
makety v podobé desky. Jerdabem potrebujete desky wmistit na sténu, k pripevnéni desek vsak

Hustota desek je z rizngch maskovacich divodi urcéena jako p(x,y) = x +y + 4. Vds velitel na

menty desky. VSimnéme si vSak nejprve, ze plochu desky bychom dopocitali snadno na zakladé
ploch obdélniku a trojihelniku. Toho bychom mohli vyuzit, pokud by byla hustota konstantni a
naptiklad hmotnost bychom dostali az na ndsobek jako plochu desky. Doplnime si tedy k obrazku
jednotlivé funkce urcéujici hranice desky, abychom vse mohli dopocitat pomoci integrali.

Dostavame tedy jednotlivé ohrani¢eni
l.xe[-4,-2],0<y<x+T7,
2. x€[-2,-1,0<y <5,

xe[-1,3],0<y<4—u,

L

xe(l,2,4d—ax<y<z+2
5. 2€(2,3,z<y<z+2

6. z€[3,4,0<y<1,
T.x€[3,4], s <y<8—u.

Vypocet bychom si vSak zna¢né usnadnili, pokud bychom transformovali obdélnik ohrani¢eny
funkcemiy =z, y=ax+2,y=4—x,y =8 —x jakou =z +y, v = y — . Potom je tento
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obdélnik ddn jako u € [4,8], v € [0,2]. Muzeme vyjadrit © = “5%, y = “F¥ ¢mz dostaneme
Jakobian transformace jako

oz Oz
ou ox

N[0 | =

Hmotnost dostaneme tedy dle vzorce pro vypocet hmnotnosti jako soucet jednotlivych hmotnosti

-2 px+7 -2 y2 z+7
m1=/ / $+y+4dydx=/ [my++4y] dz =
—4 0 4 2 0
-2 2 3 2 -2
14 49 3 18 105
=/ P T TR pode = [P 8 I
—4 6 2 2 |,

—4 436 — 105 — (—32 4 144 — 210) = 25,
5

1 5 -1 2 -1
1
m2=/ /w+y+4dydx:/ vy + L 4y d:c:/ 51432+ S dr =
—2 0 —2 2 0 -2 2

522 65 1 60
N el it - (10— -9
[ — 24 =3 (10 — 65) = 25,
3 4—x -3 yz 4—z 3 22
m3:/ / x+y+4dydx:/ [xy++4y] dx:/ —5 —et2dr=
_1Jo -1 2 0 -1 2
2B g2 3 1 1
= |-=—-=—14924 =-94+72424+ - =87+ -
4 1 4 y2 1 4 9 332 9 :
my = r+y+4dyde = xy+ & +4y| dr= r+sde= |5 +52 =
s Jo 3 2 o 3 2 2 2 |,
9 27
—84 18— - =%
* 2 2 ’

8 2 1 8 u2 8
mg,://(u—&—él)fdvdu:/u—i—éldu: — +4du| =32+32-8-16=40.
4 Jo 2 4 2 4

Celkova hmotnost desky je tak

1
=185+ —.
m + 3

sz// yp(x,y)dz dy,

P

SyZ// zp(z,y) dr dy.
P

Plocha P je slozena z mensich ¢asti, dostaneme statické momenty souctem integralu pres jed-
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notlivé ¢asti plochy P. Pro moment S, to jsou

-2 px4T 202 B Y2 z+7
S;:/ / :Ey+y2+4ydydm:/ T4+ =+ 4= dx =
4 Jo _4 2 3 2

0
B /—2 2 + 1422 + 492 N a® +21a” + 147z + 343
—4

5 3 +2(2? + 14 + 49) dx =

25 ) 1 1
:/ —x° + 162”4+ 101z + —x + 212+ —dz =
_4 6 2 3

B oa 16 4 101, 1, 2] 77
= — - 212 =

[24 —|—3 S — 5 —|—4x—|— m+3}_4

120 868 1 1
:7—72217 36)—249+3185—64+3,

-1 2 3 215 1os
Sﬁz/ / J;y—|—y2—|—4ydydx:/ P L dxz/ —r+91+ - da:—

A L2 T3 T, 2

25 2 17" 25 2 4 1
== otz =2-91-Z—(25-182—-)=73— —

[4z +9:c+3:v]_2 1 9 3 (5 8 3> 73 17’

3 pd—z -3 yz y3 yz -z
Sﬁz/ / xy+y2+4ydydx:/ -+ +4= dz =
_1Jo 1 2 3 2 |,

/3 162 — 822 + 23 64 — 487 + 1222 — 23
= +
. 2 3

+2(16 — 8z + 2?) dz =

3 .3 4 3
160 P 160 1
:/ %—1—23: ~ 2o+ o de [x+x3—12x2+3x] =119+ o
—1

2 3 271 4
vy Yy z 7
4y dydx = 4 =445 dxr= —+ —dx =
/Axy+y+yyx/[x2+3+2]0x/32+3x

1 1

4 12’
1/ 4 ,]? 18
// u+vdvdu=f/ (u2+4u)v+iv2 du = /u2—|—5u+4du
4/, 2 ", 2/,
s 1
4 =2 —.
[3+2u+uL 85+3

Sectenim téchto hodnot dostaneme

1
=64 - — 411 44 —+2 7—4
Sz 6+3+73 12—!— 9+3+ —|—12+ 85+3 546.
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Pro moment S, mame zase hodnoty

2 x+7
/ / T +xy+4xdydx—/ [z y+2y +43:y} dz =

14z +4 -2 2 4
:/ %+ 722 w + 4x +28£d:c:/ x3+—3x2+35x+?9dx:
—4

—

Sy

2 4 2
_ 1‘4+23 3+§ 2+§ -~

L4 6 2 27,

— o041

= 5

-1 /5 -1 5 -1 1
5’5:/ / x2+xy+4xdyd:v:/ {x2y+§y2+4xy] dm:/ 5x2+32x+§wdx:
-2 Jo ) 0

—2
—1

5 4 , 1, 11
= |2 16 Z — 384+ =
[31: + 1oz +4as _2 + 12’
3 pd—x -3 " d—s
S’g’:/ / x2+xy+4xdydm:/ {x2y+§y2+4xy} da =
-1Jo -1 0

3 3 4 3

4 7

:/ 7‘%7495 + 24z de = [gxﬂmx?} =49 -,
—1

1 4 9
//x +xy+4xdydx—/ [m2y+§y2+4xy} dx:/ w2+§dx:
0 3

1
[3+2x] 6’

8 2 8
4 1
// 7/ [(u 4wy — 2E 2} d 77/ u? + 3u — 4du
4 0 2 J4
8
3 448 1
—4 =56+ — =205+ —.
[3 +2u uL + 3 +3
Sectenim téchto hodnot dostaneme
1 11 7 1 1 1
=204 — - — — 44 17— =+2 - =4 —.
Sy 0 3 38+12+9 12+7 6+ 05+3 37+6

S, 437+ 1L
or = =¥ = 6 ~ 2,36,
m 185+§
S, 546
=2 - T ~2.95
T T 1+ L O
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Pi. 225 Béhem prudkiyjch desti spadlo v okoli prehrady znacné mmnozstvi vody za pét minut.
Madte zkusenost, Ze béhem hodiny stece vSechna wvoda z okolnich kopci do prehrady. Spoctéte,
kolik napadlo v okoli vasi prehrady vody a o kolik muZete ocekdvat, Ze se zvysi hladina prehrady.
Okoli prehrady je zhruba vymezeno plochou, kterd je v prunim kvadrantu ddna obdélnikem o
strandch 2 a 3. Ve druhém a tretim kvadrantu je plocha dana jako kruh o polomeéru 3, ve éturtém
kvadrantu je pak plocha ddna jako trojihelnik spojujici poédtek s body [2,0] a [0,—3]. Prehrada
z této plochy zabird asi 15 procent. Meteorologové spocitali, Ze vijska vodniho sloupce srazek je v
této oblasti ddna zhruba funkci f(z,y) = 2% +y* + In(z? + 1) + 2, pro z > 0 a funkci f(z,y) =
(2 + y?) Sinh(w21y2), pro x < 0. O kolik se za hodinu 2vysi vodni hladina? Nezapominejte
zapocitat také vodu, kterd do prehrady spadla primo.

Nasim priméarnim tkolem je spocitat objem naprsené vody. Vyska vodniho sloupce odpovida
informaci, kolik vody napadlo na jednom misté [z,y] a odpovidd to rozsahu 0 < z < f(z,y).
Avsak tato vyska se uddvd v centimetrech (pokud na plose metr krit metr napadne vrstva
jednoho centrimetru, rovné se to jednomu litru vody na metr ¢tvreéni). Nasi oblast je vymezena
zhruba plochou

Musime také uvazit, ze vzdalenosti na osach jsou uvedeny v kilometrech. Nakonec tedy budeme
muset ucinit jisty rozbor jednotek.

VysSettovanda plocha se sklada z vice ¢asti a jako takovou ji budeme muset vySetfovat po
castech. Celkovy objem pak dostaneme jako soucet jednotlivych objemiu. Za¢neme prvni oblastni
ve ¢tvrtém kvadrantu, kterd je dana rozsahy 0 <z <2 a %x -3<y<0.

2 (0 2 0
V1:/ ﬁ x2+y2+ln(x2+1)+2dydx:/ {x y—|— 3 —I—;yln( +1)+2y dzx
0 s5x—3
2 21

0 Sz-3

39 33 3
= /0 —§x3 + Zmz 5% +15— (25(5 - 3) In(z? +1)dx

K dopocteni tohoto integralu si nejprve odvodime nésledujici vzorec.

/(Aa: + B)In(z? +1)dz = /Ax In(z? +1) + Bln(2* + 1) dz =

241
dt = 2z dx v =1 v=2

_‘ t=2?+1 u=I(z?+1) o =-2

—/lntdt+Bacln +1) B/12_|_1

=3 (tlnt — 1) + Brin(2? + 1) — 2Bz + 2B arctgx =

A
= 5((:172 +1)In(z® + 1) — 22 — 1) + Bz ln(2® + 1) — 2Bz + 2B arctg .
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Aplikaci tohoto vzorce ziskdme

21 13 . ?
— gt —3x3 - ﬁzz + 15z | +

V1{32 4 4 o

2

3
+ [4((152 + D) In(z? +1) — 2% — 1) — 3zln(z? + 1) + 62 — 6arctgz| =
0

19
—22—§—Zln5—6arctg2.

Vypocet pies polokruh provedeme skrze polarni souifadnice z = pcos¢, y = psing, kde
vidime, ze je p € [0,3] a ¢ € [7/2,37/2]. na této plose je ddna vyska vodniho sloupce jako

flx,y) = (22 +9?) sinh(3”2jlry2 ). Transformujeme tedy integrdl jako

Z 3 p?
Vg:/ / p>sinh = dpdy =
z Jo 4
3
2

t— 2
= - :8
‘dt dp‘ /x

2

B!

/tsmhtdtd(p—‘ o =sinht v = cosht '

2

2 2 3
=8r tcosht—/coshtdt =81 |2 cosh” —sinh 2| =
4 4 4],

(ST

9 9 9 9 9
=87 (4 cosh 1 sinh 1 + sinh O) = 187 cosh 1 87 sinh T

Posledni objem dostaneme analogicky jako V;.

2 r3 2 3 3
Vs :/ / x2—|—y2+ln(x2—|—l)+2dydx:/ {a:Qy—l—yg +yln(x2+1)—|—2y} dz =
o Jo 0 0
2
= / 32% 4+ 15 4+ 3In(x? + 1) dz = |predchozi vzorecA = 0, B = 2| =
0
= [a:3 + 152 4 3zIn(2? + 1) — 62 + Garctgx](z) =26+ 61In5 + 6 arctg 2.
Celkovy objem naprsené vody je tedy dan jako
1 15 9 .. 9
V=Vi+Va+ V3 =148 — 3 + Zln5+187rcosh1 —87TSlIlh1 ~ 206, 873.

Musime se v8ak vyporddat jesté s jednotkami. Abychom pfevedli osy x a y na metry, musime
vynasobit hodnoty na téchto osédch 103. Naopak osa z m4 jednotky v milimetrech a zde bychom

museli vie naopak podélit 102. Objem vody je tedy V ~ 2068 730 m>.
Obsah vymezené plochy dostaneme skrze obsah kruhu, obdélniku a trojuhelniku jako

9 9
8251+SQ+53:3+§7T—|—6:9+§7T%23,14.
Prehrada z této ¢asti zabira jen 45 procent, tedy plocha prehrady je asi
9 9
Sp <9 + 7r> ~ 3,47.

~ 2 2
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I zde musime uvazit, ze plocha je dana v kilometrech. Po pfevedeni plochy do metru dostaneme
Sp ~ 3470000 m?. O kolik se zvedne hladina mtizeme odhadnou pomoci vzorce pro objem vélce.
Vime, ze V = h - Sp, kde h je hledana vyska. Tedy

V2068730 _

h=—F=c—F7—"=
Sp 3470000

0,6.

Voda za hodinu stoupne zhruba o 60 cm. Dalsi voda pak bude do pirehrady pritékat rekou. Snad
nebude prset déle.
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Pi. 226 Kulka vystrelend ze zbrané miize zasdhnout libovolné misto v kruhu z? + y* < R2.
Spoctéte pravdépodobnost, Ze se trefite do terée vymezeného funkcemiy =4 — 22, y =x — 2.

Jako prvni si musime uvédomit, ze kruh je zadan s obecnym polomérem R a nase Sance na zasah
se bude odvijet od velikosti poloméru. Nastiime nejprve obrazky ruzné mozné situace.

Obréazek 2: Cervena Srafovana plocha odpovidé ter¢i. Modrou je znazornén kruh zdsahu.

Vidime, ze budeme chtit postupné nalézt pruseéiky kruhu s hranicemi terce stejné jako bu-
deme chtit uréit priseciky hranic terée. Prisecéiky funkei y = 4 — 22, y = z — 2 dostaneme
jako

r—2=y=4—2°
2 4+r-6=0
(x+3)(z—2)=0.
Proto mame dva pruseéiky x1 = —3 a 29 = 2. Tedy ter¢ je dén nerovnostmi —3 < x < 2 a
r—2<y<4—2z2

Jako dalsf krok budeme chtit uréit priseéiky kruhu 22 +%2 = R? a funkce y = x—2. Dosazenim

ziskdame
22+ (z —2)? = R?
202 — 4z + 4 = R?
R2
2?2 42— -5 = 0

Diskriminant dostaneme jako

2
D:4—4<2—R7> =9R% 4

Pro R? < 2 nemame zadny prisecik a tedy kruh lezi zcela nad hranici terce. Pro R? > 2
dostaneme pruseciky
2++V2R? -4 R?
$3,4=f=1j: 7—1,
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Nakonec bychom chtéli spoéist jesté priseéiky kruhu 22 +y? = R? a funkce y = 4 — 2. Dosadime
do rovnice a ziskdme

22 +16 — 822 + z* = R?
xt —T2? +16 — R?* =

Ocividné bychom mohli zavést substituci z = 22 avsak z ni vyplyva to, co bychom si mohli

pfirozené véimnout z grafu. Kruh z? + y? = R? stejné jako funkce y = 4 — 2% jsou symetrické
pfes osu y a tedy pro kazdy prusecik x (jeho x-ovou soufadnici) nutné musime dostat také
pruse¢ik —z. Diskriminant této rovnice je
D =49 —4(16 — R*) =49 — 64 + 4R* = 4R* — 15
Pokud je tedy R? < % tak lezi kruh zcela pod hranici ter¢e a hranice kruhu a horni hranice
terce nemajf zadny pruseéik. Pro R? > % maéme pruseciky
" 7T+ V4R? — 15
5 .

Nez budeme pokracovat dal, pfipoméime jesté, ze kruh 22 + y?> = R? je zadén také pomoci
dvou krivek, kde y = v R2 — 22 tvoif horni pulkruznici a kiivka y = —+/R2 — 22 tvoii doln{
pulkruznici.

Samoziejmé je 2 < 13 a tedy pro R? < 2 lezi kruh zésahu zcela uvniti terce. Pravdepodobnost
zésahu je tedy P = 1. V dalsf ¢dsti vypoctu budeme pokracovat za predpokladu, ze je R? < 13
tj. kruh ma prusecik pouze s primkou y = x — 2. Chtéli bychom déle spocitat plochu kruhu, ktera

lezi uvniti terce. Nebot je celkové plocha kruhu 7R? miizeme také spocitat ¢dst kruhu mimo
terc a zbytek dopoéitat jako komplement. Plochu useknutého srpku spocitame jako integrél

7_1 ——1
_ VB2 — 22dr =
S1 = / \/RT / RLﬁldydx—/ \/327 r—24+VR?—2?dx

= |Substituce x = Rsint nebo vzorce.| =

x? 90 + oV R?2 — 22 N R? .
=|—-—-2x 4+ —"———— + — arcsin —
2 2 R

T56,7,8 =

2

1—y/ 22—
Po dosazeni do vzorce bychom tak dostali pravdépodobnost

R?-8S S
pTv P12
TR? TR?
Ve tieti ¢4sti se budeme chtit vénovat situaci, kdy je 2 < R? < 4. V tomto pifpadé mame na
intervalu [—3,2] vSech 6 psusecikt kruhu s hranicemi terce. Plocha S z pfedchozi ¢dsti zustdva
stejnd. Avsak ¢ast kruhu mimo terc se zvétsi o plochu

ARV VLSRN e} T+V/aR?—15
522/77 —— /4_702 1dydx—/7 =" VR? =22 — 4+ 2% do =
= |Substituce x = Rsint nebo vzorce.| =
T+vV4RZ2 15
= m—i—]ﬁaurcsinf—élac—&—gc—3 2 .
2 2 R 3 77\/42R27715
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Nebot jsou plochy symetrické pfes osu y, mizeme vie vhodné vynasobit 2z a nemusime dopoéitavat
druhou plochu. Po dosazeni bychom tak i tentokrat dostali pravdépodobnost

p— 7TR2*51*252 1 St + 2S5,
N wR? N TR2
Ctvrtd ¢ast bude vénovana situaci, kde je 4 < R? < 16. Tato situace je jiz o hodné kompli-
kovanéjsi. zatim jsme pocitali plochu kruhu, kterd nelezela v terci. v dalsi ¢asti naopak zkusime
pocitat ¢ast terce, kterd nelezi uvniti kruhu. Pokud navic spocitame celkovou plochu terce, do-
staneme plochu lezici uvnitt kruhu komplementarné. Zac¢neme plochou terce, kterou bude snazsi
ziskat. Je to

24—z 2 22 23 2
ST://ldxdy:/ / 1dydx:/ 4—x2—x+2dx:{6x——] =
T —3Jz—2 -3 2 3] 4
4

8 9 27 8 9 27— 16 )
—18 — — — | =19 — — - =19 =20 =.
( 2+3) 3 27T T G

Plochu kruhu mimo ter¢ tvoii dvé ¢asti. Symetricka plocha nad kruhem a ¢ast useknutého skoro
trojihelniku ve tfetim kvadrantu. Polovinu plochy nad kruhem dostaneme na intervalu [0, z],
kde x; je prusecik kruhu, ktery je kladny ale zdroven je to mensi z téchto dvou pruseciku. Tedy
x; = T=v4Ri-18 V4§LI5. Staci si rozmyslet, ze pro R? < 16 je V4R2 —15 < 7. Uréili jsme rozsahy
plochy na ose x, na ose y je horni useknutd ¢dst terce ohrani¢ena zhora parabolou a zdola
kruhem. Polovina plochy je tedy dana jako

A2 7-+/4R2_15

S3:/ / ldydx:/ ’ 4 —2? —\/R? —22dx =
0 VRZ=27 0

= |Substituce x = Rsint nebo vzorce.| =

7—+v/4R2-15
2

7—v/4R%2-15
3 xvVRZ—1z2 R? LT ?
= |dr — — — ——— — — arcsin — =
3 2 2 R o
7—v4R%2-15
2

4w—§—f—7amsmﬁ

[ x> aoVR2—22 R? x ]
Daéle bychom chtéli spocitat plochu useknutou ve tfetim kvadrantu pfipominajici trochu svym
tvarem trojuihelnik. Tato plocha je ponékud komplikovanéjsi, nebot si miZzeme v§imnout, Ze se zde
meéni horni ohrani¢ujici funkce. Na intervalu [—3, ;] je plocha shora ohrani¢ena parabolou 4 — z2.
Naopak na intervalu [z;, x| je plocha shora ohranicena dolni pulkruznici. Zdola je odseknuta
plocha vzdy ohranic¢ena piimkou y = x — 2. Co jsou body x; a x;? Z obrazku si muzeme
odvodit, Ze z; je tvofen zapornym priisecikem kruhu a paraboly a to tim mensim z obou téchto
zapornych pruseciku, tj. x; = —”7“152*15. Podobné je xj zaporny prusecik kruhu a pfimky, tj.
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rp=1-— \/%2 — 1. Plochu mame tedy danou jako

77+\/4§2715 42 1— /%2,1 —VRZ—22
Sy :/ / ldydx—i-/
—3 T _I

W=l ldyde =

-2

= VED
:/ 6—x2—xdx—|—/ 2—x—VR?—22dx =
-3

_ 7+V4R2-15
2

= |Substituce x = Rsint nebo vzorce.| =

_ 7+V/4RZ 15 1-4/ B2 _1
z? 28 2 2  zvVR2—22 R? L :
= |br — — — — + (20— — — ———— — — arcsin — .
2 3], 2 2 2 R| i
2

Pravdépodobnost zdasahu dostaneme jako plochu terée uvniti kruhu podélenou plochou kruhu.
Plochu terce dostaneme jako celkovou plochu terée minus dvojndsobek plochy S5 a minus plochu
Sy. Je to tedy
204 2 — 255 — 5,

TR2 ’

Zbyvaji ndm postupné vyftesit jesté 2 hranicni situace. V této predposledni ¢asti budeme
predpokladat, ze je 16 < R?, ale ze terc stdle jesté nelezi zcela uvniti kruhu. To nastdva pokud
je nejmensi prusecik kruhu a paraboly z; > —3. Potfebujeme tedy urcit tento prusecik. Pokud
je viak 16 < R?, pak je VARZ — 15 > 7 a tedy x; = T=Y4=15 Vgimneme si také, ze v tomto
piipadé se ndm kofeny x5 ¢,7,3 zredukuji pouze na dva dvojnasobné koreny. Resfme nerovnost

7T—V4R?> —-15

P =

5 > -3
—V4R?2 — 15 > —13
4R? — 15 < 169
184

Tedy v tomto piedposlednim pifpadé uvazujeme 16 < R? < 46. Z terce je nyni odseknuta pouze
jedna plocha a to ta odpovidajici plose Sy v predchozi ¢asti. Ohranicujici funkce se ndm nemeéni.
Pouze prusecik z; se zménil a tedy bychom analogicky dostali plochu

7-V4RZ_15 1/ 821
22 2P 2 2 aVR?Z—22 R? ’
55:{6;10——] + |22 — — - ————— — — arcsin — .
2 3], 2 2 2 R\, yiwe—ss
2

Pravdépodobnost zdsahu nyni dostaneme podobné jako v predchozich pfipadech a tedy

20+ 355

P
mR2

Posledni &4st feseni jiz bude jednoduchd. Nyni uvazujeme situaci, kdy je 46 < R? a tedy cely
ter¢ lezi uvniti kruhu. Plochu terce jsme jiz spocitali a plochu kruhu zndme. Mame tedy
5
_ 20 + 6
TR?
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Na zéveér jesté uvedme, Ze v naSem piipadé jsme uvazovali, Ze stiela zasdhne libovolné misto
kruhu se stejnou pravdépodobnosti. Toto odpovida jistym parametrim nasi zbrané, které mohou
byt pro jinou zbran odlisné. Tj. zasazenda plocha by nemusela byt tvorena kruhem nebo bychom
mohli mit pro ruzné ¢asti oblasti ruznou Sanci na zésah. Navic jsme uvazovali pouze situaci, kde
je stiela tvofena jen jednim bodem. Neuvazujeme jiné situace, kde by stfela zasdhla terc jen
castecné. Pokud bude stiela jen o kousek mimo ter¢, jiz se to pro nas nepocita jako zasah. Pokud
bychom i blizké skrabnuti terce chtéli pocitat jako zasah, museli bychom plochu terce upravit
vzhledem ke tvaru strely.
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Pi. 227 Horolezec uvizl na vrcholku skaly s plochym pro jednoduchost kruhovym vrskem s po-
lomérem 1 = 3. Jeho horolezeckd vybava mu bohuZel spadla dolu, a tak se nemuze dostat dolu.
Potrebuje, abyste mu z vrtulniku shodili nové vybaveni a on se tak mohl zachranit. Kvili silnému
vétru nent jind moznost. AvSak vitr také zpusobuje, Ze po shozeni vaseho nadkladu zasdhnete pouze
néjaky bod v kruhové oblasti s plomérem ro = 5, kde Sance na zasdhnuti nékterého bodu je vidy
stejnd. Vitr rozhoupdvd lano se zavéSenym vybavenim a stied oblasti dopadu se mize vychylit do
libovolného smeéru o parametr p. Horolezec stoji na skdle a lze jej reprezentovat jako obdélnik o
strandch 1 x 0,5. Jakd je pravdépodobnost, Ze se trefite na skdalu? Jakd je pravdépodobnost, Ze
trefite horolezce? Horolezec bude stdt ve stiedu skdaly. Kdyby stdl na okragi skdly, balik by ho dost
moznd ke vSemu strhinul doli.

Budeme piedpoklddat, ze skdla je ddna kruznici 22 + 2 < 9, se stiedem v poc¢dtku. Pro zjed-
nodusen{ vypoc¢tu budeme uvazovat, ze horolezec stoji v poc¢itku vymezen body [0, 5; —0, 5],
[-0,5;0,5], [0; —0,5] a [0;0,5]. Stied kruznice dopadu se pak bude posunovat ve sméru kladné
poloosy x, tj. kruh dopadu je dén jako (x — p)? + y? < 25, p > 0. Tato tivaha pouze ovlivn{
neuvazovali skélu plochou, ale napiiklad nahnutou. Popiipadé pokud by neméla kruhovy tvar.
Pokud se vam zda ptiklad piilis nesmyslny, podivejte se na ptibéh George Hopkinse a na piibéh
jeho piistani na vrcholu dablovy véze (hledejte hesla jako: George Hopkins, Devil’s tower, para-
chutist, parachutist stranded on top of...).

Mozné varianty piekryvi dopadu muzeme vykreslit ndsledovné: Nejsnazsi situace je vyobra-

Obrézek 3: Cervend oblast vyznacuje mozné mista dopadu. Modrou je znézornéna plocha skély.
Hnédy obdélnik odpovida horolezci.

zena na prvnim a poslednim obrazku. Pokud je p < 2, tak je skala zcela uvniti kruhu dopadu a

tedy je pravdépodobnost zdsahu skaly ddna jednoduse jako podil plochy skély vuéi plose kruhu
dopadu. Obdobné pro horolezce. Na zakladé vzorct pro vypocet plochy obdélniku a kruhu a na
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zakladé geometrické pravdépodobnosti mame

97 9
P = — = — =
5= o5 o5 030
0,5 1
= = __— =~ 4.
257 50w 0,006

Naopak pokud je p > 8, tak balik zcela mine skdlu a tedy nemuze zasdhnout ani horolezce.
Tj. Ps = Py = 0. Dalsi hrani¢ni situace vyplyvaji pfirozené z moznych variant. Budeme tedy
rozliSovat ve vypoctu dveé situace

1. Spocitdme pravdpodobnost zasahu skaly vzhledem k parametru p, kde kruh dopadu piekryje
skélu jen castecné.
2. Rozlisime variannty, kdy kruh horolezce mime, piekryje jen ¢astecné, nebo jej prekryje
kompletné.
Pruseciky skély a kruhu dopadu bude existovat pokud 2 < p < 8 a dostaneme jej jako
9— 22 =y*=25—(z—p)?
2pr = 16 — p?
16— p?
=5

Samoziejmé musi byt x € [—3,3], coz nastane pravé v hraniénich hodnotidch p = 2 a p = 8.
Budeme chtit spocitat plochu skaly, ktera lezi uvniti kruhu dopadu. Jisté ji muzeme spocitat

. s T, . VT 16—p% | . s , . .
vice cestami, my ji ziskdme diky vypozorovani, ze pro z € [?, 62pp } je horni i dolni hranici

16—p?
2p
kruznice skaly. Musime v8ak nejprve urc¢it hodnotu 7. Jedna se mensi z prusecikl osy x kruznici
dopadu. Stted kruznice dopadu je v bodé [p,0] a mé polomér ro = 5, tedy mensi z pruseciku osy

x je samoziejmé 7 =p — 5.

(z— P)2 V9—z?
S1 = / / 1dydx+/ / ldydz =
25— (m p)? V9—x2

2p
:/ 24/25 — (z — p)? der/ , V9 —2*dx = [Substituce z = Rsint nebo vzorce.| =
p75 162;)12

vymezené plochy kruznice dopadu a na intervalu x € ,3} je horni i dolni hranici plochy

2

16—p 3
1 — 2 1
— [2 ((:1: —p)v/25 — (z — p)? + 25 arcsin 33 3 p)} ’ + [2 (oc\/9 — 22 4+ 9arcsin ?’j)]
p—>5

16—p2
2p

7 geometrické pravdépodobnosti tak ziskame, ze pravdépodobnost zasahu skaly je

S

5= 257

Samoziejmé zde neuvazujeme, zasahnuti okraje skdly by dost moznd vytstilo ke sklouznuti baliku
ze skaly podobné jako se to stalo Georgi Hopkinsovi. Na druhou stranu je otézka, jestli by kazdé
Castecéné zasazeni okraje muselo vyustit v jeho spadnuti doli. Na zakladé podobnych tivah bychom
mohli omezit prostor skaly, ktery povazujeme za bezpeény a pocitat pravdépodobnost odsud.
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Abychom uréili pravdépodobnost zasazeni horolezce, méli bychom urcit pro jaké hodnoty
parametru p ma kruh dopadu prunik s obrysem horolezce. Nepoc¢itame zde situace, kdy se balik
skutdli a zasahne horolezce neptimo. Jedno ohraniceni ziskame snadno. Pokud je p > 5, tak kruh
dopadu horolezce mine a pravdépodobnost jeho zasahu je Py = 0. Dolni hranici pro p dostaneme,
kdyz nalezneme prusecik kruhu dopadu s pfimkou x = —%. Tento prusecik dostaneme jako

2 9 )
1 100 — (142 99 —92p — 4
y2_25_(x_p)2:25_(__p> — (4 p) Z P

Pi{mka tvoif{ hranici obrysu horolezce pouze pro y € [—0,5;0,5] a tedy je-li pokud je prusecik
nad touto hodnotou, obray lezi zcela uvniti kruhu. Resime tedy nerovnost

_ _ 2
99 —2p —4p S 1
4 —4
99 —2p —4p? > 1
49 —p—2p*> >0

Kofeny kvadratické rovnice jsou
P12 =

a nerovnost je splnéna pokud je p € [p1,pa]. Jeden z téchto kofenu je vsak zdporny a tedy
nas zajima pouze cast {0, 1£v393 2393} Na tomto intervalu je obray zcela uvniti kruhu dopadu a

tedy je pravdépodobnost zdsahu dana pomoci plochy obdélniku a kruhu skrze geometrickou
pravdépodobnost jako
3 _ L
~ 25 507

Nejtézsi ¢ast zahrnuje piipad, kdy je kruhem dopadu prekryta jen ¢ast obdélniku. Abychom
spocetli plochu této ¢asti, muzeme uvazovat, ze je plocha symetrickd pres osu x a sta¢i nam
psocitat jen jeji polovinu, tj. jen ¢ast pro y > 0. Také si musime uvédomit, ze plocha je na intervalu
[0, 5; 7] ohrani¢ena shora kruhem y < /25 — (z — p)? a na intervalu [?; 0] je ohrani¢ena shora
naopak obdélnikem y §1 % Musime tak jesté urcit bod ?. Ten dostaneme jako prusecik kruhu

dopadu s piimkou y = 5. Tedy

Py

1 99

—p)?=25—9y* =25 - - ="

(x —p) y 1° 1
V99

Hledame ten z pruseciku, jehoz z-ovéa soutradnice je blizka nuly. Pro parametr p blizky ¢asla 5 je

to nutné
v 99
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vy§tfovanou plochu tak dostaneme jako

p—2  y/25—(a—p)? 0
Sy = / / 1dydx + / ldydx =
% p=3% Jo

p— 99
:/ \/257 (x —p)2de + 22— P

_1
2

_ F ((x — P)V25 — (z —p)? + 25 arcsin

2

Vo
r—p p_%_’_\/%—Zp
5 B 4 '

1
2
Dostali bychom dosazenim plochu S5, je nésledné pravdépodobnost zasazeni horolezce

25,

B o5

V nasem vypoctu jsme udélali mnoho zjednodusujicich predpokladu. Jisté bychom mohli
piiklad zkomplikovat. Napiiklad kdybychom zacali uvazovat, ze shazovany balik mé néjakou ve-
likost a tedy nezasdhne jeden bod, ale spise néjakou malou plochu. Jinou komplikaci bychom
mohli vytvorit, kdybychom chtéli spoc¢itat jaka je pravdépodobnost zasahu horolezce, pokud
predpokladame, ze jsme strefili samotnou skdlu. K tomu bychom mohli pouzit podminénou
pravdépodobnost danou vzorcem

P(ANB)

PAIB) = =55

Zde A odpovida jevu: zasdhneme horolezce, jev B je pak: zasdhneme horolezce. Pravdépodobnost
P(A|B) je hledana pravdépodobnost zdsahu horolezce pokud jsme jiz trefili skdlu. Déle pravdépodobnost
P(A N B) udavé pravdépodobnost, Ze zasdhneme zéroven skalu i horolezce, ale horolezec stojf

na skéle a zasdhneme jej pouze pokud zasdhneme i skdlu. Tedy P(AN B) = P(A) a mdme

P(ANB)

Pravdépodobnosti P(A) i P(B) jsme jiz pocitali v pfedchozi ¢dsti. Staci je tedy pouze doplnit.
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Pi. 228 Spoctéte stiedni hodnotu transformované veliciny Z = XY pokud vite, Ze je dana hus-
tota dvourozmérného rozdéleni (X,Y) jako

L 2 <1yl <1
_ ] = 4 =4
x? - .
J(@y) {O, Jinak.

Oveérte navic, Ze je splnéna zdkladni podminka na hustotu ffR2 flz,y)dady = 1.

Ovérme nejprve podimku na hustotu, tj.

1 1 1 2,71
1+a2y 1 Ty 1
flz,y dxdy:/ / dwdy:f/ |:.%‘—|—:| dy = ~
/]R2 ( ) —1J-1 4 4 —1 2 1 4
1

=-4=1
4

1 1 .
2dy = 1 [Q?J]fl =
-1

Podimka je tedy splnéna. Pro vypocet stfedni hodnoty aplikujeme vhodny vzorec a dostaneme

11 11
1 1
EXY:// xyf(x,y)da?dy:/ / xy +xydxdy=f/ / xy + 2%y? dedy =
R2 —1J-1 4 4/ 1)

1 [t [22 321" 1 [t 22 174370 12 1
1) .12 3, 1), 3 613/, 63 9
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Pi. 229 Spoctéte stredni hodnotu transformované veliciny Z = X + Y pokud vite, Ze je ddna
hustota dvourozmérného rozdélent (X,Y) jako

)

o) = A7@T)% OS2 <l 0<y<l,
' , Jinak.

Oveérte navic, Ze je splnéna zdkladni podminka na hustotu ffR2 flz,y)dady = 1.

Ovérme nejprve podimku na hustotu, tj.

/ fxydzdy_// (z+y)?dedy = = //x+2xy+y dxdy =
R2
Ly 2d—7/1++ dy =
3 B) Y . y—7 3 yry ay
6 Y y3 6 /2 1 64+3
—_— —_— = — —_ — —1
7[3+2+3 7 3+2 76

Podimka je tedy splnéna. Pro vypocet stfedni hodnoty aplikujeme vhodny vzorec a dostaneme

E(X+Y)//RQ(x+y)f(x,y)dxdy/Ol/olg(ery)?’dxdy

1 pl 6 [z y 2y 1
:f/ / 23 4+ 32%y + 3zy® + 3 dedy = / +3—+3 +ayd| dy =
7Jo Jo 7 Jo 4 3 0

6 (11 3 6 2 33 441 6 /2 63 9
:,/ 4yt +yidy =2 g+y—+i+y— =z |-+1)=zz=%.
7 ), 4 2 7 o
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Pi. 230 Zijete na plochozemi a tedy vam chybi tieti rozmér. V boji jste nepriteli zajali tank a
nyni se s nim potrebujete dostat pres most, jehoZ nosnost je 10 jednotek hmotnosti. Most je pro
vds mesmirné duleZity, ale tank by se vam v nadchdzejici bitvé také hodil. Unese most tank? K
vypoctu hmotnosti mdte jen vase znalosti a pravitko mérici vzddlenosti na plochozemi. Udaj 0
hustoté tanku se vam podarilo nastésti nepriteli ukrdst a je to p(x,y) = |sin(x? + y?)|. Jakd je
vase odpovéd'?

AAARE
AN

Hmotnost objektu spocteme jako integrédl z hustoty a tedy

m= // |sin(z? + y?)| dz dy.
M

Cést tanku lze je dand na obdélniku M : [f%, %} X [fﬁ, 0] . Zkusme na této podmnoziné spocitat

5
hmotnost tanku. Dostaneme
mp = // sin(:lc2 + y2) drxdy = // sin 2 cos y? + cos z? sin y? dz dy.
M,y My

Cely tikol spocitani obsahu tak redukujeme na tikol spocitat [ sinz?dz tento integral nedosta-
neme jako integral zadné obvykle zndmé funkce. Jednd se totiz o Fresneluv integrél. Jak tedy
spocitat hmotnost? Mohli bychom zkusit zavést polarni soufadnice ¢imz bychom poté dostali
integrovanou funkci jako

/ psin p? dp.

Vysledek tohoto integralu dostaneme jednoduse pomoci substituce. Kdyby to vak bylo jen takto
jednoduché. Nesmime zapomenout, ze se ndm do integralu porjevi také rozsahy a popsat inte-
grovnaou mnozinu pomoci polarnich souradnic také nebude nic jednoduchého. Jak tedy postu-
povat. Pokud bychom spocitali hmotnost tézsiho objektu a tento objekt by byl stéle dostatecné
lehky, tak bychom védéli, ze i nés tank je dostatecné lehky. Pokud je nasim problémem funkce
|sin(2? + y?)| tak si také mizeme viimnout, ze plati |sin(z? + y?)| < 22 + y?. Staéf si rozmyslet,
ze je | sin z|] < z coz muzeme ovérit, pokud spoéitdme, ze sin 0 = 0 a ze je funkee z —sin z rostouct
(napiiklad pomoci derivace). Pro velké hodnoty z je toto o¢ividné z ohranicenosti funkce sin z.
Pocitejme tedy horni odhad hmotnosti jako

H, :// z? +y? dady.
M

K vypoctu hmotnosti bychom nyni mohli urcit horni a dolni rozsahy mnoziny M a rozdélili si
integral na mnoho ¢asti. Tento komplikovany vypocet bychom si mohli mozna usnadnit, pokud
bychom zpozorovali, Ze cely tank lezi uvniti kruhu My : 2% 4+ 2 < 4.
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Spocteme-li tak hmotnost celého kruhu, dostaneme jesté vétsi odhad na hmotnost. Tedy jiz druhy

odhad, ale i zde plati H; < H. Mame

2 2 24
ng// x2+y2dxdy:/ / pPdpdy = 21— = 8r.
My o Jo 4

Tato hmotnost tedy odpovida zhruba 25 jednotkam hmotnosti. To je ponékud hodné a je to vice,
nez kolik most unese. Tento horni odhad je tak az piilis velky. Mozna je vSak zvétSeni mnoziny
M na M, az piilis chamtivé. Mozna si mnozinu az piili§ zjednoduSujeme. Mnozinu muzeme

zvétsit /obalit také obdélniky jako

YN
LN A A

NN ]

Takto muzeme rozdélit integrovanou mnozinu na tii obdélniky jako

"5

5

55

[ 9 6
o [12] <[],

o [-21] « [ 2]

5

5 5

Os : :_7 7} x [_7 _6],

Integrujeme jednoduse pies obdélnik polynom pormeénnych z, y. Samotny vypocet tak nebude
piilis ndrocny. Dostaneme tieti odhad Hs > Hjp, ktery ocekdvame (ale nevime jisté) ze bude
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spliiovat také Hs < Hy ¢imz by se nas horni odhad zlepsil. Méame

// m2+y2dxdy:// xdedy+// y?dedy =
0O1UO02UO03 0O1UO02UO03 0O1UO02UO03
6
5

11 [23]% 6 [23]7 1[23]F 14 [y3 ! 4 [ 0 14 [y3]
=— |5 +2]5] 42| =L 4L =L =
51030 513]e 5131z 513]¢ 5[3]_¢ 513]_;

5
1 93 93 7 6 6 6
=1 (1) 461+ )42 +14(1+ = ) +4+14 (= - = || =
1
= 7 [11(729 + 125) + 6(729 — 125) + 686 + 14(125 + 216) + 864 + 14(343 — 216)] =

3.5
21120 1408
3.54 53

Hj

9394 + 3624 + 686 + 4774 4 864 + 1778] = ~ 11, 3.

N
Odhad Hj je polovi¢éni oproti odhadu Hs. Presto je vSsak odhad prilis velky a tank by podle
tohoto odhadu na most vjet nemohl. Pfesto se stale jedna o odhad a nevime, zda nahodou tank
neni piece jen leh¢i. Mozna jsme nezvétsili ptilis jen mnozinu, ale mozna jsme ptilis zvétsili také
hustotu. Skuteéné plati, ze je |sin z| < z, ale pro z > 1 je tento odhad zbyte¢né velky. Pro z > 1
vime, ze je funkce |sin z| < 1. Zvétseme tedy hustotu pouze jako

p(a,y) = [sin(z? + y*)| < min{z® +y*,1}.

Dostaneme tak ¢tvrty odhad H, pii jehoz vypocétu muzeme vyuzit vyhodné polarni soufadnice,
nebot poté je
min{z? + y%, 1} = min{p?,1}.

Vzhledem k polarnim souradnicim se také jevi, ze se nam integral bude poc¢itat mnohem lépe
pokud zustaneme u puvodné zvétsené mnoziny Ms. Pocitdme

2 1 2 2
H4:// min{x2+y2,1}:/ / p3dpd<p+/ / pdpdp =
224y2<4 0 0 0 1

orl 4o il T i 3rall
=2r—+421|—| =-+3r~1L
1 2|, 2

Tento odhad je porad prilis velky. Uvédomme si vSak, ze pii jeho ziskani jsme do mnoziny My
piidali mnoho bodu a také tieba cely obdélnik [—g, g} X [1, %} Coz vidime dobfe na obrazku
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Hmotnost toho obdélniku dostaneme docela snadno nebot je jeho vzdalenost od poéatku jisté
vétsi nez 1 a muzeme ji poté od horniho odhadu odecist. Je to

8 % 4 64 24
/ / 1dxdy:f~§f:—’>¢1.
sy 5 55 25

Protoze tuto hodnotu jsme k odhadu Hy pfidali zbyteéné, muzeme ji zase od odhadu H, odecist.
Takovyto horni odhad hmotnosti tanku je pak

Hs ~ 11 —1 = 10.

Nyni se dostdvame na hranici a vidime, Zze uz se nachdzime na hranici nosnosti mostu. My jsme
vSak k mnoziné M pridali pfi tvorbé mnoziny M- napiiklad také dva ¢tverce symetrické pies
osu ¥y, kde jeden z nich je [%, 1] X [1, %] jehoz hmotnost je obdobné % . % = 2%. Protoze jsou tyto
¢tvrce dva. dostaneme se jiz dozajista pod nosnost mostu. Tento odhad je pofad nadsazeny, ale
jiz ndm zarucuje, ze nds tank muze na most bezpecéné vjet. N4s tikol je tak splnén. Vsimnéme si
také, ze hustota je uprostied tanku v bodeé [0, 0] nulové. To je vSak v pofddku. V této oblasti je

prostor pro posadku.
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Pi. 231 Spoctéte stredni hodnotu transformované veliciny Z = X + Y pokud vite, Ze je ddna
hustota dvourozmérného rozdélent (X,Y) jako

r—y, 0§y<x§17
fla,y) = y
0, Jinak.

Oveérte navic, Ze je splnéna zdkladni podminka na hustotu ffR2 flz,y)dedy = 1.

Ovérme nejprve podimku na hustotu, tj.

1, 1.2 1 1q y2 )
/ f(%y)dwdy:/ / x—ydxdy:/ |:2—ajy:| dy:/ 3~ _3+y dy =
R? 0 Y 0 y 0
2

1
I A R
2 2 6], 6

Nejedné se tedy o hustotu, nebot zdkladni podminka neni splnéna. Piedpoklddejme vSak, Ze

bychom meéli jinou hustotu 6f(x,y). Potom by byla podminka splnéna. Pro tuto upravenou
hustotu spoc¢itdme stiedni hodnotu transformované veli¢iny. Ziskdme

1 1 1 3 1
E(X+Y):// (m+y)6f(:1c,y)dmdy:6/ / mQ—ygdxdy:6/ [Iy—myﬂ dy =
R2 0o Jy o L3 Y
1 3

4 2 5 471
Yy oo Y 3 vy oy oy 1 1 1
= —_— _—— d:6 ————— _— :6 —_—— = — —_ =
/03 vogtyd {6 3 15+4]0 (6 371571
6 5—10—2+} 3 7T _15-14 1
N 30 4/ 2 5 ’
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Pt. 232 Spoctéte stiedni hodnotu transformované veliciny Z = eX~Y

hustota dvourozmérného rozdélent (X,Y) jako

pokud vite, Ze je ddna

ey, 0<x<1, 0<y<1,
f(z,y) = N
0, Jinak.

Oveérte navic, Ze je splnéna zdkladni podminka na hustotu ffR2 flz,y)dedy = 1.

Ovérme nejprve podimku na hustotu, tj.

22 1 1 yg 1
//fxydxdy—//4xydxdy—4/y{} dy:2/ ydy:2[2] =1.
0 0 0
Podimka je tedy splnéna. Pro vypocet stfedni hodnoty aplikujeme vhodny vzorec a dostaneme
1 1
XY // myfa:ydxdy—ll//mye ydxdy—4/ zezdz/ ye ¥ dy =
R2 0 0
1 1
z11 T _a11 _
:4([;1@6]0—/ e dx) ([—ye y]0+/ e ydy):
0 0
—afe—[et) (et [—ev)}) =4 (1-2
=4(e—[e"], e e V|,) = K

u=x u =1
v =¢e" v=2¢e"
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Pi. 233 Najdéte funkci, jejiz druhé derivace jsou ddny jako

2y

facy = fya: = —m-

Nasim tkolem je vhodné zinterovat funkci f,, coZ nas vede na integral

=224y
[ it | i | [ -] 75
//——dtdx—/ dx—/fdx:%/%dm:

2% +y? y (£> +1

Y

t=2
Y
dt =

1 1 1 1 T
=— [ ——dt = —arctgt = — arctg —.
Y Y Y

dx y) t2+1

1
y

Tato funkce je ddna az na néjaké funkce g(x) + h(y), které se pii derivovan{ ztrati. Hledand
funkce je tedy

fla,y) = %mgg + 9(z) + hly).

302



Pi#. 234 Najdéte Laplaceovu transformaci funkce f(x,y) = xy.

Pocitdme funkci

A B A B
L(s,t) = li —ws—yt dedy = li 5=yt dr dy =
(87 ) (A,B)LH(IOQOO)/O /0 ¢ f(x’y> i (A,B)Ln(loo,oo)/o A rye Ty

4 B u=x uw =1
= lim / xe 8 dx/ ye V' dr = s L s
(4,8)(00,00) Jo 0 v=—1e

A A9 B B4
= lim [—Eeﬂs} +/ —e % dg [—y e*yt} +/ —eVdy | =

(A,B)—(c0,00) s 0 o S t 0 o T
A 1 A B 1 B
= lim ——e A {2 e‘”s} ——e Bty {2 eyt} —
(4.B)=(00,00) \ 8 s 0 t ¢ .

A 1 1 B 1 1 1
_ li 4 —As - —As | — - . -Bt__ - —-Bt_ — ——
(A,B)gr(loo,oo) ( s ¢ 52 ¢ +82> ( t ¢ 12 ¢ +t2 522

Posledn{ rovnost nastdvd pokud je s > 0, t > 0 nebot je potom

v =e”

. 1
= lim oS =0

lim
A—oo se8 A—o0

Pro s <0, t <0 limita diverguje.
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Pt. 235 Najdéte Laplaceovu transformaci funkce f(z,y) = e*TY.

Uvazme nejprve situace, kdy jsou s # 1 a t # 1. Potom mame integraly

A B A B

L(s;t)= i —es-yt dedy= i Ty mut g dy =

(5,%) (A,B)gr(loo,oo)/o /0 ¢ flw,y)dedy (A,B)gr(loo,oo)/o /0 ¢ i
(1-s)74

B

A B x y(1-1)
= lim / e(1=9) dx/ V(=8 qy = lim {e } {e } =
(A,B)—(00,0) Jo 0 (AB)—=(0,00) | 1 =5 | L 1—7¢ |,

A(l-s) B(1-t) 1
- lim © — 1 € _ 1 _ (1=s)(1—-¢t)’ s>1At> 1,
(A,B)—=(o0,00) \ 1 —s 1-—s 1—+¢ 1—¢ 0 s<lvi<l

A A
/ e?(1=9) g = / dz = A.
0 0

V takovémto pripadé integraly také nutné integruji. Mame tedy Laplaceovu transformaci pouze
pros>1lat>1.

Je-li napiiklad s = 1, pak je
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Pi. 236 Spoctéte zrychlent a, jaké bude mit zdvazi zavéSené na kladce a volné padajici doli.
Kladka je ddna jako kruh o poloméru r = 1. a) UvaZte, Ze je hustota p(x,y) konstantni v celé

Kladce, tj. p(x,y) = 3. b) Uvaste, Ze je hustota kladky ddna jako p(x,y) = /1 — x2 — y2. Mé&jme
hmotnost zavazi m = 2. Jednotky nereste.

Sila pusobici na zavazi je ddna jako F' = ma, kde m je hmotnost zdvazi a a je jeho zrychleni.
Tocivy moment kladky ziskame jako T = Iw, kde I je moment setrvacnosti kladky a w jeji
thlové zrychleni. Provazek spojujici kladku a zavazi je napjat silou N, kterd spliuje T = Nr.
Tedy Iw = Nr. Uhlové zrychleni w zavisi na zrychleni a nebot je kladka propojena se zdvazim.
Lze odvodit vztah a = rw. Na zdvazi pusobi gravitace silou mg, kde g je obvyklé gravitacni
zrychleni. V opa¢ném sméru pak piisobi sila N. Celkové tak na zavazi pusobi sila F' = mg — N,
coz muzeme propojit jako

mg — N = ma.

Nebot hmotnost m zndme a veli¢inu a chceme zjistit, zbyva ndm dpravami odvodit, Ze je

Nl _Iw_la

r r r2

Dosadime tak do rovnice a ziskame vztah

Vyjadiime-li z této rovnice a, dostaneme

mg
a =

m—!-%g

Jedinou neznamou veli¢inou tak zustava moment setrva¢nosti I. K uréeni momentu setrvacnosti
vSak budeme chtit pouzit integraly a uvedené vzorce. Muzeme si vSak jeSté vsimnout, ze pokud
bychom uvazovali I = 0, tak by padalo zavazi volnym padem, tj. a = g.

Zbyva nam tak urcit pouze moment setrvac¢nosti. Ten vSak musime ziskat pomoci integrélu

I= //M(m2 +y?)p(x,y) de dy

V prvonim piipadé a) je p(z,y) = 3 a mnozina M je déna jako kruh o poloméru r = 1, tj.
22 4+ 9% < 1. Integrél tedy budeme poéitat transformaci do poldrnich soufadnice 2 = pcos ¢,
y = psing, pro p € [0,1] a ¢ € [0, 2n]. Pfipomenime, ze jakobidn tohoto zobrazeni je J = p a ze
plati 22 + 2 = p?. Mame

27 4 1 3
If// x? +y? dzdny// pPdpdp = 677{} =5
0
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V piipadé b) budeme postupovat stejné. Pouze husota se zméni na p(z,y) = /1 — 22 — y2.

Po transformaci tak mame
1 pon 1 f=1—p? 0 4
1= p*\/1—p2dedp=2r | p*\/1—p2dp= =2 ——Vtdt =
o Jo 0 dt = —2pdp 1 2
16

1 5/2 3/271

t t 2 2
= PP Vidt =7 | s+ o | =7z +5])=—m
7T/O Vi w[5/2+3/2}0 7T(5+3> 15"
Nyni zname jiz vSe co potiebujeme. Hodnotu g budeme pro jednoduchost uvazovat jako g = 10.

V pifpadé a) dostaneme
20
2+ %Tr

~ 2,9796.

V piipadé b) je pro zménu
20

= ——— = 3,738.
“ 2—}—%—977

Muzeme si vSimnout, Ze téleso s mensim momentem setrvacnosti ma vétsi zrychleni. To souhlasi,
nebot podle nékterych texti miZeme moment setrvaénosti chapat jako odpor télesa ke zrychleni.
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Pi. 237 Spoctéte zrychlent a, jaké bude mit zdvazi propojené s druhym zdvazZim pres kladku.
Zavazi padd volné doli a u druhého zdvazi newvazujte tieni se stolem. Kladka je ddna jako kruh
o poloméru r = 2. a) UvaZte, Ze je hustota p(x,y) konstantni v celé kladce, tj. p(x,y) = 1.
b) Uvazte, Ze je hustota kladky ddina jako p(x,y) = xzy pro xzy > 0 a p(x,y) = 0 jinak. Méjte
hmotnost visictho zdvaZ m1 = 2 a zdva#i na stole necht md hmotnost mqy = 4. Jednotky nereste.

Protoze jsou zavazi propojené provazkem, tak je zrychleni a jednoho zavazi stejné jako zrych-
leni druhého zévazi. Na zavazi na stole tak pusobi pouze sila F' = msa a tato sila Ny napind
provéazek. Na zavésené zavazi pusobi gravitace a naopak sila N1 napinajici provazek v opatném
sméru. Toc¢ivy moment kladky je dan jako T' = Iw, kde I je moment setrvacnosti kladky a w jeji
thlové zrychleni. To¢ivy moment vSak také vznikd z rozdilu pusobicich sil N a No upraveno o
polomér. Tedy

(N1 = No)r =T = lw.

Nezname vsak sily Ny, No stejné jako nezname ani I a w. Uhlové zrychleni lze vyjadrit jako
a = rw. Sila Ny posunujici zdvazi na stole je pak dana jako Ny = moa. Naopak silu N7 napinajici
provazek ziskame ze vztahu

mi1g — N1 = mia.
Vidime zde vyslednici sil jako mqa, kterd se sklada z pusobeni gravitace a v opatném sméru z

napéti provazku. Dosazenim tak dostaneme snadno vyjadieni

mig —mia — mea = 1—2.
r
Odsud chceme ziskat zrychleni a, které tedy vyjadiime jako

mi1g

a:—I.
myp+me+ 5

Zbyva ndm tak uréit pouze moment setrvacnosti. Ten vSak musime ziskat pomoci integralu
1= [[ @+t dsay
M
V prvnim pifpadé a) je p(z,y) = 1 a mnozina M je déna jako kruh o poloméru r = 2, tj.
22 4+ 9% < 4. Integrél tedy budeme poéitat transformaci do poldrnich soufadnice z = pcos ¢,

y = psing, pro p € [0,2] a ¢ € [0, 2n]. Pfipomenime, ze jakobidn tohoto zobrazeni je J = p a ze
plati 22 + 2 = p?. Mame

2 27 p4 2
M 0o Jo 4],
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Vsechny ostatni hodnoty méme jiz zadané. Hodnotu gravitacniho zryhcleni g budeme pro jed-
noduchost uvazovat jako g = 10. Kdyz vse dosadime, ziskdme

20 20
6+5 6427

~ 1,628.

Bod b) bude obdobny, pouze hustotu budeme uvazovat jinou. Hustota splituje p(z,y) > 0 pro
¢ €10,7/2] a pro ¢ € [m,3m/2]. Ziskdvdme

2 b 672 ,b b
2 4 | —cos2
// (x2+y2)xydxdy:/ / p° cosgsinpdpdp = {%} / sm2 (bdsp:—?Q {C(;S ﬂ =
M 0 a 0Ja a

7176 fcos2b+cos,2a
3 2 2 ’

Moment setrva¢nosti tak dostaneme jako soucet pfes integralu pfes intervaly [0, 7/2] a [, 37/2].
Tedy

1 — = —.
3+3 3

16 (—cosm n cos 0 16 [ —cos3m n cos2r\ 16 16 32
3 2 2 3 2 2
Zrychleni tedy v tomto piipadé dostaneme jako

20
5 ==~ 2,308.

3
6+ 35

a =

I zde vidime, Zze kladka s mensim momentem setrvacnosti vede k vétsimu zrychleni.
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Pi. 238 Spoctéte zrychleni a, jaké bude mit zavazi propojené s druhym zdvazim pres kladku. Obé
zdvazi vist volné ve vzduchu a t€Z$i zdvazi vytahuje pres kladku lehéi nahoru. Kladka je ddna jako
kruh o polomérur = 2. a) UvaZte, Ze je hustota p(x,y) konstanind v celé kladce, tj. p(x,y) = 3. b)
Uvazte, Ze je hustota kladky ddna jako p(x,y) = x4+ y*. Mé&jte hmotnost tézstho zdvazi mi = 6

a lehéiho zdvazi mg = 2. Jednotky nereste.

Protoze jsou zavazi propojené provazkem, maji obé stejné zrychleni a. Provazek propojujici
zévazi otaci kladkou a vznika zde tedy to¢ivy moment T" dany jako rozdil sil napinajicich provazek
upraveno o polomeér r. Tedy T = (N7 — Na)r, kde sila N7 napind provézek tézstho zdvazi a No
déla to samé pro lehéi zavazi. Navic je vSak tocivy moment dan jako T = Iw, kde I je moment
setrvaénosti kladky a w jeji tthlové zrychleni. Uhlové zrychleni w lze vyjadFit jako a = rw. Celkem
tak mame a

Ny — Ny =1-.
r

Abychom ziskali silu No, musime uvazit, ze na lehéi téleso pusobi gravitace a v opatném sméru
sila napinajici provazek. Vyslednice sil je vsak také dana jako Fo = moa, a tedy mame

Ny —mog = mea.
Zde uvazujeme, ze lehci téleso je nadzvedavano, a proto je Ny > mog. Obdobné ziskame vyslednici
sil pro tézsi téleso jako

mi1g — N1 = mia.
7 obou téchto vztahtt muzeme vyjadiit Ny a Na a ziskdme tak

a
mlg—mla—mga—mggzlﬁ.

Chceme-li ziskat z rovnice a, musime vyjadfrit

mig —mag
my + mo + T,LQ

Zbyva ndm tak uréit pouze moment setrvacnosti. Ten vSak musime ziskat pomoci integralu

I= //M($2 +y?)p(x,y) de dy

V prvnim piipadé a) je p(x,y) = 3 a mnozina M je déna jako kruh o poloméru r = 2, tj.
2% + y? < 4. Integral tedy budeme poécitat transformaci do poldrnich souiadnice = pcos ¢,
y = psing, pro p € [0,2] a ¢ € [0,27]. Pfipomenme, Ze jakobidn tohoto zobrazeni je J = p a ze
plati 2% + y2 = p?. Mdme

2 2m p4 2
I:// 3(z2+y2)dxdy:3/ / pPdpdp = 67 [] = 247
M 0o Jo 4o
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Vsechny ostatni hodnoty méme jiz zadané. Hodnotu gravitacniho zryhcleni g budeme pro jed-
noduchost uvazovat jako g = 10. Kdyz vse dosadime, ziskdme

40 40

T84 T By6r

~ 1,4898.
Bod b) bude obdobny, pouze hustotu budeme uvazovat jinou. Dostaneme
2 2m
I= // (® +¢?)(a® + y!) dedy = / / p*(p® cos® ¢ + p* sin® ¢) dp dp =
M 0o Jo
2 27
= / / p°cos? ¢+ psint pdpdp =
0o Jo
[p6]2 [sin2¢+ 2¢]’“ |:p8
- + p—
0

2 27
} / sin? ¢ — cos? psin® pdy =
00

6 4 0 8
644r 256 [2¢ —sin2¢]*" 256 [>7 sin®2¢ 32 dn 4¢ — sindp]"
Rl el L L et D SR e i
6 4 8 4 0 8 Jou 4 3 4 8 0
128 3 104
= —n—8r=—m.
3 3
Zrychleni tedy v tomto pripadé dostaneme jako
4
0 1135

aq = —————
104
8+ 35
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Pi. 239 Uvazugyme naklonénou rovinu na kterou polozime dvé télesa. JPruni téleso je vyplnény
valec a druhé téleso je vdlec tvoren vdlcovym mezikruzim. Oba vdlce maji stejng polomeér ry,
druhy vdlec pak md uvnitr valcovou dutinu s polomérem rq. Které z téles se skutdli z naklonéné
roviny rychleji. Hustota obou vdlci je ddna jako p(x,y) = x? +y?. Nakonec uvazte navic situaci,
kde maji oba valce konstantni husotut takovou, Ze hmotnost obou vdlci je stejnd.

Vilce se budou otdcet a zrychlovat smérem dolu z plosinky. Sta¢i ndm urcit, ktery vélec
bude mit vétsi zrychleni. To¢ivy moment obou véalcu je dan jako T' = Ipwy, kde I je moment
setrvacnosti vélce k a wy je ihlové zrychleni valce k. Uhlové zrychleni obou valct dostaneme jako
wE = %‘ Toc¢ivy moment vznika vlivem tfeni valce o rovinu. Silu pusobiciho tfeni dostaneme
jako F; = mgcosfu, kde 0 je uhel, ktery svird naklonéna rovina s podlahou a puy je koeficient
tfeni. Upraveno o polomér tak dostaneme

ag

Fipri = I—
1
ar.

myg cos Oy, = Ik—;.

1
Naopak sila Fj valici téleso dolu je slozena jako pomér gravitaéni sily mgsinf minus sila
pusobiciho tfeni, tj.

mygsin @ — myg cos Ouy.

Navic je také Fj, = myaj a tedy muzeme vyjadiit
mpgsinf — myg cos Ou,, = myay,
gsinf — gcosOug = ay,.
Uhel 6 je parametr plosiny a tedy dany neurcity koeficient. Koeficient t¥eni p; muzeme navic
vyjadiit pomoci to¢ivého momentu jako

aply

k=5 ———.
a r2my.g cos 6

Dosazenim do rovnice pro ay tak ziskdame

. agly
gsinf — gcos 0 ————— = ay
rimyg cos 6
. apl
gsind — — = ag.
rimg
Odsud vyjadiime hledané zrychleni ay, jako
gsin6
ay = ——5—
L+ =
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K urceni které zrychleni je vétsi ndm tak staci porovnat pouze pomeéry é—’; Tento pomér ziskdme
pomoci integralu jako

5. SN @ e y)dedy  [fy, (2% +y?)* dady

my, [Iag, pla,y) dzdy [y, 2% + 42 dz dy

Pro plny vélec je mnozina M déna jako kruh o poloméru ry, tj. 22 + y? < r2. Integral tedy
budeme pocitat transformaci do poldrnich soutfadnice x = pcos¢, y = psing, pro p € [0,71] a
¢ € [0, 27]. Pfipometime, 7e jakobian tohoto zobrazeni je J = p a ze plati 22 + y? = p?.

T rr1 ﬁ "
I _ffMl(a:2+y2)2dasdy_ 02 0 p5dpd<p_ {6}0 _ﬁ_QT%

e P dedy T dpde []” 6T 3
0

Druhy vélec je uvniti duty, proto mame jiny rozsah, tj. p € [re,r1]. Jinak se vypocet nezméni.
Tedy

o Fm

T1
I Shy @y dedy 5777 dpde [ ] A(r§ —r5)

me = Sl PRy T apap (] 60T

T2

Chceme uréit, ktery z poméru je vétsi. Pocitejme tedy

6_ .6 6 _ 2,4 _ .6 .6 402 _ 2 4
p2_TiTTa T TTiTy T AT ra(rg—ri) 15 0
1 h— - - .
ri—rs rt—rs rt—rs r? + 13
7 této nerovnosti jasné vidime, ze plati
I I
<
my ma
gsinf gsinf
g = = aj.
I I
L+ a0 4o

Vyplnény valec se skutali diive.

Navic uvazujme druhou situaci, kde maji oba vélce stejnou hmotnost. Pak nam sta¢i porovnat
pouze mezi sebou momenty setrvaénosti I;,. Reknéme, ze hustota vyplnéného vélce je py (z,y) =1
a tedy je jeho hmotnost ddna snadno jako

27 71 2971
mlz// dxdy:/ / pdpdp =27 [p} :777“%.
M, o Jo 2]y

Hustota druhého vélce je konstantni a a tedy pz(z,y) = K. Budeme chtit dopo¢itat K, nebot
hustoty vystupuji ve vypo¢tu momentu setrvacnosti. Vime, ze je

2171
m1:m2:/ Kdzxdy =2Kn [g} = Knr(r? —r3).
Mo

T2

Nebot je vsak také mo = mr? mame

K: =




Muzeme nyni spocitat momenty setrvacénosti

2m 4
L = // 2 4y dxdy—/ / 0 dpdw—ZﬂZ—%ﬂ,

2 7,4 ’1“4—7‘4
IQ:K// 22 +yPdedy = K/ / pPdpdp = 2Kn 42: 12 2Kn =
11
_TQ 1 Tl +T2 2 Tl —|—7’17"2 7"11
— e = >7 :I.
2 (P32 7 2 Tt

I v tomto pifpadé bychom dostali, Ze vyplnény valec se skutali difv, nebot m4 vétsi zrychleni.
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6 Nevlastni integral

Typickym piikladem nevlastniho integralu funkce jedné proménné jsou interdly

"1 > 1
/ —dzx / —duz,
o T 1 T
tj. integral z neohranicené funkce a integral na neohrani¢ené mnoziné.

1. Neomezena mnozina M

Nechf M je neohrani¢end mnozina. Rekneme, Ze posloupnost ohrani¢enych mnozin M,,,
n € N vycCerpavd mnozinu M pokud plati M,, C M, pro kazdé n a navic pokud pro kazdé
r > 0 existuje ng takové, ze pro kazdé n > ng je M Na? +y? <2 C M,.

Déle predpokladejme, ze f je integrovatelné na libovolné ohrani¢ené mnoziné N C M.

Rekneme, ze nevlastni integral konverguje na mnoziné M a

//Mfdxdy:I,

pokud existuje ¢islo I € R takové, ze

lim // fdedy =1
n— oo M\ M,

pro libovolnou posloupnost méfitelnych mnozin M,,, které vycerpavaji mnozinu M. Po-
kud takové ¢islo neexistuje (limita neexistuje, nebo neni kone¢nd), fekneme, ze integril
diverguje.

Necht funkece f,g jsou nezdporné na neohraniéené mnoziné M. Necht f < ¢g na mnoziné
M. Potom plati, ze

e pokud [[,, gdyda < oo potom také [f, fdyda < oc.
e pokud [,  fdydz = co potom také [[, gdydz = occ.

Integral [[,,|f|dydz konverguje tehdy a jen tehdy, kdyz konverguje integrél [f,, f dydz.

Necht funkce f > 0 na neohrani¢ené mnoziné M. Integral

ff s

je konvergentni pravé tehdy, kdy? existuje posloupnost méfitelnych mnozin M,, smr§tujici se k

bodu A takova, ze posloupnost
I, = / / fdxdy
My,

je ohranicena.

2. Neohranic¢ena funkce - singularni bod

Piedpokladejme, Ze je zde mnozina M ohrani¢end. Déle nechf je kazdd funkce f integro-
vatelnd na libovolné mnoziné M \ N, kde N je libovolnd méfitelnd mnozina takova, ze
Ae N°.
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Bod A € M se nazyvé singularni bod funkce f jestlize funkce f neni ohrani¢end na zadné
mnoziné tvaru M N O(A), kde O(A) je libovolné okoli bodu A.

Rekneme, ze posloupnost ohrani¢enych mnozin M, n € N se smrstuje k bodu A pokud
A € M? (tj. A je vnitinim bodem) pro vSechna n a navic plati, ze lim, o d(M,) = 0 (tj.
prumér mnozin jde limitné k nule).

Necht funkce f je definovand na mnoziné M \ {A} a A je jejf singuldrni bod. Rekneme, 7e
nevlastni integral konverguje na mnoziné M a

/ fdxdy =1,
M

pokud existuje ¢islo I € R takové, ze

lim // fdedy=1
n—oo M\M,,

pro libovolnou posloupnost méfitelnych mnozin M,,, které se smrstuji k bodu A. V opaéném
piipadé (pokud limita neexistuje, nebo neni kone¢nd) fekneme, ze integral diverguje.

Pokud A nenf singuldrnim bodem, plati

lim // fdxdy:// fdxdy
n—=o0 JJM\M,, M

Necht funkce f, g maji spoleény singuldrni bod na M. Jestlize nevlastni integraly

[l {f i

konverguji, pak konverguje také integral

// Af + Bgdydux,
M
kde A, B jsou konstanty a plati

//MAf+Bgdydx:A//MfdyderB//Mgdydx

Necht funkce f, g jsou nezdporné na mnoziné M, kde A je jejich spoleény singuldrni bod.
Necht f < g na mnoziné M. Potom plati, ze

e pokud [[, gdydz < oo potom také [f, fdydr < occ.
e pokud [,  fdydxz = co potom také [[, gdydz = occ.

Necht funkce f je definovand na mnozing M \ {A} a A je jeji singuldrni bod. Integral
[/ |f1dy dz konverguje tehdy a jen tehdy kdyz konverguje integral [[, fdydaz.

Necht funkce f > 0 na mnoZiné, kde A je jeji singularni bod. Integral

/ fdxdy
M

je konvergentni pravé tehdy, kdyz existuje posloupnost méfitelnych mnozin M,, smrstujici se k

bodu A takova, ze posloupnost
I, = / / fdxdy
M\M,,

je ohranicena.
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3. Nevlastni integral - obecna definice

Nésledujici tvrzeni vychézi predevsim z knihy [12]. Mé&jme posloupnost mnozin M, n €
N. Tato posloupnost mnozin je vnofenda, pokud M, C M,1, pro kazdé n. Néjaké okoli
mnoziny N definujeme jako sjednoceni okoli bodu mnoziny N, tj. O(N) = Ugen O(A).
Rekneme, Ze mnozina N je singuldrnf mnozina mnoziny N, pokud funkce f nenf ohrani¢ens
na libovolné mnoziné M N O(N), pro libovolné okoli O(N) mnoziny N.

Nyni ptedpoklddejme, ze funkce f je definovdna na mnoziné M. Mnozina M muze byt
neohranicend a funkce muze mit v bodé A singuldrni bod (a je tedy definovdna na mnoziné

M\ {A}), nebo muze mit souvislou singuldrni mnozinu N (a byt definovdna na mnoziné
M\N).

Rekneme, ze posloupnost vnofenych mnozin M,, n € N vycCerpava mnozinu M pokud
M =U2 | M,.

Necht posloupnost M,, vyéerpava mnozinu M a necht funkce f je integrovatelnd na kazdé
mnoziné M,,. Pokud existuje stejnd limita I € R

lim // fdxedy =1
n—oQ M"

nezavisla na volbé vycerpavajici mnoziné M,,, potom fekneme, ze integral

fl

konverguje a jeho hodnota je I. Pokud takova limita neexistuje, nebo je zavisla na volbé
vycerpavajicich mnozin, pak fekneme, ze integral diverguje.

Necht funkce f > 0 na mnoziné M, pak pokud existuje posloupnost M,, vyéerpavajicich mnozin
takova, ze limita

n—oo

lim / fdedy=1
M,

existuje kone¢nd, potom integral

/ fdxdy
M

konverguje k I.

Fubiniova véta plati obecné, tj.

//Xxyf(:z:,y)dzdy:/X/Yf(x,y)dyda::/Y/Xf(x,y)dxdy

jenom pokud je integral
// f(z,y)dzdy
XxXY

konvergentni. Pokud integrél diverguje, tak Fubiniovu vétu pouzit nelze.

Uvazujme napiiklad integral
1
—— dzdy.
/~/IQ+Z/221 $2+y2 y
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Pokud bychom po transformaci spolu s Fubiniovou vétou chtéli prevést tento integral, tak bychom

dostali
1 ” 2m e p 2
7dxdyi/ / —dpdgaz/ In p]7° dp =
//12+y2>1 22 4 92 o J1 PP 0 [ Iy

2 2
:/ lim Inpdy = oo de.
0 0

p—+00

Vidime, ze po pfevodu bychom mohli dostat integral z nekonecna, coz neni smysluplny vyraz.
Dobfe tekli bychom si, Ze je problém s nekoneénem ve vnitini mezi. Zavedeme pravidlo, ze ne-
kone¢no musi byt jen ve vnéjsi mezi a Fubiniova véta za¢ne fungovat. Nikoliv, takhle to fungovat

stale nebude. Uvazujme piiklad
/ / z dzx dy.
R2

Tento integral rozhodné nekonverguje. Napiiklad pfes systém M, : [-n,n

dostali integral
2 n
n n .’E2 L
In:/ / zdydy = 2n [2} =n(n® —n) =n —n?
—n —n —n

Vidime, ze limita lim, ., I, = 00, a protoze konvergentni integral by musel konvergovat pres
libovolnou M,,, tak integrdl diverguje. Aviak zaved'me na tento integrdl poldrni soufadnice (pro
p € [0,00), ¢ € [0,27]) spolu s Fubiniovou vétou bychom tak dostali

00 2m 0
// xdxdy;/ / pcosgpdcpdp:/ plsin@lo™ dp =
R2 1 Jo 1

:/ p (sin(27) — sin 0) dp:/ p-Odpz/ 0dp = 0.
1 1 1

2] x [-n,n] bychom

Na zakladé tohoto pfevodu bychom zase nyni dostali, ze integral konverguje. Pii aplikaci Fubiniho
véty na nevlastni integraly si musime davat pozor.
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6.1 Neomezena mnozina

Pi. 240 Vypoctéte nevlastni integrdl

// rydedy, pro M =][0,00)%
M

Prvni si vSimnéme, Ze mnozina M je neohrani¢end. Zavedeme néjakou vycerpavajici mnozinu
mnoziny M. Hleddme tedy systém vnofenych mnozin, které by ndm postupné vyplnili prvni kvad-
rant. Takovych systémi bychom jisté nasli hodné. Napifklad étverce M, = [0,n)? se zvétsujicl
stranou by podminky spliovaly. Takto bychom dostali integral

// dod n rn ded 1‘2 n y2 n n4
I, = rydrdy = / / rzydrdy = [] {] = —.
M., 0 0 2 0 2 0 4

Pocitame-li nyni limitu lim, ,- I,, = oo, tak vidime, Ze neni konetnd. Tudiz bychom frekli
na zakladé tohoto vypoctu, ze integrdl diverguje. Av8ak co kdybychom uvézili jiny systém
vycerpavajicich mnozin? Prvni kvadrant ndm vyplni také étvrt kruhy 22 + 2 < n?2 N 1. kv
nebo trojihelniky [0, n] x [0,n — z]. Uvazujme tedy jinou posloupnost

n—x

n n—x n y2
Jn:// xydxdy:/ / mydydazz/ x[} dz =
N, o Jo 0 2],

1 1 2 3 4qn
:,/ z (n—2x)? dx:[n2x—2nm+m} =
2 Jo —— 2

=n2—2nz+x2

_1 n? 2n4+n4 _n4
T2\ 2 3 4

Tento vysledek dopadne stejné. Jak vsak vime, ze pro jinou volbu nedostaneme jinou limitu?
Pokud by integréal konvergoval, musela by byt limita koneénd pro kazdou vycerpavajici posloup-
nost. Protoze jsme jiz nasli néjaky vycerpavajici systém, pro ktery limita koneénd neni (nasli
jsme dokonce jiz dva), tak vime, Ze integrél nutné diverguje. Pozadavky na konvergenci jsou
pomérné piisné, a tudiz je obecné snazsi ukazat, ze integral diverguje.
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Pi. 241 Vypoctete nevlastni integral

/ / dz dy

r2 1+ 22 + 92

Mnozina M neni ohranitena a integrovana funkce je nezdporna. Mnozina M je celou rovinou,
proto ndm nedavé zadné specifické pozadavky na volbu M,,. Z tvaru funkce usuzujeme, ze nejlepsi

bude vse pievést do poldrnich souradnic a volit M, : 2% + y* < n? pro p € [0,n], ¢ € [0,27].
Dostaneme

n  p2w 9 o Lin?
p t=1+p 1/ / dt 1402
In= dedp = =5 d — =7|ln|t =
/0/0 1+ p2 77 ‘dtZdep‘ 3 ), de ) = minfth

n—oo

=a(ln(n?+1)-Inl1) ===

Dostavame tedy, ze integral diverguje.
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Pi. 242 Vypoctete nevlastni integral

dxd
// ey j’_’a2) pro M =1[0,00)%a > 0.

Mnozina M neni ohraniCend a integrovand funkce je nezdpornd. Z tvaru funkce usuzujeme, Ze
nejlepsi bude ve pievést do poldrnich soufadnic a volit tudiz M, : 22 + y* < n?, pro p € [0, n],

¢ € [0,7/2]. Dostaneme
2
t=p*+a° 1/”/2 / e
I, = d dp = == d
// p+ ver = ‘ dt = 2pdp 2 Jo <pa2

_ “*"_ﬂ L_ 1 ) mow T
_4 t] e T4 \a2 a2 +n? 4a2”

Integral konverguje.
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Pi. 243 Vypoctéete nevlastni integral

1
//M o dedy, pro M =[1,00)2.

Mnozina M je neohranicend. I zde vidime, ze integrovana funkce spliuje f > 0, a proto nam
staci spocist integrdl pres néjakou vycerpavajici mnozinu mnoziny M. Hned vidime, ze takovou
mnozinou by mohlo byt napiiklad M, = [1,n)%. Hleddme systém mnozin M, takovy, aby se
ndm dvojny integral pies mnoziny M,, dobfe pocital. Vycerpavajici systém mnozin N, = [0, n] x
[1,4n + sin 2] bychom také mohli zvolit, ale dvojny integrdl bychom pfes tuto mnoZinu patrné
nespocitali. Zvolime tedy radéji mnozinu M,, a dostavame integral

1 nomq "7 11"
In:// dzd :/ / dxd :[—} {—] =
M, $2y2 Y 1 1 x2y2 Y x 1 Yy 1
1 2
:(_+1).
n

Pocitame-li nyni limitu lim, .., I, = 1. Jak v8ak vime, Ze pro jinou volbu nedostaneme jinou
limitu. Zvolme si nynf{ jiny systém mnozin K,, = [0,n?] x [1,x + n]. Integral pfes tento systém
by ndm dal

1 n? T+n 1 n? 1 1 T+n
Jn:// —dzdy:/ / —dxdy:/ — |—= dox =
Kn r2y? 1 1 r2y? 1 22 Yl
2
1

2

/n 1 1 q /n 1 1 n 1 d
= —_—— ——axr = —_—_—— — adr =
1 72 x%(x+n) 1 2?2 n2(r+n) nz?  nlx

[ 1 Injlz+n| 1 ln|:v|}n2
= |- "4 - 4 -

2

x n nxr n

1 Injn®+n] 1 Inln
e L R L

2| Injl4+n| 1
n2 n2 n3 n2 +1+ 2 .

n

Tato posloupnost konverguje také k 1. Tento vysledek dopadne stejné. AvSak spravné bychom
méli prozkoumat vSechny mozné vycerpavajici posloupnosti. Takovy tikol by nebyl jednoduchy.
Nicméné muzeme zpozorovat, ze na mnoziné M je integrovand funkce f = 12—1112 > 0 a tedy
vime, ze vysledek ani jinak dopadnout nemohl. Pro vSechny vycerpavajici systémy musime ziskat
stejnou limitu. Tudiz ziskdvame feSeni naseho piifkladu, Ze integral konverguje k hodnoté 1.
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Pi. 244 Vypoctéete nevlastni integral
I= // glcye*””ky2 dzdy, pro M =]0,00)°.
M
Vidime, ze integrovana mnozina je neohranicend a ze integrovana funkce je na M nezaporna, tj.

f > 0. Nalezneme posloupnost M,,, kterd vycerpava mnozinu M. Napiiklad pro M, = [0,n]?
vidime, ze M, C M, ze je systém vnoieny a ze M, — M. Pocitame

// Ty eV dy dy :/ / Ty e eV do dy :/ re ™ dx/ ye*y2 dy =
M, o Jo 0 0
n 2 2 n? 2
_ —z® _ t=w _1 —t _
(/0 re d:ﬂ) ‘ At = 22 du 4(/0 e dt) =

_1 <[ _t]nz)Q _1 (1 _nz)Q n—oo, 1
—a\me ) =gt 4

V tomto pifpadé by ndm mohlo ldkat také pouzit systém N,, = {22 +1y? < n?}N1.kv. V takovém
pripadé bychom po pouziti polarnich souradnic dostali

5 n
// xy eV dy dy :/ / 0’ singacosgoe_”2 dpdp =
Np o Jo

s 2
2 sin2¢p "t
= d —e b dt.
/0 2 % 2

Jako dalsi pozorovani bychom mohli udélat, ze integrovana funkce je symetrickd pres osu y = x
a tudiz pokud integrédl konverguje, tak musi platit

122// ar:ye_”’:z_y2 drdy, pro A=1[0,00)>Ny > 2.
A

Teézko fict, zda by ndm toto pozorovani vypocet usnadnilo.

322



Pi. 245 Vypoctéete nevlastni integral

// e " Vdedy, pro M:0<z<y.
M

Mnozina M je neohranicend a lze ji zakreslit nasledovné

Protoze je integrovand funkce f = e™*7Y > 0 tak staci integral spocitat pres jednu vycerpavajici
mnozinu. Muzeme zvolit jednoduse M,, = {0 <z <y < n} a dostdvame

I, :/ / e Y dydx :/ [f e*m*y}n dx = / e _e TN g =
0 Jaz 0 ¥ 0

— |e—* " _1 672$ _ 1672n —_e " +1 n—oo 1
. 2 2

A integral konerguje. Také bychom si mohli uvédomit, ze f(x,y) = e *7Y je symetrickd pfes osu
y = x (nahradime-li ve funkci y za = a naopak, tak se funkce nezméni)a tedy dostavédme

1
// e " Vdrdy == // e *¥drdy, pro N:[0,00)%
M 2)/n

Niésledné volbou N,, = [0,n]? dostdvdme

n n n 2
Jn = / / e Ydrdy = (/ e ® dx) =([- e_””]g)2 =(1- e—n)2 nzeo, .
o Jo 0
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Pi. 246 Vypoctete nevlastni integral

1= // eV dg dy.
R2

Mnozina M neni ohranicend a integrovana funkce je nezaporna. Z tvaru funkce hned vidime, ze
je rozumné brat vycerpévajici posloupnost mnozin jako M, : 2 + y? < n? a transformovat vie
do poldrnich souradnic. Tedy p € [0,n], ¢ € [0, 27]. Dostaneme

27 27
n*/ / pepdapdp ‘ dt—2pdp' / dcp/ et =
=7 l— ]0 (1 7e7"2) 170 o

Proto fekneme, ze integral konverguje. Ddle muzeme o integralu I ucinit nékolik pozorovani.
Vsunneme s1 ze mnozina M je symetrickd pies osu x i pfes osu y. Stejné tak integrovana funkce
f=e —2?—y? je symetrickd pfes osu z i pfes osu y (nahradime-li  za —x nebo y za —y tak se
funkce nezmeéni). Z téchto divodu muzeme vyjadfit

// eV dy dy = 4// eV dy dy.
R2 z>0y>0

Déle uvazme, Ze volba vyéerpdvajicich mnozin N,, = [0,n]? be nebyla rozumnd, protoze v ta-
kovém pifpadé bychom museli integrovat [ e~ dz coz bychom pomoci normélnich metod ne-
svedli. Predpoklddejme na chvili, ze bychom to chtéli zkusit stejné. Méli bychom

n n n 2 2
In :/ / eV g dy = </ e dx) = <ﬁ erfx) ,
o Jo 0 2

2 /“} g
erfr = — e
V7 Jo

O této funkci vime naptiklad, ze lim,_, o, erf z = 1. Vice informaci Ize nalézt napiiklad na strance

2]

Kde funkce
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Pi. 247 Vypoctéete nevlastni integral

// e~ lzl=lyl dz dy.
R2

Mnozina M neni ohranicend a integrovand funkce je nezdpornd. Stacéi tedy vSe spocitat pres
jeden vyéerpéavajici systém. Zadnid M, se nezdd obzvlasf vyhodn&, zvolime tedy jednoduse
vycerpavajici systém M,, = [-n,n]? a poéitdme

n  rn n n n 2
I :/ / e~ l#I=lvl Az dy :/ eIl dx/ e W dy = (/ e~ lel dx) =

2

</_ne +/ wdg;> |Subst.t:—x|:(2/_0nemdx) _4([ ]n>2:

1—6 )2 n— oo 4.

Tedy integral konverguje. VSimnéme si, ze integrovand funkce je symetrickd pies osu x a y

muzeme tedy vyjadrit
// e l7I=lWl qp dy = 4// e 7Y da dy.
R2 z>0y>0

Tento integral jsme navic jiz pocitali v prikladé kde jsme zjistili, ze tento integral konverguje
k hodnoté 1.
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Pi. 248 Vypoctéete nevlastni integral

1
//Mmdxdy, pro M:y>1,0<x<y.
Podivejme se nejprve na integrovanou funkci. Ta je nezdpornd a m4 singularitu v po¢étku [0, 0].
Podminka y > 1 vsak zarucuje, ze mnozina M je od této singularity dostateéné ohranicena.
Vykresleme si tedy podobu mnoziny M

Vidime, Ze mnozina neni ohrani¢end. Zvolme tedy vhodny systém M,, : M N R x [1,n]. Pokud
bychom chtéli nyni popsat mnozinu M, tak mame dvé ruzné dolni ohraniceni, coz nam d&

1 n 1 1 n 1
I, = —d dx—l—/ / —— dydx =
/0/1 22 VT S e
1 n 1 n
1 1
:/ { arctgy} dx—l—/ { arctgy} dz =
0 x X 1 0 x X z

' no1 1 ' no1
= — arctg — — — arctg —dx + —arctg — — —arctgldx =
0 0 €T

x r T T T
/11 n wl
= —arctg — — ——dz.
0o z 4z

Avsak integral [ % arctg = do bychom pocitali jen obt{zné. Z tohoto diivodu by bylo patrné lepsi
popsat mnozinu M z jiného sméru. Proto budeme integrovat znovu

n Yy 1 n 1 Y
Jn:/ / - dedy:/ { arctg x} dy =
1 Jo *°+y 1 LY Ylo

"1

1 "1
:/ farctgl—farcthdy:/ —arctgldy =
1 Y Y 1 Y
7r

4

n—oo

n T
nyly = Zlnn — 00.

Nyni jiz vidime, ze integrél diverguje.
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Pi. 249 Vypoctete nevlastni integral

// e Y cos(z? + y) dz dy.
R2

Z tvaru funkce hned vidime, Ze je rozumné brat M, : 22 + y? < n? a transformovat vse do
poldrnich soufadnic p € [0,n], ¢ € [0, 27]. Dostaneme

2

27 t = 2 1 2 n
/ / eﬂcos )dpd(p‘ dt=2ppdp'_2/0 d<p/0 e tcostdt =

[e (smtfcost)] =

w\ﬁw\

e (sinn?® — cosn?) + g 272 |0 OHR.| ===

SIE

V integrélu pouzivame vypocet

A= /e*tcostdt:

t —sint .
ceo_st _S:_It ‘etcost/etsmtdt

sint cost _ _t . _
=] ot et |=e Lcost+e tsmt—/e tcostdt,
—_—
=A
=24 =—e"tcost+ e tsint.

Co jsme vsak nyni zjistili o integralu? Zjistili jsme, ze pies jeden vycCerpavajici systém mnozin
vyjde integral jako 7, a pokud by byla integrovana funkce nezdporna, tento vysledek by ndm
i stacil. VSimnéme si vsak, ze integrovana funkce nezédporna neni. Funkce cosz je oscilujici a
funkce méni znaménko na podmnozinach k3 < x?2 4+ 92 < k5 + m, pro k € N. Pokud bychom

uvazovali integral absolutnich hodnot, méli bychom

// o7y’ cos(z2 +y2)‘ dedy = // o0y |COS(1’2 +y2)‘ daxdy < // e v dx dy.
R2 R2 R2

Pokud by vétsi integral konvergoval, konvergoval by i nas integral absolutné. Nebot je absolutni
konvergence stejna jako konvergence, konvergoval by tedy i nas integral. Tento integral vsak
konverguje coz je obsahem piikladu [246] Proto integral

// S cos(x? + y?) dz dy.
R2

s

skute¢né konverguje k hodnoté 7.
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Pi. 250 Vypoctéete nevlastni integral

// e v sin(z? + y?) dz dy.
R2

Mnozina M je neohranicend, ale integrovand funkce neni nezdpornd. Avsak plati vztah
2.2 2.2
‘e Y sm(m2+y2))§e ey

a tedy tento integrél pokud konverguje integral [ [p. e~ =¥ dz dy, pak konverguje i vySetfovany
integral. Toto je vSak obsahem pifkladu[246] a proto rovnou vime, ze integral konverguje. Nyn{ jiz
zbyva nalézt pouze jeho hodnotu. K tomu musime zvolit néjaky vycerpavajicic systém a pies néj
integral spocitat jako limitu vhodné posloupnosti (limita musi existovat). Z tvaru funkce vidime,
7e je rozumné brat M, : 2% + y?> < n? a transformovat vSe do poldrnich soufadnic p € [0, n],

¢ € [0, 27]. Dostaneme
27
dt*2pdp ‘ / dap/ “tsintdt =

2m
/ / pe -’ sin(p?) dpdy =

= |2krat per partes a pak zbyly integral prevedeme na druhou stranu| =

=T [e™"(—sint — cos t)]n2 =

67"2(—silln2—cosn )+ = 5 T noeo, 0- OHR.| === 72r

IR

Ve vypoctu pouzivime vypocet

A= /e_tsintdt:

sint cost

et —et

= —e_tsint—i—/e_tcostdt:

cost —sint ¢ . _ _
= 4 ¢ ’e tsint —e tcostf/e L costdt,
e —e
| —
=A
=24 =—e"tsint — et cost.
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Pi. 251 Vypoctete nevlastni integral

1
//]R2 1 dx dy.

Mnozina M neni ohranic¢end a integrovana funkce je nezaporna. V tomto piipadé si vSak musime
vSimnout, ze funkce mé také singuldrni bod v pocatku. Z téchto divodu volime vyéerpavajici
systém M, : % < 22 + 9% < n?, abychom mohli pouzit poldrni soufadnice. Mame tedy

27 n n
1
In:/ / %dpd<p:27r/ —dp=
0 ip ip
2

_2qn
14 n 1 n—o00
T A Y T R NS
w[_Q} 71'(2 2n2) .

3=

Tudiz integral diverguje.
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Pi. 252 Vypoctéete nevlastni integral

1
———dxdy, ro M:x>0,y>0.
//M1+(x+y>2 v =0y

Mnozina M neni ohrani¢end a integrovana funkce je nezapornd. Pro jednoduchost budeme inte-
grovat pies systém mnozin M, : [0,n]? a dostaneme tak

n n 1 n n
[n:/ / [ —, ! dx:/ arctg(x + ”dx:/ arctg(x +n) — arctgzdx =
A A e e | [arctg(z )]y | arctg(z+n) g

n

1 1
= [(m + n)arctg(z +n) — B In(1+ (z +n)?) — rarctgx + B In(1 + x2)] =
0

1 1 1
= 2narctg 2n — 3 In(1 4+ 4n?) — narctgn + 3 In(1 4 n?) — narctgn + 3 In(14n?) =

2 1 2 1 (1+n?)?
= 2n(arctg 2n — arctgn) + In(1 + n*) — 3 In(1 4 4n®) = 2n(arctg 2n — arctgn) + 3 In T
n

V integrélu pouzivame vypocet

/arctg rdxr =

nyni potfebujeme vytesit limitu lim,, .o I, k ¢emuz muzeme vyuzit nasledujici mezivysledky

1 T 2

t s 1
arctgr 17z ’:xarctgx—/lijdx:xarctgx—1n(1+x2)+C.
x

arctg 2n — arctgn ‘0‘ _ lim H% - Hﬁ B
n—oo 1 o T nSeo _ 1 -
n n?2
! 2n? n? 1 1 1
= lim — = 2 _1)=2
n—00 1+4n2 1+n? 2 2’
. (1+n?? 1+2n%+nt
limn~—%=1lmh———— =
n— 00 1+ 4n2 n— oo 1+ 4n?2

Dohromady tak vidime, ze posloupnost I,, diverguje a tedy diverguje také integral.
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Pi. 253 Vypoctéete nevlastni integral

// y—adedy, pro M:0<z<y.
M

Mnozina M je neohranic¢ena. Navic je mnozina M symetricka pfes osu y = « a integrovana funkce
je symetricka pies osu y = x. Tedy plati, Ze mame

1
// y—mdxdyzf// y — xdxdy.
M 2 z>0y>0

Takovyto integral bychom mohli poéitat pies vyéerpavajici mnozinu M,, = [0,n]2. Méli bychom
potom

Rekli bychom, Ze integral konverguje. Integral bychom mohli také uvazovat pres vycerpavajici
posloupnost mnozin N,, = {0 < 2 < y < n}. Potom bychom méli integral

n

n rn n 2 n 2 2
an/ / y—xdydx:/ {y—xy] dx:/ n——nw—x—+x2dx:
0 Ja o L2 x o 2 2 ,
22
=%
2 2 3qn 3 3 3 3
I O ol I AN L G = c
2 2 6 1, 2 6

Hmmm nékde musi byt chyba. Takto by ndm vyslo, ze integral diverguje. Chyba je hned na
nékolika mistech. Funkce y — x neni symetricka pfes osu y = x, ale antisymetrickd. Prohodime-li
proménné y a = dostaneme funkci x — y coz ale oto¢i znaménko. Neni tedy divu, Ze se tyto
dvé ¢éasti odectou. Uvedeny vztah spojujici integraly neplati. Navic funkce y — x neni v prvnim
kvadrantu nezaporna. Tato funkce méd na nekoneéné podmnoziné M kladné znaménko a na
nekonecné podmnoziné M zaporné znaménko. Coz znamend, ze o konvergenci integralu nelze
usuzovat pouze na zakladé jedné vycerpavajici posloupnosti mnozin. Pfes jiny systém bychom
dostali jiny vysledek. Spoctéme

n n n* y2 n n 2
In:/ y—mdydx:/ [—xy} dx:/ — —nzdx =
o Jo 0 2 0 o 2

Integral skutec¢né diverguje.



Pi. 254 Vypoctéete nevlastni integral
dxd
// zy pro M:z4+y>1,0<z<1,p>0.

Mnozina M neni ohrani¢end a integrovana funkce je nezdporna. Staci tedy vse spocitat pres jeden
vycerpavajici systém. Mnozina M si muzeme pro znazornéni vykreslit jako

0.5

Zde se nabizeji dvé varianty, volit M,, : x € [0,1],y € [L—z,n] nebo M,, : z € [0,1],y € [1—x,n—
x]. Kterou zvolit? Pro druhou variantu muzeme zavést vhodnou transformaci = 2,y = u — «,
kde nésledné dostaneme z € [0, 1] a u € [1,n]. Nebo rovnou vezmeme

1

+vy _
I, = dydz = v ://t”dtd:
// +y”’dt—dy’ o i )

! " ftly, p=1 , 0<p<i
:/ dx/ At = rasn e, 150 b=
0 1 |:_ :|1a p#la D—1° p>1

1-p P

Pro p <1 je tedy integral divergentni. Pro p > 1 je konvergentni. Co kdybychom vsak zvolili
prece jen systém M, : x € [0, 1],y € [1 —x,n|? Pfece jen tato volba se muze jevit jako o¢ividnéjsi.
Potom bychom méli integral

1 n z+y T d 1
In = / / ! dy d{L‘ = fo |: 1-p :|17z P ?é ’
0 Ji—e (@+y)P

fo lnlaj —"_y‘]lfz dz, p=1

Museli bychom zde rozpracovat dvé varianty. Pokud je p = 1 musime vypocist

1 1
/ ln\z+n|—ln|:c—|—1—x|dx:/ ln\m—l-n\dxz[(x—kn)ln(x—!—n)—z]é:
0 OH_’_/>—0’

n— oo

1
:(n+1)ln(n+1)—n1nn:nlnn+ +In(n+1) >In(n+1) — oo.
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Jesté bychom museli pokracovat ve druhé integralu

_ N NCED i
/1 {(m—%—n)l Po(z+1 —x)l p] do — [(1,1))(2,17)}0 T—p> pF2, _
0 11—z

- 1
1—p 1—p [%;nl} 1 p=2,

o 7P’

n 2= 1
n_ _
1-p 1-p? b= 2.

(nt+1)277 2-p 7
:{up)(zp) apes T P72

Pro p = 2 bychom dostali konvergentni integral. Pro p # 2 bychom zase museli rozvazit situace,
které mohou nastat. V kontextu uvedenych vypoctu se zvolend substituce nezda az tak hrozna.
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Pi. 255 Vypoctéete nevlastni integral

dxd
// a:y; pro M:xzy>1l,z>1,p>0,q>0.
M

mpyq

Mnozina M neni ohrani¢end a integrovand funkce je nezdporna. Mnozinu m si bude nejlepsi
nejprve graficky znazornit. Mame

25

1
0.5 \

-05 0 0.5 15 2 25 3 35 4

. e .. : 1
Mohli bychom volit rizné vy€erpdvajici mnoziny. Vzhledem k nerovnosti zy > 1 = y > -

vidime, ze bychom si mohli mnozinu transformovat abychom vyrovnali oblou hyperbolu. Volme
M, :1 <z <n,1 <2y <nazavedeme transformaci x = zv,u = yr =y = 2 (rovnost x = x
nen{ zrovna presnd, ale pro jednoduchost nebudeme proménnou zbyteéné piejmenovédvat). Tim
ziskdme x € [1,n] a u € [1,n] a transformovand mnozina bude ¢tvercem. Déle spocitame jakobidn

transformace jako
1
=
Méme tedy

n n 1 noq n 1 1—g " qg—p1"
In:/ / 7qudu:/ —du/ - dr= |2 x -
1 J1oartig 1 ufd 1 aptima 1-gq, lg—ply
1 1 1
f— _1 _]. .
(1—q)(g—p) \na—! np—4

Vyrazy v zavorce mohou konvergovat k 0, nebo divergovat k oco. Rozeberme mozné situace.
Vidime, ze vyrazy v zavorkach budou divergovat, pokud ¢ < 1 nebo p < ¢. V takovém ptipadé
samoziejmeé také integral diverguje. Roznasobime-li zavorky, dostaneme vyraz

Ty Ty
Yo Yo

J:

_’1

gl O

x2

1

= (plP_plma_pap )
(I—q)(a—p) ( 1)

Zde vidime dalsi nezbytnou podminku, aby integral konvergoval. Pokud p < 1, pak vyraz n'=?
diverguje a integrél také diverguje. Celkové tak mame, ze integral konverguje prop > ¢ > 1 k
hodnoté m
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Pi. 256 Vypoctéete nevlastni integral

1,

drdydz
A+zty+2)T

pro M =[0,00)>.

Mnozina M neni ohrani¢end a integrovana funkce je nezaporna. Staci zvolit vhodnou posloupnost

vycerpavajicich mnozin a spocist pres né integral. Volime M,

///—dxdydz:—f// { dydz =
o Jo Jo A+x+y+2)T 6Jo Jo [I+z+y+2)8],

I,

= [0,n]? a dostdvame

_1/ / 1 _ 1
I+n+y+2)98 (Q4+y+2)5

dydz =

1

~ 30 {1+n+y+@ (

1
1 1

1+y+z

5, 0"

2

30/ 1+2n+z

1

ML

— d
(1+n+2)> :

0[a+2n+@ i

z)4

2 n
u+n+@40_

1

1 ( 1 3

120\ 530t T Axn)

- (1+2n)t

120°

3 n—00
_1> -

Integrél tedy konverguje. Uvazme vSak navic, ze toto nemusi byt nejjednodussi systém vycerpavajicich
mnozin. Ve funkci vystupuje vyraz x + y + z a to by ndm mohlo pfipomenou simplex. Pokud

bychom tedy uvazili systém simplexu

Np:x>20y>02>20x+y+ 2z <n,
dostali bychom integraly
JIn —/ / / 1 dzdydx——f/ / {1]"—1_9 dydx =
1+x+y+d I+z+y+2)°],
1 1 L 1
:_*/(/ 1+n a+x+ywmmx:_éu+n6 EA A (A raryp W=
1 e 1 n? " 1
= — — de=———— — — _dz =
6(1+n) 30/0 {(1+:€+y)5]0 6(1+mn)s 30/0 (14+n)> (142)°
_ 1 » 1 n i/”;dx_
6(1+n) 30(1+n)> 30/, (1+=x)°
1 n? 1 n 1 1 "
:_6u+nw_30u+nﬁ_7moL1+m40:
1 n? 1 n 1 1 1 n—ooo 1
T T6(1+n)® 30(1+np 120 (1+n)t 120 120°

Vysledek je stejny, ale postup je o néco jednodussi, nebot zde nemusime integrovat tolik zlomkd.
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Pi. 257 Vypoctéete nevlastni integral

2 .2 2
]:///693 Y7 dexdydz.
R3

Na prvni pohled vidime, ze mnozina M neni ohrani¢ena a ze integrovana funkce je nezaporna
(kladnd). Navic ve funkci vystupuje vyraz x? +y? + 22, ktery se vhodné upravi uzitim sférickych
soufadnic. Zavedli bychom tak vyéerpavajici systém M, : 22 + y? + 22 < n?. V tomto postupu
bychom vsak narazili na problém, Zze nevime jak integrovat fon p? 4 dp. V§imnéme si vsak, ze

plati nerovnost
n 2 1 2 n 2
/ pre? dpS/ pe? dp+/ pPe™ dp=
0 0 1

1 n
_ l_ e_pZ] + = (r -1 6_02]
o 2 2 ’
0 1

Dosli bychom k zavéru, ze samotny integral je konvergentni, ale nezname jeho hodnotu. Protoze
je integral konvergentni, musi integral konvergovat ke stejné hodnoté pres libovolnou posloupnost
mnozin M, tj

n n n 2
%8 </ / / i A dxdydz) =
"o, "o, "o, 2 "o, 6
= e ¥ dx e ¥ dy e * dz | = e ¥ dxdz| =
—n —n n —-n

3

=</nefzdx/ney2dy> - |
[t an) 2 (o )

Zde vyuzijeme vysledek piikladu[246]a toho, ze tento integral vysel také konvergentni. V pifkladé
@ pouzwarne pouze polarni soufadnice a proto nam v integralu vznikne odlisnym jakobidnem
vyraz fo pe - dp, ktery snadno spocteme Vime, ze integrél I figurujici na levé strané je kladny,

dostaneme tedy vysledek I = v73.
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Pi. 258 Vypoctéete nevlastni integral

e~ =" cos(22 + 22)
I = .
///]Rg | drdydz

Integracéni obor neni ohrani¢end mnozina. Proto po¢itame nevlastni integréal. Integrovana funkce
neni nezdpornd a vzhledem k oscilujicicmu kosinu integrovana funkce méni znaménko pomérné
casto. Rozmysleme si tedy nejprve, zda integrédl konverguje, nebo diverguje. V absolutnich hod-

notdch mizeme integral odhadnout jako
e—xz—zz
dzdydz < ///R3 dedydz.

1.

Tento integral bychom mohli vysetiovat pies mnoziny M, : 22 + 22 < n? y € [-n,n], coz by
nam dalo po zavedeni poldrnich souradnic

n 2w pn —p? n n o p27
pe 1 // _ 2
I, = dydpdp = d o dpdp =

n 21 —,7;2—22
= | arctgn — arctg(—n) / / pe_p2 =" g% = /// ezi dz dydz.
o Jo r3 Y2 +1

=2arctgn

ozt 2" cos(x? + 22)
y?+1

Zde vyuzivame vysledku piikladu[246] Kazdopddné vidime, ze integral konverguje. Navic puvodn{
integral muzeme vySetfovat pres stejny systém M,, a dostali bychom

n 1 n 27 ) oo 7'('2 e—xQ—zQ COS(.’L‘2 +Z2)
Jn = ———d e " cosp?ded _}7:/// dzdydz,
/_ny2+1 y/o/o p p~dedp 5 - Sl Yy

kde tentokrat vyuzijeme piikladu a pfedchoziho vypoctu.
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6.2 Singularni bod
Pi. 259 Vypoctéte nevlastni integrdl

1 2 2

Vidime, ze integrovana funkce
1

f(x,y):m

m4 singularitu v poc¢étku. Vzdyt pokud bychom uvézili libovolné malé okoli bodu [0, 0], tak v
tomto okolf musi byt néjaky bod tvaru [10~%, 0] jehoz funkéni hodnota pak je

1

W == 102k.

f(107%,0) =
Chceme tedy nalézt smrstujici systém mnozin M,, které se smrstuji k poéatku. Volime M, :
2492 > nl—Q, nebot v integrované funkei vystupuje vyraz x% 42, ktery se dobfe uvazi po pouziti
polarnich soufadnic. Mnozina M je navic kruznice, a proto bychom meéli M \ M,, mezikruzi, které
se v polarnich souradnicich popise dobfe. Dostaneme integral

1 27 1 p
In:// 7dxdy:/ / — dpdp =
M\, T2+ Y2 o Ji P>

1

- 27r/ ldpmp =2r[lnp)y =2 <1n1 lni> =27 (Inl+Inn).
1 n

Vidime, ze lim,,_, I, = 00. Protoze pfes jeden vycerpavajici systém vysla limita divergentni,

tak nds ostatni systémy nezajimaji a integral diverguje.

Pokud bychom chtéli ukazat, zdali limita konverguje, nebo diverguje. Mohli bychom volit
také naptiklad jiny systém. Naptiklad ¢tverce [f%, %] ?. Pfes né by se vsak integral dopocitaval
pracné, nebot mnozina M bez tohoto &tverce by byla osklivd. Na druhou stranu ndm by staéilo
ukazat, ze integral konverguje, nebo diverguje na mensi mnoziné nez je celd M. Pokud bychom
zmens$ili mnozinu M napiiklad na ¢tverec [—%, %]2 ubrali bychom z integralu pouze kone¢nou

hodnotu a tady by divergencii/konvergenci neovlivnila.
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Pi. 260 Vypoctete nevlastni integral

drd
// #, pro M :0<z?+9y? <.

u VT

Mnozina M je néjaky posunuty kruh. Upravou na &tverec dostaneme 0 > 22 + y?—x = (v —
1/2)? +y? — 1, 7e se jednd o kruh se stiedem [1/2,0] a polomérem r = 1. Na hranici kruhu tak
lez{ bod [0, 0] coZ je pro nés dulezité. Vidime, Ze f(x,y) mé singularitu v bodé A = [0,0] nebot
nam tak vznikne nula ve jmenovateli.

Hleddme mnozinu, ktera se smrétuje k bodu A. Takovou mnozinou je napiiklad M, : z2+y? <

n—oo

= Vidime, ze A je vnitinim bodem M, pro kazdé n € N a Ze pramér d(M,,) —— 0. Spocitame

tedy
// dz dy
M\ M, x2 —I— y?

Mnozina M \ M, je kruh ze kterého vyfizneme srpek kolecka.

V integrované funkci vystupuje vyraz x2? +y? a mnoziny M,, jsou kruznice se stfedem v pocatku.
7 téchto duvodu bychom mohli zkusit zavést klasické polarni soufadnice. Pro polomér dostaneme
dosazeni do nerovnosti uréujici mnozinu M \ M,,, ze

1
— < p? cos® ¢ 4 p?sin? p < pcos @
n

1 2

e} < p® < pcosy
1
— < p < cosep.
n

Méme tedy interval pro polomér. Potifebujeme jesté urcit tthel ¢. Situaci bychom si mohli zjed-

nodusit, pokud bychom si fekli, ze ¢ € [*%, 5] Jak vsak vidime z obrazku, s rostoucim n se
mnozina M \ M, piiblizuje k ose y, ale nikdy se ji nedotkne. Musime tedy najit prusec¢iky kruznic

ohranicujicich mnoziny M,, a M. ReSime tedy soustavu
2,2

Tty =
2,2

Tt +y =

Odeétenfm rovnic od sebe dostaneme vztah z = 1/n? a po dosazen{ do rovnice 2% + y* = z

ziskdme také druhou soufadnici pruseciku jako y = ++4/1/n? — 1/n%. Dostaneme tak pravouhly
trojuhelnik

339



VA
VeV T

z n¢hoz dostaneme vztah

_Y_
gy === 2 A

ty/ar — 11
2
- ——— =1n =+vn? -1
n2
Proto jsou hrani¢n{ thly ddny jako ¢ = +arctg+/n? — 1. Vidime, Ze pro rostouci n jdou tyto
thly limitné k ¢ ——=% +7. Do intervalu pro ¢ patif také nula a nutné tak vyplyvd, zZe
—arctgvn?2 — 1 < o < arctgv/n2 — 1. Dostdvdme konecné integrél

arctg vn2—1 cos @ p arctg vn2—1 1
/ / ——dpdp = / (cosgp — ) dp =

I,
—arctgv/n?2—1J1/n AV p2 —arctg vn2—1 n

® arctgv/n2—1 1
= [sm(p — —} = |sinz a — liché fce| =
Nl —arctgv/n2—1 x

arctgv/n? — 1
- .

= 2sinarctg vn? —1—2

V prvn{ ¢dsti mame slozenf spojitych funkef sinz, arctgx, v/ a ve druhé éasti pak ohrani¢enou
funkei vynasobenou né¢im, co jde limitné do nuly. Dostavame

-3
lim I, = 2sin lim arctgvn? —1—0 = 2sinarctg lim /n? — 1 = 2sin(7/2) = 2.
n—oo n—o0o n—r00
—— —

— 00

Takto dostaneme vysledek jen pies jeden systém. Ptresto je to takto dostatecné, protoze inte-
grovana funkce f = 1 > 0 a integral je tedy vskutku konvergentni a jeho hodnota je

2.
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Pi. 261 Vypocteéte integrdl

// (2% + y?) In(2? + y?) dz dy,
M

kde M je ohranicend x% + y* < A%, A > 0.

Vidime, ze integrovana funkce neni definovana v pocatku, protoze by zde vznikl logaritmus
nuly. Funkce f mé tedy singuldrni bod uvniti mnoziny M. Zavedeme smrstujici mnoziny M,
dané ohrani¢enim 5 < 22 + y* < A2, kterd je tvofena kruznici. Zvolime poldrni soufadnice
x = pcosp, y = psinp. Dosazenim do omezen{ dostaneme 1/n < p < A. Navic Nebof neméame

dals{ podminky, po transformaci je ¢ € [0, 27]. Pocitdme

2m
// (2% + y*) In(z? + y?) dxdy—/ / lnp dpdy =
My, /n

_21np
In 1 4 A A
_47r/ p2lnpdp = 3/) p’l _47r[plnp:| —71'/ p2dp =
1/n P T 4 1/n 1/n
474 4
o w1 p o ™ 1 A s
Nyni musime pouze urcit lim, o I,. Vyuzijeme k tomu limitu
ni 1 1
lim ——2 = iml—‘m’—h ——o.
n—oo n n—oo n n—oo 4’[’1,4

Proto je limy,_yo0 I, = A*rln A —

4 ‘ra plati

4
// (22 +y*) In(2? + y*)dedy = A'rIn A — ATTF.
M

Tedy integral konverguje. Pro¢ tomu vsak tak je? Nalezli jsme limitu jen pro jeden systém
smritujicich se mnozin. Navic integrovand funkce f = (22 + y?)In(2? + y?) ani nenf nezdporna.
Popravdé je dokonce zdporna uvniti kruhu 22 + y? < 1. To je vsak pointou celého piistupu.
Je-li integral z funkce — f konvergentni, musi byt konvergentni také 1ntegral z funkce f. Pokud je
A > 1, tak integrovans funkce méni na M znaménko. Cést mnoziny 22 +y2 > 1 vsak konvergenci
celeho integralu pokazit nemuze.
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Pi. 262 Vypoctete nevlastni integral

// Y dedy, pro M:0<y<1,2>0y>+z.
M

Mnozina M je ohrani¢end a vypadd néasledovné

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

7 definiéniho oboru funkce f(x,y) = e*/¥ vidime, Ze v bodé [0, 0] se nachézi singularita. Singu-
larita se nachdzi popravdé na celé ose x, kde plati y = 0. AvSak z osy x lezi v mnoziné M pouze
pocatek. Navic je exponencidla nezdpornou funkei a tedy i integrovand funkce je nezaporna. Jak
zvolit smrstujici se mnoziny? Mohli bychom volit napifklad M, : 2% + y* < ;. Takovéto tvaha
by nas patrné dovedla na polarni soutadnice, ale jak bychom pomoci nich uréili integrovanou
mnozinu? Snadno si rozmyslime, ze v tomto piipadé by bylo ¢ € [%7 g] a rozsah pro polomeér
by se urcoval znacné komplikované. Napifklad dosazeni do nerovnosti y > y/z by ndm dalo
psing > ,/pp. Tahle nerovnost by ndm dala dolni mez pro polomér pro jisté tihly. Pro dalsi
thly bychom po tvaze dostali dolni ohraniceni % Préaci bychom si jisté neusnadnili. Co zvolit
jinou volbu? M,, = [0, %]2 Tato volba by ndm dala M \ M,, = {% <y <1,0 <z <y?}. Pokud
bychom vsak chtéli integrédl pocitat pres tuto mnozinu, tak musime uvazit nasledujici

ﬁ 1 1 1
// ey dxdy:/ / e®/Y dydx—i—/ / eV dy de.
M\M, 0 i - Ve

Na druhou stranu nenf fe¢eno, ze musime na mnozinu M \ M,, aplikovat Fubiniho vétu z tohoto
dhlu. Stejné tak muzeme intergal popsat jako

1 y2
// e/Y dx dy :/ / e/Y dx dy.
M\M,, 1 Jo

Takto spojime integraly do jednoho a usetfime si praci. Volba se zd4 docela rozumné. Dostavame

2
Lory? 1 [ a/y]Y 1
= :D/y = © = L = y 1 =
I, A/O e Y drdy /1[ T ] dy L ye¥ —ydy o ey
n n y Jo n
271
Y 1y = 1 1 nooo 1
=|(y=1ev—L| =(1-=)en 44— — = 222 _
{(y Je 2]1 ( n)e oz T3 2
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Integral konverguje. Nakonec si rozmysleme, zda dovedeme integral

L
/ / ™Y dy dz
o Jg

spocitat? Nedovedli, protoze s integrélem [ er da bychom pomoci obvyklych metod nepohli.
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Pi. 263 Vypoctete nevlastni integral

1
In————dzdy, pro M:0<2?+y?><da’a>0.
//M 2+ y?

Z definiéniho oboru vidime, Ze méme singularitu v bodé [0, 0], nebot nula ve jmenovateli ndm d4
nekone¢né velkou hodnotu. V zavislosti na hodnoté a integrovana funkce nemusi byt nezaporna.
Avsak v dostatecné malém okoli poc¢dtku bude funkce nezdpornd (kdyz bude zlomek > 1) a
na zbytku mnoziny M musi byt integrdl koneény. Z tvaru funkce a mnoziny M vidime, ze bude
vhodné vse transformovat do poldrnich soufadnic. Volime tedy smrstujici mnoziny M,, : 22432 <
2. Tim ziskdme v polarnich soutadnicich p € [1/n?% a] a ¢ € [0, 27]. Dostaneme

2 27
/ / pln —dpdgo = / d<p/ plnpdp =
1/n? 1/n2

2 a
p P a 1
=21 |—lnp—— =27 1 — —
[2 e 4}1/71 <2 neTy (n

Pomoci L’hospitalova pravidla dostaneme, ze

Inp
p
+L
An?

=0,

L,

w“wm =

lim —— = lim —

n— oo n n—ro00 ’I’L

In(1/n) . Inn ’ 00 ‘ 1
= lim
n—o00 2n2
a tedy lim,_,o0 I, = ma?® (2 In a) Vsimnéme si nakonec, jaky vliv ma parametr a na hodnotu

integralu. Zvétsuje-li se a, zvétduje se také integrovand mnozina M. Cim je vSak bod [, Y]
vzdalengjsi od pocatku, tim je zlomek \/ﬁ mensi coz znamena, ze vétsi ¢ast funkénich hodnot
z2+y

integrované funkce je zaporna.
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Pi. 264 Vypoctéete nevlastni integral

//M \/:El\/y dzdy, pro M =10,1)%

Vidime, ze integrované funkce

1
VY
mé nejen singularitu v poc¢atku, ale ma singularita na celém kiizi {[z, 0]z € [0,1]} U {[0,y]|ly €
[0,1]}. Vzdyt je-li z = 0 nebo y = 0, tak ndm ve jmenovateli vznikne 0. Chceme tedy nalézt
vycerpavajici systém M,, ktery by vycerpaval ¢tverec M. Takovy systém muze tvorit naptiklad

f(z,y) -

M, : [%, 1} 2, pres ktery by se ndm integral dobie pocital. Dostaneme
I, = /1 /1 L Gedy=2va]l valt =
1)1 oy w w

- (2[—\%)2.

VT /Y
systém mnozin M,,. Mame tedy lim, o I,, = 4. Integrél konverguje.

Protoze je integrovana funkce f = > 0, tak nam staci urcit integral pouze pfes jeden
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Pi. 265 Vypoctéete nevlastni integral

d d 2 2
// N o M: o +Y <1,0>0y>0a>00b>0.

2 a?
— 2

b

Vsimnéme si nejprve, pro¢ se jedna o nevlastni integral. Integrovand funkce je definovana pokud

. z z 7 ~7 . . 2
pod odmocninou nenf zdporné ¢islo, tj. pokud je 1 — 27

M splnéna. Avsak pro 1 — Z—z —
Césti elipsy a tedy mame mnozinu M

2
— ¥z > 0. Tato podminka je na mnoziné

2
7z = 0 ndm vznikne nula ve jmenovateli. Hranice mnoziny M je

Singularitou je zde celd ¢ast hranice elipsy. Volime tedy vycerpavajici systém M, : z—z + 4 <
1-— %, x > 0,y > 0 ¢imz se budeme bliZit po mensich elipsach k hranici. Tato volba ndm nejen
hezky vycerpd mnozinu M, ale navic je vhodna vzhledem k podobé integrované funkce. Zvolme
transformaci do eliptickych soutadnic x = apcosp, y = bpsingp ¢imz dosazeni do podminky
dostaneme s o 5o s
b i 1
a*®p*® cos gp+ p* sin go:pggl_i.
a? b2 n
Dals{ nerovnosti ndm daji apcosp = > 0 = cosp > 0, bpsing = y > 0 = sing > 0. Af
uz z obrazku nebo z nerovnosti analyticky dostaneme rozsahy p € [0,/1 —1/n], ¢ € [0,7/2].
Pocitame

1-1/n 5 abp t2_1— 2 3 % t
=1-p
I, = ———dpdp = = —ab d / —dt =
/o /0 V1-p? e ‘ tdt = —pdp ‘ o i V2

1
1 n o0
EaLb/ 1dt = Zap(1— = ;Wb
2 1 2 n

Protoze ma odmocnina vzdy nezaporné hodnoty, je také integrovana funkce f =

na mnoziné M. Proto mame, Ze integral je roven Fab a konverguje.
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Pi. 266 Vypoctete nevlastni integral

// In(1—2%—y*)dedy, pro M: 2° 45> <1.
M

Vidime, ze integrovana funkce

fla,y) = (1 - 2* —y?)
mé singularity v bodech kruznice 2% + y2 = 1, nebot logaritmus neni na okoli nuly ohraniceny.
Integrovand funkce sice neni nezdporn4, ale je na M zdporna a tedy nam staci vyresit integral pres
jednu vycerpavajici posloupnost. Zavedeme tedy vycerpavajici systém M, : (1 — %)2 > 22 + 92,
ktery se bude blizit vhodné k hranici kruznice. Na vypocet integralu pak pouzijeme vhodné
polarni soufadnice. Dostaneme integral

2 1—7
// n(l —z? —y? dxdy—/ / pln(1 — p? dpdap—‘t—l—p|

2n —1 2n — 1) In 2251
:W/ 1tﬁ—’ﬁt ’_wﬁmw¢ﬁ_1:w<n Ly @D )
2_ 1 n

n? n?
n n2

In

o~ k|

n2

Dale uvazme, ze

pn 2n=l on—12n°—(2n—1)2n
) (271 _ 1) In 22t 2n 1 nZ + = na
lim ——2— = lim " =

n—00 n2 ‘ 00 ’ n—00 2n

2

21n 2n71+2n(1 n) 91 2n=1 _"_21771
= lim n n? = lim n? n,
n—o00 n n—00 2n

Obdobné pak méame

1 2n—1 _ 2n—1 na M —2 2
lim —2 = |22 = Jim 22 = lim —— ="~
n—00 n 00 n—00 1 n—00 (2n — 1)n2
Dohromady tak mame, ze je lim,,_, . I, = —7 a integral konverguje.
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Pi. 267 Vypoctéete nevlastni integral
/// In(z? +y? + 23 dedydz, pro M:0<z®+y>+22<d? a>0.
M

Z tvaru integrované funkce vidime, ze m4 singularitu v bodé [0,0, 0] nebot logaritmus je v okol{
nuly neohraniceny. Integrovana funkce neni nezédpornd, ale na dostatecné malém okoli pocatku
je zdporna. Staéf nam tedy integral urcit pouze pies jeden systém smrstujicich se mnozin. Ve
funkci vystupuje vyraz 2 + y? + 22 a vidime, Ze je rozumné brat M, : z% + y> + 22 > % a
transformovat vée do sférickych soufadnic p € [1/n,a], ¢ € [0,27], 6 € [0, 7]. Dostaneme

a 2 ™ 2 ™ a
I, :/ / / p2sin91np2d9dapdp=/ dw/ Sin9d9/ p> Inp® dp=
"% o 0 0 0 A ~—~—

n =2Ilnp
Inp 1 <12 2 .1
= ) L% = 27 [—cos ) {3p3lnp—9p3] =
v = *
2 4 2 5 2lnn? 2\ pooee 8mad 1
:47r(3a lna—ga + 3B —1—9? — 3 lna—g .

Integral konverguje.
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Pi. 268 Vypocteéte integrdl

1
I, e v

kde V je ddna omezenimi 2% +y* —1< 2 <1 — 22 — y2.

Vsimnéme si nejprve, ze funkce neni ohranicend v okoli pocatku [0,0], coz ale zahrnuje celou
osu z, tj. vSechny body [0,0, z]. PoloZime-li v nerovnosti z = y = 0, tak dostaneme nerovnost
—1 < z <1 coz poukazuje na fakt, ze v mnoziné M lezi ¢ast osy z. Mame tedy nevlastni integral z
nezdporné funkce. Vzhledem k tvaru mnoziny V' (jednd se o prunik dvou paraboloidi) zavedeme
vélcové soufadnice. Dostdvame nerovnosti p? — 1 < z < 1 — p? jejichz kombinaci odvodime
pP—-1<1-p?=p<l1.

Nebot mame nevlastni integral, musime jesté vytvofit vyéerpavajici mnozinu V,,. Vzhledem
k valcovym soufadnicim muzeme vyhodné uvéazit V,, danou skrze omezeni 22 + ¢y — 1 < z <
1—22—y%a % < 22 4 92, tj. vyiizneme z V tizky vélec. Pocitdme

2,1 1—p? 1 1y
In:/ / / p—4dzdpdg0:27r/ = (1=-p*=p"+1)dp=
0 1/ndp2—1 P 1/n P
1

2 2 2p~2 !
:27r/ 3dp27r[p 21np] :27r(71+n2721nn).
-2
1/n P P 1/n

Poté bereme

1 . . 2
[, e dodvas = Jim =2 fim 140 21an =

. Inn
=27 lim —-1+n|n—-2— | = .
n—00 n
~—~—
—0

Integral diverguje.
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6.3 Pokrocilejsi priklady
Pi. 269 Vypoctéte nevlastni integrdl

1
[1,00)"’ xl.....mk

Integraéni obor je neohrani¢eny a integrovand funkce je nezaporna. I pro k rozmérny integral
miizeme volit vycerpavaci mnozinu M,, = [1,n]*. Dostdvame

1 n 1 n 1
I,=|[-- ————dr...dzp = —dzy--- —day, =
TN - RRRRR 1 xy 1 Ty
" K 11" 1 *
= / de] = - = _7+1 .
1 T7 11y "

Nyni vidime, ze plati lim,, . I,, = 1. Integral konverguje.
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Pi. 270 Vypoctete nevlastni integral

// dz dy
2 2
R2 1+ 23 4+ ys3

Mnozina M neni ohranic¢end a integrovana funkce je nezdporna. Mnozina M je celou rovinou,
proto ndm nedava zadné specifické pozadavky na volbu M,,. Pfesto vidime, ze integral nevyjde
jednoduse pro kazdy systém M,. Vyraz x5+ y% se upravi dobfe v astroidovych soufadnicich.
Volime tedy M, : z3 + y% < n3 a transformaci z = pcos® p, y = psin® p. Potom méme po
dosazeni, 7e je p3 <n3 = p € [0,n]. Navic pak mdme ¢ € [0, 27| nebot Popisujeme cely vnitiek
Astroidy kolem dokola 360°. Podobné si muzeme uvédomit, Zze na ¢ po dosazeni nevznikaji zddné
pozadavky. Dostaneme

27 3
sin” 2 3= p?
// tosin” AP Papdp=| o0t " =
1+p5 3t dt = 2pdp

2
3

9 A 9 [?"1—cosdyp " 1
== 2p0d dt = - —d t—1+——dt =
8/0 sin” 9"9"/0 1+t 8/0 2 S"/0 1

2 ;

9 ind 27 12 n3 9 4
_ 2|y _ Ay — —t+In|l+¢ = -7 Efn%Jrhl’lJrng
812 0 o

it

8 2 8 2

9 2
:§7r <n§ (?—1) +ln‘1—|—n%

Dostéavame tedy, ze integral diverguje.

n—00
>_>oo

Pi. 271 Vypoctéte nevlastni integrdl

1 1 1
// —2dmdy, pro M:zxz>1l,z——<y<z+ —.
MY T T

O vysetfované mnoziné M si muzeme vsimnout hned nékolika véci. Nejprve si vykresleme funkce
y=z+ % spolu s primkou y = . Mame obrazek

Vidime, ze mnozina M neni ohranic¢end. Také vidime, ze integrovana funkce ma singularitu na
ose z, tj. pro hodnoty y = 0. Na hranici mnoziny M lez{ jediny bod osy z a tim je bod [1,0].
Proto mame na mnoziné M také singularni bod. Integrovand funkce je vSak zato nezaporna.
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SySJC-i-%,pro

8=

VysSetiujme tedy nejprve integral na mnozinach tvaru M, : A <z <n, x —
A > 1. Dostali bychom

2
n e+t n z 4l n
Pl 1%
In:// —Qdydx:/ - dx:/ - _da=
A ool Y AL Yla22 a4 xr—=1 x2+1
1

/,42(:r—1)+2(x+1) 21" 5 [Infz =1l +Infz +1] —In(z” + 1)),
1on?—1 1 A’—1 nooo 11 A% —1 g+ | 0

T Yyt 2t arg oo n-|=oc.

2 n?+1 2 A%241 2 A24+1
—

In (1— 7’”211 )

Vidime tedy, ze integral diverguje.
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Pi. 272 Vypoctéete nevlastni integral
2,2
Iz/// dedydz, pro M :y*+22 <4, x>1
M X

Integrovand mnozina je tvorena valcem, ktery vSak neni ohrani¢eny vuc¢i proménné x shora.
Mnozina M tedy neni omezend. Jedna se tedy o nevlastni integral, kde vsak integrovana funkce
neni nezdporna, ale méni znaménko. Proto vySetiujme nejprve integral absolutnich hodnot. Plat{

2 2 2 2
/// ‘(y—l—zQ)cosx dxdydzg/// Y —’;Z dzdydz.
M T M T

Pocitejme integral pres vycerpavajici mnozinu M, : y? + 22 < 4, x € [1,n] a zavedme pro jejf
vysetieni polarni souradnice. Dostaneme

2 2 2 2 n 2 n 2w 2
1
In:/// %dzddeZ/ // p—z-pdxdpdgo:/ —2dx/ /depdga:
M, L 0 o J1 ¥ 1 X 0 0
1 n 472 1 oo
=27 [} {p] =8m (+1> 170 .
z|, 4], n

Vidime tedy, ze vétsi z integralu konverguje a tedy i puvodni integral konverguje. Chtéli bychom
tedy pocitat puvodni integral a k tomu muzeme vyuzit stejny systém M,,. Mdme tak

2 2 n o2 2 n
Jn:/// Y —i;z cosxdmdydz:/ gdx/ / pgdpd<p:87r/ COS;C dz.
M, T 1 X 0 0 1 L

K vypoctu tohoto integralu nevede zddna ndm znam4 cesta. Cestou vSak muze byt vSe spojit se
sinovym trigonomickym integralem, ktery je dany jako

Si(z) = / Ly
O t

Dostaneme

cosr sinz
1 _1

2 T

) + 8 (Si(n) — Si(1)).

n
Ccos T
87 5 dx =
1 :L'

=87 (cos 1-— cosn

_sr [_coszr+87r/” sinxdzz
rz 11 1z

Nyni vysledek zdvisi na chovéni funkce Si(z). O této funkei vime nékolik véci. Napiiklad to, ze
lim, ;o Si(z) = 5. Proto mame

cosn

lim J, = lim 8« (cos 1-—

n—oo n— 00

) + 87(Si(n) — Si(1)) = 8w cos 1 + 81 (g - Si(l)) ~ 29, 28.

Integral konverguje.
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Pi. 273 Vypoctéete nevlastni integral

Ik:/ ok e dz, k € NU{0},

— 00

pro prvnich nékolik hodnot k.

Prvni si rozmysleme, zda tento integral viibec konverguje. Obecné vsak plati

o0 2 o0 2
/ ‘xk e | dx= 2/ 2Fe ™ dx <
—0o0 0

§A+2/ e deA—I—Q/
N N

oo

oo

e e % dg = A—|—2/ e " duw.

N

Protoze muzeme integrél odhadnou shora konvergentnim integrdlem, tak i puvodni integrél
konverguje pro libovolné k. Hodnoty A a N jsou pouze vhodné dostatecné velké konstanty. Déle

si véimnéme, Ze pro k liché se jedn4 o soucin liché funkce (2% je lich4 fce) a sudé funkce (e~

2.
zJe

sud4 fce), coz ndm d4v4 ze znalosti konvergence integralu, Ze I = 0, je-li k liché. Déle necht je

k sudé. Potom mame

k+1

Méme tak vztah
k+1

2

Ijyo = Iy.

Nyni zbyva ukéazat, ze plati

2 —or e—z2 _ karl 2 o o 00
2k 2t T . L k+1

P dp= 2T
e x—k+1k+2-

Ig :/ e dx/ eV’ dy = // N dy = =.
—00 —00 R2

Tedy vidime, ze plati Iy = /7. Vidime tedy, ze plati

(k — 1)

I, =
k 2;

ﬁa

pro libovolné sudé k.
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Pi. 274 Vypoctéete nevlastni integral

/ / ——————day...dzy, pro M:ai+---+ap <1 k€ZN[3,6]
M T+ ‘*‘%

Integrovans funkce neni ohraniens v poéatku, ale funkce je zde nezdporna. Zavedeme smrstujici
se posloupnost mnozin. Vzhledem k tomu, ze M je tvofena k rozmérnou kouli, zvolime M, =
L < w% 4+t a?i < 1 a zavedeme k rozmérné sférické souradnice

x1 =pcosypsinfisinfy ... sinf_o,
To = psinpsinfysinfy ... sinfi_o,
r3=p cosfysinfly ... sinfy_s,
Ty=p cos by sinfs...sinfy_o,
T =p cos O _o.

Jakobidn této transformace je pak |J| = p*~'sinf; sin®6;. .. sin®~20,_,. Navic zde plati 3 +
-« + 22 = p?. Dostaneme tak

I, = ——————dwy ... dyy =
/ /M Il -+ Ik o T
27
/ / / / — p “lgin 6 sin? 6, .. nk—2 Ox—o dpdby ...dOk_odp =

= 2r [;:_2} / / sinf; sin® 0z ... sin* 2 6,5 d; ... b _o.
Uvazme, ze k muze nabyvat jen hodnot 3,...,6. Spo¢téme tedy
T 4 —cosf] =2 k=
/ / Sin 0y sin? 0y . sin® 0, 6y ... dfs = 4 | o 1]2 ) » 3 _
0 0 2f0~-~f0 sin“fsy...sin"04dfy...d04, k>3,
. . 1

_{2[922_81114292}0:7"’ k=4, _ ﬂ-[_g} 1:%71-’ k=5 _
- T T .3 .4 - - — =

7rf0 fo sin® O3sin® 0, dfs ...d0s, k > 4, %Ffo sin? 0, df, k> 5,

2, k=3,
), k=4,
IR ELS k=5,

4,130 sin 26 sin46, 1™ _ x?

3T - ] =5, k=6

Jako dalsi krok musime rozebrat jesté chovani ostatnich ¢asti integralu

pk—2 1 1 N
E—2 =1-— L7 .
( )|:]€2:|1 nk—2

Pro vSechny varianty k£ dostavame konvergentni integral. Pouze konkrétni hodnotu musime po-
sklddat dohromady z uvazovanych variant. Pokud by bylo k = 2, jedna se o Ptiklad pokud
je naopak k = 1, jedna se o jednorozmérny integral f_ll w% dx, ktery je také divergentni.

355



Pi. 275 Vypoctéte integrdl

z? _y
5 dzd
//[01 (22 +92)? v

Ndsledné ukazte, Ze tento integrdl nelze zapsat jednoduse jako integrdly

z® —y?
// m2+y sdzdy a // $2+y 5 dydx

Nejprve ukazme, ze dvojny integral diverguje.Vsimnéme si, ze integrovana funkce neni nezaporn4.
Ve skutec¢nosti méni znaménko na piimce y = z. Uvazujme tedy integral jejich absolutnich
hodnot, ktery konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje nas integral. Pocitejme tedy

o P
dz dy.
//[01 (22 +92)?

Jednd se o nevlastni integral, protoze funkce mé singularni bod v poc¢atku. Pokud bychom se
napftiklad blizili do poc¢atku po ose z, tj. pro y = 0, pak by integrovana funkce vypadala jako

2?2 — 2

(@2 + %)% ],

A funkéni hodnoty by pro malé x utekli do nekone¢na. Vskutku se tedy jednd o singuldrni
bod. Pro usnadnén{ vypoétu si nahradme integraéni mnozinu [0,1]? za étvrt kruh 22 + y? <
1N [0,1]2. Tim se ndm integraén{ mnoZina zmensf, ale samotny integral se zméni nejvyse o
koneénou hodnotu. Na konvergenci/divergenci toto mit vliv nebude. Navic uvazujme smrstujict
systém mnozin M, : z? +y? < %, ktery z mnoziny 22 + 32 < 1N [0, 1] odebereme, abychom se
vyhnuli singuldrnimu bodu. V polarnich soufadnicich tak mame

L 1% |p2cos® g — p? sin? z 1
_ p” cos” p — p~sin” p| _ 2, 2 L. _
_/l/o i -pdgadp—/o | cos® ¢ — sin” ¢| dgp/i ;dp—

=| cos 2¢|

™

g in2p] % 1 oo
:2/ cos 2 dg [In p]t :2[sm2 SD} Inl—In— | =lnn 2= .
0 0 ——

=Inn

Vzhledem k ekvivalenci vime, ze puvodni integral diverguje stejné jako integral absolutnich hod-
not. Podivejme se nyni na dvojnasobné integraly

1 1 1
] 1 1T
Sdyde = [ |52 | de= | 5 de=[arctgall = =
/ / ‘r2+y yar = /0\ |:x2+y2:|0 x ‘/0 x2+1 €L [angx]O 47
1 1 1
x? —y —x 1 1
d.’Ifd = _— d = — 7(:1 = — |arct — —

Vidime, ze integral nelze bezmyslenkovité prepsat pomoci Fubiniho véty, protoze integraly si
neodpovidaji.

s
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Pi. 276 Ukazte, Ze integral
2?2 — 2
I / / LY drdy
1,002 (2% +y?)?

/ / o dzdy,

1 J1

/ / dy dz,
1 J1

Déle vime, ze pokud nasledujici integraly konverguji, tak plati

22 y2 22 yz
7 dady = 7 dady,
//M)a @+ Y //+ @ +22 Y

nebot piiddme k integralu pouze ¢asti, které spliiuji

// i —y dxdy— // i —y dx dy.
2€[0,1], 224y2>1 ( ye[0,1], 22+y2>1 (x +4?)?

Muzeme tak pocitat v polarnich soufadnicich

20 pno 22 2.2
In:/ / pcos<p4p51n wpdpd(pz
0 P
2 n . 2m
1 2
:/ cos2<pd<p/ ~dp= [sm 4,0] nplf =0-[Inp]} =0.
0 1 P 2 0

A tedy pokud integral konverguje, tak vyjde nulovy. Zde vsak predpoklddame, Zze oba integraly
v rovnosti konverguji.
Mozné jednodus$eji si muzeme vsimnout, Ze pokud integrdl I konverguje, tak musi platit

22— g2 22— 2 2% — 2
7dxdy:// 7dxdy+// TV dpdy =
//[l,oo)2 (1‘2 + y2)2 [1,00)2,2>y (xQ + y2)2 [1,00)2,y>z (.132 + y2)2

2,2 2 .2
:// xidwdy // yidwdy—O
[1,00)2,2>y (‘T +y ) [1,00)2,y>2 (Cﬂ +y )

Nebot ve druhém integralu se jednd pouze o zdménu proménnych. Mame tedy i zde odhad pro
integral I, ktery nyni zavisi jen na jeho konvergenci. Zavislost konvergenci zde plati naptiklad
pokud bychom porovnali absolutni konvergenci integralu I, ktera je ekvivalentni jeho samotné
konvergenci.

Déle budeme chtit pocitat integral pres vycerpavajici mnozinu, kterda neni symetrickd pres

diverguje presto, Ze integrdly

konvergujt.
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osu y = z. Zvolme napifklad mnozinu M,, = [1,n] x [1, Kn], kde K > 0 je konstanta. Mdme

Kn Kn 2
x2 —y Y
= S dedy = dedy =
ne [ e = / [ i g e
T 1 n 1
= —_ —2 —_—— — ==
/1 [yamtg (y)L Y ({2y2(x2+y2)]1+2y2/1 x2 + y? dx) %
[ e ()], - (], [ (5]
= — arc — —|———=]| — |-—arc — =
1 y Ty R e Tl PR K *\y 1 Y

/Kn n_L 1 g [ " arct ( )+ " ]Kn
_ = |—— arc arc =
Bl it g gy

1
= —arctg K + arctg () + arctg(Kn) — arctg 1 =
n

1 m T w7
= —arctg K + arctg | — | + arctg(Kn) — — — —arctg K + - — — = — —arctg K.

n 4 2 4 4
Vidime, ze pro libovolné K limita konverguje, ale vyslednd hodnota zavisi na K. Navic pro K # 1
je limita nenulova. Integral rozhodné konvergovat nemuze a ve skuteénosti diverguje. Ve vypoctu
pouzivame redukéni vztah

/ dx _ x n L/ dx
(2 +a2)?  2a2(x2+a2) 202 ) 22 +a2’

Nakonec si rozmysleme, ze integraly

/ / i —y d:vdy7
/ / $2 dydx

skute¢né konverguji. Vzhledem k symetrii pokud konverguje jeden, pak konverguje i druhy. Jejich
hodnotu jsme pak ziskali v prubéhu vypoctu J,.
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Pi. 277 Ukazte, Ze integraly

1 o]
/ / e” " —2e72% dx dy,
o J1
e} 1
/ / e” ™ —2e72% dyduz,
1 Jo

Pocitejme nejprve druhy integral jako

0o 1 o) e~y e—sz 1
I, = / / e % 272 dydx = / {— + } dz =
1 Jo 1 x T o
[ee] —x —2x 1 1 oo -2z _ —x
:/ _e +e _|_7_—dx:/ 7@ ¢ dz.
1 x x x 1 x

Nyni musi nutné platit, ze je Io < 0 nebot integrovana funkce spliiuje

nevychdzeji stejné.

e—2z —e %

€T €T

Druhy integrél zase dostaneme podobné jako

1 00 1 e~ Y e72ry oo
I = / / e % 272 drdy = / [— + } dy =
0o J1 0 Yy Y 1

15 —2x —x — —2 1 - —2

lim e M —e™®  eTY—e™Y e Y—e Y

=/ T + dyz/ —dy.
0 Yy Y 0

Zde naopak musi platit, Ze je I; > 0 nebof stejné jako u prvniho integralu plati

e Y —e 2y o2y _ o2y
> =0.
) )

—Ax

Oba tyto vztahy vychézi z faktu, ze je funkce e™*, klesajici pro A > 0.
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6.4 Rozhodovani o konvergenci/divergenci

P#. 278 Rozhodnéte o konvergenci/divergenci integrdlu

// smxsmyd dy, pro M:z+y>1,0<z<1,p>1.
(x+y)P

Vsimneme si, ze muzeme integrél z absolutni hodnoty funkce ohranicit shora jako

// dxdy<//M(x+1y)pdxdy.

Proto pokud by byl integral z vétsi funkce konvergentni, je také integral z mensi funkce kon-
vergentni vzhledem k nezdpornosti uvazovanych funkci. AvS§ak horni ohranic¢eni tvoii integral
pocitany v piikladé odkud dostavame, ze vySetfovany integral je konvergentni a to abso-
lutné. Absolutni konvergence je ekvivalentni obycejné konvergenci. Mame vysledek.

s1n:csmy
(x +y)P
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Pi#. 279 Rozhodnéte o konvergenci/divergenci integrdlu

dxd
I:// i pro M :0<z® 49> <1,sinz <uy.
M

Mnozina M vypadé takto:

-16 14 -12 -08 -06 -04 -02 02 04 06 08 12 14

1
ety

Na jeji hranici je bod [0, 0], ktery je singuldrnim bodem funkce =. Tvar funkce ndm na-

povidé, ze je vhodné vyuzit k integraci transformaci do polarnich souradnic, odrazuje nas vsak
naopak tvar mnoziny M. Vsimnéme si vSak, ze funkce nabyva pouze kladnych hodnot a tedy in-
tegral muze byt pouze nezdporny, navic integral zvétsime, pokud budeme integrovat pres mnozinu
N, kde M C N. Zvolime tedy N : 22 4+ y? < 1 a pocitdme

dx dy // dx dy 2 /1 p ( 1) n—s o0
— < — = ———dpdp =27 1—-— ) — 27.
//M V2 + y? N /22 492 o Jim \/p? n

Protoze i vétsi integral konverguje, konverguje také mensi integral. Z téchto duvodu integral I
konverguje. Hodnotu integralu I bychom mohli odhadnout v softwaru jako

I~ 3,07.
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Pi#. 280 Rozhodnéte o konvergenci/divergenci integrdlu

// y:cegﬂy2 In(z® + %), pro M :[2,00)2.
M

Hned na prvni pohled vidime nékolik véci. Mnozina M neni ohrani¢end a integrovana funkce je
nezapornd. Snadno si také rozmyslime, ze

lim Yy e In(z? + %) = 0.
(w,y)—(00,00)

Stac¢i uvazit, ze se jednd o soucin funkci, které samy o sobé diverguji k nekonec¢nu. Ocekavame
tedy, ze integral diverguje. Navic na mnoziné M plati, ze

yT el In(z? +y?) > 22 ot In(z? +4) > 1z el®” In(4+4) > ze” > e,

Tedy integrovanou funkci dokdzeme vyrazné zmensit na daleko rozumnéjsi funkci. Proto mame

// yz eV’ In(z? + 4?) > // e’ = lim / / e’ dzdy = lim n(e" —1) = co.

Takze vskutku vidime, Ze vySetfovany integral diverguje, nebot mnohem mensi integral také
diverguje.
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Pi#. 281 Rozhodnéte o konvergenci/divergenci integrdlu

2I2 1 2 2
" ————dedy, pro M:0<z"+y <L
M = +y

Podivejme se nejprve na duvod, pro¢ by se mélo jednat o nevlastni integral. Mnozina M je

ohrani¢en4, ale integrovand funkce m4 singuldrni bod v pocatku kvuli ¢asti ﬁ Znaménko in-

tegrované funkce neni zcela prehledné, ale uvédomme si hlavné, ze na néjakém dostate¢né malém
okoli poc¢édtku je funkce zdporna. Z tvaru mnoziny M tusime, ze bychom chtéli vSe transformovat
do polédrnich soufadnic, nevime si vSak p#ilis rady s funkei ey2””27 kterou nedokazeme jednoduse
zintegrovat. Nicméné vime, Ze na mnoziné M je funkce NS ohranicena, a proto integrél

// eV’ dz dy.
M

konverguje. Navic spocitame, ze

1 2 1 1
// — 5 dedy = lim / %dpd(p: lim 27 (lnl—ln> = 0.
MTTEY n=oo Jo o Jim P n—00 n

Proto pokud by konvergoval integral
2,2 1
//Mey v TEi dx dy,
pak by konvergoval také rozdil

// ev’? LI // v’ dzd // L
— rdy — rdy = — —— dz dy.
M z? 4y Y M Y M w7+ y? Y

Coz vsak neni pravda. Tento integral diverguje. A tedy vime, ze vySetfovany integral také diver-
guje.
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Pi#. 282 Rozhodnéte o konvergenci/divergenci integrdlu
2 2
/ / 2 YT g dy,
M TPy +1

212+yw
z2y+1

kde mnozina M = [0, 00)?.

Prvnf si vSimneme, Ze na mnoziné M je funkee f(x,y) = > 0. Déle si vSimneme, ze plat{

. 222 + yx i 24y: 240
lim —— = lim F=——=2
(z,y)—(c0,1) z?y + 1 (@y)=(o) y+ 3 140

nebo také )
22% + yx . T+ 2% 1+0

1m S = im = =
(zy)—(1,00) T2y +1 (z,y)—(c0,1) x4+ m 140

At uz vezmeme kteroukoliv limitu, nebot je f(x,y) > 0 a limity # 0, mdme

Stacilo by ndm pouze vhodné zmensit funkci

2y +1

222 + yx S 1, [z,y] € [N,00) x[1 —¢,1+¢],
0, jinak,

pro vhodné N a ¢ o kterych vime, ze existuji. Aby mohl integral konvergovat, musi jit nutné pro
nezdpornou funkci f(x,y) na M vsechny limity tvaru

lim ), lim z,Y),
(w,y)H(OO;A)f( v) (w;y)H(Aﬁoo)f( v)

k nule pro libovolné A.
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Pi#. 283 Rozhodnéte o konvergenci/divergenci integrdlu

1 .
// — sin?(zy) + Va2 + x — xdz dy,
MY
kde mnozina M je ddana ohranicenim x > 0.

Vsimneme si prvni, Ze plati f(z,y) > 0 na celém M, nebot o¢ividné y% sin(zy) > 0a Va2 + 2 —

z > Va2 —x =0 na M. Déle se rozmysleme, zda nelze funkci vhodné ohranicit. Plat{ totiz
1 .5 1
Va2t tr—r< —sin®(zy) +Vatt+z -z < 5 +Vatr -
Yy Yy

Tyto nerovnosti by ndm daly vhodné adepty na mozné ohraniceni, které si vSak zvolit? Dolni
ohraniceni bychom volili pokud bychom si mysleli, ze integral diverguje. Horni ohraniceni zase
pokud bychom ocekévali, ze cely integral konverguje. Nejsme-li si jisti, muzeme spocitat limitu

i R n I 22 +x—22 i T I 1 1

1m X r—r=1m —= 11l — = 11l — = —.

T—00 =00 /2 4+ xr+x =00 /2 4+ +2x T—00 1+l+1 2
T

Tudiz mame nezapornou funkci, kterd nékde v nekoneénu nezamiii do nuly. Muzeme tak snadno
ohranicit

1 1
// —2Sin2(xy)+ m2+x—xdxdy2// \/w2+x—xdxdy2// i—gdxdy:oo,
MY M

M(e)

kde mnozina M () je ddna ohrani¢enim = > N, pro N dostatecné velké aby bylo & < % Integral
diverguje.
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Pi#. 284 Rozhodnéte o konvergenci/divergenci integrdlu

// siny Y 4z dy,
Mz

Integracni obor neni ohraniceny, ale integrovana funkce méni na M znaménko. Vezmeme integral
z absolutni hodnoty funkce, jehoz konvergence je ekvivalentni konvergenci puvodniho integralu.

Dostaneme tak .
dedy <
//M Y= /M x2y?

Spocitame tento novy integrél pres vhodnou posloupnost vyéerpavajicich mnozin, kterou muze
byt napifklad M, : [1,7n]?. Vyjde ndm

n 2
1 1
// — 5 dedy = lim / / 27 5 dzdy = lim (/ 2dx> =
M X y n—oo xT n—oo 1 X
. 1"
lim ({—} ) = lim (— + 1) =1.
n—00 T4 n— 00 n

Vidime tedy, ze integral z absolutni hodnoty konverguje, konverguje tedy také integral

siny
//M z?y? dody.

kde mnozina M = [1,00)?.

siny

I

a to absolutné.
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Pi#. 285 Rozhodnéte o konvergenci/divergenci integrdlu

// In(22 + 3y) dz dy,
M

Vsimneme si, ze integrovana funkce ma singularitu v poc¢atku, ale integrovat funkci vzhledem k jeji
podobé nebude 1iplné snadné. Uvédomme si viak, Ze ndm nesejde, zda je M déna jako [0, 1]?, nebo
napifklad 2% +y? < 15N[0, 00)?, nebot nds zde pouze zajim4, zda funkce konverguje/diverguje. Je-
li mnozina M ohrani¢end, obsahuje puvodni singularni bod a vypadd v néjakém okoli singularity
stéle stejné, tak na zbytku mnoziny M (mimo okoli singularity, kde je funkce konetnd) ndm jiz
tolik nezalezi. Dodrzime-li vSak tyto podminky, muzeme se omezit s M na jinou mnozinu, ktera
nasim potifebam integrovani bude vyhovovat lépe. Také si vSimneme, ze funkce ma singularitu
utikajici do —oo. Pokud tedy ohrani¢ime integrédl zdola konvergentnim integrdlem, bude také
samotny integral také konvergovat. Pokud je 0 <z <1, 0 <y <1 tak plati nerovnost

kde mnoZina M je ddna jako [0,1]?

204+ 3y > +y>a+y2
Navic nebot je logaritmus In x rostouci funkce, plati nutné také
In(2x + 3y) > In(z* + y?).

Mnozinu M miizeme omezit pouze na jednotkovou kruznici 2 +y? < 11 [0, 1], abychom mohli
pouzit polarni souradnice. Pocitame

T 1
2
// In(z? +y?*)dedy = lim / / plnp?dpdp =
z2+y2§10[0,oo)2 n— oo 0 %

1
lim Z/ Intdt = lim = [tlnt —4' =
n—00 % n—oo 4 n?2

RN AR B S B S
e} nzan n2) 4

Nebot snadno rozfesime limitu

Maéame tedy dolni ohraniceni integralu se stejnou singularitou, které konverguje. Cely integral
tak konverguje. Dolni ohrani¢eni zde uvazujeme protoze integrél je blizko singularit zaporny. V
absolutni hodnoté tak nachdzime naopak horni ohranic¢eni. Vsimnéme si, ze funkce In(2x + 3y)
ma singularity na celé primce 2x 4+ 3y = 0. Pokud bychom tak dodali do mnoziny M dalsi body
této primky, integral by mohl dopadnou jinak.
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Pi#. 286 Rozhodnéte o konvergenci/divergenci integrdlu

// sin acg y) cos(z + y) dz dy,
v 202+3y2+1

kde mnozina M je ohranicend podminkou 2% 4+ y? < 1.

Nebot funkce mén{ znaménko na mnoziné M, zavedeme integral
sin(z — y) cos(z + y)

1
dedy < —— dzdy.
// 2m2+3y2+1 ’ . y_//MQac2+3y2+1 Ty

Nyni chceme spocitat integral pres vycerpavajici mnozinu. Integrovand funkce je vsak ponékud
komplikovand, vyuzijeme tak dalsiho odhadu

1 1 2 1 p
————dady < ———————dzdy = i dedp <
/,/]V[2$2+3y2+1 . yi//M$2+y2+1 ray nLngo 0 Ap2+1 pap =

2 2
1
< lim / 1 dpdp = lim 27 [arctgp]ll = —7; .

=7 _ 1
=7 —arctg

Tedy vidime, Ze integral konverguje a to dokonce absolutné. AvSak vsimnéme si, Ze uvedeny
postup je zbyteény. Integral ve skuteénosti nem4 Zddnou singularitu, nebot integrovans funkce
je sama o sobé ohranicend (ve jmenovateli nula nevznikne a ¢itatel je hezky spojity). Resit jeho
konvergence v tomto piipadé tedy nemé smysl a rovnou vidime, ze integral konverguje.
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Pf#. 287 Rozhodnéte o absolutni/neabsolutni konvergenci integrdlu

// sin x—i—y dz dy.
T4y

kde mnoZina M je ddna jako [0,2]?.

Funkce se zdd v bodé [0,0] nespojitd, nebot neni v tomto bodé definovand. Mohlo by to tedy
vypadat, ze zde mame singularitu. Musime se v8ak zamyslet nad limitou

sin(z + y)
im —_—
()= (0+,0%) T +yY

)

£ = 1. Jak vsak vyfesime limitu dvou proménnych? Vime, Ze muzeme
nahradit funkci sin z Maclaurinovou fadou pro libovolné z € R jako

sinz = i 7(_1)71 2t
— (2n+1)!

Méme tedy limitu
> n

lim sin(z +y) _ Z (z+y)>
(@y)—=(0+0t) T+Y (:ry o+ 0+) 2n—|— N x4y

— lim Z(<_1)n(:c+y)2":1-1=1-

(2.9)=(0+,0%) £ (20 + 1)! 1!

Tedy integrovand funkce je na mnoziné M ohrani¢end a v poc¢atku se nejednd o singularni bod.
Takovy integrél je nutné na ohrani¢ené mnoziné M absolutné konvergentni.
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Pi. 288 Ukazte, Ze integral

// cos(z? + y?) dz dy,
R2

Ukézeme, zZe integral pfes ruzné vycerpdvaci mnoziny déva ruzné vysledky. Zvolime nejprve
M, : 2% +y? < n? a zavedeme poldrni soufadnice. Mame

diverguge.

2

27 n 2 n
I :/ / pcosdepdgo‘ t=p ’TF/ costdp:ﬁ[sint]nQ:wsian
" o Jo dt =2pdp o 0

Nyni vidime, ze limita lim,, .. f f M cos(x? + y?) dr dy neexistuje. Zvolime-li jinou vyéerpavact
n
mnozinu K, : [-n,n]? mame

I = /_T; /_z cos(z® +y*) dx dy = /—T; /_7; cos(z?) cos(y?) — sin(z?) sin(y?) dz dy =
= /T; cos(x?) dz /Z cos(y?) dy — /7; sin(z?) dz /T; sin(y?) dy =
= </_7; cos(z?) d:v)2 — (/_7; sin(z?) dx>2 =
_y4 (/On cos(xQ)dx>2 4 (/On sin(22) dx>2

V tomto vyjadieni mame Fresnelovy integrély, o kterych vime, ze plati

/ cos(z?) dz = van :/ sin(z?) dz.
0 4 0

Dostaneme tak
2

nli_}rr;oél (/o cos(z?) dx) —4 (/0 sin(z?) dx) = 41—2 - 4% =0

Vidime tedy, Ze integral diverguje nebot pies rizné soucty se integral nerovna. Divergenci jsme
vSak mohli uz usoudit diive, kdyz jsme pro volbu M, dostali nekonvergentni limitu.

2

370



Pi. 289 Ukazte, Ze integral

// sin(z? 4 y?) cos(z? + »?) da dy,
R2
diverguge.

Zavedeme vyéerpavaci posloupnost mnozin M,, : z24+y? < n? ¢imz dostaneme snadno po zavedeni
polarnich soufadnic

27 n n?
[n:/ / psinpzcosdepd@Z|t:,02|:7f/ sintcostdt =
0 0 0

T /n2 2t di s cos 2t n? T cos 2n? . 1
= — sin = — |- =— |- - .
2 Jo 2 2 |, 2 2 2

Vidime nyni, Ze limita

2n? 1
lim // sin(z? + y2) cos(z? + y?) de dy = lim [ (cos n +)
Mn

n— o0 n—oo 2 2 2

neexistuje. Muzeme vsak také upravit integral
//2 sin(ﬁc2 + y2) cos(:v2 + y2) dedy =
R

=4 //[ . (sinz® cos y® + siny® cos 2°) (cos2” cos y® — sinz” siny®) dzdy =
0,00

=4 //[ - sin 22 cos #? cos? y? + cos® 2 sin y? cos y? — sin® 2% sin y? cos y? — sin x? cos x? sin” y* dr dy =
0,00

= 4//[ ; sin 22 cos x> (0052 y? — sin? y2) + (COSQ 22 — sin2 zz) siny? cos y? da dy =
0,00

=2 // sin 222 cos 2% + cos 222 sin 2y? dx dy =
[0,00)2

n—00

! sin(v2z)? da /” cos(V2y)* dy =

n n
=4 lim / / sin 222 cos 2y% dz dy = 4 lim
o Jo n= Jo 0
V2n

V2n
=2 lim sin ¢2 dt/ cos 52 ds.
0

n—oo 0

Vyuzijeme-li faktu, ze

oo /2 oo
/ cos(z?) dx = VT / sin(2?) dz
0 4 0

dostaneme nyni

e} e}
2
// sin(z? 4+ y?) cos(2? + y?) da dy = 2/ sin t2 dt/ coss?ds =22 =T
R2 0 0 16 4

Pies ruzné vycerpavajici mnoziny tak mame ruzny vysledek, a proto integrél diverguje.
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7 Integraly zavislé na parametru

Eulerovu Gamma funkci definujeme jako
[CeTttrmld, x>0,
I(z)=1{"° M(z—|z])
{<+1>$<xmm1> @ € (=00,0)\ Z,

na mnoziné R\ {0,—1,-2,-3,...}.
Neékteré vlastnosti Gamma funkce

1. Je-li funkcel'(z) definovand v bodé x, potom I'(x + 1) = aT'(x).

2. T (L +n) =" (1), neN

on

3. T(n+ 1) =1(})Ln=C-1

pr

4.T(E—n)= 25T (L), neN

= @n=D

5. T(z)P(1—2) = x & 7.

SIH(TI'I) ’

6. dwal;&x) = fooo e tt*"1In" tdt, pro x > 0.

Zde symbol P oznacuje p vykii¢nika !.. .l
Beta funkci definujeme nésledné jako

I'(z)C(y)

Ba) = [ eta— g ta= g,

prox >0,y > 0.

Véta 290 Necht funkce f je spojitd na mnoziné A x B, kde A a B jsou kompaktni méritelné
mnoziny. Potom plati, Ze funkce
) = [ fy)do
A

je spojitd na mnoziné B a muZeme psdt
lim f(acy)dx—/hmfxydx—/fxyo
Y—Yo AY

pro yo € B°.

Véta 291 Necht A je kompaktni méritelnd mnoZina a necht funkce f je spojitd na mnoZina
A X [a,b] a md na této mnoziné spojitou parcidlni derivaci podle posledni promeénné. Potom
funkce

- /A £, y)dx dy

md na intervalu [a,b] spojitou derivaci a plati

gy = /A 8f(5;’ W axdy
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Véta 292 Necht f je spojitd funkce na mnoziné |a,b] x [c,d] a funkce g, h jsou funkce spojité na
intervalu [c,d] a g([e,d]) C [a,b], h([e,d]) C [a,b]. Poté je funkce

9(y)
G(y)=/h(y) f(x,y)dx

spojitd na intervalu [c,d)].

Véta 293 Necht f je spojitd funkce na mnoziné (a,b) x (c,d) a md zde spojitou parc. derivaci
podle druhé proménné. Necht g,h jsou funkce definované na intervalu (c,d) a maji na ném
derivaci. Necht ddle g, h spliiugi g((c,d)) C (a,b), h((c,d)) C (a,b). Poté md funkce
9(y)
Glo) = [ ) da

(v)

na intervalu (c,d) derivaci a plati

9(y) T
G = [P s )0 ) - 10:6). 9 )
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P¥. 294 Naleznéte ndsledugici hodnoty T'(1), T2(1/2) T'(5), I'(3,2), I'(—=2), ['(=1,5), T'(1/4)T'(3/4),

I'(3/2)I'(—1/2).
Pocitame dosazenim
Py = [Tt e =m0k 1 =1
I'(5) :4%(4):--~:4~3-2-F(1):4!:24
7r
=7

T3(1/2) =T(1/29T(1/2) = ——
2

I'(3,2) =2,2-1,2I'(1,2) = 2,64/ e 92 dt =
0

[e ]
=264 / et v/t dt integral nespocteme. MuzZeme pouze aproximovat jeho hodnotu.
0

I'(—2) funkce neni v bodé — 2 definovana
T(-1,5) = I'(-1,5-(-2))  T(0,5) 4T
T -1,5 - —-1,5-(-0,5) 3

D(L/4)0(3/4) = = = Var
4

=7

DE/2N(-1/2) = 5
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Pi#. 295 Naleznéte ndsledujici hodnoty B(1,1), B(1/2,3/2), 8(2,—1), 8(1/2,1/3) jako zndmé

konstanty nebo pomoci hodnot T'(1/p), p € N.

Mame vztah

_I@)T'(y)
Dosadime tedy hodnoty
rmra 11
L1 = T2 2 2
r/2)r@/2)  ra/2ra/) =«
B(1/2.3/2) = TUL2EER  TUATA) o
B(2, —1) funkce neni definovdna pro zaporné hodnoty
_I?(1/3)
Vime, ze plati T(1/3)['(2/3) = 5= = 27% Proto je
5(1/3.1/3) = VL0
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Pi. 296 Naleznéte hodnotu T’ (%) za pomoci aritmetického-geometrického pruméru.

Cely postup za¢neme vyjadienim hodnoty I" (%) pomoci integralu

/ > dt
o V1-—tt
Pocitame

tr=u

Yoar
0o V1I—t: | APdt= du

1
/ 1 1
= 7 dU:
0 \/17U4\/u3

1/, 4 I(3/4)

7 predchoziho piikladu jiz vime, Ze muzeme vyjadiit

[(1/4)0(3/4) = si;rl = V2

Proto plati, ze
_I2(/4)

/1 dt
0o V1—1t4 4427

Nyni zavedeme posloupnosti

Tn + Yn
2

Yn+1 = \/TnYn

Tp+1 =

— 1 /1(1 o u)1/2—1u1/4—1 du = 33(1/27 1/4) — EF(1/2)F(1/4) _ ﬁr(l/4)

4 T(3/4)

Pro pocéateéni podminky xg = 1, yo = /2. Tyto posloupnosti konverguji ke stejné hodnoté 1/G,
kde G je Gaussova konstanta. Postupné ukézeme fadou transformaci, ze pomoci této hodnoty

lze vyjadiit hodnotu I'(1/4).
Uvazme dale funkci

dt dt

T4, B) = /_Oo NEERD T 2/0 VA L 2)(B 1 B)
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Poté plati, ze

T(A,B):2/ di :2/ L du =
0 \/(A2+t2)(32+t2) 0 \/(A2+BQ)u2+u4—|—AQB2
e 24+ AB
:2/ vt du =
0 \/u2 (A2 + B2+ 2AB — 2AB + u? + 28%) (u2 + AB)?
00 2
:2/ u®+ AB du —
0 \/u2 ((A+ B)2 +u2 - 2AB + £5%) (u* + 2ABu? + A2B?)
00 2
:2/ = +AB2 2 2R2 dU:
0 \/u4 ((A+B)2+u?2—24B+ 45 (u? + 2AB + £2°)

u? + AB

:2/ du =
0 uQ\/((A-f—B)?—f— (u—4E)") (4AB + u? - 24B + 45)

u
1442

:/0 2 (4 B+ (- 42)%) (148 + (u— 42)°)

du =

:/ 1+’?T}23 du =
* o (B et e 42)7) (4843 (- 42)Y)

| empem) |

[P |-

:/OO dt du =
(e ) (v )

—T<A+B,\/E>

Vidime, ze funkce T(@nt1,Yn+1) = T(Tn,Yn). Proto indukei plati, ze T(zo,y0) = T(zn,yn) =
limy, 00 T(@p, yn) = T(L, L). Avsak vidime, zZe

oo dt > dt
T(xo,y0) =T(L,L) = /_OC \/(LZ +12)(L2 + t2) B /—oo vz

arctg (%) - arctg (%) -
[tz (2) ] _ [mem@)]

T T 7roo e
"t

7 tohoto vyrazu nyni miizeme vyjadfit limitu L(xo, yo), Nés zajima predevsim hodnota L(1,v/2).
Vidime vsak, ze ji muzeme ziskat dosazenim do funkce T'(A4, B) jako

= di
T(L,v2) = 2/0 i)t o)
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Tento integral budeme chtit spojit s integralem

/ o dt

0o ViI—tt

Avsak k tomuto vede jesté nékolik mezi kroku
Uved'me, 7e na intervalu [—Z

5 5] plati rovnost

/1+tg x_\/1+5m x :\/c052m+sin2m

1
cos? x cos? x coS T
Této rovnosti vyuzijeme abychom vyjadfili
t=DBtgu
\/ 2 2du 2 2 = dt:COSB;udu_COB;uV1+tg2udu: ==
A2 cos?u + B?sin“u /B2 1 12
cos u 1+ ~ cosu B2+t2du
/°° cosu dt B dt _ T(A, B)
0 cosuvBZ f 12 A2+B2zi)1;zz VB2 +12\/A2 + 2
Daéle dostaneme
t =sinu
/ dt = cosudu = Veos2 udu = V1 — sin®udu =
1- C’2 sin? u —V1-2du

/ V1-— t2\/1 — C?%t2
Spojenim téchto vyjadieni vidime, ze plati

™

T(A B)_/72r du /5 du
’ 0 \/A20052 0

u—+ B2sin?u

A\/c052u+ B—isinQU
) (R
0 A\/l—sm u—|— 81n2u A \/1 2 A

sm U
Je-li véak A = /2 a B = 1 vidime, 7e

() (D))

A
Navic muzeme vyjadiit

()L =t

1
dt
:\fz/ —_—
V1= 2 /1_%152 0o V1—1t2/2 —¢2
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Daéle prevedeme

Ay L A A
o V1I—at 0o (1—22)(1+2?) dx:"':\/mdt
2

e NeEDH o _
_/O \/(1_2t2t2)(1+2t2t2)dt_2/0 \/<2_t2)3\/(2—t2—t2)(2_t2+t2)dt

1
1
= ——dt
/0 V2 —t2y1 —¢?

Nyni spojime postupné vSechny kroky znovu dohromady

5 _ oa - ! 1 B
r(1/4)_4\/%/0 7m_4ﬁ/0 —mmdt—

1 1
= 47K (\@) = 47K ( 1— 2) = 4V27T(1,V?2) = 4V2rL(1,V?2)

Vidime tedy, Ze hodnotu I'(1/4) dokézeme vyjadiit pomoci limity dvou posloupnosti. Avsak tuto
limitu dostaneme pravé jako Gaussovu konstantu.
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Pt. 297 Naleznéte ndsledujici hodnoty T (%), r (%), r (%), r (1—56) pomoct hodnot T'(1/p), p €

N.
Vidime, Ze lze prepsat I (%) =T (2 + i) Uréime hodnotu I'(n + %) ze zadaného vzorce a
dostaneme
1 1,.(8-=3)1n 5 1
r2+-)=r=)——==I(=
( +4> (4) 42 16 (4)

Dalsi hodnotu lze prevést T’ (%) =T (2 + %)
Dosadime opét do vzorce pro I’ (% + n) ¢imz méame

(ben)=2e(2) -2

Vidime, ze lze piepsat I' (1) =T (2 + 2). Pouzijeme vzorec I'(z + 1) = zI'(z) abychom dostali

) (-3 -3

Nésledné ur¢ime hodnotu I’ (%) skrze predchozi priklady. Vime, ze plati

I(3/4) = r\(/f/Z)

Piepiseme I' (12) =T (3 + 1) a dosadime do vzorce pro I'(n + %) jako

5
1 11-6 1 66 1
F — = 7]_—‘ — — 7]_—‘ _
(3+ 5> 125 <5) 125 (5)
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Pi#. 298 Naleznéte hodnotu S(n,m), kde n,m € N.
Vime, ze muzeme pievést

m)I'(n) (m—-D!n-1)! m+n m!-n! m+n 1

ﬁ(n’m):F(rH-m): (m+n—1)! N ”'m(m+”)!: nm (n+m)

n
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P¥. 299 Zaved'te funkci g(x,y) = % a zobecnéné kombinacni ¢islo (;) = Fg((;fl)). UkaZzte,
Ze plati

gz+1,y) —g(z,y) =y-g(z,y— 1)
()0 -07)

Dosadime nejprve

_ T(=+2) Plz+1) _
z+1 1
:F($+1)((m—y+1)F(m—y+1) _I‘(:c—y+1)> N

r4+1—(z—y+1)
(z—y+ 1) (z—y+1)
yI'(x + 1) F(z+1)

:F(m—y+2) :yF(x_(y_1)+1) =y-g(z,y—1)

Yy
R K vy Py

=T(x+1)

Do druhé nerovnosti dosadime obdobné ¢imz dostaneme

(a:+ 1) 3 <x> _9@+ly) gy glzt+ly) —g(y)

y Yy Lly+1) T(y+1) L(y+1)
_yglzy—1) _ glzy—1) _ ( x )
yI'(y) ['(y) y—1
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Pi. 300 Vyjdadrete fooo 2B e=Ac’ dx, kde A > 0 a B > —1 pomoci Gamma funkce. Pomoci tohoto
odvozeni ukazte, Ze hustota standardizovaného normdlniho rozdéleni je definovdana korektné.

Vzhledem ke tvaru Gamma funkce musime zavést vhodnou substituci t = Az2. Dostaneme tak

o0 o0 B/2
1 t 1
2Be A7 1y = 7/ <> el —dt =
/o 2 Jo A VAt

1 > 1 >
_ (B=1)/2 —t 14 _ (B41)/2—1 —t 1y _
= SA(B+)/2 /0 t e dt= 9 A(BT1)/2 /0 ¢ e dt =
DB+ 1)
= TOABI/2

Hustota rozdéleni psti musi spliovat, ze ffooo f(@)dax = 1. Ovérime tedy, ze standardizované
normalni rozdéleni tuto vlastnost splnuje. Hustota je

22

fla) = —=e %

—_

Dosadime do integralu a pocitdme

<1 22 1 > z2 0 22
e 2 do = — el dm—i—/ e 2 dx) =
[oo V2T V2T (/0 o

= — e 2 dx
V27 Jo
Vidime, Ze mame integral odpovidd obecnému tvaru pro A = 1/2, B = 0. Dosadime

VIR e vATap)
ﬁ/o d
1

¢}

= ra i

:ﬁﬁ:1
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Pi. 301 Vyjddrete fooo zBe 4" dx, kde A > 0, B > —1 a n € N pomoci Gamma funkce.
Pomoci téchto vysledku rozhodnéte, kterd z téles V,, md nejvétsi objem. Téleso V,, vznikne rotact
krivky £("=D/2e=*" okolo osy x na intervalu [0, 00).

Vzhledem ke tvaru Gamma funkce musime zavést vhodnou substituci t = Ax™. Dostaneme

/OO i B et ; dt = # /OO (B+1)/n—=1 o=t 44 —
0 A n Y At(n=1/n " pABTH/ [ B

I'((B+1)/n)
nAB+1)/n

S pomoci tohoto vysledku budeme nyni pocitat objem téles. ten ziskdme jako

7r/ f2(x)dx :77/ 2" e dx
0 0

Tento integral odpovidd vySetfovanému integrdlu pro A = 2 a B = n — 1, ktery ziskdme ze
znalosti obecné formule jako

ﬂ-/OO :L,n—l e—2z" do = ﬂ_F((n -1+ 1)/”) F(l) 1
0

n2=141)/n " op 2n

Tato hodnota je o¢ividné nejvétsi pron = 1.
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Pi. 302 Vyjddrete fooo uf;%dx, kde A > 0, B> 0 an € N pomoci Beta funkce. Pomoci
téchto vysledku rozhodnéte, ktery z integrdli

o} .Z'A_l
/ ——apd=
o (I+a)Af
c©  .B-1
| s
o (14x)Ath
je vétsi, pokud vite, e A > B.
Abychom spocetli integrdl, musime zavést vhodnou substituci. Vidime, ze by tento kol nebyl

prilis slozity, pokud bychom méli ve jmenovateli vyraz 1 — xz. Pokud zavedeme substituci x =

t/(1 —t) dostaneme, ze x + 1 = 1/(1 —t) a navic je do = (gl_fz)';t dt. Vidime, ze ndm tato

substituce da presné to co chceme. Mame

o0 tA71 1 o0 _ . 0o B B
/ (EnE= It dt:/ AT (1 - ) A th:/ A7 (1 —1)P 1 dt = B(4, B)
0 0 0

Pomoci tohoto vysledku chceme nyni urcit, ktery z integrali je vétsi. Avsak plati
oo l,Afl
A 7(1+x)A+de=B(A,B)
o} .’L‘B_l
/O Ty e = AB.4)

Navic plati, ze

B(A’B): = :6(3"4)

Proto jsou integraly stejné.
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Pi. 303 Vyjddrete fol 2B 1 —2mAtdx, kde A > 0, B > 0 a n > 0 pomoci Beta funkce.
Pomoci tohoto visledku urcéete hodnotu integrdlu fol \/1%7 dz.

Abychom spocetli integral, musime zavést vhodnou substituci. V integrdlu ndm vadi vyraz z" v
rozdilu. Zavedeme tedy substituci ¢t = 2™ ¢imz dostaneme

1 1
1
/ l‘B_l(l _ xn)A—l dr = / t(B—l)/n(l _ t)A—lftl/n—l dz =
0 0 n

1
_ l/ tB/n—l(l _t)A—l de = B(B/n,A)

nJo n

Nésledné chceme vypocitat integral, prepiSeme jej tedy do tvaru

1
/ (1—2>)"V2da
0
Proto vidime A =1/2, B =1 a n = 2. Dosadime do vzorce abychom ziskali

_B(1/2,1/2)  I2(1/2) o«

1
1
/0 i 2 1)z 2
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Pi. 304 Vyjddrete foﬂ/z sin® 'z cosA 'z dx, kde A > 0, B > 0 pomoci Beta funkce. Pomoci
téchto vysledki odvodte hodnotu integrdlu

1
/ sin” z dx
0

Budeme chtit zavést vhodnou substituci, abychom integral prevedli. Zavedeme ¢ = sinx, avsak
musime také piepsat cosz = /1 — sin® z = /1 — 2. Dostaneme tedy

7\'/2 1 1
. B—1 A1 B-1 _
sin Z Cos rdr = t 1 —¢2)A-1 dt =
/0 /0 \/( N —
1

1
_ / 811 — )42l gp = / 811 — 2)A/21 g
0 0

pro libovolné n € N.

7 ptedchoziho prikladu vsak vime, ze

/1 tB_l(]_ _ t2)A/2_1 dt = ﬁ(B/Z A/2)
0

2
1
/ sin” z dx
0

Vidime, ze zde plati A =1 a B = n + 1. Dosazenim do vysledku vidime, ze

[ pan = OV Mo DN pE 0t )/2)

Nyni chceme pocitat integral

2 - 20((n+2)/2) nl(n/2)
%3 pron:2k’k€N
= 2k71(k71)l _ 2k_ 1 k N
@iamny. bron=2k—-1kcN.
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Pt. 305 Vyjddrete fo " d:c kde A > 0, B > 0, A/B < 1 pomoci Beta funkce. Pomoci
téchto vysledku spoctéte integral
o0 302
— da.
/0 1+ a6

Musime integral prevést do vhodného tvaru, ve jmenovateli nam viak vadi viraz 14+27, zavedeme
tedy substituci t = 2. Cimz dostaneme

0 A—1 oo 4(A-1)/B
/ de - l/ utl/Bfl dt =
o 1+aB B J, 1+t
+A/B— 1 1 [ +A/B-1
== dt
B/ 14t B/O (1+t)A/B+1=A/B

V Prikladé jsme ukazali, ze plati

0 fol

Proto dostaneme integrél jako

1 [ tA/B-1 I'(A/B)'(1 - A/B)
E/o T AT ATE dt = B(A/B,1- A/B) = B —
- Bsin (%)

Integral muzeme snadno spocitat pokud si uvédomime, ze plati

3z
1+ 26

(arctg m?’)' =

nebo dosadime do vzorce A = 3, B = 6 a ziskdme

/Oo 22 0 0
——dr = —— = —
o 1+ 6sin (37) 6

388



Pi. 306 Naleznéte n-ty moment standardizovaného normdiniho rozdélen.

Standardizované normalni rozdéleni mé hustotu

f@)= =%

a jeho n— ty moment je

M, = E(N"(0,1)) :/ \;%e*% da

Prvni si vSimneme, Ze pro n liché je integrovand funkce také lichd a nemd tedy smysl integral
poéitat nebot v tomto piipadé je M,, = 0. Pfedpoklddejme nadale, Ze n = 2k je sudé. Dostaneme

L /Oo ”e*%d \@/00 "e*%d
o x r=—= x x
\/ﬂ —00 ﬁ 0
V Prikladé jsme ukézali, ze plati

* B oA, D(B+1)/2)
‘/O Tr e dx = W

Volime tedy B =n a A = 1/2. Dostdvdme

V2 o[ e V2T((n+1)/2)
— e T do = —=———5-
Vv Jo Vo 21-(nAD)/2

- :/EW = \‘/gﬁl/?(%zkl)”ﬁ = (2k — 1)!!
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Pi. 307 Naleznéte n-ty moment rozdélent, které je ddno hustotou

0, xz <0.

kde C = 4k, k € N je libovolny parametr.

Pocitdme n—ty moment jako integral

> n _ 1 00 n,C/2—1 —xz/2 _
/ T f(x)dx_QC/QF(C/Q)/O " e dz =

— 00

1 o0
_ n+C/2-1 ,—x/2 d
2C72L(C/2) / ! ¢

M,

V Piiklade jsme ukézali, ze plati

* B oar  _ T((B+1)/2)
‘/O Tr e dx = W

Volime tedy B=n+ C/2 -1 a A =1/2. Dostadvame tedy

1 T(@2n+0)/4)  T(k+n/2)

20/21(C/2) 21-@n+C)/4 ~ 21-n/24kT(2k)
L'(k+n/2) _{m pron =21 €N,

= 21—n/24k(2k — 1)1 %@ﬂ).ﬁ pron=2l—-1,l €N,
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Pi. 308 Naleznéte n-ty moment rozdélent, které je ddno hustotou

fla) = {C%Ccl B, 2>,

0, x <0.
kde C > 0, D > 0 jsou parametry.

Pocitame n—ty moment jako integral

DC

00 00 c-1 2
Mn:/ x"f(x)dx:/ x"CLef(%) dz =

—00 0

C

_ F/ 2 HC=1 = (5)" qg
0
V Prikladé [300] jsme ukdzali, ze plati

o0
B —As? _I'(B+1)/2)
/0 r-e dz = 9 A(B+1)/2

Volime tedy B=n+C —1 a A=1/D?. Méme tedy

O T((+0)/2) puie _ (Ll +C)/2) o {OD”

Dc o 5 oDn (21;3)1! JE
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P#. 309 Pomoct hodnot funkci Beta/Gamma spoctéte hodnotu integrdli

1 dx
1, A

1 xT
2. fo \/f—?
3. f03x2\/9—x2dac

fooo (1ﬁ)2 dz
) fOW/Q Vsinz dz
foﬁ/Q sin z+/cos  dx

7. foﬂ/z Vigrda

1. Integral pfevedeme do tvaru

SN

S

I'(2/3)

Tode _ lxl’l _22)2/3-1 4y — _
| o = [ et et a = g2y =

2. Integral pfevedeme do tvaru

1 1
/ dx 1-1 4\1/2—1
—— = 7 (1-2%) dz
o V1—uzt /0

Integrél tohoto tvaru jsme v obecné podobé vytesili v Prikladé jako vzorec

/1 Z‘B_l(l _ xn)A—l dz = ,B(B/TL, A)
0

n

dosadime tedy

b mij2—1 .. B(/4,1/2)  T(1/4)
/om (1=t de = =2 A

3. Integrél pfevedeme vhodnou substituci « = 3t do tvaru
3 1 ‘
/ 229 — 22dx = 81/ 3711 — 2?3/ L da
0 0

I zde vyuZzijeme vzorec ziskany v Ptikladé ¢imz dostaneme

1 2 T
SIA t371(1 . I2)3/271 do = 6(3/227 3/2) _ FQ;?EQ?) _ TG

4. Integral prevedeme do tvaru
00 00 3/2—1
/ L do = / R
o Wror T, Wrapren
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Integral tohoto tvaru jsme v obecné podobé vytesili v Piikladé kde jsme ziskali vzorec

o] xA_l
|, s = o4
Dosadime do néj abychom ziskali

o 82t B CT(3/2)0(1/2)
/O (ST dz = B(3/2,1/2) = —T@  —2

. Integrél prevedeme do tvaru

/2 /2
/ Vsinzdx = / sin®? 'z cos' ' zda
0 0
Integrél tohoto tvaru jsme v obecné podobé vyfesili v Piikladé [304] kde jsme ziskali vzorec

/2 B/2,A/2
/ sin® 'z cos? 1z dr = 75( /2’ /2)
0

Dosadime do tohoto vzorce abychom ziskali

/W/2 sin®? ! zcos! M dr = BB/, 1/2)
2
0

. Integrél prevedeme do tvaru

w/2 w/2
/ sin zy/cosxdxr = / sin®> !z cos® 2~z dz
0 0

Integrél tohoto tvaru jsme v obecné podobé vyiesili v Prikladé kde jsme ziskali vzorec
do kterého snadno dosadime.

/2 1,3/4
/ sin® 'z cos® 2 ' ady = M
0

. Integral prevedeme do tvaru

w/2 /2
/ Vigrdr = / sin®/ 27! g cos'/? 7z da
0 0

Integral tohoto tvaru jsme v obecné podobé vytesili v Prikladé kde jsme ziskali vzorec
do kterého snadno dosadime.

/”/2 et o gy BBALA)  TEATWY  xow
0

2 o(1)  2sin(x/4) 2
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Pi. 310 Ukazte, Ze funkce

je spojitd.
Vypocteme integral vzhledem k jednoduchosti funkce

1, rz—y >0,
sgn(z —y) =40, z=y,
-1, z—y<O.

V integrélu vsak x € [0, 1], a proto méme

Fly) = {f011dx1, y>1,
Jo 1dz =1,y <0.

Zbytek funkce pro y € (0,1) dopocteme snadno
1 Y 1
F(y) = / sgn(z —y)dx = / sgn(z —y)dz + / sgn(z —y)dz =
0 0 Y
Y 1
:/ fldx+/ lde=—-y+(1—-y)=1-2y
0 y
Funkce F(y) je tedy definovand po ¢édstech, kde vySetfované ¢ésti jsou spojité. Musime tedy

dotesit spojitost funkei pouze v bodech 0 a 1. Avsak snadno vidime, Ze zde se limita zprava a
zleva vzdy rovnaji nebof

lim F(y)=1= lim F(y),

y—0— y—0t+—
lim F(y)=—-1= lim F(y).
y—1— y—1t—
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Pi. 311 Vypoctéte limitu
2

li 2 d
Jiany ; x* cos(zy) do

Vsimneme si, Ze integrovana funkce f(x,y) = z2 cos(zy) je spojitd na celém R x R a tedy i na
mnoziné [0, 2] x [—A, A]. Muzeme tedy zameénit poradi integrace a limity podle véty ¢imz ziskdme
2

2
: 2 _ c 2 _
313}) ; x* cos(zy) d:zc-/0 ;g%x cos(zy) da =

2
:/ngdx: x;)’ :§
0 3], 3
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Pi. 312 Vypoctéte limitu
1

lim Va2 +y2dx
y—0 1

Chteéli bychom v tomto piipadé zameénit poradi limity a integrdlu, k tomu musime ovérit nékolik

podminek. Vime, Ze funkce f(x,y) = /22 + y? je spojitd na celé mnoziné R?. Navic mnoZina

A = [-1,1] je kompaktni a proto muzeme pocitat pro libovolnou kompaktni B, kterd obsahuje

bod 0, ze

y—0

1 1 1 .’EQ 1
:/ Vx2dx:/ |x\dx:2/ xdx—?{} =1
-1 —1 0 2 0

1 1
lim/ \/x2—|—y2dx:/ linéx/x2+y2dx:
-1 1Y~
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Pi. 313 Vypoctete limitu
1

lim —_

y=1Jo 2 +y?
Vidime, ze funkce f(z,y) = ﬁ nen{ spojitd v poc¢dtku. Mnozina A = [0, 1] je dand. Musime
vhodné zvolit mnozinu B, aby na obdélnfku A x B byla f spojitd. Chceme vSak vySetfovat limitu
y — 1, muzeme volit napiiklad B = [1/2,2] a podminka na spojitost f je splnéna. Muzeme tedy
brat

S | ! 1 S |
lim/ ﬁdxz/ 1im27dx=/ o de =
y—1 Jy 22 +y o y—1 2 +1y? 0 T2 +1

1_ T
j— t —
= [arctg x|, = 1

Obdobné muzeme pocitat
1 1
1 1 1
1im/ ﬁdx:hm?/ ———dr =
y—=1 Jg @ +y y—=1ly 0 <£>

1
I 1 x . 1 1
= yl~>Inl ? arctg | — . = lm — arctg; = 1
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Pi. 314 Vypoctéte limitu
1
1
lim ——duz,
y=1J, T+y—=2

kde z < 1

Hledédme obdélnik A x B na kterém by byla funkce

1

f(x,y) = Jerap—
spojitd za podminky, ze 1 € B a mdme dané A = [z,1]. Funkce f(z,y) nenf spojitd na pifmce
x4y = z, proto volime B = [“2“ , 2], nebot takto nebude mit obdélnik s piimkou zadny prinik.

Staci si vse vykreslit. Pro jisté z dostaneme

Avsak muzeme také uvézit, ze prox >0jey=2z—x < z < HTZ
Dostavame tak

1 1 1
lim 7dx:/ lim ——dz =
1), T4y —z s Ty -2

1
1
:/Z mdx:[ln|x+1—z|]i:1n|2—z|—1n1:ln(2—z)

Muzeme také pocitat piimo
1

li — —  dz=1lm] — 2|l =
i |y lim [Infz +y — 2],

=lim (In(l4+y—2) —lny) =In(2 — 2)
y—1
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Pi. 315 Vypoctéte limitu
y+1 1

lim [ ————da
y=0 /), 1+z°+y
Vidime, ze funkce f(z,y) = m, g(y) = y+ 1 a h(y) = y jsou spojité na libovolném
intervalu. Proto zvolime [a, b], [c, d] libovolné tak aby g([c,d]) C [a,b] a h([c,d]) C [a, b]. Nesmime
vsak zapomenout, ze chceme 0 € [¢,d]. Snadno tak ziskdme napiiklad intervaly [—3,3] x [—1, 1].
Muzeme proto pocitat

, y+l 1 , | .7
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Pi. 316 Vypoctéte limitu
sgny

lim z 4y de
y—0 y—2

Vidime, Ze funkce f(z,y) = z+y?%, h(y) = y—2 jsou spojité v kazdém bodé. Avsak funkce g(y) =
sgn y je nespojitd v bodé 0. Nenalezneme tedy vhodny trojuhelnik, abychom mohli zaménit potradi
limity a integrace, poc¢itame pfesto rovnou

sgny x2 sgny
lim z 4+ y?dz = lim { + zyz} =
y—0 y—2 y—0 | 2 y—2
osgn’y—(y—2)* | 3, o2y S80%Y o
= lim +y“sgny —y° +2y° = lim —= 4+ y“sgny =
y—0 2 y—0 2

Budeme chtit poc¢itat limitu téchto vyrazi, uvédomime si vSak, ze funkce sgny je ohranicend,
proto je lim, o y? sgny = 0. Déle pak plati, Ze lim,_,0 sgn® y = 1 coz si snadno rozmyslime, nebo
nakreslime. Proto je celkem limita

sgny 1
lim z+yide = 5

y—0 y—2
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Pi. 317 Vypoctéte limitu

. y>+1 22+ 1Iny
lim -5
y—1 y2 e+ Yy — 1

Vidime, Ze funkce g(y) = y® + 1 a h(y) = y? jsou spojité na libovolném intervalu. Navic funkce

flz,y) = ,/mﬁj_"'yl;fl dx je nespojita pouze v bodech [x,0] a na kruznici 2% + y? = 1. Zvolime
interval B = [1—1/n, 141/n] pro vhodné dostatecné velké n. Druhy interval A = [a, b] volime poté
tak, aby se body obdélniku A x B nesetkaly s kruznici 2 4y? = 1. Staci nalézt n dostatedéné velké
spolu s a dostatecné blizkym hodnoté 1 avsak tak aby stale platilo (1 — %)2 > a. horni hranice
b zvolime libovolné dostateéné velkou, napi. b = 4. Poté plati, ze g(B) C [a,4] a h(B) C [a,4].
Muzeme tedy pocitat

72+ 1Iny B 2 [ 224+ 1n1 B
ibml \/xuy - dr = lim Gly) = G(”—/l Vg =
2
:/\/%dx:/ ldz =1
1 € 1
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Pi. 318 Vypoctete limitu

1
lim —
y—=0y

x
[t - s
z
kde funkce f(t) je spojitd na intervalu [A,B], a A< z <z < B.

Nejdifve se musime zorientovat v pismencich vyskytujicich se v integralu. Resfme limitu vzhledem
k y a integrdl vzhledem k t. Proto nis meze integralu nezajimaji a bereme je jako konstanty.
Funkce

h(t,y) = f(t+y) = f(t)

je spojitd pokud t € [A, B] a pokud je t +y € [A, B]. AvSak zajimd néds y pouze blizko nule.
Tudiz funkce h(t,y) je spojitd na mnoziné [z, z] X [—¢, €] pokud je € > 0 dostatecné malé tak aby
A<z—e<t+y<z+e< B. Muzeme tedy zaménit poradi integrace a limity ¢imz dostaneme

im L [ - pa= [ A0,

y—0y 2 y—0 Yy

-/ P dt = O = F@) - £2)

t:
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Pi. 319 Naleznéte derivaci funkce

pro y # 0.

Vidime, ze integrovand funkce
2
flzy) =e?

je spojitd na celém R? a proto je spojitd i na libovolném vhodném obdélniku. Jeji parcidlni
derivace je

fy(@,y) = 32 eV = g2

a tato je také spojitd na libovolném vhodném obdélniku. Muzeme tedy zaménit

G'(y) = /2 9 e v dy = /2 —22e v dg
o 9y 0

Tento integral snadno neuréime, nechame tedy derivaci v tomto tvaru.
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Pi. 320 Naleznéte derivaci funkce

proy # 0.
Vidime, ze funkce arctg (%) je nespojitd v bodech [x,0]. Jeji parcidlni derivace je
0 x x
T,y) = —arctg| — | = ——5——

a ta je nespojitd v pocatku [0,0]. Z integrdlu mdme danou prvni ¢4st obdélniku pies ktery
integrujeme jako A = [0,1]. Pro pevné y > 0 a y < 0 vzdy nalezneme zbytek kompaktniho
interval na kterém budou f(z,y) a f,(z,y) spojité. Mame tedy

G'(y) /1 T L +2| = ~Luly 1+ L= 1
=— ———dr=—|=In x =—=1In —1In =—-In
Y o V2t a? g Y . 2w g W=

y?+1
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Pi. 321 Naleznéte derivaci funkce

2
arctg xy
Gly) = ———dz
() /it
Vidime, ze integrovana funkce
arctg ry
fl@,y) = —F——=

V1 — 22
neni spojitd v bodech [0,y] a [—1,y]. Jeji parcidlni derivace je
1
V14 x(1+ 22y?)

Tato je nespojitd pouze v bodech [—1, y]. Interval pro x mame dany jako A = [1,2]. Na obdélniku
A x R jsou tak funkce f a f, spojité a muzeme pocitat

fy(xvy) =

2 9 arctgay

2
7dx:/ ! dx
1 Oyzv1+=x 1 V9I+z(l+22y?)

G'(y) =
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Pi. 322 Naleznéte derivaci funkce

G(y):/o In(1 + xy)

1+a22+1ny
proy > 1.
Vidime, ze funkce
floy) = 1 }&I-lgrlz_:-fr)ly

neni spojitd pouze pro yz < —1. Avsak vySetfovany obdélnik m4 jednu stranu A = [0, 1]. Navic
méame podminku y > 1 a tedy nds toto omezeni neovliviiuje. Ze zadanych podminek je také
jmenovatel vzdy kladny. Parcialni derivace je

e )_2 In(1+2y) T ~ In(1+ay)
y\ &Y S Oyl+a?24+Iny  (I4+yz)(1+22+1Iny)  (1+22+Iny)?

Vidime, ze parcidlni derivace neni definovdna pouze v bodech 1+ yx = 0 avsak timto také nejsme
omezeni. Mame tudiz

cw= [ - ILER)
o I+yz)(1+22+Iny) (14 22+1Iny)?
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Pi. 323 Naleznéte derivaci funkce

G(y)z/olldx,

z? +y? + 22
kde z > 0.
Vidime, ze funkce
f(z,y) = m
je spojita v libovolném bodé. Parcialni derivace
2y

Jy(z,y) = @ et 22

je také spojita v kazdém bodé. Proto plati

1

/ 2y
S
G'(y) /0 (22 + y2 + 22)2 T
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Pi. 324 Naleznéte derivaci funkce

6= [ M

z + 22
kde z > 0.
Vidime, ze funkce
In(z + z)
T,Y) = ————=
flay) = — e
neni spojita pouze pro z + x < 0 avSak vySetfovany obdélnik je pro x omezen integrovanym
rozsahem jako A = [0,1]. Nebot je navic z > 0 tato podminka nds nijak neomezi. Parcidln{
derivace je
0 In(z +xy) x

Fu(,9) = oy z+x2  (z+yx)(z+2?)

Vidime, ze parcidlni derivace neni definovdna pouze v bodech z+yx = 0 avsak timto také nejsme

omezeni. Mame tudiz
T

1
¢ :/o Crmr) Y
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Pi. 325 Naleznéte derivaci funkce
G(y) :/ z? +y” da,
0

pro z > 0.

Vidime, ze funkee f(z,y) = z2+y? je spojitd v kazdém bodé. Také parcidlni derivace fy(z,y) = 2y
je spojita v kazdém bodé. Proto plati

G'(y) = /0 2y da = 2y [z]5 = 2yz

Muzeme nyni také snadno urcit
Gly) =y’2+C,

kde C je konstant. Vime, ze plati

z 37% 3
C:G(O):/xQ—i—Ogdx:[x] _Z
0 3 0

Proto mame 5

Gy) =2+ 5

Toto bychom vSak mohli ziskat rovnou integrovanim puvodniho integrélu.
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Pi. 326 Vypoctéte hodnotu integrdlu
1
In(1 +
/ Dl +o) 4,
o 1+=z
Integral vypocteme pomoci parametrického integralu

n(1 + zy)
6= [ P

Pro x € [0, 1] je integrovana funkce

In(1 + xy)
f(xvy) - 1 + .%'2
spojita na obdélniku M = [0,1] x [A, B], kde —1 < A < B. Navic je parcidln{ derivace dand jako

X
fy(z,y) = m
spojitd na obdélniku M také. Proto mame
, ! x ! —y x y
OB W e Ll A e e R v e Rl v e R

yarctgx !
1492

In(1+ zy) + In(1+ %) +

- {HyQ 2(1+12) N
_ In(1+y) In2 .
T+y?>  200+9%)  4(1+y?)

0

Integraci tohoto vyrazu dostaneme

Y 1n(1 In2 Y
G(y) = —/0 %dx—i— {r; arctg x + gln(l +x2)L =

Y1In(l+ x) In2 ™ 9

Druhé vyjadreni pro funkci G(y) je pak

"In(1 + zy)

Dohromady tak mame

1 1
In(1+ x) /ln(l—f—x) mln2 wln2
———dr=G(1) = — d
/0 1oz w=G) L 1ra2 T TR

Prevedenim na druhou stranu tak ziskame

1
1
/ n(l—i—ac)dx:1n27r
o 1422 8
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Pi. 327 Naleznéte derivaci funkce

y2
Gly) = / e v da,
Yy
proy > 0.

Vsimneme si, Ze vystupujici funkce g(y) = v?, h(y) =y a f(z,y) = ey’ jsou vSechny spojité
na libovolném obdélniku. Také parcidlni derivace

fylw,y) = —a%e v

je spojitd na libovolném obdélniku a derivace ¢’(y), h'(y) jsou spojité na libovolném intervalu.
Proto muzeme dosadit do Leibnitzova vzorce ¢imz ziskame

y2 2 y2 2 5 3
G'(y) =—/ eV da+ f(y2y) (WD) + ) (y) = —/ eV do+2ye ¥ —e Y 11
Yy Yy
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Pi. 328 Naleznéte derivaci funkce

proy > 0.

Vidime, ze omezujicf funkce g(y) = 3y>+1 a h(y) = y? jsou spojité a diferencovatelné. Integrovand

funkce
e

f(x,y)=7

je nespojita v bodech [0, y]. Plati, ze h([a,b]) = [a?, V%] a g[a,b] = [3a®+1,3b*+1]. Proto plati, ze
ohraniéujici funkce g, h zobrazujf interval [a, b] do intervalu [a?, 3b* + 1]. Pokud 0 ¢ [a, b] potom
ani 0 ¢ [a?,3b% + 1]. Tudiz f(z,y) je spojita na obdélniku M = [a?, 3b* + 1] x [a, b]. Jeji parcidlni
derivace je

fya ) = e,

kterd je spojitd na libovolném obdélniku, tedy i na M. Muzeme tedy pouzit Leibnizuv vzorec
abychom ziskali

2

3y°+1 3y°+1 Gy eV’ Ty 9y eV’
G'(y) = / e dz + f(g(y),9)d' (v) — F(h(), )M (y) = / v dgp W 2T
Y Yy

2 3y2 +1 y2

2
B {exy} 3y*+1 6yedv’ty  2ev° B o3y _ v’ v 6y ety 2oV’
Y 1,2 3y2 +1 y y )2 3y +1 y
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Pi. 329 Naleznéte derivaci funkce
y
= / Vx4 y2dz,
Iny

proy > 0.

Vidime, ze integrovans funkce f(z,y) = /22 + y2 je spojitd v kazdém bodé stejné jako horni
ohraniceni ¢g(y) = y. Toto ohraniceni je také diferencovatelné. Parcidlni derivace

2y

nen{ spojitd pouze v bodé [0,0]. Dolni ohranic¢eni h(y) = Iny je diferencovatelnd pro y > 0.
Vezmeme-li interval [a,b] pro 0 < a < b pak g¢([a,b]) = [a,b] a h([a,b]) C [-K, K] pro K
dostatecéné velké. Poté jsou f a f, na obdélniku M = [-K, K] X [a, b] spojité. Vidime, ze poc¢dtek
v M nikdy nelezi. Muzeme zde tedy vyuzit Leibnizuv vzorec abychom dostali derivace na intervalu
[a, b] jako

fy(xay) =

/1n2 2
/ ————dz + /2y In ery.
lny\/$2+y Yy

Nebot jsou b > a > 0 libovolné, plati tento vzorec pro libovolné y > 0.
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Pi. 330 Naleznéte derivaci funkce

sgny
G(y) = / 2% 4 y? da.
2

y—1

Vidime, Ze dolni ohrani¢eni h(y) = 2y — 1 stejné jako integrovand funkce f(z,y) = 22 + y?
jsou spojité a maji spojité i (parcidlni) derivace. Dolni ohrani¢eni zobrazuje libovolny uzavieny
interval [a, b] na interval [2a—1, 2b—1]. Komplikaci v tomto pifkladé predstavuje horni ohranicent
g(y) = sgny, které je spojité a diferencovatelné vsude kromé bodu y = 0. Uvdzime-li tedy
y > 0 zobrazuje g libovolny interval [a,b], kde 0 < a < b na bod {1}. Dostaneme tak obdélnik
[2a —1,2b — 1] X [a, b], kde jsou predpoklady véty splnény a méme

sgny
sgny

G0 = [ et (smnty +07) 0= 202y — 1 =207 = [1 202y~ 1 — 27

y—

Tento vzorec vsak plati pouze pro y > 0. Obdobné lze odvodit vzorec pro y < 0. Avsak obdobné

muzeme derivaci ziskat skrze vyjadreni

(2y —1)°
3

_ sgn’y

—(2y — 1)y

+y’sgny —

3 :|sgny

T
2y—1

které zderivujeme.
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Pi. 331 Naleznéte derivaci funkce
cosy 5
Gly) = / VI da,
siny
proy > 0.

Doln{ a horn{ ohranic¢en{ g(y) = cosy, h(y) = siny jsou spojité a diferencovatelné funkce. Stejné
tak integrovand funkce f(x,y) = e¥V 1=2% je spojitd pokud 22 < 1. Jeji parcidlni derivace je

fy(xyil/) =V 1 —ZE2 e¥ 1_I27

kterd je také spojita pokud 2% < 1. Nebot ohrani¢eni g, h zobrazuji libovolny interval [a,b] do
intervalu [—1,1] jsou f a f, spojité na libovolném obdélniku M = [—1,1] x [a, b]. Proto muzeme
vyuzit Leibnizovu formuli

cosy
G'(y) = V1= 22V dp 4 — yV/1—cos?y siny — ouV/1-sin? y cos y

siny
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Pi. 332 Naleznéte derivaci funkce

B+y
Go) = [ T,
Aty T

pro y > 0.

Vidime, ze horni a dolnf ohrani¢eni g(y) = B + y, h(y) = A + y jsou spojité a diferencovatelné.
Integrovand funkce
sin yx

f(x,y) =

je nespojitd v bodech [0, y] a jeji parcidlni derivace

X

Jy(w,y) = cosyx

je spojitd v kazdém bodé. Ohraniceni g, h zobrazuji libovolny interval [c,d] na intervaly [A +
¢, A+d] a [B+ ¢, B+ d]. Tedy dohromady do intervalu [A + ¢, B + d]. Dostdvdame tak obdélnik
[A+ ¢, B+d] X [e,d]. Muzeme vsak vyuzit Leibnizuv vzorec jen v bodech, kde 0 € [A+ ¢, B +d].
Poté mame

G'(y) = /B+y cosyda + sin(By + y?) B sin(Ay + y?) _
Aty B+y A+y
- [Sinyx]my L sin(By+y?)  sin(dy +4%)
Yy Aty B+y A+y

_ sin(By + y?) B sin(Ay + y?) n sin(By + y?) B sin(Ay + y2) _
4 Y B+y A+y

_ Sin(By+y2) B Sin(Ay—|—y2) N Sin(By +y2) ~ Sin(Ay+y2) _
4 Y B+y A+y
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Pi. 333 Naleznéte derivaci funkce

pro y > 0.

Vidime, ze dolni a horn{ ohrani¢eni g(y) = y a h(y) = 0 jsou spojité a diferencovatelné. Integro-
vand funkce

In(1 + yx
[z y) = o1 +y2)
x
je nespojita v bodech [0, y] a pokud 1 + ya < 0. Parcidlni derivace
1

je nespojitd pro 1+yx # 0. Zvolime-li libovolny interval [¢, d], kde 0 < ¢ < d. Ohrani¢en{ zobrazujf
tento interval do intervalu [0,d]. Avsak tyto nardzeji na situaci, kdy je funkce f nespojitd.
Rozdeélime tedy funkci G(y) pro néjaké € > 0 na

€ y
Gly) = / In(1 + yz) dz + / In(1 + yx) d.
0 €

T x

Tyto dvé Edsti vySetiime zv1ast. Prvni integral m4 konstantn{ hranice a na mnoziné [0, €] X [c, d]
jsou nyni funkce f a f, spojité. Druhy integral analyzujeme stejnym zpisobem jako v prvni
Césti, tentokrat jsou vSak funkce f a f, na vySetfované mnoziné [e,d] X [c, d] spojité a muzeme
pouzit Leibnizovu formuli. Dostavame

1 v In(1 2 In(1
G/(y):/ dm"’/ dx + nd+y7) _ In +Ey)-0=
o 1+yx e 1tyx Yy €

B {m(l + yx)]y N In(1+y?)  2In(l+y?)
y 0 y y
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Pi. 334 Naleznéte derivaci funkce

y? a+ty
G(y) = / dx/ sin (:L‘2 + 22— y2) dz,
0 r—y
proy > 0.

Vidime, ze funkce G(y) je sou¢inem dvou funkei G(y) = K(y) - L(y), kde

2

K(y)=/0y dz,

Tty
L(y) = / sin (x2 + 22— y2) dz
xT

z—y
Musime tedy nalézt derivace téchto funkci, nacez vyuzijeme obvyklou Leibnizovu formuli G’ =
K -L+K-L.
1. Nalezneme derivaci K'(y). Integrovana funkce f(z,y) = 1 je spojitd na libovolném obdélniku
a hornf a dolni ohraniceni jsou spojité a diferencovatelné. Dostaneme

2

Y
K’(y):/ Ode+1-2y—1-0=2y
0

2
Toto vidime rovnou, pokud zintegrujeme K (y) = [ Y" dz = y? a nésledné vse zderivujeme.

0

2. Nalezneme derivaci L'(y). Integrovand funkce je spojitd, ma spojité parcidlni derivace,
stejné tak ohraniceni integralu jsou spojité a diferencovatelné. Muzeme tedy pouzit Leib-
nizovu formuli, abychom dostali

Tty

L'(y) =— / 2ycos (2% + 2° — y?) dz +sin (2° + 2° — (z + y)?) —sin (2 + 22 — (z — y)?)

-y

z+y
= —2/ 1 COS (Jc2 + 22— y2) dz + sin (z2 — 2xy — y2) — sin (22 + 22y — y2)
xr

z—y

Finalni derivaci dostaneme jejich kombinaci.
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Pi. 335 Naleznéte n-tou derivaci G™ (y) funkce

6= [ (&4 9)f (@) de,

kde funkce f(x) md vSechny derivace spojité.

Vidime, ze ohranicujici funkce jsou spojité a diferencovatelné. Stejné tak integrovand funkce
g(z,y) = (x +y)f(x) je spojitd na libovolném obdélniku a jeji parcidlni derivace je

gy(x,y) = f(l‘),

kterd je také spojitd na libovolném obdélniku. Muzeme tak pouzit Leibnizovu formuli abychom
dostali

&'(y) = / " f(e)da + glyy) -1 — 9(0.) -0 = yf(2) + 25 F () = 3y7(y)

Budeme-li nyni derivovat G’(y) déle, dostaneme obecnou derivaci jako

(@)™ =3 (" V() + "))

Chceme-li tak pfesné n—tou derivaci, dostaneme snadno ze vzorce

G (y) =3 ((n =112 () + ()
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Pi. 336 Naleznéte n-tou derivaci G™ (y) funkce

/f ),

kde funkce f(x) md vSechny derivace spojité.

Vidime, ze ohranicujici funkce jsou spojité a diferencovatelné. Stejné tak integrovand funkce
g(z,y) = f(z)(y — )"~ je spojitd na libovolném obdélniku a jeji parcidlni derivace je pron > 1

gy(z,y) = (n— 1) f(x)(y —z)" 3,

dostaneme tak derivaci z Leibnizova vzorce
G'(y) = /y(n ~Df(@)(y—2)"?de+ f(y)ly—y)" 1= fO)(y—-0)""" 0=
(n—1) / flz)(y—2)"*dx
Je-li viak n = 1 mame naopak g(z,y) = f(z), a proto je g,(z,y) =0 a
G'y) = /OydeﬂLg(y,y) 1-9(0,9)-0= f(y)
Podobné lze ziskat druhou derivaci pokud plati n > 2 jako
G"(y)=(n—1)(n -2 / f@)y—a)"Pde+ (=) f(y)y—y" 71— (n-1f(0)(y—-0)""* 0de =
— (-2 [ -2y S
Avsak je-li zase n = 2 mame ocividné ¢'(x,y) := (n—1)f(z)(y—x)" 2 = f(z) a znovu dostdvame
G"(y) = /Oyde +9'(y,y) - 1-4¢'(0,y)- 0= f(y)
Vidime, ze pro obecné n je
G = (n—1)(n—2) /f (y — )" "D dg = (n—1)! /f
Nasledné je ¢~V (2,y) = f(x), a tudiz

G = (n - 1)!/0y0dx+ (n—=Df(y) = (n—1)1£(0)- 0= (n—1)!f(y)

420



Pi. 337 Vypoctéte integrdl

! arctg x

0o V1 — 22

arctg x ! 1
= | 1522
T o 1422y

Ptevedeme vySetfovany integral podle zadané rovnosti do tvaru

/ _arctgx // d d
x\/l—xz 1-|—£C2 V1—2a? Y

Zaménime pofadi integra¢nich proménnych a dostaneme integral
T =sint
// l—i—:v2 1—m2dxdy_‘dx:costdt‘_
t 1 /2 1
(1+y2sin®t)\/1 —sint (14 y?sin”1)
1 1 1
/ / y*/ /
(cos?t+ (y2 4+ 1)sin t) (1+ (y2 +1)tg?t) cos?t

s—tgt //
dsdy =
‘ds cos2t 1+ +1) ) v

_ /1 arctg(y/1 + y2s)
0 V1+19y?

pomoct vztahu

—0dy =
/o 2\/1+y Y

y = sinhu
ol _ o1
dy = coshudu Y e cosh u
0 —0

sinh0=¢=¢— =01 29

————du=|cosh’z —sinh®z = 1| =
S 0 V1 + sinh?u
sinh 0 = =*—

ol o1 1 -1

m [~ 2  coshu T [T el ol el
=3 7du:—/ ldu=[u = =S
2Jo Veosh? u 2 Jo 0
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Pi. 338 Vypoctéte integrdl derivovdnim podle proménné y

/ In(1 — 2ycosz + y?) dz
0

Nejprve se podivame na situaci, kdy je integrovand funkce f(x,y) = In(1—2y cos x+y?) nespojita.
Chceme tedy vyfesit nerovnost 1 — 2ycosz + 2 < 0 vzhledem k y, kdyz vime, ze x € [0, 7].
Determinant polynomu je

D=4cos’z —4=—4sin’z

Avsak pro z € [0, 7] je nutné D < 0. V pifpadé z = 0 nebo z = 7 dostadvame funkce In(1 £ y)2.
Uvéazime tedy nejprve situaci na intervalu y € (—1,1) ¢imz vidime, Ze na obdélnicich [0, 7] x [¢, d],
kde —1 < ¢ < d < 1je f(x,y) spojitd. Parcidlni derivace

2y —2cosx

Tol,9) = 1 —2ycosx + y?

je zde pak také spojita. Derivujeme tedy

F'(y)

T 2y —2cosx 1 [T14y?>—2ycosz+y2—1
— Y dr=— do =
o 1—2ycosx+y Yy Jo 1 —2ycosz + y?
21 (7 1
T Y / 5 dz = | univerzalni substituce | =
Y Y o Y°+1—2ycosz
m 21 [ 1 2
T_¥Y / - — 5 dt =
y y Jo prl-2yif 14t
T y2—1/°° 2
L dt =
y y Jo P+ +1)+y%2 41 =2y + 2y
T 21 [ 2
T_¥Y / 5 > 5 dt =
y y Jo Ply+1)’+-1)
+1 e
x 2y2—1 arctg(%t) o 2”—0
y y |-+ 1) y o y2
0

Vidime tedy, ze F(y) = C je konstantni. Dosadime-li do funkce

C:F(O):/ 1n(172ycosx+y2)dx:/ lnldx:/ 0dz =0
0 0 0

Proto plati, ze F(y) = 0 pro y € (—1,1). Pro y > 1 nebo y < —1 dostaneme stejnou situaci,
nebot F'(y) vyjde stejné.
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Pi. 339 Pomoci zdmeény poradi integrace spoctéte integrdl
1, B A
x® -z
/ T gy
0 Inz

B _ A y 1B B
of —at _av]7 / dy
Inz Inz| , A
a dosadime jej do vzorce abychom dostali
1.B_ A 1 /B B /1
/ ror :/ / :rydydacz/ / zYdrdy =
0 Inz 0o Ja A Jo

Byt B
T 1 B
/A [y+1]0 A y+1 Iy + 11

=In|B+1|—In|A+1]

Vsimneme si vztahu
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Pi. 340 Vypocteéte integrdl

1 B A
1 _
/ sin <1n > ro-v dx
0 T Inz
Vsimneme si vztahu 5 5
B _ A Yy
T A _ / 2 dy
Inx Inz| , A

Dostaneme dosazenim
x=e"t

1 B
1
y — y
/0 sin <ln )/ ¥ dydx = / / )z¥ sin <1n )dxdy—‘ dr — — et dt
= / / “Wainte ! dtdy = / / twH sint dt dy = |2x per partes| =

! o tt)
sintdtd
/A <y+1> RS / v

Proto méame dohromady, ze

o0 1 1)2 1
/ e WD gint dt = (y+1) =
0 (y+1)2(y+1)24+1 (y+1)2+1

Tudiz samoziejmé mame

1 B A B
. 1\ z° — =z 1 B
/0 sm(nx) 4 /A OESIEES y = [arctg(y +1)] 4
B-—A

= arctg(B + 1) — arctg(A + 1) = arctg 7— A+ 1) (B+1)
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Pt#. 341 Vyjddrete E" (y) funkce

/2
E(y):/ /1 —y2sin? zdz,
0

proy € (0,1)

Vidime, ze za podminky y € (0,1) je integrovana funkce f(z,y) = /1 —y2sin® z spojitd. Jeji
parcidlni derivace je

ysin® z
V1 —y2?sin’z
Opét z podminky y € (0,1) plyne, Ze i tato derivace je spojitd. Rovnou spocitdme i druhou
derivaci

fy(xay) = -

sin’ x y?sint z —sin®z(1 — y?sin® z) — y?sin
Fuplr) =~ l = v
\/1—y sin” \/(1_y251n2x) (1—yQSin2m)
sin? x

(1 — y2sin® I)S
I tato parcidlni derivace je za podminky y € (0, 1) spojitd. MuZeme tedy zaménit porad{ integrace
a derivace a mame

2 .
™/ ysin? z

_ YT g,
0o V1-—y?sin’z

/2 sin?
B =~ |
0

dz.
/(1= g2 sin? x)3

E'(y) = -
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Pt#. 342 Vyjddrete F" (y) funkce

/2 1
Fly) = /0 S S—

1—92sin“x
proy € (0,1)

Vidime, 7e za podminky y € (0,1) je integrovana funkce f(x,y) = ————— spojita. Jejf

1—y2sin?z
parcidlni derivace je
ysin? x
Ty (z,y) = -
(1—y? sin? )3

Opét z podminky y € (0,1) plyne, Ze i tato derivace je spojitd. Rovnou spocitdme i druhou
derivaci

02 2 14
sin” x 3y“sin” x
fyy(z,y) = 3 + =
(1—y? sin? ) (1—y? sin? )

. 92 . 92 . 4 . . .
sin®z (1 —y?sin®z) + 3y?sin*z  sin’z — y?sint x4 3y2sin’ z

(1—92 sin? x)5 (1—92 sin? x)5

sin? z + 2% sin® z

(1—y? sin? x)5

I tato parcidlni derivace je za podminky y € (0, 1) spojita. Muzeme tedy zaménit poradi integrace
a derivace a mame

/2 2
F'(y) = e —
2 13
0 (1—y?sin’z)
0

dx.
V(1 =92 sin? x)5
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Pi#. 343 Ukazte, Ze funkce (které se nazyvagi jako dplny elipticky integrdl 1. a 2. druhu)

/2
y):/ \/1—1y2?sin® zdx
0
1
0 V1—y?sin’z

splrugi vztahy
E(y)—F
B(y) = () - ()
!
B (y) = _Fy)
Y

V predchozim pifkladé jsme jiz spocetli E'(y) a E”(y). Pocitdme

E(y / \/1—y?sin x——dxz
V1-—y2sin’z

y2sin® x

1 7T/21—y stx—l /2 ysm2x

YJo V1 —1y2sin®z 0 V1—y? smm

Derivaci tohoto vztahu a jeho opétovnym vyuzitim dostaneme

By = E W) = F @)y~ (B) - F) _ yE' () —yF' ) ~yE'W) _

=E'(y)

CyF'(y) . F'(y)

y? y? B
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Pi#. 344 Ukazte, Ze funkce E(y), F(y) spliuji
(1—-4y*)F' =E +yF

Vyuzijte k tomuto vztaht (viz [11))

1=0
By ="-T (2 - 1))y
V=573 201l % — 1

Zactneme nalezenim poloméru konvergence coz dostaneme nalezenim limity pro fadu F(y) jako

Cans] @i+nn 127 24 77
lim = lim — - =
n—oo  |ay| n—oo | 20F1(§ 4+ 1)! (2 — 1!

~ im (Qi + 1)2

Tedy polomér konvergence je R = 1. Obdobny vysledek bychom dostali pro fadu E(y). Muzeme
tedy na oboru konvergence zaménit potradi derivace a sumace. Také vyuzijeme faktu, ze na jeho
vnitiku fada konverguje absolutné. Dostavame

E’(y)+yF(y):gi{(%—_‘l)u] 20y 1+72ri[21_1 u} _

2t4) i—1 214!
i=1 =
o or & [@i-Dn) 2Pt & (2k— 3" T
- 22_;{ 2ii] 2~ 1 +§Zl »ik—1] ¥ T

Il
|
o3
(]
| —
—~
[
~.
[\
2
S
| =
N
(V]
7 N
&)
~

47;2 2i—1
i1t (2i—1)2>y -

_ gi [(2@2;!1)!!]2 (—2@((2;—13): 4i2) -1 —
|
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Druhou stranu rovnosti muzeme rozepsat jako

(2¢ — )N ;
(1 _ yQ)F/(y) — ZQ’L |:21|:| y2271 =
_r 2i - DI? 5w, [(2i - DN 2+l _
= ZQ[ 2171 ]y 2;2’[ 213! v
? 2i-1 T S (2k = 3)!! ’ 2k—1
- Zm {22,] y —522(’%1) |:2k_1<k_1)':| ¥y =

“217 73 Z( - 22—1)1)) {(22'%!1)!!]22“2

2i(4i% — 4i + 1) — 2i(4® — 4d) [(2i — DOI® L.,
) Z (2i—1)2 2t | Y

oo

IR 2 - 1)1* 5,
4y+22(2i—1)2{ 2] ]y -

_zi 2 (20 — 1?4
24212 | 20 4

Nebot se obé strany rovnaji, vidime, Ze vyraz plati. Spolu s vyuzitim pfedchoziho muZeme
déle ukazat, ze

ELE+yF E-F+yF E—(1-y*)F

F = - —
1—y? y(1—y?) y(1 —9y?)
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Pi#. 345 Ukazte, Ze E(y) Tesi rovnici

1" 1 / E(y) _
E (y)+yE(y)+1_y2—07

proy € (0,1).

S vyuzitim predchozich vzorci muzeme dostat, ze

B — _E
Y
B E-F
Y
[ E+(y*-1)F
y(1—y?)
Dosazujeme tedy postupné do rovnice
1 E(y) FF E-F E
El/ 7E/ —_ ___ - =
W+ B+ g =+~ e
__E+(y2—1)F+E—F+ E _ -E—(?-1)F+(E-F)(1-9%+ Ey? _
y*(1—y?) y? 1—y? y2(1—y?)
 —E—-y*)F+F+FE—F—y*E+y*F + Ey? _o
y*(1—y?)
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Pi#. 346 Ukazte, Ze F(y) resi rovnici
2\ 1/ !
(1 —y")F'(y)) —yF(y) =0,
proy € (0,1).

I tentokrat vyuzijeme vztaht

g ¥
Y
o E-F
Y
F,:E+(y2—1)F
y(1—y?)

Dostaneme postupné

(y1 =D F'(y)) —yF(y) = (E+ (* —1)F) —yF(y) = E' + 2yF + (3 —1)F' —yF =

E-F E+ W -1)F E-F—-E—(y?—1)F+y°F

= toyF - = R 0
y y y
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Pi. 347 Ukazte, Ze plati )
[ @t = 2w - 1 =) Fw)
proy € (0,1).
Celou rovnici nejprve zderivujeme ¢imz dostaneme
yF(y) = E'(y) + 2yF (y) + (y* = DF'(1).

Vyuzijeme-li vSak vztahu
(1—-y*)F' =E +yF

dostaneme

E' +2yF + (y? —1)F' = E' + 2yF — E' — yF = yF.

Zintegrujeme-li tedy tento vyraz znovu, dostaneme hledany integral.
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Pi. 348 Naleznéte extrémy parametrického integralu

xT
/ sint dt
a

K nalezeni extrému funkce obvykle vyuzivdme derivace a stacionarni body. Budeme tedy chtit
derivovat funkci

pro x € [a,00).

F(;v):/ sin t dt.

Snadno si rozmyslime, ze vzhledem ke spojitosti vystupujicich funkei muzeme snadno derivovat
F(z) vzorcem

d
Fl(z) = / = sintdt +sinz - (z)' — sina(a)’ = sinx
a

Hledame-li tedy stacionarni body dostaneme je na mnoziné km, pro k € Z. Zdali se skutecné
jedné o extrémy muzeme ovérit pomoci druhych derivaci

F"(z) = cosz

Vidime tedy jasné, ze v bodech 2km > a ma funkce lokalni maximum a pro 7w + 2km > a mé
funkce lokdlni minimum. Navic Si snadno rozmyslime, Ze se nejednd o globalni maximum.
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Pi. 349 Naleznéte extrémy parametrického integralu

1)2
/ 2w — Vidt
0
pro x € [0,00).

Opét vidime, ze chceme derivovat funkci

F(x) =/ 2tr + Vidt
0
Vidime, Ze integrovand funkce 2tx 4 v/t je spojita na mnoziné [0, c0) x R. Navic pro libovolné
€ (0, VD) plati 0 < g(z) < b,

kde g(x) = x2. Vzhledem k libovolnosti b mtizeme tedy nalézt derivaci na intervalu (0, 00). Mame
ze VzZorce

2
vd
Fl(z)= / T (Qtac - \/i) dt + (23@3 - \/x2) (J:Q)/ - (2~0-m - \fO) 0) =
0 :Z:
CE2 2
= / 2t dt + 4a* — 222 = [tQ]g + 4zt — 222 = o 4 42* — 222 = Bt — 222
0
Nyni budeme chtit nalézt staciondrni body tohoto vyrazu
z? (5962 — 2) =0
Vidime, ze stacionarni body se nachazeji v bodech

V2

V5

Avsak nula je na okraji vySetfovaného intervalu a chceme jen zaporné hodnoty. Zajima nés tedy
pouze jeden stacionarni bod. Nalezneme druhou derivaci

0, +

F'(z) = 2023 — 4a

a dosadime
o[ V2 22 f_ V2 £ [
F <\/5> VARV ARLEN - S AV S

Jednd se tedy o lokdlni minimum. Vzhledem ke znaménku F'(z) si také muzeme uvédomit, ze
se na intervalu [0, 00) jednd o globdln{ minimum. Déle si muzeme vSimnout, ze

0
:/ Vidt = 0.
0

Zde se jednéd o lokdln{ maximum, nebot vzhledem ke tvaru funkce F’(z) vidime, 7ze ndsledné
funkce klesa.

434



Pi. 350 Naleznéte teénu ke krivce funkce

v bodé [0, F(0)].
K nalezeni te¢ny vyuzijeme obvyklého vzorce
t:y=F'(x0)(x — x0) + F(x0).

Mame

1 0 1
F(O):/ 7dt:/ 0dt = 0.
o 1+1t? 0

Déle si uvédomime, ze funkce vystupujici v integralu jsou vSechny funkce spojité. Proto mame
ze vzorce

P = [ a6 =

o dz 1412 142 14t
/ew 1 PP 222
= —_— e’ —
g2 1+ 12 1+ e2® 1+ x*
1
1 0 0 1 s
F'(0) = dt 0 _ — tof]t = &
© /0 et e T ereteth =3
Tecna je tedy
T
t:y=—ux.
Y 4$
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Pi. 351 Naleznéte plochu pod grafem funkce

F(x) :/ xsintdt
0

pro x € [0,1].

Chceme tedy pocitat integral

1 s
/ / xsintdt‘ dx.
o |Jo

Na intervalu [0, 7] je sint kladny a stejné tak mame = > 0 proto upravime integral na

1 ™ 1 ™
1
//xsintdtdx:/ xdx/ sintdt = = [~ cost]g = 1.
o Jo 0 0 2
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Pi. 352 Spoctéte objem télesa, které vznikne rotaci funkce

1
F(x)z/ xtdt,
0

okolo osy x na intervalu [0, 1].

7 teorie integréli vime, Ze tento objem spocteme jako integral

1 1 1 2 1 1 1 .
7r/ F2($)dx=7r/ (/ xtdt) d:v:ﬂ'/ xzdx/ tdt/ tdt = —
0 0 0 0 0 0 12
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8 Nevlastni parametrické integraly-neohranicena mnozina

Necht f(z,y) je spojitou funkci na mnozing A < z < oo, C' < y < D. Konvergentni integrél

[e%s) ) B
Af(w7y)dw=ggnwA f(x,y)da

nazveme stejnomérné konvergentnim integralem na intervalu I, pokud pro kazdé € > 0 existuje
¢islo N takové, ze pro kazdé n > N a y € I plati

/;Of(%‘,y)daj

< €.

Véta 353 Integral
| ey
A
je stejnomérné konvergentni na [C, D], pokud ezistuje funkce F(x) takovd, Ze

|f(z,y)| < F(z) prox € [A,00) ay € [C, D]

/OOF(x)dx<oo

A

Definice 1 Rekneme, Ze funkce g(x,y) = G(y) na intervalu I pro x — oo pokud pro kaZdéy € T
a pro kazdé € > 0 existuje K takové, Ze pro vsechna x > K je

|G(y) — g(=,y)| <e.

Definice 2 Rekneme, Ze funkce g(z,y) = G(y) na intervalu I pro x — oo pokud pro kazdée > 0
ezistuje K takové, Ze pro vSechna x > K ay € I je

|G(y) — g(z,y)| <e.

Véta 354 Predpokladejme, Ze funkce f(x,y) a g(x,y) jsou integrovatelné pro kazdé y € I na
kazdém [A, B] C [A, 00). Integrdl

[ fogds

A

konverguje na I stejnomérné pokud g(xz,y) je monotonni funkce na intervalu [A,c0) pro kazdé
y €1 addle

e (Abelova) existuje cislo K € R takové, Ze ‘ff fdx’ < K, pro libovolné B € [A,00), y €

(. integrdl je stejnomérné ohraniceny) a g(x,y) = 0 na I pro x — oo.

e (Dirichletova) integrdl f:o fdx konverguje stejnomérné na I a existuje konstanta K €
R takovd, Ze |g(z,y)| < K pro kazdé x € [A,00) ay € I (t. funkce g je stejnomérné
ohranicend).

Viimnéme si, Ze stejnomérnd ohranicenost zde splyva s ohranicenosti na mnoziné v R%. POuze
vysetiujeme obvyklou ohrani¢enost funkce

Pla) = /A F(tv) dt\
2 9(2,9).
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Véta 355 Necht funkce f(x,y) je spojitd na mnoziné [A,00) x [C, D] a integrdl

/Amf(x,y)dfv

konverguje pro vsechna y € (C, D). Pokud integrdl diverguje pro y = C nebo pro y = D, potom
integrdl nekonverguje stejnomérné na intervalu (C, D).

Je-li integral
%) B
[ fewdo= Jin [ g
A B—oo A

stejnomérné konvergentni na intervalu I, pak je na tomto intervalu funkce

F(y)=/:of($,y)dw

spojita. Tedy
lim F(y) = / f(z,C)dex.
A

y—C

Véta 356 Necht f(x,y) je integrovatelnd na [A,00) na libovolném intervalu [N, o), pro N
dostatecné velké. Necht f(z,y) = F(z) na libovolném intervalu [A, B] pro y — oo a ddle necht
je f:o f(z,y)dz stejnomérné konvergentni na intervalu [N, 00). Za téchto predpokladi je pak

oo

lim flz,y)da = /AOO F(x)dex.

Y—00 A

Véta 357 Necht funkce f(x,y) je spojitd na obdélniku [A, 00) x [C, D] a integrdl [;° f(z,y)dz
konverguje stejnomérné na intervalu [C, D]. Potom je funkce

Fo) = [ ) da
A
integrovatelnd na intervalu [C, D] a platd

/CD/;f(x,y)dxdy:/;/CDf(x’y)dydx‘

Véta 358 Necht funkce f(x,y) a fy(x,y) jsou spojité na obdélniku [A, o00) x [C, D] a integrdly
fjc flz,y)dex, fjo fy(x,y) dz konverguji stejnomérné na intervalu [C, D]. Potom funkce

F(y)=/:of(x,y)dx

splrniuje

Fw- [ h (%f(x,y) do= [ " ey de,
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Pi. 359 Rozhodnéte na kterém intervalu konverguje integrdl
(oo} —xy
/ o
o 1+ a2

Uvazme nejprve situaci, kdy y > 0. Potom muzeme integrovanou funkci muzeme ohranicit jako

stegnomeérneé.

el

<
>~ 1+$2’

e Y

14 22

pro z € [0,00). Kde vSak uvézime, ze

< 1 o T
A mdx = [arctg I’]O = 5

Proto vidime, ze integrdl konverguje na intervalu [0, c0) stejnomérné. Pro y < 0 budeme situaci
vySetfovat skrze

x e * e~ By B By (T
/B 1+m2dx2/3 1+x2dx:e Ylarctg x|y =e y<§—arctg3)

Nadale budeme chtit pocitat limitu tohoto vyrazu pomoci L’hospitalova pravidla pro y < 0 a

dostaneme

_ 1 1 ezB
lim — 8 =lz=—yl=-"—=5=
Booo gy eY¥B z1+ B?

Odsud vidime, Ze funkce nekonverguje stejnomérné, nebot tento zbytek by musel mit libovolné
malou hodnotu.
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Pi. 360 Rozhodnéte na kterém intervalu konverguje integrdl
0 o—(yx)®
[
Coo 142
stejnomeérneé.

Rozmysleme si, ze plati
e~ W) <el=1

pro libovolné y a libovolné x. MuZeme tak ohranicit

0o ef(y$)2 oo 1
/ 3 dz| < / — dz,
oo 142 Ceo 14z
kteryzto integral je vsak jiz konvergentni. Dle Weierstrassova kritéria je tak tento integral stej-
nomérné konvergentni na celém R.
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Pi. 361 Urcete pro kterd y integrdl
(o]
1
/ — 5 dz
1 Tty

Vsimneme si, Zze mizeme ohranicit integral

> 1 >~ 1 17

1 Tty 1z T4
pro libovolné y € R. Tedy dle Weierstraasova kritéria je integral stejnomérné konvergentni na
celém R. MuZzeme ilustrovat, ze

e 1 <1 1
B T*+y B Z B

Tedy pro libovolné € > 0 snadno nalezneme dostatecné velké B, aby bylo

o 1 <1
5 mdm_§<5,

konverguje stejnomérné.

pro libovolné y.
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Pi. 362 Urcete interval na kterém integrdl

oo
/ e Y dx
0

Nejdrive se chceme podivat, pro kterd y integral konverguje. Muzeme rovnou integrovat

e8] —xy —xy 1
/ e dr = {_e } — — lim & + =
0 Yy lo roo Y Yy

konverguje stejnomérné.

Hned vidime, ze je-li y < 0 pak integral diverguje. Proto budeme uvazovat stejnomérnou konver-
genci pouze na intervalu [0, 00). Uvazme déle pro y > 0 integral

) —xy —By —By
_ e e e
/ e " dr=— lim + = .

K Teo Y ) Y

Aby integrél konvergoval stejnomérné na mnoziné I, chceme aby pro libovolné £ > 0 bylo pro
vSechny B dostatecné velké a libovolné y € I aby

Vsimneme si v8ak, ze pro y; < y2 je

e~ By e~ By2

>
Y1 Y2
Vidime tedy, ze je-li I = [A, 00), musi byt
o—BA §
€
A
je-li viak I = (0, 00), vidime, ze funkce
e By
Y

diverguje na tomto intervalu k nekone¢nu a proto zde nemuze konvergovat stejnomérné. Vidime,
ze integrdl konverguje na libovolném intervalu [A, 00), kde A > 0.
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Pi. 363 Urcete interval na kterém integrdl

oo »
smxr _
—e Ydx

1 x

konverguje stejnomérné.

Vsimneme si, ze plati

o0
I
V predchozim prikladé jsme vSak vidéli, Ze tento integral konverguje stejnomérné na libovolném
intervalu [4, 00), pro A > 0. Proto muzeme ohranicit

(oo}
/,
a jisté nalezneme B, aby tato nerovnost byla splnéna.

Je-li y < 0 vidime, ze lim;_ oo 2L ™Y > 0 a protoze neni splnéna nutnd podminka konver-

gence, integral diverguje. Situace je vSak komplikovanéjsi pro y = 0. Mohli bychom se podivat,
zda integral konverguje v krajnim bodé y = 0. V tomto piipadé viak mame

o -
sin x
dx,
1 x

coz je konvergentni integral (napifklad podle Abelova kritéria pro nevlastni integrdly na R).
Nelze tedy pouzit véty, kterd by ndm vyradila integral z ivahy krajni bod. MuZzeme si rozmyslet,
ze na intervalu I = [0, 00) nelze pouzit ani Dirichletova kritéria ani Abelova kritéria. Je-li viak
y > 0 vime, ze

sinx

o0 1 o0
e da < / —e Wdr < / e Y dux.
1 1

x

xT

sin x

(o]
e W dx < / e ™ dxe

€T B

e W<l =1

oo : oo :
sinz _ sinx
e Wdx < dz
1 T 1 €

Integrél je sjtenomérné konvergentni dle weierstrasova kritéria.

a tedy
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Pi. 364 Urcete pro které y > 0 je integrdl
oo s
/ sin yx du
1 v

Vsimneme si, Ze mizeme ohrani¢it integrovanou funkci jako
> > Mz,  y=1,
/ dz < / —dxz = ! .
1 1

1 o0
xY [—W} L y#1
Snadno si tozmyslime, Ze pro y < 1 je majorantni integral divergentni a pro y > 1 majorantni
integral konverguje. Tedy pro y > 1 integral konverguje stejnomeérné.
Déle si muzeme uvédomit, ze pro y = 0 je

oo . o
/ smyxdx:/ 1dz = .
1 xY 1

Tedy na intervalu (0, D) nemuze integral konvergovat stejnomérné. Avsak pro pevné y € (0,1)
je integral
° sin
/ L
1y

konvergentni dle Abelova kritéria pro neparametrické integraly v R. Musime tedy dofesit pouze
intervaly [C, 1], pro C > 0. Na tomto intervalu vsak plati, ze

stejnomérné konvergentni.

sin yx

xY

1<1
v — ¢’

a proto

1
— =30, prox — 00
xY

B
/ sin zy dx
0

Integral tak na tomto intervalu spliiuje podminky Abelova kritéria a je tedy stejnomérné kon-
vergentni.

Navic mame, ze

. B
sin zy
]

sin By < l
y - C

0
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Pi. 365 Urcete obor konvergence integralu

> sinz
——dz
1 Y+

Vsimneme si, ze muzeme ohrani¢it

*® sinz
——dz
1 ¥+

proto dle pfedchoztho pitkladu vidime, Ze na intervalech [C,00), pro C' > 0 integral konverguje
stejnomérné. Budeme chtit opét vysetfit situaci pro y = 0. Zde vsak vidime, ze

* sinz s
/ s g / sine
1 xY 4 a2 1 1422
Tento integrél je vsak konvergentni (opét napiiklad pomoci Abelova kritéria). Nicméné pro y €
[0,00) ax € [1,00) je

1 1

<
¥ 4+ax2 T 1422~

1
5
Tentokrdt muzeme Abelovo kritérium pouZit rovnou na intervalu [0,00). Ani toto ohrani¢eni

vak nenf dostateéné, nebot funkce
1

¥ + 22

je ohrani¢end pro y > —2 a stejnomérné ohrani¢end na intervalu [C, co) pro libovolné C' > —2.
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Pi. 366 Spoctete

lim f(z,y)de,
y—oo Jo
kde
L zel0y]
— Yy
f(z,y) {07 -

Prvni ze vieho si v&imneme, Ze plati f(x,y) = 0 pro y — oo, nebot je

flz,y) <

< | =

a pro libovolné € > 0 nalezneme takové N, Ze pro vSechny y > N a libovolné zx je

flzy) < = <e.

< | =

Navic pocitdme

o0 Y 1 T Y
lim f(z,y)dz = lim —dz = lim {] =lim1=1

y—oo Jo y—oo Jo ¥y y=oo | Y |, Yy—>00

Nicméné pokud bychom zameénili poradi limity a integrace dostaneme vzhledem k f(z,y) = 0,
ze
o0

lim f(z,y)dx = 0.

Y—>0o0 0

/Ooof(z,y)dx

nekonverguje stejnomérné na [N, o), nebot pro B < y je vidy

Je tieba si uvédomit, Ze integral

/Boof(x,y)dm—lf.

Avsak pro libovolné € > 0 a libovolné B nalezneme na intervalu [N, co) takové y, ze tato hodnota
nebude mensi nez €.

Zde vidime, ze ve vété o zaméné limity a integralu nestaci, aby byla funkce pouze stejnomérné
konvergentni.
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Pr. 367 Urcete

o) e—TY

lim ——dz.

y—=0 Jo 14+ 22

Jiz jsme ukdzali, Ze tento integrédl stejnomérné konverguje na intervalu [0, 00). Vysledny integral

je tak spojitou funkei vzhledem k proménné y na tomto intervalu a muzeme zaménit pofadi
limity a integrace, abychom dostali

o0 —zy [e'e] 0
. € e 7T
y—0 )y 1+=z 0
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Pi. 368 Urcete
e 1
y—oo /1 Yy +x
Jiz jsme ukézali, ze tento integrél je stejnomérné konvergentni na celém R. Déle si v§imneme, Ze
pro y € [N, 00) je

<

1 1 1
R

a tedy pro libovolné £ > 0 nalezneme takové N, aby tato hodnota byla mensi pro libovolné z a
y z uvazovanych intervali. Coz tedy znamend, ze ﬁ = 0 a mame

o0 1 o0
lim 7dx:/ 0dz =0
1

y—oo Jq y2 + x2
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Pi. 369 Urcete hodnoty funkce

Fly) = /OOO arctg(xy) dr,

x(1+ x?)
proy > —1.
Prvni ze vSeho si vSimneme, ze funkce
arctg(zy)
T

je ohrani¢end. Nebot pro y = 0 se jedna o nulovou funkeci a pro y # 0 méme

1
lim 28@Y) _ ) TG0 _

z—0 T x—0 1

je ohranicend a integral

< 1
/ 4=t
1 1—|—]}2 2

konverguje a nezavisi ani na proménné y, tedy konverguje stejnomérné. Tudiz dle Dirichletova
kritéria tento integral konverguje stejnomérné. Integrovana funkce

/ / ~ t
Dile méme, 7e funkce &)

arctg(zy)
T,Y) = ———=
je navic spojitda vsude kromé kraje intervalu pres ktery integrujeme. Mame

1+ 22)(1+ (zy)?)’

fy(xay) = CL‘(

kterd je také spojita pro x > 0. Déle plati, ze

™

oo oo 1
dz < ——dz=—.
</0 fy(xvy) x —/0 1+$2 z 2

Tedy i tento integral je stejnomérné konvergentni. Muzeme tedy podle véty pocitat

, _ o0 _ o 1 _ 1 o0 1 _ y2 _
F“’)‘/o fy(“””’y)d“/o <1+x2><1+<my>2>dx‘1—y2/o 2 T
1

I 1 T s
= ey larctg x — yarctg(zy)], = - (5 fyg) =
o1
C21+y

Muzeme tedy zpétné integrovat ¢imz dostaneme
T
F(y) = §ln|l+y|+C.
Dosadime-li

[ arctg(0) P B
F(o)f/o S dr=0=Fmli0+0=cC
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a tedy funkce
™
F(y) = 5[l +y]
na intervalu y € (—1,1). Musime si jesté rozmyslet, Ze pro
o0

> 1 arctg x x T
F'(£+1) = ———dx = = —
(1) /0 1+222 " > T wrial, 4

Tedy F'(y) je spojitd pro y = 1 a tedy méme vyjddren{ pro F(y) na intervalu (—1, c0).
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Pi. 370 Urcete hodnotu integrdlu

00 s
S x
dz
0 T

* sinz

F(y) :/0 —— e W dx

Zavedeme pomocny integral

x
O tomto integralu vime, Ze integruje stejnomérné pro y > 0 (podobné jako v piikladu [364]). Navic
integrovand funkce je spojitd pro > 0 (v dalsim jakoby uvazime jeji spojité rozsifeni a budeme
ji brét spojitou i pro = 0) a mame

aéisinx T = —ginxe™ ™Y,
Yy x
coz je opét spojita funkce pro x > 0. Mame
Fl(y) = — Oosinxe_wy do = (ysin(x) + cos(x)) - e _ 041 1
v= B 241 I
0 Y 0 Y Y

Zintegrujeme-li zpatky toto vyjadieni, dostaneme
F(y) = —arctgy + C
Nebot je F(y) spojitou funkei proménné y, je

sinx _
e " dx=0.

lim F(y) = / lim
0

Navic plati také
0

2+C

lim F(y) = yh—>120_ arctgy + C = —

y—00

a tedy je C = 5. Uvazime-li naopak ze spojitosti, Ze

lim F(y) :/ lim 202 e=oy g :/ e
0 0

y—0+ y—0t+t T T

a také ze -
lim F = lim —arctgy + — = —
S, (y) M, gy+3 =3

mame vyslednou hodnotu hledaného integralu.
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9 Krivkovy integral 1.druhu
Necht «a(t), 5(t) jsou spojité funkce pro ¢ € [a, b]. Potom mnozinu

C = {[z,y] € R*[z = a(t),y = B(t),t € [a, 0]}

nazyvame spojitou kiivkou v roviné R2. Rovnice z = a(t), y = B(t) se pak nazyvaji paramet-
rickymi rovnicemi.

Kiivka C dand jako x = a(t), y = B(t), 2 = ¥(t), pro t € [A, B] se nazyva hladkd, pokud «,
B, v maji na [A, B] spojité derivace (tedy jsou samy spojité) a

(@) + (B'M)° + (' (1)* >0

pro kazdé t € [A, B].

Obecné muzeme mit kiivku zadanou v R™, ale pro jednoduchost uvazujme kiivku C v pro-
storu R3. Je-li funkce f(,y,2) definovana a spojitd v bodech hladké kiivky C, kterd je dana
parametrizaci jako x = a(t), y = B(t), z = ~(t), pro t € [A, B], pak kiivkovy integrél prvniho
druhu pocitame jako

B
/f@w&ﬁb:/ F(a(®), B, A (@ (5) + () + (v () dt
C A

Méme-li funkeci f a kiivku C pouze v prostoru R?, dostaneme obdobny vzorec, kde uvazujeme

V() = 0.
Vektor (o/(t), 8'(t),v'(t)) udavé teény vektor ke kiivce C' a jeho velikost v obvyklé Eukli-

dovské normé je \/(a’(t))2 + (B(1)* + (7 (£))?, kteryito vyraz vystupuje v pievodové formuli.
Je-li kiivka C' dand v roviné R? implicitné skrze funkci y = g(z), mizeme nejsndze parame-
trizovat kiivku C jako x =t a y = g(t). V takovém piipadé je teény vektor ke kiivee (1,¢'(¢)).

Norma teéného vektoru ndm zde potom vidy vznikne jako /1 + (¢')°.

V nésledujici ¢asti uvazujme obé variant kiivek, které se nachézeji v R? a R® dohromady.
Délku kiivky C dostaneme jako kiivkovy integral prvniho druhu

l:/ 1ds.
C

Hmotnost kiivky jejiz hustota je ddna funkei p(x, y, 2) spocteme jako kiivkovy integrél z hustoty

m= / plx,y,z)ds
c

Uvazujme kiivku C v prostoru a necht [z(t),y(t), z(¢)] jsou body této kiivky. Usecky spojujici
body [z(t),y(t), 2(t),0] a [z(t), y(t), 2(t), f(x(t), y(t), 2(t))] vytvoii plochu, jejiz obsah spotteme

jako
S=/f@yd®
C

Analogicky, pro kiivku C' v roviné danou jako [x(t), y(¢)] dostaneme integrélem

S:Lﬂ%wM

obsah plochy, kterou tvoif tsecky spojujici body [x(t), y(t),0] a [z(t),y(¢), f(x(t), y(t))]. Situace
by mohla byt znazornéna jako
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momenty

cionarni momenty

kde m je hmotnost kiivky C.

Sx:/ypdsa
C
Syz/xpds.
C
5, 5
m’ m |’
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9.1

Parametrizace krivky

Pi#. 371 Pro kazdou krivku naleznéte dvé parametrizace pro

usecku AB, kde A =[-1,6],B =[2,—1].

horni polovinu kruznice x2 + y* = 16.

levou édst elipsy x2 + 3y? = 12.

parabolu y = —x2 + 2, pro —1 <z < 2.

prostorovou krivku spliujici z2 +y* + 22 = 16,2 > 0,2 > 0,y = \/3z.
krivku implicitné danou jako x* — 8z +y% + 4y +4 = 0.

223 4?3 = A%/3 pro A > 0.

hyperbolu j—z — %—22 =1.

retézovku y = Acosh .

lemniskatu (:E2 + y2)2 = A? (:c2 — yz),

cykloidu x = A(t —sint), y = A(1 — cost).

Pro jednotlivé body mame

Hleddme parametricky popis usecky AB, body A, B udédvaji vektor v = ﬁ = (2-
(-1),—1 —6) = (3,—7). Dostdvame tak parametricky popis x = —1 + 3t, y = 6 — Tt,
pro t € [0,1]. Tato parametrizace mé pocdtecni bod A. Obratime-li znaménko vektoru
v dostaneme parametrizaci v opacném smeéru a tedy musime zac¢inat v bodé B. Udana
parametrizace je pak x = 2 —3t, y = —147¢, pro t € [0, 1]. Jinou libovolnou parametrizaci
dostaneme, pokud zvolime ¢ € [a,a + 1] a upravime jednu z jiz nalezenych parametrizact
vhodnym posunem, tj. t = -1+ 3(t —a), y=6—7(t —a), pro t € [a,a + 1].

Vyjéddifme-li z rovnice proménnou y dostaneme horni pulkruznici jako funkci f(x) =
V16 — z2. Dolni pulkruznice by pak byla déna jako f(x) = —v/16 — 22. Nyni je kiivka
ddna jako funkce proménné x a dostaneme jednoduSe parametrizaci x = ¢, y = V16 — 2,
pro t € [—4,4]. Vidime napiiklad z definién{ho oboru funkce f(z). Vskutku pro z > 4 nem4
rovnice z241y? = 16 zadné feeni. Kiivka je éasti kruznice a vime, Ze body kruznice miizeme
vhodné popsat pomoci poldarnich souradnic. Dostaneme tedy parametrizaci x = 4cost,
y =4sint, pro t € [0, 7].

I zde muzeme vyjadfit z rovnice z2 + 3y? = 12 proménnou y, pak bychom dostali horni,
nebo dolni polovinu elipsy. Pokud vyjadiime z rovnice x, dostaneme levou, nebo pravou ¢ast
elipsy. Dostdvdme tak parametrizaci x = —/12 — 3t2, y = t, pro t € [—2,2]. Pokud vsak
pouzijeme zobecnéné polarni soufadnice, dostaneme obdobné z = v/12 cost, y = 2sint, pro
ten/2,3m7/2].

Nebot méame funkci f(z) = —2? 4+ 2 =, dostaneme jednoduse z = t, y = —t + 2, pro
t € [-1,2]. Pokud chceme nalézt druhou parametrizaci, staci napiiklad upravit = —t,
y = —t2+2 prot € [-2,1]. Mizeme zvolit 2 jinym zptisobem. Napiiklad pokud vezmeme
z=Int, takjey = —In?t+2, prot € [e~!, e?] a mame dalsi parametrizaci kiivky. Obdobné
prox=t—2,y=—(t—2)2+2,prote[l,4].
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e I zde se nabizi jednoduchd varianta parametrizace, nebot y je vyjddieno pomoci x a z zase
pomoci z i y. Muzeme tedy zvolit = ¢, y = v/3t, 2 = /16 — 4t2. Nyni potfebujeme uz
jen urcit interval pro t. Z nerovnosti x > 0 vidime, ze kiivka zacind v t = 0 a pokracuje,
dokud kiivka nedorazi na pudorysnu, tj. dokud nenastane z = 0, coz plati pro t = 2. Proto
mame ¢ € [0,2]. Druhou parametrizaci ziskdme pomoci sférickych soufadnic. Volime tedy
x = pcospsind, y = psinpsinf, z = psind. Nebot se pohybujeme na sféie, bude polomér
konstantn{ (po dosazeni do rovnice sféry dostdvame p? = 16). Nade kiivka je navic ¢4sti
poledniku, a proto je také ¢ konstantni, coz muzeme urcit z obrazku, nebo po dosazeni

y =3z
psin psin @ = v/3p cos ¢ sin 0
sin p = V3 cos
tgp = V3.

Odkud vidime, ze ¢ = %. Nakonec z nerovnosti 0 < z = psinf uréime ¢ € [0,7/2].
Samotnou kiivku muzeme vykreslit jako:

e Vidime, 7e se jednd patrné o kruznici, nebo elipsu. Rovnici 22 — 8z + y? + 4y + 4 = 0 tedy
musime upravit na ¢tverec, dostavame

2 —8r+yiddy+d =0 -8r+16+y* +dy+4+4—-16—4=(z—4)?+ (y+2)* - 16.

Jedn4 se o kruznici s polomérem 4 a stiedem [4, —2]. Parametrizujeme ji pomoci polarnich
soutfadnic jako

x+ 4 =4cost,
y — 2 =4sint,

pro t € [0,2x]. Cimz dostdvéme prvni parametrizaci. Druhou parametrizaci dostaneme
napftiklad jako

x 44 =4cos(—t) = 4cost,
y — 2 = 4sin(—t) = —4sint,

stale pro t € [0,27]. Timto ziskdme parametrizaci s opacnou orientaci. Ttet{ orientaci
dostaneme, pokud zaménime sinus a cosinus v parametrizaci. Mame tak

x4+ 4 =4sint
y—2=4cost,
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pro t € [0,2n]. Nebot vSak plati, Ze cosx = sin (ac — g), jednd se o stejnou parametri-
zaci jako v predchozim pripadé, jen interval pres ktery parametrizujeme by se posunul.
Vzhledem k periodi¢nosti funkei sinz a cosx muzeme dostat dalsi parametrizace pokud
posuneme libovolny interval pro t o cely nasobek délky periody.

Kfivka pripoming rovnici kruznice, pokud bychom parametrizovali kiivku jako x = A cost,
y = Asint, dostaneme po dosazeni

A3 cos2 t + AY3V/sin?t = A%/3 = Vcos2t + Vsin?t = 1

Zde bychom chtéli podobné jako u kruznice vyuzit goniometrické jednicky, ale tu nelze
pouzit kvuli odmocnindam. Chtéli bychom se zbavit ve vyrazu tieti odmocniny. Jak toho
vSak dosdhnout? TTeti odmocnina se vyrusi s tfeti mocninou. Vidime tak, ze pokud pouzijeme
= Acos®t, y = Asin®t, dostaneme stejné

A2/ cos?t + A3 sin?t = A%/3 = cos?t +sin?t = 1.

Méme tedy hledanou parametrizaci pro ¢ € [0,2r]. Dals{ parametrizaci dostaneme opét
jako 2 = Acos®(—t), y = Asin®(—t) pro t € [0, 27].

Chceme-li parametrizovat hyperbolu, zkusime nejprve pouzit obvyklou eliptickou parame-
trizaci

x = Acost,
y = Bsint,
¢imz po dosazeni dostaneme
A%cos?t  BZ%sin’t
A2 B2

Vidime, ze tento vyraz neni roven jednic¢ce. Zde si vSak muzeme vzpomenout na hypergo-
niometrickou jednicku, kterd je dana jako vztah

= cos®t — sin’ t.

2 .12
cosh” z — sinh“ x = 1.

Avsak pfivede nas to na myslenku, ze muzeme k parametrizaci vyuzit hyperbolické funkce,
¢imz dostaneme

x = Acosht,
y = Bsinht,

pro t € (—oo,00). Uvédomme si v3ak, Ze tato parametrizace odpovidd pouze jednomu ra-
meni hyperboly, nebof cosh z > 0. Druhé rameno hyperboly ziskdme jako jeho pfeklopenim
pfes osu y, coz odpovida druhé ¢asti parametrizace

r = —Acosht,
y = Bsinht,

pro t € (—o0,00). Dals{ parametrizaci dostaneme, vezmeme-li

r = +Acosht,
y = —Bsinht,
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pro t € (—00,00). Nebot je vsak sinh(z) lichd funkce, odpovid4 tato druhd parametrizace
prvni parametrizaci, akorat v opa¢ném smeéru.

Dalsi parametrizaci hyperboly dostaneme, pokud uvézime rovnost cos?z = 1 — sin®z.

Muzeme psat
cos?t 1—sin’x 1

= = = — tg?t,
cos?t cos?t sin? ¢ 8
coz vede na parametrizaci
1
 sint’
y = tgt.

Opét si musime uvédomit, ze zde mdme dva intervaly pro ¢ a to jsou t € (—7/2,7/2),
(w/2,3m/2), abychom dostali dvé nesouvislé ramena. Tato parametrizace je méné intuitivni.

Prvni parametrizaci fetézovky ziskame snadno jako z =t a y = A cosh %, pro t € (00, 00).
Avsak u fetézovky y = Acosh % je uzitecné si také uveédomit, ze lze tuto rovnici piepsat
jako

hNEl

x ed —e
=Acosh— =A—F—

Y A 2
MuzZeme tak vhodné zvolit také parametrizaci x = Alnt coz nam po dosazeni dava

_Af L
¥y=3 t)

Rozsah pro parametr ¢ se upravi vzhledem k oboru hodnot na ¢ € (0, 00).

U komplikovanéjsich vyrazia muze s parametrizaci pomoci, pokud prosté pohleddme mezi
zndmymi parametrizacemi. S trochou prace zjistime, ze Lemniskata je dand parametricky
jako
Acost
T=———"5,
14 sin“t
_ Asintcost
C 14sin?t
Tento vzorec bychom asi tézko odhadovali. Snadno nalezneme druhou parametrizaci, pokud

zavedeme transformaci t = —z, kterd vede na parametrizaci v opa¢ném sméru.

Uvedend cykloida je sama o sobé jiz parametrizovéna jako x = A(t—sint), y = A(1—cost),
pro t € (—o0,00). K nalezeni dalsi parametrizace muzeme pouzit transformaci pro ¢, kterd
nezméni mnozinu pies kterou parametrizujeme. Muzeme volit napiiklad

r=A(t® —sint?),
y = A(1 — cost?).

Cést cykloidy muizeme ziskat také parametrickym vyjadienim jako

x = Aarccos A; Y _ VYy(2A —vy),
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coz muzeme overit dosazenim

A

A arccos

;y — Vy(2A —y) = Aarccoscost — /(A — Acost)(A+ Acost) =
= At — A1 —cos?t = At — Asint.

Funkce cost je prostd na intervalu [0, 7] a tedy t € [0, 7], aby platil vztah arccoscost = t.
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Pi. 372 Nakreslete prumeét krivky C do pudorysny xy, kde krivka C je
e dand jakox =t+1,y=2—1t, 2=3t, prot € [-1,1].
e dand jako x = tcost, y =tsint, z =1, pro t € [0, 2n].
o dand jako v = 3t, y = 3t?, z = 2t3, pro t € [0, 1].
e dand jako y = 2arcsin g, z = In 31—’;, pro z € [0,2].
Pro jednotlivé body mame

e Chceme-li vykreslit prumét do pudorysny kiivky, kterd je ddna parametricky, zapomeneme
treti souradnici a vykreslime kfivku pouze pro x a y. Jedna se tedy o pifimku z = ¢ + 1,
y = 2 —t, muzeme pievést t = x — 1 a dosadit

y=2-t=2-(x—1)=3—u

Z omezeni t € [—1,1] a vztahu xt + 1 pak dostaneme z € [0, 2]. Coz vede na graf

Obdobné si muzeme vsimnout, ze kiivka je pifimkou. Po¢atec¢ni bod je dén jako pro ¢t = —1
jako [0, 3] a koncovy bod je pro t = 1 dén jako [2,1]. Tyto dva body nynf staéi jen spojit
useckou.

e Zapomeneme-li tfeti soufadnici, dostaneme kiivku x = t cost, y = tsint. Dosadime-li ji do
vztahu 22 + 2 ziskdme
22 +y? =t?cos® t + t?sin?t = t2.
Vidime, ze body kfivky lezi v ¢ase t vzdy na kruznici s polomérem ¢ a tthel bodu linearné
roste. Kdyz za¢neme vykreslovat jednotlivé kruznice se zvétSujicim se polomérem dosta-
neme zhruba obrazek

)
&)
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Muzeme se také orientovat tim, ze v 5 a v 37” protind graf osu y ve vzddlenosti pravé 7 a

37”. Obdobné pro hodnoty 7, 27 mame prusecik s osou x. Hodnotu 7 zndme také ptiblizné

a muzeme si tim vypomoct pii kresleni grafu pokud zapojime dals{ zndme hodnoty (napf.
T =45° ). Po vykresleni pomocnych pifmek se spravnymi tihly a ve spravnych hodnotéch
dostaneme jiny obréazek

Postupné bychom se mohli pfiblizit ke spravnému tvaru, ktery je

e Zapomeneme-li tfet{ soufadnici, dostaneme kiivku z = 3t, y = 3t2, pro t € [0,1]. Tu
nejsndze vykreslime, pokud vyjddiime ¢ = £ a dosadime

2 2

x x

=32 =3"—=".

Y 9~ 3

Pro t € [0,1] plati z « = 3¢, ze x € [0, 3]. Vykreslen{ je jiz jasné

461



e Tentokrat neni kiivka dana parametricky. Nejsndze ji vsak spo¢teme, pokud si uvédomime,
ze v pudorysné ji mame zadanou jiz danym vyjaddienim y = 2 arcsin 5. Druhé vyjadieni pak
ovlivituje pouze jak vysoko se kiivka nachdzi. Vykreslime tedy funkei arcsin(z) na intervalu
[0, 1], kde si jen uvédomime, ze 2f(x) ovlivni rozsah na ose y a rychlost pohybu po ose y.
Obdobné ovlivni f(z/2) rozsahy na ose . Mdme tedy
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Pi. 373 Parametrizujte kiivku, kterd vznikne prinikem vdlce x2 +y? = 2z a koule z2+y>+2% =
4, pro z >0

Budeme chtit vyuzit faktu, Ze kouli muzeme vyjddrit jako z = 1/4 — 22 — y2. Zde se jednd pouze
o horni polovinu sféry, ale plati také z > 0 a je to tedy v poradku. Navic muzeme stejné vyjadrit
y = +v/2x — x2 ¢imz bychom mohli dojit k parametrizaci kfivky pres jeji dvé ¢asti volbou x = ¢
a dosazenim do vyjadieni. Nicméné muzeme také vyuzit poldrnich soufadnic po tpravé rovnice
22 4+ 3% = 22 na étverec jako (v — 1)2 4+ 32 = 1. Dostaneme posunutim poldrnich soufadnic
parametrizaci

r —1=pcost,

y = psint,
kde ndm ptebyva parametr p. Dosazenim do rovnice x? + y? = 2z ziskdme
p2eos?t + psin?t =1
p? =1

Tedy p = 1 a ndslednym dosazenim do z = /4 — 22 — y? jiz ziskdme parametrizaci x =
1+ cost, y =sint, z = /2 — 2cost, pro t € [0, 27].
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Pi. 374 Méjte zadané krivky C pro blize nespecifikovany rozsah t:

1. = Cojz, Y= —%
2. x =2cost, y=2sin3t.
3. x=1-sint, y =1+ cost.
4. x:\/f,y:\/fsint.
5 x= COQSt, y = sint.
A jejich grafy:
A) B) D) E)

V

Spojte uvedené parametrizace s prislusnym grafem.

Kiivky C potiebujeme néjak postupné priradit. Zbéznym pohledem bychom méli poznat v 3.
kiivce posunutou kruznici s polomérem r = 1. To proto, ze jednoduse dosazenim ziskdme pro
r— 1= —sint, y — 1 = cost, Ze plati

(x—1)%+ (y — 1) =sin?t + cos? t = 1.

Prifadime tedy 3. = A.

Ve kiivee 5. bychom naopak méli poznat elipsu, nebot pro u = 2z dostaneme parametrizaci
u = cost, y = sint, tj. kruznici. Substituce v = 2z pak pouze zméni méritko. Pfifadime tedy
5 =C.

Kfivka 4. 1ze vhodné upravit pro = v/t = t = x? a dosazenim dostaneme y = xsin z2, tj.
graf funkce. Mame tedy graf podobny sinu, kde zvétsujici se = zpiisobi zvétseni amplitudy a x?
ve vyrazu sinz? zpiusobi zménu frekvence. Pfitom vime, Ze pro vétsi hodnotu v mé sinu vétsi
frekvenci. Jasné vidime, ze 4. = B.

Krivka 2. nam udava téméf kruznici s polomérem r = 2. Pouze u y-ové slozky dojde ke
zméné piiddnim 3t. Rozmysleme si, ze pro ¢ € [0, 7] projde x-ova soufadnice kiivky interval
[—2, 2] pouze 1x. Naopak y-ové soufadnice bodu tento interval projde 3x. Toto chovén{ vidime
na kiivce E a nevidime jej na kiivce D. Spojime tedy 2. = E.

Nakonec uvazme krivku 1., v niz pozname také kruznici, v upravenych polarnich souradnicich
bychom zde dostali polomér p = % a thel ¢ = % Se zmensujicim se ¢ polomér i tihel rostou, tj.
kfivka bude obihat okolo poc¢atku. Pro ¢ rostouci jde polomér k nule stejné jako thel, blizime se
tedy do pocatku. Toto chovani vidime u kiivky D a tedy spojujeme 1. = D.

2
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9.2 Krivka zadana parametricky
Pi. 375 Spoctete integrdl

/x—l—yds, pro C:x=5t+2,y=1-3t,z2=2+1,
c

prot € [1,3].

Kiivka je dana jednoduse parametricky, muzeme tedy hned dosadit do vzorce, abychom dostali

3 3
/ (5t+2+173t)\/52+(73)2+12dt:\/ﬁ/ 2t + 3dt = /35 [1* + 3]} =
1 1
=V35(949—1—3) = 14V/35.
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Pi. 376 Spoctete

1
/ia;ds, pro C:x =2 y=t,
cl+y

pro t € [0,1].

Rovnou muzeme dosadit do vzorce jako

1 1
1+2t 2t 1
/ + \AL+1&::¢3/'———7+ dt =
0 o 1+1t2

1+ ¢2 1+1t2
= \/g[ln\l+t2| —arctgt}(l) = \/5(1112— g —lnl—l—arcth) = \/5(1112— %)
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Pi. 377 Vypoctéte

/5x2+5y2+622ds, pro C:x =2sint,y = 2cost, z = 3t,
c

pro t € [0, 27].

Vidime, ze kiivka je sroubovici a snadno spoc¢teme derivace parametrizace jako

ax = 2cost,
d

Ey = —2sint,
d

PP

dt

Dosadime tak do vzorce a poéitame

2m
/5x2+5y2+622d5:/ (20sin? t + 20 cos® t + 54t%) V4 cos? t + 4sin’ ¢ + 9dt =
c 0

2 3727
t
:\/13/ 20 + 54t% dt = V13 <4o7r+54 [3} ) =
0 0

= V13 (407 + 1447%) .

467



Pi. 378 Vypoctéte

/3\/m2+y2—22ds, pro x =tcost,y=tsint,z =1,
c

pro t € [0,7].

Kiivka je zadand parametricky, muzeme tedy pocitat
—x = cost — tsint,
dt

d
Ey =sint + tcost,

d

L,
at”

Naésledné dosadime do vzorce

/ (3\/t2c0s2t+t2 sin® ¢ — 2t> V/(cost — tsint)2 + (sint + tcost)2 + 1dt =
0

™
:/ (3t72t)\/COSth2tcostsint+t281n2t+sith+2tcostsint+t2c082t+1dt:
0
2
B 3 s=2+41
_/0 B2 edt=| T

%( (2+7r)3—\/§>.
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Pi. 379 Vypoctéte

/ y*ds, pro x=3t—3sint,y=3— 3cost
c

pro t € [0,7].

Kiivku méme danou parametricky, mame tedy

' = 3 — 3cost,

y' = 3sint

a dosadime do odmocniny ¢imz dostaneme

\/(3—3cost)2+951n2t =9 —18cost +9cos2 ¢ + 9sin ¢ = 3v/1 — 2cost + cos? ¢ + sin® ¢ =
= 3v2y/1 — cost.

s s t
/ (3—3cost)23\/§\/1—costdt:27\/5/ (1—cost)2\/1—costdt:‘1—cost:2sin2 (2)‘:
0 0

= 27\/5/ 4sin? (t) 1 [2sin? (t> dt = 27-8/ sin® (t) dt =
0 2 2 0 2
™ 2 T
=27- 8/0 sin <;) <1 — cos? <;)> dt =27- 8/0 sin <;> <1 — 2cos? <;> + cos? (;)) dt =

" cos®t  2cos®i t 12
— |substituce z = cos -| = 27-8.2 |- 22 2 focosg| =27-16( - +1) =
|substituce z cos2| [ E + 3 C082:|0 <5 3 + )

8 9.128
=27.16 — | = —=.
7 6(15) 5
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Pi. 380 Spocteéte

4 2
/x;y ds, pro x=cost+tsint,y=sint—tcost
c

pro t € [—m, 7).

Vyuzijeme zadanou parametrizaci a pocitame
x' = —sint +sint + tcost = tcost,
y' = cost —cost +tsint = tsint.

Nésledné dosadime do vzorce

/7r 4cost + 4tsint + (sint — tcost)? V2o L+ s Ldl —

5

—T

1 ™
= 5/ t(4cost 4 4tsint + (sin®t — 2t costsint + t2 cos t)) dt =

—T

™
:f/ (4t cost + 4t sint + tsin® t — 2t2 costsint + t3 cos? t) dt =
—T

=0.

Nebot vSechny integrované funkce jsou liché a integrujeme pies symetricky interval.
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Pi. 381 Spocteéte

2
/Cﬁziwds, pro x =3cost,y = 3sint,z =2t

pro t € [0,7].
Nejdrive spocéitame derivace parametrizace ¢imz ziskdme

' = —3sint,

y = 3cost.

Prevedeme integral pomoci zdkladniho vzorce do tvaru

s 4t2 \/ 5

— — V/9sin“t+9cos?2t+4dt =
/0 9cos?t + 9sin’t
_4\/ﬁ/”t2dt_4\/ﬁ #17 4/137°
9 9 3], 21
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Pi. 382 Vypoctéte integrdl

/xyds, pro C:x = Acosht,y = Asinht, prot € [0,ty],A >0
c

Nejprve pripomeiime, ze (sinht)’ = cosht, (cosht)’ = sinht¢ a cosht = # Dostavame tedy

to
/ AZsinht coshtv/ A2 sinh? t + A2 cosh? ¢t dt = | cosh?t —sinh?t = 1| =
0
z=2cosh®t — 1 ’_

to
e [ VZeod?t—1dt —
A /0 sinh ¢ coshtv2cosh”t —1dt dz — 4 cosh £ sinh £ dt

cosh 2t 3

= — cosh3/22t071 .
6

AS cosh 2tg Aj )
- de =2 |2V23
e [
Zde vyuzijeme odvozeni

t —t\2 2t t.—t —2t 2t —2t
2 -2
9cosh?t — 1 =2 +4e oot ee2+e = ¢ +2e — cosh 2t.

Zkoumana ktivka vypada pro A =1 a ty = 2 jako
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Pi. 383 Vypocteéte integrdl
/ y*ds, pro C:xz=At— Asint,y= A — Acost, prot € [0,2n]
c

Vypocteme

2’ = A— Acost,
y = Asint.

Dosazenim do odmocniny tak ziskdme

\/(A—Acost)2 + A2sin%t = /A2 — 2A cost + A% cos2t + A2sint = /242 — 242 cost.

.o ft 1 —cost
sin“ =) = ——
2 2

27
t t
= \/§A3/ 4sin* <2> 2 sin? (2) dt = |sint je na [0, 7] kladny| =
0

=2343 v sin® E dt = 2 = cos 3) =
0 2 dz:—%sin (%) dt

I 2 (1)) iqs [ 212
=-2"A 1 — cos 3 dz=2%A (1—-29)%dz
1 —1

1
= |integral sudé funkce| = 25A3/ 1-2224+2%dz =
0

Zakladni vzorec nam d& kiivkovy integral jako

27

A%(1 — cost)?\/2A42 — 2A2 costdt =

0

3 5

1
S P R Y PR
375, 375
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Pi. 384 Vypoctéte integrdl
/ 2?2 +y*ds, pro C:x=r(cost+tsint),y=r(sint—tcost), prot e [0,2n],r > 0.
c
Pocitame

2’ =r(—sint +sint + tcost) = rt cost,
y' =r(cost — cost + tsint) = rtsint.

Dosazenim od odmocniny dostaneme

\/r2t2 cos? t + r2t2sin t = Vr2e2 = rt,

pror>0at>0.
27
r2/ rt [(cost + tsint)® + (sint — tcost)?] dt =
27
3/ cos 2¢ 4+ 2tcostsint + t2sin’ ¢ + sin®t — 2¢sint cost + t2 cos t] dt =
0

27 2 AT
r3/ (A+tdt=r® | =+ —| =22 (1+21%).
0 2 4],
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Pi. 385 Vypoctéte integrdl
/ 2?2 +y? +2%ds, pro C:xz= Acost,y= Asint,z = Bt,t € [0,2x].
c

Vysetifovand kiivka je sroubovici s obecnymi parametry A, B a jedna se pouze o jeden jeji zavit.
Pocitame

27
/ (A2 cos?t + A?sin’t + BQtQ) \/A2 sin®t + A2 cos?t + B2dt =
0

27
:/ (A% + B%?) /A2 + B2dt = /A% + B2 [A2t+
0

2,3
= /A2 + B2 <2A27r+ SB; ) )

B2t3:|27r B
0

Pro A=3, B= % vypada zavit Sroubovice jako

475



Pi. 386 Vypoctéte integrdl
/ zds, pro C:x=tcost,y=tsint,z =1t,t € [0,tp].
c

Kfivka je rovnou dand parametricky a mame

2’ = cost — tsint,
y =sint + tcost,
2 =1.

Pocitame

to
/ t\/(costftsint)2 + (sint + tcost)? + 1dt =

0
t() tO
:/ t\/cos2t+tzsin2t+sin2t+t2c052t+1dt:/ tvV/24+t2dt =
0 0
2 2+t2
=242 1 R L2 407 1 -

VysSettovand kiivka vypadé jako
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9.3 Obecné zadana krivka
Pi. 387 Vypoctéte integrdl

/ x+yds, pro C obvod trojihelnika A =10,0],B =10,2],C = [1,0]
c

Kiivka C' je ddna tfemi po ¢astech hladkymi kiivkami C; : x =t,y =0, Co : x =1 — t,y = 2t,
cs:x=0,y=2—2t prot € [0,1]. Dostaneme tak pomoci zékladniho vzorce 3 integrély

1 1 1
/(t+0)\/12+0dt+/ (1—t+2t)\/12+22dt+/ (2-2t)vV0+22dt =
0 0 0

/1t\ﬁ+(1+t)\/4+1+(22t)\/11dt/1(\/53)t+(\/5+4)dt
0 0

5—3 3V5 5
f2 +x/5+4:7f+5.
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Pi. 388 Spoctéte integrdl

2
/m—ds,
c 5

kde C je krivka dand jako y = Inx? spojugici body [e,2] a [1,0].

Parametrizujeme kiivku snadno jako x =t ay = Int? prot € [1,e]. Mame tedy 2’ = 1 a ¢/ = %

Dosadime takto do vzorce

2 4 Ct o
1 1

2 4+62
4+4-e 3
L \/Edslr\é; - L (varer-vw)

10 J5 10

s =4+
ds = 2tdt
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Pi. 389 Vypoctéte integrdl

2
/xyds, pro C’:%—FyQ:l,xZO,yzO
C

Zvolime parametrizaci C' jako z = 3cost, y = sint, pro ¢ € [0,7/2] a pocitdme

i 3
/3costsint\/9sin2t+c082tdt:/ 3costsinty 8sin’t + 1dt =

0 0

B z=8sin?t+1 3 ° —
_‘ dz = 16sint costdt ’_16/1 Vads=

Kiivka je tvofena ¢ésti elipsy, kterou muzeme vhodné popsat pomoci zobecnénych polarnich
soutadnic. Kfivka vypadé nasledovné

o5

| =

479



Pi. 390 Vypocteéte integrdl
/(5—m2+3y2—2wy)ds, pro C:az?+y*=4
c
Kiivku C' parametrizujeme x = 2cost, y = 2sint, pro t € [0, 27] a pocitdme
2m
/ (5 —4cos®t+ 12sin®t — 8sint cost)V4cos? t + 4sin® t dt =
0
2
= 2/ 5—4cos2t + 8sin®t — 4sin 2t dt =
0

sin 2t] m

2m
= 2[5t7251n2t+2c052t](2)”+2/ 4(1 — cos2t)dt = 20w + 8 [t
0 0

= 207 + 167 = 367

480



Pi. 391 Vypoctéte

/ 322 + yds,
c

kde krivka C je lomend édra od bodu [2,2] pres bod [3,3] do bodu [4,2].

Budeme chtit parametrizovat kiivku a nebot je dand po éastech, dostaneme ji pres dvé parame-
trizace jako

T =2+4t,

y=2+1t,
pro t € [0,1] a jeji druhou ¢ést jako

r=3+t,

Y= 3— t,

pro t € [0,1]. Dostaneme tak integral

/1 (3(2+t)2+2+t)\/1+1dt+/1 (3B3+t)*+3—t)V1+1dt=
0 0

1 3
2t
v§/~%4+u+t%+3®+6t+ﬁ)+&h3v§{mt+&2+:3}+5v§
0 0

=V2(39+15+2+5) =31V2.
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Pi. 392 Vypoctéte

/ ye®® ds,
c

kde krivka C je primka spojujici poédtek s bodem [—1,2,1].

Zacneme parametrizaci k¥ivky. Dostaneme

r=—-1+1,
y=2-—2t,
z=1-—t,

pro t € [0,1]. Dosadime-li tuto parametrizaci do integralu, dostaneme

1
/(2—%ﬁﬁ”NP”V1+4+1&.
0

Vidime, ze integrovany vyraz je ponékud komplikovany a jeho integrace nebude jednoducha.
Pokud bychom zvolili rozumnéjsi parametrizaci

T = —t,
y =21,
z=1,

pro t € [0, 1], dostaneme

1 1
/ 2te’t2mdt:|s:t2|:\/€i e *® ds:\/é[—efs]ézx/é(—e*1+1).
0 0
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Pi. 393 Vypocteéte integrdl

/\/2y2—|—z2ds, pro C:ax’+y’+22=42=9,2<0,2>0
c

VysSettovand kiivka lezi na sféfe, pouzijeme tedy sférické soutadnice. Z rovnice sféry vidime, ze
p = 2, z rovnosti y = x navic vidime, Ze ¢ = 7 nebo T + 7. Z nerovnosti z < 0 vSak vidime,
ze je to druhd z variant, tedy ¢ = %w. Nebot 2 > 0, mdme navic 0 € [0, 7/2] a dostdvdme tedy
parametrizaci

5
x = 2cos Zﬂ'sint = —\/2sint,

5
y = 2sin Zﬂsint = fﬁsint,
z = 2cost.

Pocitame ze zakladniho vzorce

k3 3
/ \/4cos2t—|—4sin2t\/20052t+2c0s2t+4sin2tdt:/ \/i\/éldtzélgz%r.
0 0

Kiivku muzeme zobrazit jako
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Pi. 394 Vypocteéte integrdl

/ B 4 yM3ds,  pro O a3 4?3 = g2/3
C

Parametrizaci asteroidy ziskdme jako x = acos®t, y = asin®t, pro t € [0, 27]. Dostédvame tak

integral

2
a3 / (cos t +sin® t) \/9(12((:054 tsin®t + sin t cos? t) dt =
0

2m

=3d7/3 / (cos* t + sin )| cos t sint|V/sin? t 4+ cos2 t dt =
0
/2

=124"/3 / (cos* t + sin t) costsint dt =

0

. 1

z =sint

= :12a7/3/ 2(1 =232+ 2N dz =
‘ dz = costdt ’ o

1 22 4 671
= 12a7/3/ 2 -2 42°d2 =124 | = 25 22| =
0 2 4 61,
— 1247 — 407,
3
Integral staci integrovat jen pres ¢tvrtinu rozsahu, protoze
. T
sin (x + 5) =cosz,
™ .
cos (m + 7) = —sinx,
2
¢ehoz muzeme vyuzit k vyjadieni

. i ™ .
sin <x+ 5) cos (33+ 5)‘ = |sinz cos x|,

sin® (x + g) + cos® (x + g) = sin* x + cos? z.

Nasledné uz bychom pouzili jen vhodny linearni posun, ktery by po substituci nic neovlivnil a
ziskame tak 4x stejny integral. Také to muzeme vidét na obrazku, pokud si obé funkce vykreslime

N

ol

Asteroida pro A = 1 vypadd jako
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Pi. 395 Vypoctéte integrdl

/ zds, pro C:a®>4y? =22 y* = Az, od bodu [0,0,0] do bodu [A,A,A\/i]
c

kterd vede ob dobu [0,0,0] do bodu [A, A, A\/2], A > 0.

Nejdiive musime nalézt vhodnou parametrizaci, volime x = t a y = ++v/ At, nebot je v koncovém
bodé y = A > 0 mdme nutné y = v/ At. Ze stejného duvodu plati také z = vt2 + At a vidime,
ze t € [0, A]. Nejdiive pocitame

=1,

;L A

Y 2\/A—t7

, 2+ A
T TN et A

Tyto vztahy dosadime do vyrazu

@) + ()2 + () = 1+é+(2t+A)2_4t2+4At+A2+At+4t2+4At+A2_
. Y 4t wt+ A) At + A) -

_ 2A7 +9AL + 812
4t(t + A)

Dostavame tedy integrél

2 2 A
/ NG t+A\/2A+9At+8t t:%/ V2A2 + 9At + 8t2 dt.
0

t+A

. - c . - . o VRIAZ_64AZ
Pod odmocninou se nachézi kvadraticky polynom, jeho kofeny jsou ti 2 = 9Ai+é46“ =

A#g/ﬁ. Nadéle bychom aplikovali vhodnou Eulerovu substituci. Reknéme, ze je t; > to a
mame

A A A
/ \/2A2+9At+8t2dt:/ \/2(t—t1)(t—t2)dt:\/§/ |t —ti]
0 0 0

2 _ t—ty
t—ty? ATt Aft
22t —ty _ 2 2 2
zh=ts ¢ A+t |t — to —2z Attr —2z
221 ) — /2 ﬁ dz = V2(t ft ——dz =
212,)512 :t*tl, f - Z2 1 z (22 — 1)2 z f( 1 2 \/7 (22 — 1)3 y4
_92% 1
(Z2_21)2 dz = dt
e A B C D E F
+tq
=V2t —t dz =
V2(t1 —t2) g 2l GAIR  GrP zo1 o1 Go1p
V2t — 1) [VEE 1 L2 1 2
= —_ —_ —_ z =
8 2 oz+1 (z+1)? (2417 z2-1 (2-12 (2-1)°
1
22
V2(t — ta) 1 1 1 1 o
=———F|In(jJz—1]) = In(|z+1]) + - + +
s (R e T T e T e

Vysettovand kiivka vypada pro A = 1 jako
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9.4 Aplikace kirivkového integralu 1. druhu
P¥. 396 Vypoctéte délku krivky x = 3t, y = 3t?, z = 2t3 od bodu [0,0,0] do bodu [3,3,2].
Vidime, ze parametrizujeme kiivku pro t € [0, 1], nebot poé¢dteéni bod ziskdme z rovnice 3t = 0

a koncovy bod z rovnice 3t = 3. Délku kiivky ziskame jako kiivkovy integral 1.druhu, kde
integrujeme funkci f = 1. Pocitame tedy integral

1 1 1 1
l:/ lds:/ \/9+36t2+36t4dt:3/ \/1+4t2+4t4dt:3/ \/(1+2t2)2dt:3/ 14 2t2dt =
C 0 0 0 0

237" 2
—3(t+ =] =3(1+2) =5
3 1, 3

Zkoumana kiivka vypadé jako
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Pt. 397 Vypoctéte délku krivky x = et cost, y = e tsint, z=e"t prot € [0,00).

Pocitame

/

2 =—etcost —e tsint,
y' = —etsint+e tcost,
2 =—et.

Délku kiivky ziskame jako kiivkovy integral 1.druhu, kde integrujeme funkci f = 1. Délka je
tedy

l= / l1ds = / Ve=2t(cost + sint)2 4 e~2t(cost — sint)? + e—2t dt =
c 0

/ et \/cosgt+2005tsint+sin2t+0082t—2costsint+sin2t—|—1dt =
0

=\/§/Oooe_t dtzﬁ[—e_t]gozﬁ(l—tgréloe_t> =3

VySetfovana kiivka za¢ind v bodeé [1,0, 1] a nésledné konverguje k pocatku. Vypad4 jako
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Pt. 398 Vypoctéte délku krivky danou prinikem ploch (z —y)? = (x +y), #* —y? = 22 od bodu
[0,0,0], k& bodu [0, Yo, 20]-

Nejdiive musime zvolit vhodnou parametrizaci kiivky, zavedeme vhodné transformaci v = x — v,
v = x + y, kterd ndm umozni vyhodné popsat prvni plochu. Timto dostaneme kiivku danou
vztahem u? = v, ale i druhou plochu muzeme vhodné piepsat jako uv = 9 2, Odsud se hned

L, , . 3/2 p Ty t2—
nabizi vhodnd parametrizace u = t, v = 2, 2z = % Déle vyjadiime = = Lt ay="5"ze

vztahu pro v a v ¢imz ziskdme parametrizace pro x, y i z. Nakonec potfebujeme urc¢it interval
pro t, dostaneme jej rovnou ze vztahu t = u = x —y a tedy ¢ € [0, 29 — yo|. Zde predpokladdme,
ze je xg —yo > 0. Vypocet by se piilis nelisil pokud by bylo xzq — yo < 0. Stacilo by obratit meze,
¢imz by se integral vyndsobil —1 a jesté bychom ve vypoctu museli uvazit, kdy je 1 +2t > 0 a
kdy 1+ 2t < 0 vzhledem k odmoctiovani ve vypoctu. Pocitdme

xTo—Yo 1 2 1 2 2
/1@:/ﬂ ¢t+ 4—t—>+(¢§)m:
2
To—Yo Zo—Yo
/ ,/2t2+2t+ dt = / —+ft dt

Zo—Yo
[1+4+2t|dt=[t>0=1+2t>0| =
-7

[t+t2]”° v —

&

= % (l’o — Yo + (%o *yo)Q)-

Krivka vypada jako
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Pt. 399 Vypoctéte délku krivky a* + y* = Az, L =tg % od bodu [0,0,0], k bodu [xo, yo, 20]-

Tz

Nejdifve musime nalézt parametrizaci kiivky. Vzhledem k tvaru rovnice 22 + y? = Az Vidime,
ze valcové soufadnice nds mohou pfivést na spravnou cestu. Z prvni rovnice mame p? = Az

a 7z druhé mame Z = arctg pcgw, z Cehoz plyne z = Ayp. Pokud tedy volime p = t, mame z

A
2
rovnosti z = & a ¢ = § také vztah pro ¢. Dostaneme parametrizaci x = tcos < ﬁ, y = tsin < F’

z= %, prot € [0, VAzy|. Zde predpoklddame, zZe je zo > 0. Navic si vSimnéme, ze je vzhledem k
definiénimu oboru funkce tgz kiivka dand jen pokud je 5§ < 7 a tedy 29 < §A. Vime, Ze kiivka
prochédzi bodem [0, 0,0] a tedy mus{ byt dand na intervalu ( 5 2) Pokud by bylo zg < 0 pak
musi byt také A < 0 aby méla rovnice 2% 4 y? = Az feseni.

VAzo 2 2\’ 12 2 2\% 4
1d8— A2 —Qﬁ SIHE + SIHE—FQE COSE +7A2 dt
VAo ) 2 2 42
cos A2 4—sm ﬁ—ksm E+4 052 A2+ﬁdt

VAzo a2 4t VAzo 212\ 2 913 VA=
- 1+ + 2 gt = 14+ 22 t il -
/0 Vit = (w) &)

/3
AZQ+2 ZO.
3VA

VySetfovand kiivka pro A =1 vypad4 jako
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Pi#. 400 Vypoctéte délku étyrihelniku spojujictho body [0,0], [1,0], [0,1], [2,2].
Vidime, ze tento Ctyithelnik muzeme parametrizovat pres 4 tsecky. Dostaneme

Cy:x=0, Cs3:x=1+t,

y =1, y:2t7
Cy:x =2t Cy:x=t,
y=1+t, y =0,

vzdy pro t € [0, 1]. Délku pak muzeme spocist jednim integrdlem

l:/ll-\/I—i—l-\/4+1+1-\/1+4+1-\ﬁdt:2(1+\/5)/1 dt = 2(1 + v/5).
0 0
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Pi. 401 Vypoctéete délku paraboly

pro x € [—1,1].

Parametrizujeme kiivku jednoduse jako x =t a y = % Pocitame

a 1 sin® s
= 5 1+ 3 ds =
_x COS?s Ccos? s

ER | cos? s + sin’ s d ER | d 4 coS §
S = —_— = —_—
cos? s cos? s s = (1- sin? )2

1 J—
zz/ 1\/1—|—t2dt:‘ dtt_*tlgs
1

T cos?s

S =

i
4

- - a M
sins |4 1 [+ 1 y = sinstl
= \ls= + = ds = 2 2 OD8S
2co8*s|_x 2 J_=x coss dy = oS- sEsin_sdsins — _U_ g
L 1-% -7 cos? s cos s
- . 2 sy
sins |* 1 51 sins |* 1+%
= |5 + = —du = 5 +[ln\u|Ll 5, =
2cos®s| = 2J) 142 u 2co8?s| « +75
- - 4 V2 4
sins |* sins+ 1|4 sin s sins+ 1|4
T 902 o + || ——— = 2 =
2c08°Ss| cos S o 2cos? s cos S _
- - 4 4

2 |: ! +1 (1 + 2 )]
=2|—+1In — .
V2 V2
Nyni bychom museli pouzit kalkulacku. Také je potieba zamyslet, jak fesit dany integral. Pro

vypocet integrélu
/ cos s d
————ds.
(1 — sin? s)2

Muzeme pouzit nabizejici se substituci a rozkladat na parcidlni zlomky. My jsme se v tomto
piipadé rozhodli pouzit redukéni formuli

/ 1 sinx n—2 / dx
dz = + )
cos™ (n—1)cos"lz n—-1/) cos" 2z

kterou lze pouzit pro n > 1. Také muzeme funkci sekans uvazovat jako zdkladni funkci a tedy
pouzivat vzorec

1
/ dx:/secxdx:ln|tgx+secx|+C’

COS T

a vynechat nékolik kroka vypoctu.
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Pi. 402 Vypoctéte délku sinusoidy
y =sinz,

pro x € [0,7].

Opét parametrizujeme funkci x =t a y = sint, a tak dosadime do vzorce

s T T 1
l:/ 1\/1+0052tdt:/ \/2—sin2tdt:\/§/ \ll—isin%dt.
0 0 0

Opét se jedna o elipticky integral a hledame hodnotu

Nyni muzeme vyuzit tabulované hodnoty, kde nalezneme, ze

1
E (1’42> ~ 1,352688327.

Délku muzeme tedy aproximovat jako

/ 11+ cos? tdt ~ 3,82598.

0
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Pi. 403 Vypoctete délku prirozeného logaritmu
y=Inx,
pro x € [1,3].

Vidime, ze muzeme kiivku parametrizovat jako x =t a y = Int. Stejné tak muzeme vsak kiivku
parametrizovat jako y = t a © = et. Rozhodneme se pro jednu z téchto parametrizaci a dostaneme

3 i SVITEe s=VE+1
W14+ =dt = dt=| ds= A—dt=1tdt | =
1 t? 1 t e °

t?=s2-1
VIO o2 VIO 2 g4 Jo . 1 [ 1 -1
= S ds= — ds:[s}\/ﬁJrf e ds =
va i V3 s2—1 2) s—1 s+1
1 Vo 1. V10-1 1, v2-1
=V10-V2+ - [nfs— 1| —In|s + 1 =vV1I0—-vV24+-In~————-In .
g s =t inle s 2 VI0+1 2 V24l
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Pi. 404 Vypoctéte hmotnost kiivky, kterd vznikne prinikem vdlce 2% + y? = 4 a parabolického

vdlce z = ”32—2 s hustotou danou jako p(z,y,z) = x? — y>.

Kfivku muzeme parametrizovat ruznymi zpusoby. Prvni parametrizaci dostaneme nadvakrat pres
r=ty=+VvVd—1t2az= %, pro t € [—2,2]. Druhou parametrizaci dostaneme skrze poldrn{
soufadnice jako © = 2cost, y = 2sint, z = 2cos?t, pro t € [0,2n]. Zvolime jednu z téchto
parametrizaci a dosadime do vzorce. Hmotnost dostaneme jako integral z hustoty, tj.

2

m= (4c082t — 4sin? t) \/4sin2t +4cos?t + 16cos? tsin® tdt =
0

27 2 s
= 8/ cos(2t)V/ 1 + 4 cos? tsin®t dt = 8/ cos(2t)V/1 + sin® 2t dt = § = sin2i =
0 0 ds = 2cos2tdt
27
= 4/ V14 s2ds.
0

Tento integral dostaneme jako 4 nasobek délky oblouku paraboly y = 9”2—2 na intervalu [0, 27], jak
muzeme zjistit také z pifkladu {01} Pocitdme tedy

27 s — sinhu arcsinh(27) 5
V14 s2ds = :/ coshuVv 1+ sinh®udu =
0 ds = coshudu o
arcsinh(27) arcsinh(27) arcsinh(27) u —u\ 2
= / coshuV cosh? wdu = / cosh? udu = / (e—l—e) du =
0

0 0 2
1 arcsinh(27) ) 1 [e2u o2t arcsinh(2m)
== U9 e U == | —— 42y — =
4/0 e +2+e U 1 [ 5 + 2u 5 ]O
1 2 arcsinh(27) —2arcsinh(27) 1 1
7 e2 arcsinh(2m) N arcsinh(27r) e—2 arcsinh(27)
8 2 8

Hodnotu arcsinh x nyni musime zjistit. Jedna se o inverzi k hyperbolickému sinu, mame tedy
arcsinh(27) &~ 2.537298. Snadno tak dopoc¢itame hledanou hodnotu.
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Pi. 405 Spoctéte hmotnost kivky, kterd vznikne prinikem vdlce 2 +y% =4 a roviny x+ 2z = 2,
x >0, za predpokladu Ze mdme jeji hustotu p(x,y,z) = y.

Kiivku muzeme parametrizovat ruznymi zpusoby. Prvni parametrizaci dostaneme nadvakrat pies
x=t,y=+v4d—t>az=2—t prot € [-2,2]. Druhou parametrizaci dostaneme skrze polarn{
soutadnice jako © = 2cost, y = 2sint, z = 2 — 2cost, pro ¢t € [0,7]. Zvolime jednu z téchto
parametrizaci a dosadime do vzorce. Hmotnost dostaneme jako integral z hustoty, tj.

m:/ 2sint\/4sin2t+4c082t—|—4sin2tdt:4/ sintv1+sin?¢dt =
0 0

T /2
sin z osové symetrickd pfes osu x = 5‘ =38 / sintV1 +sin®tdt =
0

/2 0 1 - i’
:8/ sint\/2—cos2tdt:—8/ \/2—82dt:8/ V2 —s2dt = s = V2sinu =
0 1 0 ds = v2cosudu

w/4 /4 /4 1 59
=8\/§/ cosu\/2—25in2udt=16/ coszudt:16/ Mdt:
0 0 0

2
. w/4
2 1
—8 4 B g (T C) —2r 44,

2 |, 173
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Pi#. 406 Naleznéte hmotnost kiivky, kterd je ddna jako x = cost, y =sint, z =t, prot € [0, 27]
a jeji hustota je p(x,y,2) =1+ x + z.

Muzeme rovnou dosadit do vzorce a mime

2m 27
mz/ (1+cost—|—t)\/sin2t+c052t+1dt:\@/ 14+cost+tdt=
0 0

2

27
t 472
—\@[t—ksint—kz} —\/§<27r—|—72r>—2\f2(7r—|—7r2).
0
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Pi. 407 Urcete délku cykloidy, kterd je ddana parametricky joko x = At — Asint, y = A— A cost,
pro t € [0,27].

Abychom uréili délku kiivky, musime spocitat |, ¢ 1ds, pres danou kiivku C. Dostaneme integral

2
l :/ 1\/(/1—/100315)2 + A2sin? tdt =
0

27 27
= \/A2 2A2cost + A2cost + A2sin®tdt = \V2A2 —2A2costdt =

0
27
=24 / 2sin? dt

t 1 —cost
-2 _
we (1) -1
2
= |sint je na [0, 7] kladny| = 2A/ sin <2) =

2m
=24 [—2 cos (;)] 4A(—cosT + cos0) = 8A.
0

Pro A =1 cykloida vypada jako
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Pi#. 408 Urcete délku evolventy, kruZnice dané parametricky jako x = r(cost + tsint), y =
r(sint — tcost), pro t € [0,2x], r > 0.

Pro jisté r vypada kfivka jako:

Kiivka je dand parametrizaci, proto muzeme rovnou pocitat derivace parametrizace

x =r(—sint+sint + tcost) = rt cost,

y =r(cost — cost + tsint) = rtsint.

V odmocniné tak mame

@2+ ()2 = V122 cos? t + r22sin® t = rt

27 27 t2 2T
l:/ 1-rtdt:r/ tdt:r[} = 2r72.
0 0 21,

500



Pr. 409 Urcete délku jednoho zdvitu Sroubovice, kterd je ddna rovnicemi x = 2cost, y = 2sint,
= 2t, prot € [0, 2n].

Pocitame

271' . 2 9 271' 9 9
| = ; 14/4sin”t + 4 cos terdt: ; 1 4+mdt:27r 4+p:
=+/1672 + 9.

Zavit sroubovice vypadé jako
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Pi. 410 Urcete hmotnost édsti krusnice x? + y2 = 2z, y > 0, je-li jeji délkovd hustota primo
umérnd vzdalenosti bodu od poédtku.

Upravou na Ctverec zjistime, ze kiivka popisuje horni ¢ast kruznice s polomérem 1 a stfedem
[1,0]. Tato kiivka je tedy ddna parametrizaci = cost + 1, y = sint, pro t € [0, 7]. Vzdélenost
bodu [z, y] od po¢dtku je ddna funkel \/x? + y2, coz udévé hustotu bodu [z, y]. Hustota je tedy
plx,y) = K+/2? + y?, kde K je koeficient pfimé timérnosti. Abychom zjistili hmotnost kiivky,
pocitame

:/K\/m2+y2d5:K/ \/(cost+1)2+sin2t\/sin2t+6052tdt:
c 0

t 1 t
cos? (2> +COb K\f/ 1/20082

= |cost je na [0, 7/2] kladny| —2K/ cOS (2> dt =2K |:281n<2):| =

0

= K/ V2 +2costdt =

Kiivka vypada jako

0.5

-0.5

Zde uvazujeme klasickou vzdélenost/metriku danou pythagorovou vétou. Co kdybychom vsak
uvazovali vzdélenost v jiné metrice. Uvazme nejprve taxikdiskou metriku py(z,y) = |21 — y1| +
|z2 — ya|. Dostaneme tak vzdalenost bodu [z, y] od pocatku jako |x| + |y| a hustota je p(x,y) =
K|z| + Kly|. Odvodime takto novou hmotnost

mgz/ K|x|+K|y|ds:K/ (Jcost + 1| + | sint|)Vsin® t + cos? t dt =
c 0
:K/ cost+1+sintdt = K [t +sint — cost]; = K(m + 2).
0

Taxik4rskd metrika je pofdd celkem obvykld. Dalsi metriku mdme poo(x,y) = max{|z; —
y1l, |22 — y2|} coz by ndm dalo vzdédlenost bodu [z,y] od pocéatku jako max{|x|,|y|}. Hustotu
plynouci z takovéto metriky je p(x,y) = K max{|z|,|y|}. Hmotnost je

mgz/Kmax{\x|,|y|}ds:K/ max{|1 4 cost|,|sint|} dt.
c 0

Nyni musime rozhodnout, vzhledem ke které funkci se realizuje maximum. Vime, Ze na intervalu
[0,7/2] je 1 + cost > sint. Jak je to vSak na intervalu (7/2,7]? Piedpoklddejme, Ze na tomto
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intervalu plati nerovnost sint > 1 4 cost a upravujme
sint > 1+ cost

sint —cost > 1

(sint — cost)? > 1

1 —2sintcost > 1

—2sintcost > 0.

Posledni nerovnost je skuteéné splnéna a vzhledem k tomu, ze je sint — cost > 0 jsou dpravy
také ekvivalentni a puvodni nerovnost byla spravné. Mdme tedy

B ™ -
mgzK/ 1+costdt—|—K/ sintdt:K[t—&—Sint}@+K[—cost]%:2K+K:3K.
0 3
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Pi#. 411 Vypoctéte hmotnost kiivky x = Acost, y = Bsint, prot € [0,2n], A > B > 0, jejiz
hustota je dana funkci h(z,y) = |y|.

Pocitdme hmotnost elipsy, kterou ziskdme skrze kiivkovy integral prvniho druhu. Elipsu méame
danou parametricky, sta¢i pocitat integral

2m
m:/h(x,y)dSZ/ |Bsint|\/A2sin2t+32c032tdt:
c 0

A .
4 ——=—=—=15Inz = cost
= 2/ Bsinty/A2 + (B2 — A2) cos?tdt = A Az;ﬁ;zdz — gintdr | T
0 VAZ=B? -
— arcsin C'
A A2(B? — A2
= -2B ———coszy/ A% — %sinzzdz:
arcsin C VA2 — B? A*—-B
2BA2 arcsin C 2BA2 |:Z sin 2z arcsin C
= — coszVeos? zds = ——— [ = + ] =
VA2 — B? J_aresinC VA2 — B2 |2 4 — arcsin C
2BA? in 2 in C' 2BA? V1-C?
= —— [ arcsinC + St 2 aresil = arcsinC +C— | .
A2 — B2 2 A2 — B2 4
Kde mame C = # a vyuzivdme rovnosti sin(2arcsin C') = 07@2—02 stejné jako lichosti

funkei sin x, arcsin .
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Pf. 412 Vypoctéte hmotnost krivky x = At, y = %tQ; £ = ?t?’ prot € [0,1], A > 0, jejiZ hustota
je ddana funkci h(z,y) = 4 /%y,

Pocitame integral

24 !
m:/ h(a:,y)ds:/ t2\/A2+A2t2+A2t4dt / tV1+82+t4dt =
c 0 2 0
. 2 = t2 _é 1121 2ds =
Tl dz=2tar | T2, VAT

1

_A B2V +a+ 142241+ (e +2)VE2+2+ 1]

=3 < =
0

A

== (31n(2\f+3)+6\f 3In3 — 2)

Integral pod odmocninou lze ziskat vice zpusoby. Jeho vyfeseni vSak neni trivialni.

/ 2
1 3 1 / 3
Vid+z+22de = —i—f +-de=|t=x+=|= 24 —dt =
/ x4+ x-dx / x 5 1 x ‘t x 2‘ / t 4dt

_ V3 3
= b= \/2 sinhu /—cosh uy/—s 1nh2u+ du = f/coshu\/CoshQUdu:
dt = %2 coshudu 4

3 3 1 sh 2 sinh 2
zi/cosh2udu:§/¥du 3{—1—5111 u]—i—C:

2t 42
3arcsinh % 3sinh u coshu 3n (\/5 Ty I 1) 3% |

Kde vyuzivame navic vztahy

cosh 2z = sinh? z + cosh? z = 2cosh? z — 1,
1+ cosh 2x

5

sinh 22 = 2sinh x cosh z,

cosh?z =
cosharcsinhz = v/x2 + 1,

arcsinhz = In(z + V22 + 1).

Vysetrovand kiivka vypada pro A = 1 jako
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P#. 413 Spoctéte hmotnost funkce f(x) = coshx, je-li jeji hustota
e pi(z,y) =1

o pa(a,y) = -

Kiivku parametrizujeme jednoduse jako 2 =t a y = cosht, pro ¢t € (—oo,00). Poté plati ' =1
a y' = sinht. Mdme tedy integral

/ 1-\/1+sinh2tdt:/ \/costhdt:/

coshtdt =
— — 00
= [sinh¢]* = lim sinh¢— lim sinh¢ = cc.
t—o0 t——o0

Podle oéekavani vidime, ze nekoneénd kiivka s rovnomérnou hustotou mé také nekone¢nou vahu
Druhd moznost nam dava

1 >~ 1 inht]°
/ 73'\/1+sinh2tdt:/ dt = {Sm ]
_ oo Cosh” t

oo cosh? ¢ cosht|
sinh t sinh t sinh ¢ et —1
= — I = =2 lim tght =2 lim ——— = 2.
v cosht 1= b cosht v cosht Pl o e2t 11

Zde vyuzivame vztahu pro hyperbolicky tangens. Muzeme tento vzorec ziskat pokud uvazime,
ze

e —e™ "
sinhx = ,
2
X +e—$
coshx =
2
Vsimnéme si, ze i zde plati
1
teghz) = .
(teh) cosh? z
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Pi#. 414 Naleznéte téZisté ctyrihelndku spojujictho body [0,0], [1,0], [0,1], [2,2], je-li hustota
krivky ddna jako p(x,y) = x +y.

Vidime, ze tento Ctyithelnik muzeme parametrizovat pies 4 tisecky. Dostaneme

Cy:x=0, C3:x=1+t,

y=1t, yzzta
CQZIL’:2t, C4I$:t,
y=1+¢, y=0,

vzdy pro t € [0, 1]. Zatneme vypoétem hmotnosti kiivky, pocitdme
1
m=/ O+1) VI+@+1+8) VIFI+(1+t+2t) VItd+ (t+0) VIdt=
0

1 1 2 2 1
t t
:2/t+(3t+1)\/5:2 t+ (3t 4+ 1)V5dt =2 5+3¢55+\/5t =
0 0

0

1 1 14+ 5v5
_2(2+3\/52+\/5> :2#:1%\/5.
Nasledné potiebujeme spocist statické momenty

1
SIZ/yp(x,y)dSZ/ ttVI+ (L +t) - Bt+D)VA+T+2t-(1+30)VI+4+0-tV/1dt =
C 0
1

1
:/ t2+(3t+1+3t2+t+2t+6t2)x/5dt:/ t2 4+ (1 + 6t + 9t>)V/5dt =
0

3 !
= [ +(3t2+t+3t3)\/5] :§+7\/5.
0

Sy/Ca:p(x,y)ds/10~tﬁ+2t~(3t+1)\/4+1+(1+t)o(1+3t)\/1+4+t-t\ﬁdt

0
1
=347

3+7V5 5+ 7V5
1+5V5 1455

Pokud bychom si vykreslili vzniklou kfivku, tak zjistime, ze je tato kiivka osové symetricka pres

ro 5 5]

’
mom
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jehoZ hustota roste smérem k vrchu a je primo umérnd vysce.

Budeme chtit popsat kiivku parametricky a vidime, ze se drak skladd z pulkruznice o poloméru
2. Jeho dalsi ¢ésti jsou pak tvoreny pfimkami. Dostaneme parametrizaci

Cy:x = 2cost, Cy:x=t, C3:x=t,
y = 2sint, y = 2t, y = —2t,
pro ¢ € [0, 7] pro ¢ € [0, 2] pro ¢t € [—2,0]

p(z,y) = Ay, kde A je neznamd kladnd konstanta. Poc¢itdme tedy hmotnost

my = / 2Asint\/4sin’t 4 4cos2 tdt = 4A/ sint dt = 44 [~ cost]y = 8An?,
0 0
2
my = / 2AtV/T + 4dt = V5 [Ar?]] = 454,
0
0
ms = / —2AtVT+4dt = V5 [-A7]°, = 4V5A.
2

Celkovou hmotnost tedy dostaneme jako
m=mj +ms +ms = 8AT> + 8V5A

Nyni uz zbyva dopoéitat jen statické momenty. Vyuzijeme integraly z funkei yp(z,y) = Ay? a
zp(z,y) = Azy.

™ 2 0
Sm:/ yp(ac,y)ds:/ 4Asin2t\/4sin2t—|—40082tdt+/ 4At2\/5dt+/ 4At*5 dt =
c

0 0 -2

sin231— 2x}w+4A\/5 [t?’
0

™ :

2 3 0
t 2 2
] +4AV5 [] — 4A7m + 3—A\/5+ 3—A\/5 =
0 3], 3 3
4
= 4AT + %AJB,

™ 2 0

Sy:/ xp(a;,y)ds:/ 4Asintcost\/4sin2t+4cothdt+/ 2At2\/5dt—/ 24t%V5dt =
c 0 0 -2

T 3] 37° 21"

:4A/ sin2tdt +24V5 = | 2dt —24V5 | = | =44 [-2Z) o,

0 310 31 2 1o
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4AT + 8L AVB

F+5V5
"8An2 + 8V5A

T= s
72 ++/5

Vidime, ze kostra draka je symetrickd pfes osu y stejné jako hustota p(z,y). Z téchto duvodu
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9.5 Pokrocilejsi priklady

Pi#. 416 V prostoru funkci C[0,3] s metrikou stejnomérné konvergence méjme zaddnu usecku
C: X(t)=a22—t-x+1, prote|[l,2]. Spoctéte délku této tsecky.

Nejprve si rozmysleme, Ze metrika stejnomérné konvergence na prostoru C|a, b] je udéna normou

| flloc = sup [f(z)].

z€[a,b]
Vskutku, metriku ziskdvame z normy tak, ze ji zavedeme jako
poo(fr9) = |If = glloe-
Nyni méme tec¢ny vektor X'(¢) = —z a jeho velikost muzeme spocitat jako

[| X' (t)||oc = sup |X'(t)]= sup |—z|= sup z=3.
z€]0,3] z€]0,3] z€]0,3]

Potom pokud pocéitame délku kiivky, tak ji ziskame jako kiivkovy integral

2
/1ds:/ 1-3dt=3.
C 1
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Pt#. 417 V prostoru funkci C[0,1] s metrikou stejnomérné konvergence méjme zaddnu kiivku C
parametricky jako X (t) = x?sint, pro t € [0, 7. Spoctéte krivkovyj integrdl

/ X2 ds.
C

Teény vektor kiivky C je dan jako X'(t) = 22 cost a jeho velikost je potom

| X' (t)||oo = sup |z%cost| = sup z?|cost| = |cost|.
z€[0,1] z€(0,

Potom muzeme dosadit a pocitat

™

s T z
/ X?2ds = / («® sint)2 |cost|dt = x4/ sin?t| cost|dt = 23:4/ sintcost dt =
c 0 0 0

us
2

_ gyt sin® ¢ - @
3 1o ’
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Pi. 418 V prostoru R? s tazikdrskou metrikou méjme zaddnu kiivku C parametricky jako x = t2,
y=1—t, prot€[0,1]. Spoctéte kiivkovy integrdl

/ xyds.
c

Rozmysleme si nejprve, ze taxikaiska metrika
p1(A,B) =) |A; - Bjl
i

je uddna normou

1Al = 1Al

K2

Potom pro teény vektor ¢t kiivky C plati 2’ = 2t, y’ = —1 a tedy t = (2¢,—1) a plati
[[¢] = [2¢] + | = 1] = 2¢[ + 1.

Potom muzeme pocitat integral

ryds = 12 —1)- = 12 — =
/Cyd /Ot(l t)- (20| +1) de /Ot(l t)(2t+1)dt

1 5 4 371
Bttt 11
= 2*+3+2dt=|-2—+—+—| ==.
/0 T [ 5T 3}0 60
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Pi. 419 Odhadnéte délku elipsy
922 + 4y? = 36,

pro y > 0, s presnosti mensi nez 1073,
Abychom spocetli délku, potiebujeme parametrizovat elipsu, coz ziskdme obvyklou transformaci

r = 2cost,

Yy = 3sint.

A 7z omezeni 3sint > 0 vidime, ze t € [0,7]. Jiz ze zadéni vime, Ze se jednd o horni polovinu
elipsy. Elipsa je zaddna také jako y = 7V362*9"’”2, pro z € [—2,2]. Sta¢{ ndm vsak spocitat délku
poloviny elipsy pro z € [0,2] nebo ¢ € [0,7/2] a nésledné vse jen vyndsobit dvémi. Délku kiivky
mame

/2 /2
l:2/ 1\/4Sin2t+90052tdt:2/ V9 —5sin®tdt =
0 0

/2 5
:6/ 1— = sin®tdt.
0 9

Nyni vidime, Ze se jedna o hodnotu eliptického integralu

ktery jsme si uvadéli v kapitole o parametrickych integralech. Zde vidime, odkud ziskal tento
integrél své jméno. Vime, ze muzeme integral vyjadfit jako [11]

T (2n)! 2oy
BEly)=3 nz::O (22n(n!)2) 1-2n

Dosadime tedy do tohoto odhadu

Vezmeme-li sumu

™ i @2n)! \* 5"
2 22n(nh)2 ) (2n —1)97’
vidime, Ze tato suma mé kladné ¢leny a proto muzeme brat
Gyl (2n + 2)! 2 gt 22n(n)2\ * (2n — 1)9"
an  \227P2(n+1)2(n))2 ) (2n + 1)9nt1 (2n)! 5n
1 1
_(+3)5(m—3) _

CESEE)

5
..

Rada konverguje dle podilového kritéria. Muzeme tedy odhadnout chybu souétu fady po se¢teni
n ¢lent jako

5 5
Rn< nlara =70y An| -
< lanlga =579y = lonl3
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Zde vyuzivdme odhad chyby dle Véty 4.5 v textu [4]. Prvnich deset ¢lenu posloupnosti a,, je

n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5
0.1388888889 0.0144675926 0.0033489798 0.0010174852 0.0003561198
n==~06 n="7 n==~, n=9 n =10

1.360180e — 04

5.513201e — 05

2.333060e — 05

1.020114e — 05

4.576344e — 06

Vidime tedy, ze chceme-1i chybu mensi nez 0, 001, staci secist prvnich 5 ¢lenti fady. Pokud bychom
chtéli ¢leny a,, odhadnout sami, tak muzeme vyuzit Stirlingovu formuli

n n
n! =~ v2mn (7) ,
e

ktera je blizka i pro malé hodnoty n. Dostaneme tak

= (22(32!32)2 2n inl>9

~< mn (%
mn22n+ 1(

) ot

(2n —1)97

511
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1 2
= <
w220+ | (2n —1)97 <Wm) (2n—1)9"  wn(2n—1)9" ~
g 1 1

< <
“3n(2n—-1)9" T~ 3n-n

2
B ( Varn22n ) 5"

pron € N.
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10 Krivkovy integral 2.druhu

Necht C' je po édstech hladka kiivka. Necht je na hladké kiivce C' definovdno tiplné/linearni
uspofdddni jejich bodu (o kazdé dvojci bodu lze tict, ktery bod pfijde diiv), které odpovidd
pohybu hmotného bodu B po kiivce C, kdyZ se pohybuje v jednom sméru (tj. nemuze se vracet).
Pokud bod B dorazi do bodu, kterym jiz prochazel, musi do tohoto bodu dorazit z jiného sméru
nez z jakého pii predchozich navstévach vyrazil. Takovému uspotradani pak fikdme orientace a
hladké kiivce C' s timto uspoifddanim budeme fikat orientovana kiivka. Pro jednoduchou kfivku
(kfivka neprotind sama sebe) chceme v podstaté urcit jeji zacdtek a konec. Orientaci kiivky
muZeme reprezentovat nasledovné

— Ty O

Kfivka 1 Kfivka 2 Kfivka 3

Pokud bychom uvazovali trajektorii bodu, ktery se po kiivce C vraci tam a zpatky, muzeme
rozdélit kiivku na nékolik ¢asti s jednotlivymi ¢astmi reflektujicimi pohyb bodu. Muzeme si to
predstavit jako dvé stejné kiivky jen s opa¢nou orientaci navzajem se prekryvajici

—> —>

/'( <— <—

Kfivka 1 Krivka 2

Necht je hladka orientovand kiivka C parametrizovand jako z = a(t), y = B(t), z = ~(t),
pro t € [A, B]. Potom fekneme, Ze parametrizace kiivky C je souhlasnd s jeji orientaci, pokud
smeér pohybu (pro zvétsujici se t) bodu [«(t), B(t),v(t)] po kiivce C je stejny s orientaci kiivky
C. V opacném pripadé se tato parametrizace nazyva nesouhlasna s orientaci. Jednoduse feceno,
parametrizace nam udava v kazdém case ¢ bod kiivky, ale s ménicim ¢ se tento bod pohybuje
po kiivce. Nds zajim4, jestli pohyb tohoto bodu udaného parametrizaci je stejny jako orientace
kiivky. Parametrizace nam udéva hladkou orientovanou kiivku jednoznacné az na orientaci, ktera
muze byt opacna.

Pokud médme dvourozmérnou uzavienou kiivku C' danou v obvyklé roviné zy, pak za kladnou
orientaci povazujeme orientaci, kterd jde proti sméru hodinovych ruc¢icek. Tj. pokud mame jed-
noduchou uzavienou kiivku C, tak v bodé [z, y] kiivky C' s nejvétsi y-ovou souradnici musi byt
kiivka orientovana zprava doleva. Pro nékteré kiivky C v8ak kladnd orientace vubec existovat
nemusi. Napiiklad pokud kiivka C' nenf jednoduché a vypadd néasledovné
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Necht funkce P(z,vy, 2), Q(x,y, z), R(z,y, z) jsou spojité ve viech bodech hladké orientované
kiivky C. Nechf kiivka C' je parametrizovand jako = = «a(t), y = 8(t), z = v(t), pro t € [A, B],
pak kiivkovy integral druhého druhu muzeme vyjadiit jako

[ PGey.2)dn+ Q) dy + Rz =
B
=+ [ P@(0), 80200 (0) + QLa(t). 502 (0) + Rla(0). B0 ()t

A

kde znaménko + reprezentuje +, pokud je parametrizace souhlasna s orientaci a — pokud je
nesouhlasna.
Pokud bychom uvazovali symbolicky derivace parametrizace jako

= % =d'(t) = dz =d/(t)dt,
) = % — () = de = 8(t) dt,
o % =~ (t) = do =~(t)dL.

Dosazenim téchto vztaht do integralu a vytknutim dt¢ bychom dostali pfevodovou formuli. Pokud
bychom méli vektorovou funkei F' = (P(x,y, ), Q(x,y, z), R(z,y, 2)) a teény vektor kivky 1/ =
(o/(t), B'(t),7'(t)), pak muzeme kiivkovy integrdl druhého integril také vyjadrit jako

B

/Fdr:/P(:c,y,z)dx+Q(m,y7z)dy+R(%y,z)dz:j:/ (F, ) dt,
c c

A

kde symbol (-, -) reprezentuje standardn{ skaldrn{ soucin.
Je-li P(x,y,z)dz + Q(z,y,2)dy + R(z,y,2)dz diferencidl néjaké kmenové funkce K na
mnoziné V', pak pokud je C kiivka lezici ve V, tak

[ Pay2)do Qe 2) dy + R(w.p.2) dz = K(B) ~ K(4),
c
kde A je pocateéni bod kiivky C' a B je jeji koncovy bod. Navic se v takovém pripadé vektorové

pole F' = (P,Q, R) nazyvi potencidlové (alespon na néjaké oteviené mnoziné V, kde kmenové
funkee existuje). Je-li V' souvisld mnozina afunkce P, @, R maj{ spojité parcidlni derivace, pak

017



funkce K (z,y, z) existuje, pokud jsou splnény rovnosti

EP(x,y, Z) = EQ(%,Q, Z),

dy or
0 0
E‘P(xaywz) - aR(l‘,y,Z),
0 0
&Q(l‘aywz) - @R(w7yvz)

Pohybuje-li se bod jednotkové hmotnosti ve vektorovém poli F' = (P, @, R) po hladké kiivce
C, muzeme vypocist jeho préci, ktera je pfi tomto pohybu vykonana, jako kiivkovy integral 2.

druhu
74 z/ Fdr.
C

Orientace kiivky C je v tomto pifipadé uddna smérem pohybu pracujicitho bodu.

Mgjme néjaké vektorové pole F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)). Toto vektorové pole reprezentuje
pusobici vliv na uvazovany hmotny bod v bodé [z, y]. Pokud v bodé [x, y] vykreslime pusobici vek-
tor (P(z,y),Q(z,y)), dostali bychom napiiklad pro vektorové pole F(x,y) = (1+z, y) nasledujici
obrazek

37 / / e
259 / A el -
r 29 S 7 el
154 ol A '
1 — — — T
0 1 2 3 4
X

Zde oviem vykreslujeme pusobici vektory pouze v nékterych bodech a ne ve vSech. Jinak by
situace byla nepiehledna. Kiivkovy integral 2. druhu pak muzeme vnimat jako s¢itani vliva pole
F(z,y) na body [z, y] lezicich na kiivce C. Potencidlové pole pak muzeme chépat jako specidlni
pole ve kterém kdyz se pohybujeme, tak se jeho vlivy vzdjemné rusi natolik, Zze nezalezi na
trase pohybu hmotného bodu, ale pouze na tom do jakého bodu dorazime. Uvazujme naptiklad
potencidlovou energii v gravita¢nim poli, kterd zavisi na pozici objektu a ne na zpusobu, jakym
se objekt do bodu dostal. Nebo uvazujme chodce, ktery je pfipevnén pruznou gumou ke zdi od
které se vzdaluje a chce dojit do jistého bodu. Naptiklad takto
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Cil

Chodec muze do bodu dorazit ruznymi zpusoby. Muze dojit do bodu a zde se zastavit. V ta-
kovémto piipadé na néj pusobi guma jen v jednom sméru. A integraci bychom poséitali spojité
pusobeni tahu gumy.

Cil

Chodec by vsak mohl bod také pfejit a pak se vratit. V prvnim pfipadé by mu guma nejprve v
pohybu brénila, ale pfi ndvratu by mu naopak pomahala.

< A
/

Za dostateéné hezkych predpokladu by se toto branéni navic (poté co by uz Sel dél nez cho-
dec musel) vzdjemné vyrusilo s pomoci, kterou by chodec ziskal (pfi ndvratu zpatky). Takové
predpoklady by nastaly presné v piipadé, kdy by byly pusobici sily potencialové.

Uvazujme bézce ve vétrném tunelu. Smér a sila vétru foukajictho v tunelu jsou udany vek-
torovym polem F' = (2,3). Tedy vitr foukd v kazdém bodé stejnym smérem a stejnou silou. V
realné situaci bychom takové homogenni chovani vétru predpokladat nemohli. Bézec bézi z bodu

519



[—1,0] do bodu [2,1]. Vsimnéme si, Ze toto vektorové pole je potencidlni, nezdlezi tedy na trase
jakou se vyda. Uvazujme, étyfi rizné trasy po kterych miize bézet. V prvnim pifpadé necht bézec
bézi rovnou po piimce. Usecku spojujici dané body muzeme parametrizovat jako x = —1 + 3t,
y =1, prot € [0,1]. V takovém piipadé bychom méli celkovy vliv vétru V' dany jako

1
V:/ 2-343-1dt=9.
0

Ve druhém piipadé uvazujme, ze bézec bézi po lomené ¢dfe nejprve do bodu [2,0] a az poté do
bodu [2,1]. Prvnf pohyb bychom parametrizovali jako © = —1 4+ 3¢, y = 0 a druhy pohyb pak
jako x = 2, y = t. V obou piipadech pro t € [0,1]. Vliv vétru bychom tak dostali jako

1 1
V:/2~3+3-0dt—|—/ 2:043-1dt=6+3=9.
0 0

Ve tretim piipadé uvazujme, ze bézec bézi nejprve nejkratsi moznou trasou do bodu [6, —5], aby
se z néj zase pro zménu vratil do bodu [2,1]. Mdme zase dvé usecky x = —14 Tt, y = —5t a
x=6—4t, y = =5+ 6t obé znovu pro t € [0, 1]. Tentokrdt dostaneme vlivy vétru jako

1 1 1 1
V:/ 2-7+3~(—5)dt+/ 2-(—4)+3-6dt:/ —1dt+/ 10dt = —1 410 = 9.
0 0 0 0

Nakonec uvazujme trasu po parametrizované kiivce x = —1+ 3t e T a y=t3e"! prot e [0,1].
Integral se nyni zkomplikuje, ale i zde zustane vliv vétru stejny

1
3 -
V:/ 2. (2t+3>e T 43 (5 + 3% e dt = =0.
0

V integralech vidime, ze vitr fouka po nékterych trasach bézci do zad z jistého hlu a pomaha mu
v béhu. Po jinych trasach zase vidime, ze vitr nejdiiv bézci skodi, ale poté mu naopak pomaha
o to vic, kdyz bézec bézi vzhledem ke vétru pod jesté vyhodnéjsim dhlem. V poslednim piipadé
neni vliv vétru vubec zfejmy presto vSak zustava stejny. Pole je vskutku potencidlové. V tomto
piikladé ignorujeme vSechny ostatni vlivy béhu. Sledujeme pouze vliv vétru v podobé vektorového
pole. Posledni trasu si muzeme zobrazit spolu s vektorovym polem a tecnym vektorem nésledovné

7 7 0s] a 7
7 A%~

g

7
717 d 7 1 7

2

N

Vzhledem k pievodu kiivkovych integrdlu na riemannuv integral muzeme spojit za dostateéné
hezkych predpokladu vzajemné kiivkovy integrédl 1. a 2. druhu vztahem
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B
/ sz+Qdy+Rdz:i/ Poa' Q-8 +R-+(t)dt =
C A

= £ + . V(@2 + (B2 + ()2 dt =

"B
=+ P +Q- R-
/A V@) + (82 + ()2 V@2 + (892 + (+)2 V(@2 + (802 + (/)2

- i'/c ((P,Q,R),T) ds = i./c (F,T) ds.

Tento vztah nenf urcen piesné (je dén pfesné az na znaménko), které bychom ziskali ze vztahu
parametrizace a orientace kiivky C. Symbol T oznacuje normovany tetny vektor parametrizace
kiivky C' a zévorky (-,-) v poslednim integrdlu oznacuji skaldrni soucin.
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10.1 Orientace

P¥. 420 Méjme krivku C parametrizovanou jako x = t2, y = —sin(—t), pro t € [m,2n]. Tato
krivka C je orientovand v obvyklé roviné xy zprava doleva. Rozhodnéte, zda je tato krivka para-
metrizovand souhlasné nebo nesouhlasné.

Podivejme se nejprve na podobu kiivky C. Tato kfivka zaéind pro t = 7 v bodé [72, — sin(—7)] =
[72,0]. Potom se parametr t zvétsuje a protoze je funkce x = t? rostouci, posunujeme se s
rostoucim ¢ podél osy  doprava. Vyjadifme navic ze vztahu o = ¢2, ze plati pro > 0 také vztah
t = /z. Potom dosazenim do vztahu y = —sin(—t) (ktery muzeme upravit pro zjednoduseni do
podoby y = sint) dostaneme y = sin y/z. Tedy s rostoucim z se pohybujeme doprava a kiivka C
kopiruje graf funkce f(z) = sin+/z. Parametr ¢ roste az do hodnoty ¢ = 27, kde kiivka C' konéf
v bodé [472,0]. Kiivka C je vSak orientovand zprava doleva. My se parametrizaci posunujeme
zleva doprava. Parametrizace je tedy nesouhlasnd s nas{ orientaci. Graf funkce f(z) = sin/z
vypada néasledovné
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10.2 Obecna vektorova funkce

Pi. 421 Vypoctéte integrdl
I:/ —ydz+ady, pro C:2’+y>=4,2>0,y>0,
c

kde C' je orientovand po sméru rucicek.

Jedn4 se o ¢ast kruznice s polomérem 2, parametrizujeme tedy kiivku pomoci polarnich soufadnic
jako x = 2cost, y = 2sint, pro t € [0,7/2]. Dosazenim ¢t = 0 dostaneme pocédteéni bod para-
metrizace, ktery je [2,0]. Koncovy je pak pro t = § bod [0,2]. O¢ividné jde parametrizace proti
sméru hodinovych ruc¢icek po kruznici kiivky C. Vidime tak, ze tato parametrizace je opac¢na
oproti orientaci kiivky, kterd je zaddna po sméru hodinovych ruc¢icek. Pred integralem tak bude
znaménko —. Muzeme pocitat derivaci parametrizace jako

' = —2sint,

y' = 2cost.

Tyto derivace ndm urcuji teény vektor ke kiivce C' jako T' = (—2sint,2cost). V bodech B tak

mame tecné vektory
bod B ‘ parametr ¢ ‘ vektor T

[1,0] 0 (0,2)
[ﬂ’ ﬁ] % (7\/55 \/é)
[07 2] g (_2a O)

Vykreslené vektory spolu s kfivkou vypadaji potom takto:

I zde vidime, Zze smér parametrizace urceny tecnymi vektory je opacny k orientaci kiivky.
Dostavame ze zakladniho prevodniho vzorce integral

3 3 x
I= 7/ —2sint(—2sint) + 2cost2costdt = 7/ 4dt = —4t]§ = —2m.
0 0
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Pi. 422 Vypocteéte integrdl

1
Iz/(x—)dy, pro C:y=z21<z<2,
c Y

kde [1,1] je pocdteénim bodem.

Kfivka je dand explicitné, parametrizujeme ji tedy jednoduse jako x = t, y = t2, pro t € [1,2].
Pocatecni bod ma soufadnici x = 1 a tedy je orientace souhlasnd s parametrizaci. Te¢ny vektor
kiivky urceny parametrizaci ziskdme derivacemi

=1,
" = 2t.
Pocitame
2 2 3 2
1 2 2
I:/ t—— 2tdt:/ 2 — Zdt = | = —2Int|| =
1 t2 1 3 3 1
16 2 14
=— 22— Z40=——In4
g e Tpti=g o

Podivejme se nyni na situaci, kdy bychom zvolili jinou parametrizaci kiivky C. Takovou jinou
parametrizaci miize byt napifklad z = —t a y = t2. Nyni ¢t € [-2, —1] nebot pro

1< -t <2=-2<t<—1.
—~

=x

Tato parametrizace vSak nynf za¢ind pro t = —2 v bodé [2,4] a koné{ pro ¢ = —1 v bodé [1,1] a
tudiz jde parametrizace proti sméru orientace. Integral bychom tak méli

-1 1 -1 1 3 !
I:—/ —t— — ~2tdt=—2/ —t? ——dt =2 |—% —Inft|]| =
_92 12 -2 t 3 -2

——2(5-m0 -5 +ne) = -2(-]+ne) =3 -

Vsimnéme si, Ze 1 pfes jinou parametrizaci integral vyjde stejné. Avsak jen pokud si ddme pozor
na vztah orientace a parametrizace. V opa¢ném piipadé by ndm vysledek stejné vyjit nemusel.
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Pi. 423 Spoctéte integrdl
1= / 3dy,
c
kde C : 2 +y* = 4, y > 0 orientovand od bodu [—2,0] k bodu [2,0].

Zagneme tim, ze parametrizujeme kruznici jako © = 2cost, y = 2sint, pro t € [0,7]. Tetny
vektor uréeny parametrizaci ziskdme derivacemi

' = —2sint,
y' = 2cost.

Tato parametrizace za¢ind pro t = 0 v bodé [2,0] a konéi pro t = 7 v bodé [—2,0]. Proto je
parametrizace nesouhlasné s orientaci kiivky a dostavame integral

I:—/ 0~(—251nt)—|—3-2005tdt=—6/ costdt = —6[sint]] = 0.
0 0
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Pi. 424 Spoctéte integrdl

I:/?dx,
c
2 2

kde C: & + % =1, y > 0 orientovand od bodu [—2,0] k bodu [2,0].

Nejprve parametrizujeme kiivku obvyklou parametrizaci pro elipsy x = 2cost, y = 3sint, pro

t € [0, 7). Tato parametrizace pro t = 0 za¢ind v bodeé [2, 0]. Vidime tedy, ze zvolend parametrizace
neni souhlasné s orientaci. Teé¢ny vektor uréeny parametrizaci ziskdme derivacemi

' = —2sint,

y = 3cost.

Dostavame integral

I= 7/ 2~(72$int)+0°(2COSt)dt:4/ sintdt = 4[— cost]; = 8.
0 0
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Pi. 425 Spoctéte integrdl
I :/ rdx + ydy,
c

2

kde C : y = %, orientovand od bodu [—2,2] k bodu [2,2].

Chceme parametrizovat kiivku nejsnazsi parametrizaci ¢ = t, y = %, pro t € [-2,2]. Tato
parametrizace za¢ind pro t = —2 v bodé [—2, 2]. Proto je tato parametrizace souhlasnd s orientact
kiivky. Te¢ny vektor kiivky uréeny parametrizaci ziskame derivacemi

Pocitame

2 2 2 472

t t t 4 16 4 16

I:/ t-1+-tdt:{+] =4+ ——=—-——=0.
_9 2 5
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Pi. 426 Spoctéte integrdl
I :/ ydx + x dy,
c

kde C : y = e*/2 +e7%/2 zacinajici pro x = 2 a konéici pro x = —2.

Nejdifve parametrizujeme kiivku nejsnazsi parametrizaci = t, y = e*/2 +e7%/2 pro t € [-2,2].
Vidime, Ze tato parametrizace nesouhlasi s orientaci kfivky nebot po¢iteéni bod parametrizace

ma souradnici x = —2. Teény vektor kiivky urceny parametrizaci ziskdme derivacemi jako
=1,
L et/ et/
Yy =—7>5
2
Dostaneme

2 eT/2 _ o—T/2
I= 7/ (et/Q +e*t/2> 14t (2> dt = |zékladni vzorec a per partes | =
-2

2
=— [Qet/2 —2e72 4 (t—2)e/? +(t +2) e*t/Q] =
-2

=-2e'+2e ' —4e T 42e 1 —2el 4ol = —4e—4e L.
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Pi. 427 Vypoctéte integrdl
I:/ w?de+ydy+2dz, pro C:a?+y?=2%2=1,2>0,y>0,
c

kde pocdtecni bod md nejmensi vzddlenost od osy x.

V roviné dané z = 1 mame z2 + y? = 1. Vidime proto, Ze se jedns o kruznici ve vysce 1 nad
prvnim kvadrantem. Libovolny bod kfivky tak bude mit od osy x vzdélenost alespon 1, diky
trojihelnikové nerovnosti. Avsak bod lezici nad osou & mé vzddlenost pravé 1 a vSude jinde
je tato vzdalenost vétsi, jednd se tedy o pocatecni bod kiivky. Volime parametrizaci x = cost,
y =sint, z =1, pro t € [0,7/2]. Vidime, ze kiivka je orientovand souhlasné. Te¢ny vektor kiivky
uréeny parametrizaci ziskdme derivacemi

Pocitame

B

cos® t(—sint) +sintcost + 1-0dt :/ (cost — cos?t) sint dt =

-

0
U = cost .
du = —sintdt 0 9 u? ud 1
= =— u—u‘du=|———| =-=.
t=0—-u=1 1 2 3], 6

t=5—->u=0
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Pi. 428 Vypocteéte integrdl
I:/(xy—gf)dx—i—xdy, pro C:y?>=42,0<z <1,
c

kde krivka je orientovand v obvyklé roviné xy shora doli.

Kiivka je ddna explicitné funkci y? = 4x, parametrizujeme ji tedy jako y = t, = = %, pro
t € [0,2]. Vidime, Ze parametrizace kiivky zacind v bodeé [0, 0] a pokrac¢uje do bodu [1, 2]. Ktivka
jde shora dolt a tedy od bodu [1,2] do bodu [0,0]. Proto je nase parametrizace nesouhlasnd.

Parametrizace dava tecny vektor % = %7 % = 1. Poc¢itame

2 3 2 2 44 3 2
t o 1 HooR

r=—[ (Z-2) 21 aa=- | Z T+l at=
/0(4 )4+4 ;8 271

(B e PP (mem 28
40 8 12, 40 3) 15
Takto bychom vsak neméli celou kiivku C. Interval ¢t € [0, 2] odpovidd pouze hodnotdm y > 0.

Ale implicitni rovnici vyhovuji také hodnoty pro y < 0, tj. z ¢asti y = —+/4z. Proto musime
uvazit parametrizaci pres cely rozsah t € [—2,2]. V takovém pifpadé bychom méli vysledek

:_[40_8 15 15 15

£t 81?8 52 44
2] ,
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Pi. 429 Vypocteéte integrdl

2
Iz/ydx—!—Zmdy, pro C:x2+%=1,y20,
C

kde krivka je orientovand tak, Ze poédtecni bod md nejuétsi x-ovou soutadnici.

Jednd se o horni ¢ést elipsy, kterou parametrizujeme jako x = cost, y = 2sint, pro ¢t € [0,7] a
kiivka je parametrizovana souhlasné. Parametrizace dava tecny vektor % = —sint, % = 2cost.
Pocitame

I:/ QSint(—sint)—|—2(zost-2costdt:/ —2sin?t 4 2cos’ tdt =
0 0

™ ™
:|sin2t:17cos2t|:/ 20052t72+4cosztdt:/ 6cos’t —2dt =
0 0

T . 2t U
:/ 3(1+0052t)2dt—[t+35m ] -
0

= T.
2 0
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Pi. 430 Vypocteéte integrdl
I:/ y(z? + 1) dz + 2(y* — 1) dy
c

kde C je hranice oblasti M : 2% +y* — 22 < 0,y > 0 a je orientovand kladné.

Kiivku médme danou jako 22432 —2x = 0 proy > 0. Upravou na étverec dostaneme (x—1)2+y? =
1 a tedy se jedna o kruzmici se stfedem [1,0] a polomérem 1. Parametrizaci dostaneme jako

x = 14cost, y =sint, pro t € [0, 7]. Kfivka je pak parametrizovand souhlasné, protoze obihdme

kruznici po sméru hodinovych ruc¢i¢ek. Parametrizace dava te¢ny vektor % = —sint, % = cost.

Pocitame
=—cos?t

I:/ sint[(1 + cost)? + 1](—sint) 4 (1 + cost)(sin® ¢t — 1) cost dt =
0
:/ —sin?#(2 + 2cost + cos® t) — (1 4 cost) cos® t cost dt =
0
:/ (cos?t —1)(2 + 2cost + cos?t) — cos®t — cos* tdt =
0

T
:/ cos®t + cos?t — 2cost — 2dt =
0

g t sin2t T 31" 3
=/ cos® t — 2costdt + f—f—sm —2% =|-= :_I.
0 2 4 0

Zde vyuzivame, ze plati foﬂ cos®t — 2costdt = 0, nebot funkce je ,lichd“ pies bod = = 5 atedy
plocha nad grafem i pod grafem je na [0, 7] stejnd. Lichost pfes bod x = 7 se zde snadno ovéif,

pokud vhodné funkci posuneme a ovérime, ze
™ ™
L(z) = cos® (w - 5) — 2cos (w - 5) =sin®z — 2sinx
je liché funkce. Toto vSak hned plyne z lichosti funkce sinx a z faktu, ze je cos (x — g) =sinx.
K integralu bychom méli piidat jesté ¢ast hranice na ose x, kterou bychom méli parametri-

zovanou jako x =t, y = 0, pro t € [0, 2] kterdzto ¢dst by byla také souhlasné orientovand. Avsak
snadno si rozmyslime po dosazenf za y =0 a ¢y’ = 0, Ze tento integrdl je nulovy.
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Pi. 431 Vypocteéte integrdl
I:/(x2 +9?)dz + (zy — y*) dy
c

kde C je hranice oblasti M : % +y* <5 a je orientovand kladné.

K#ivku méme danou rovnosti 22 432 = 5. Jedn4 se o kruznici s polomérem /5, parametrizujeme
ji tedy pomoci poldrnich soutadnic jako # = v/5cost, y = /5sint, pro t € [0,27] a kiivka je
parametrizovana souhlasné. Teény vektor dostaneme z parametrizace

2’ = —V/b5sint,

y = V5cost.
Pocitame
5

2T e N
I:/ (5cost 4 5sin®t)(—v/5sint) + (5sintcost — 5sin’ t)v/5 cost dt =
0
2m
:5\/5[(:09]?—1—5\@/ sintcos®t —sin®tcostdt =0+ 5v5-0 = 0.
0

Kde integral fozw sint cos? t — sin? t cost dt muzeme jednotlivé spocitat pomoci dvou substituc,
nebo si v§imneme, ze se jedna opét o funkce ,liché“ pfes stied intervalu x = 7. Stejné tak bychom
si mohli vS§imnout, ze je

(cos® t)l = —3cos tsint,
(sin3 t)/ = 3sin? ¢ cost.

Muzeme tak integrovat i na zdkladé porovnani pravych stran s integrovanou funkei.
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Pi. 432 Vypocteéte integrdl
I:/ y?de — 22 dy
c
kde C je usecka od bodu [0, 1] k bodu [1,0].

Parametrizujeme tsecku jako x = ¢, y = 1 — ¢, pro t € [0,1] ¢im#z dostaneme souhlasnou para-
metrizaci. Po¢itame

! L 237" 2
1:/(1—t)2-1—t2-(—1)dt:/ 1—2t+2t2dt:{t—t2+} =-.
0 0 31, 3
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Pi. 433 Vypocteéte integrdl
I= / (2% — 2zy) dz + (y* — 22y) dy
c

kde C je parabola y = 22 pro —1 < x < 1 orientovand zleva doprava ve standardni roviné xy.
Jep Y p Y

Kiivka je dana explicitné, parametrizujeme tedy kiivku jako x = t, y = ¢, pro t € [—1,1]. Tato
parametrizace zac¢ind v levém krajnim bodé a pokracuje do pravého krajniho bodu. Tudiz je
parametrizace souhlasna s orientaci kiivky a dostavame

1 1
I:/"a2—%%-1+@4—%%%dﬁ:/ 25 — 4t — 283 + 12 dt =

-1

REGERE %4+ﬁ1 (242 1y (24 2 1N
G 5 4 3], \6 5 4 3 6 5 4 3)
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Pi. 434 Vypocteéte integrdl
I:/(x2+y2)dm+(x2 — ) dy
c
kde C je kiivka y =1 — |1 — x| pro 0 < & < 2 orientovand zleva doprava.
Nejdiive parametrizujeme kiivku jako x = t, y = ¢, prot € [0,1] ax = ¢, y = 2 — t, pro

€ [1,2]. Obe tyto parametrizace zac¢inaji v levém krajnim bodé a pokrac¢uji doprava. Proto jsou
obé parametrizace souhlasné s orientaci, dostavame

1 2
1:/ (t2+t2)1+(t2—t2)1dt+/ P+ 21+ - 2-t)H)(-1)dt =
0 1

23

1 2 1 2
:/ 2t2dt+/(2t2—4t+4)—(4t—4)dt:[3] +/ 2% — 8t + 8dt =
0 1 0 1

2 23 2 9 /16 2 4
=S4 | 4P +8t| =+ —16+16—=-+4-8) =-.
3+[3 + L 3+(3 + 3" ) 3

Funkce popisujici kiivku vypadé jednoduse jako posunutéd absolutni hodnota se zlomem v x = 1
obracend smérem dolu

Pokud bychom parametrizovali prvni polovinu kiivky naptiklad jako x = 1—t, y = 1 —t, dostali
bychom prvni parametrizaci nesouhlasnou s orientaci a museli bychom u prvniho integralu zménit
znaménko.
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Pi. 435 Vypoctéte integrdl
I:/(m+y)dx+(m—y)dy
c
kde C je elipsa f‘—i + %—2‘2 =1 orientovand proti sméru rucicek.

Parametrizujeme kiivku C, kterd je elipsou. K tomu vyhodné pouzivdme zobecnéné poldrni
soutadnice = Acost, y = Bsint, pro t € [0, 2n]. Tato parametrizace je souhlasnd s orientaci.
Pocitame

2m
I:/ (Acost+ Bsint)(—Asint) + (Acost — Bsint)Bcostdt =
0
2m
:/ —(A% + B?*)sintcost + AB(cos® t — sin®t) dt =
0

27 2 2
A B
:/ 7% sin 2t + AB cos 2t dt =
0

A? + B?
4

A? + B?
4

AB AB
[— cos 2627 + = lsin 22" = (-1+1)+=-(0+0) =0.

Druhou moznost{ je vSimnout si, ze %(IEer) =1= 8%(:5 —1y). Tedy se jedn4 o diferencidl néjaké
funkce F'(x,y). Nutné tak musi byt I = 0.
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Pi. 436 Vypoctéte integrdl
I:/(?A—y)dx+xdy
c

kde C je oblouk cykloidy x = A(t —sint), y = A(1 — cost), pro t € [0,27], A > 0. Krivka je
orientovand souhlasné se zadanou parametrizact.

Tecny vektor dostaneme rovnou z parametrizace

2’ = A— Acost,
y = Asint.

Pocitame
2
I= / (24— A+ Acost)(A — Acost) + A(t —sint)Asintdt =
0

27 27
:/ A2—AQCOS2t+Aztsint—AQSiHQﬁdt:/ A% — A% + A%tsintdt =
0 0

= |per partes| = A? [sint — ¢ cos 75](2)7r = —2A%T.
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Pi. 437 Vypoctéte integrdl

—/ Y gy TV g
C$2+y2 x2+y2 Y

kde C je kruznice x* + y?> = A% orientovand proti sméru hodinovijch rucicek.

Jednd se o kruznici s polomérem A, volime tedy parametrizaci x = Acost, y = Asint, pro
t € [0,27], kde parametrizace je souhlasnd s orientaci kiivky

1 2m
I=— A(cost +sint)(—Asint) — A(cost — sint)A cost dt

27
= —AQ/ —sintcost —sin?t — cos®t + sint cost dt =
0

27
:f/ 1dt = —2m.
0
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Pi. 438 Vypocteéte integrdl
I:/ arctggdy— dx
C X

kde C je hranice mmnoziny, kterd je ddna jako y < x, y > 2, orientovand proti sméru hodinoviyjch
rucicek.

Kfivku parametrizujeme po dvou éastech, jako x = t, y = t2, pro t € [0,1], kterd je souhlasna.
Druhou ¢ast parametrizujeme jako x = ¢, y = t, pro t € [0, 1], kterd neni souhlasnd. Poc¢itdme

1 £2 1 "
I:/ 71~1+2tarctg?dt7/ 7101+arctg¥~1dt:
0 0

1 1
= / 2tarctgt — 1dt — / —1 4 arctg 1 dt = |per partes| =
0 0

1
t+t(1arctg1)} :arctglflzgfl_
0

{2t2 arctgt + arctgt — ¢
2

Kfivka je hranici mnoziny

Zde standardné prevedeme integrovanou funkci pomoci per partes derivovanim arctg = na integral
z racionalni lomenné funkce.
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Pi. 439 Vypoctéte integrdl
I= / (y? — 2?) da 4 2yz dy — 22 dz,
c

kde krivka C je ddna jako x* = t, y = t2, z = t3, pro t € [0,1] orientovand ve sméru ristu
parametru.

Tecny vektor dostaneme derivaci parametrizace jako

~

z =1,

y =2t

2 = 3t%.

Pocitame tudiz
1 1 7 571

3T 2t 3 2 1
I= [ (t*—t%-1 2t5-2t—t2-3t2dt:/3t6—2t4dt: — -] =z -Z==
/0( )1+ 0 7 5], 7 5 35
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Pi. 440 Vypocteéte integrdl
1= / ydor + zdy + x dz,
c

kde krivka C je ddna jako x = Acost, y = Asint, z = Bt, pro t € [0,27] orientovand ve sméru
rustu parametru.

Pocitdame integral
2m 2m

I= Asint(—Asint) + BtAcost + AcostBdt = AB(t+1)cost — A%sin®tdt =
0 0

= —A%r.

A2 o A2 in 2t
:AB[(t+1)sint+cost](2J”——/ 1—cos2tdt = —— |t — 21
2 Jo 2 2 |,
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Pi. 441 Vypocteéte integrdl
I:/ y* do + 22 dy + 2% dz,
c

kde krivka C je ddna primikem ploch x? +y? + 22 = A? a 2?2 + y?> = Az, 2 > 0, A > 0. Krivka
C je orientovand proti sméru hodinovijch rucicek pri pohledu shora.

Nejdiive potfebujeme urcit parametrizaci kiivky. Vzhledem ke tvaru C' muzeme zkusit vSe trans-

formovat do vélcovych soufadnic, nebot se jedn4 o priinik vélce s polomére % a sféry s polomérem

A. Dostavame z = é cost + g, y= é sint, z = z, pro ¢ € [0, 27]. Nasledné méme

2

2
z=A2 — 12— 2 = \/AQA:Z?—\/AQ/;(1+COSt)— \/é(lcost)7

AZ

5-sint B Asint
\/ATZ(I—cost) V2 —2cost

/
z =

Navic je tato parametrizace souhlasna s orientaci kiivky. Dostdvame tak integral jako

) licha fce pres x=m
A3 - N A3 A3 sint(1 + cost)?
I = - sin® ¢ +—(1 —cost)cost + ———
/0 4 ( ) 8 /2 —2cost

=1 i A3 L L sin2t A3 (2—u)2d
u=1-—cost| = — |sint — - — =2 qu=
1 2 2 |, "8 ) vV

A3 A3 4
L 2 S 4 Vs du =

T s/ Ja Vu ud du
_A 4—A—3 81 — cost §\/(1 cost)3+g\/(1 cost)d T
EINN 3 5 .

43
I

Hledana kiivka vypadéd pro A = 1 jako
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Pi. 442 Vypocteéte integral
/ (y? — 22)da + (22 — 2?) dy + (2% — y?) dz,
c

kde krivka C je hranice édsti sféry, kterd je ddna jako 2 +vy?>+ 22 =1, prox >0,y >0, 2 > 0.
Vyuzijeme sférické souradnice £ = pcospsind, y = psinpsinf, z = pcos . Kiivka se skladé ze
tT{ casti.
Ci:p=1lp=t0= g7 pro t € [0,7/2], v roviné zy,
Cy:p=1l,p=m/2,0 =t, prot € [0,7/2], v roviné yz,
Cs3:p=1,0=0,0=t, prot € [0,7/2], v roviné zz.

Jednotlivé parametrizace tak mame

Ch Co Cs
r cost 0 sint
y sint sint 0
z 0 cost cost

a jejich te¢né vektory
Ch Co Cs

z' —sint 0 cost
y  cost  cost 0
Z 0 —sint —sint

Musime tedy pocitat tfi integraly pfes tii parametrizace. Vysledkem pak bude jejich soucet.
Vsimnéme si, ze parametrizace Cy a C3 sméfuji svrchu dolu a parametrizace kiivky C; spojuje
jejich koncové body v pudorysné. Kiivka je uzaviena a parametrizace kiivek C; a C3 je opa¢nd k
parametrizaci kiivky Co. Orientace kiivky neni zadéna, avsak integral dostaneme az na znaménko
orientace jako Iy — I3 + I3. Uz musime jen spocitat jednotlivé integraly. Prvni z nich je

z
Ilz/ (sin®t — 0)(—sint) + (0 — cos®t) cost + (cos? t — sin®t) - 0dt =
0

__[7s 3, 7 a2 2 _
= sin® ¢ + cos” tdt = sint(1 — cos“t) 4+ cost(l —sin“ t) dt =
0

0
o u = cost z =sint _
| du= —sintdt dz = costdt

0 1 391

4

:/17U2dU7/ 122d22|:zz] .
1 0 310 3

Druhy pak
I, = /2 (sin?t — cos®t) - 0 + (cos® t — 0) cost + (0 — sin® t)(—sint) dt =
0

2 4
:/ cos®t +sindtdt = =.
0 3
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Nakonec tieti integral mame
s
/ (0 — cos®t) cost + (cos® t —sint) - 0 + (sin®t — 0)(—sint)dt =
0

™

5 . 4
:—/ cos®t +sintdt = —=.
0 3

Nebot je druh4 kiivka orientovand opaéné, nez zbylé dvé, dostdvame celkem integral jako 44,
vzhledem k orientaci kiivky C.
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Pi. 443 Vypoctete krivkovy integral
/ y2 22 de 4+ 2222 dy + 22y? dz,
c

kde C krivka parametrizovand jako x = Acost, y = Acos2t, z = Acos3t, prot € [0,27] s
libovolnou orientact.

Integral se mizeme pokouset pocitat. Viimnéme si viak, Ze se jednd o uzavienou kiivku, nebot
[2(0),9(0), 2(0)] = [=(27),y(27), z(27)] avsak vzhledem k 27 periodi¢nosti funkce je opisovand
kiivka na intervalu [, 27] stejna jako opisovand kfivka na intervalu [—m, 0]. Vzhledem k sudosti
funkece cost je navic kiivka na intervalu [—, 0] stejnd jako na intervalu [0, 7], pouze s opa¢nou
parametrizaci. Rozdélime-li kiivku C' na dveé ¢éasti, C; pro t € [0, 7] a Cy pro t € [r, 27], mdme

/ P(z,y,2) de+Q(z,y, =) dy+ R(z,y,2)dz = — | P(a,y,2)de+Q(z,y, 2) dy+ R(z, y, =) d
Cl 02

Celkovy integrél je tedy 0. VySetfovana uzaviend kiivka vypada pro jisté A nasledovné

Situaci muzeme také ilustrovat pokud zavedeme v kiivce Cs substituci t = —s

x = Acost = Acoss,
y = Acos2t = Acos2s,
z = Acos3t = Acos3s.

Zde je pro t € [—m, 0] rozsah s € [, 0]. Tento interval neni zrovna spravné zapsany, ale ilustruje,
7e mame vskutku stejnou kiivku jen s opaénou orientaci, nebot za¢indme pro s = .
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Pi. 444 Najdéte néjoké funkce P, Q a R tak aby platilo

I:/ Pdx+Qdy+ Rdz =2,
c

kde kivka C je dand parametricky jako x =12+ 1, y = t3sint, z = —% +1, protell,2].

Integréal bychom fesili jako

2
2
I:/ P-2t+Q- (3t2sint+t3cost)+R~t—2dt.
1

Vidime, ze situaci si vyrazné uleh¢ime, pokud bychom volili Q = R = 0 ¢imz bychom dostali

pouze integral
2
I1=2 / P-tdt.
1

Pokud by navic funkce P byla jen konstantni, redukuje se tato situace jesté vice jako
2 272
I:2P/ tdt=2P|—| =P(4-1).
1 21

Vzhledem k tomu, ze je I = 2 médme hned P = % Toto feSeni je vSak ponékud trivialni.
Predpoklddejme, Ze hledané funkce P, @, R maji byt nekonstantni. Potom se situace zkomplikuje.
Resime integral

2
, 2
1:/ P-2t+Q- (3t2sint+tdcost)+R~t—2dt.
1

Muzeme si vSimnout dalsiho zjednoduseni a to pokud je P = % Jak vsak volit funkci P(z,y, z)

aby po dané kfivce platilo P = % Ze vztahu = = t2 + 1 mlzeme vyjadfit ¢t = /22 — 1, a proto
je takovou funkci napiiklad P = \/% Obdobné zjednoduseni bychom dostali pokud by bylo

Q= t%, coz muzeme dostat pro Q = ﬁ Stejné tak pro R = t2 = x—1. Jesté bychom méli nékde
zadat parametr, abychom meéli dost volnosti pro findlni vysledek. Volme napiiklad P = \/;2‘7_1

Tim dostaneme

2 2
I:/ 2A+381nt+tcost+2dt:2+2A+[73cost+tsint]?7/ sintdt =
1 1

:2+2A+3cosl730052+251n2751n1+[Cost]f =
=2+2A+2cosl —2cos2+2sin2 —sinl.

Méme-li navic informaci, ze I = 2 je potom

in 1
A:cos2fcos1+%fsin2.
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10.3 Nezavislost na integracni cesté

Pi. 445 Owerte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl

/ ydz + xdy,
c

kde krivka C vede od bodu A = [—1,2] do bodu B = [2,3].

Méme P(x,y) =y a Q(x,y) = x, kde pfedpokldddme, Ze pro né&jakou nezndmou funkci F(x,y)
plati, ze je F,, = P a F,, = Q. Nebot jsou funkce P a Q spojité a maji spojité parcidlni derivace,
musela by platit pro nezndmou funkei F(z,y) Schwartzova véta, tj. Fy, = Fy,. Proto musime
ovéfit, ze plati Fyy = (%P(x,y) = % (x,y) = Fyy. Vskutku

0 0
@P(x,y) =1= %Q(ﬂc,y)-

Jednd se tedy o totdlni diferencial néjaké nezndmé funkce F(z,y). Hledany integral ziskdme
pomoci této funkce jako F(B) — F(A). Musime vsak nejprve uréit funkei F(z,y). Nebot

Fy(z,y) = P(x,y)
me:/ammm:/mem:/wm:w+aw

kde C(y) je nezndm4 funkce proménné y. Snadno si muzeme rozmyslet zpétnym ovéfenim, ze
plat{ B%F =y+ 6%0(@/) =y, ze je vde v pofadku. Navic plati F,(z,y) = Q(x,y) a tedy

x+ C/(y) =Fy(v,y) =2
C'(y) =0
c) = [cway= [oa-x.
kde K € R. Dostavame tedy F(x,y) = 2y + K a proto F(B) — F(A) =6 — (-2) = 8.
Predpokldadejme, ze bychom chtéli urcit integral po pfimce spojujici body A a B, tj. para-

metrizujme kiivku jako x = =1+ 3t, y = 2+ ¢, pro t € [0, 1]. Integral bychom tak dostali taky
pomoci zékladni formule jako

1 1
/(2+t)~3+(3t—1)~1dt:/ 6t+5dt:[3t2+5t];:8.
0 0

Skutecné nam i takto integral vysel stejné a dostali bychom jej pro libovolnou parametrizaci.
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Pi. 446 Owerte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl

/ rdx + ydy,
c

kde krivka C vede od bodu A = [0,1] do bodu B = [3,—4].

Méme P(z,y) =z a Q(z,y) = y a dostdvdme

0 0

Jedna se tedy o totdlni diferencidl néjaké nezndmé funkce F(z,y). Dostdvame
22
Fo) = [ Be)do= [Plag)ds = [2ds =T+ c),

kde C(y) je nezndmd funkce proménné y. Navic

Fy:C’(y):y
2

C(y)=/0’(y)dy=/ydy=%+f{,

kde K € R. Dostdvame tedy F(z,y) = %Qer; + K aproto F(B) —F(A) =5+ -90_1
448 =12.
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Pi. 447 Oweérte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl

[ +vde+ @y
c
kde krivka C vede od bodu A = [0,1] do bodu B = [2,3].

Méme P(z,y) =z +y a Q(z,y) = z — y a dostdvdme

0 0

Jedna se tedy o totdlni diferencidl néjaké nezndmé funkce F(z,y). Dostdvame
22
Flo) = [ Futeg)do= [ Plag)de = [atydo =T +ay+ Clo),

kde C(y) je nezndmd funkce proménné y. Navic

F,=a+C(y) = Qe.y) =2 —y

) dy — _ v
C'(y)dy = —ydy——2+K,

kde K € R. Dostavime tedy F(z,y) = §+Iy*%+KapI‘OtO F(B)—F(A)=3+6-2+1
8§—4=4.
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Pi. 448 Oweérte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl
/C(x—y)dwr(y—w)d%
kde krivka C vede od bodu A = [1,—1] do bodu B = [1,1].

Méme P(z,y) =z —y a Q(z,y) = y — = a dostdvdme

0 0

Jedna se tedy o totdlni diferencidl néjaké nezndmé funkce F(z,y). Dostdvame

F(x,y)/Fx(x,y)da:/P(ac,y)dx/xydxx;nyrC(y),

kde C(y) je nezndmd funkce proménné y. Navic
Fy=—2+C'y)=y—a

C(y)=/0’(y)dy=/ydy=y;+K,

2
kde K € R. Dostédvame tedy F'(z,y) = g—z—xy—i—%—«—K = (— l) +K aproto F(B)—F(A) =

2 2 jﬁ_\/ﬁ
() (=) ==

551



Pi. 449 Owerte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl

1
/ %dx—fdy,
c T x

kde krivka C vede od bodu A = [2,1] do bodu B = [1,2].

Méme P(z,y) = % a Q(z,y) = —1 a dostdvdme

0 1 0

x

Jedna se tedy o totdlni diferencidl néjaké nezndmé funkce F'(z,y). Dostdvame

F(m,y):/FI(x,y)dm:/P(m,y)dm:/%dxz—%—FC(y),

kde C(y) je neznamd funkce proménné y. Navic

1 1
Fy:*EJFC/(y):*;

C(y)Z/C’(y)dyz/OdyzK,

kde K € R. Dostavdme tedy F(z,y) = —% + K a proto F(B) — F(4) = -2 — (—3) =
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Pi. 450 Owerte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl

T Y
dz + dy
/C /:172+y2 /x2+y2 ’

kde krivka C vede od bodu A = [1,0] do bodu B = [6,8] a neprochdzi poédtkem.

Méme P(z,y) = zfﬂ}? a Q(z,y) = xé’ﬂ? a dostdvame
0 Ty 0
7P = —_— = — .
3y (z,y) CENTE 55 0@ y)

Jednd se tedy o totalni diferencidl néjaké nezndmé funkce F'(x,y). Dostdvame

F(:c,y)/Fz(a:,y)dx/P(:c,y)d:c/\/xQxTdex

. t:1‘2+y2 _1 dt_ _ 2 2
_’ W omde | =3 %—\/i—i-C(y)—\/x +1y2+Cly),

kde C(y) je neznamd funkce proménné y. Navic

2y y Y
F=—2Y oy =—2
y 9 x2+y2 (y) x2+y2
c<y>=/0'<y>dy=/0dy:fc,

kde K € R. Dostédvdme tedy F(z,y) = /22 +y2+ K a proto F(B)— F(A) =36 +64—1=9.
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Pi. 451 Owerte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl
/ (z* + 4xy®) dz + (62°y* — 5y*) dy,
c

kde krivka C vede od bodu A = [—2,—1] do bodu B = [3,0].

Méme P(z,y) = 2* + 4zy® a Q(x,y) = 62y — 5y* a dostadvame

B B , 0
afyP(fmy) = 12zy° = (%Q(x,y)

Jedna se tedy o totdlni diferencidl néjaké nezndmé funkce F(z,y). Dostdvame

F(z,y) :/Fw(:my)dx:/P(x7y)dx=/m4+4xy3da::

5 3

T 422
5 2

5
x
+Cly) = & + 227" + C(y),
kde C(y) je nezndmd funkce proménné y. Navic
F, = 62%y* + C'(y) = 62%y* — 5y*

C(y)Z/C’(y)dy=/—5y4dy=—y5+K,

kde K € R. Dostavdme tedy F(z,y) = %) + 2273 — 45 + K a proto F(B) — F(A) = &
(=32 —8+1) =232 4 762,
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Pi. 452 Oweérte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl

2
/ (1 — yzcosy> dx + (sing + gcosg) dy,
c x x R
kde krivka C vede od bodu A = [1,x] do bodu B = [2,7], kde kiivka C neprotind osu y.

Méme P(z,y) = (1 - z—z Cos %) a Q(z,y) = (sin? 4+ Lcos ¥) a dostavame

0 y oy, vy _ 0
@P(x,y) = —2; cos + asin = %Q(x,y)

Jednd se tedy o totélni diferencidl ngjaké neznamé funkce F(x,y). Muzeme si vybrat ptes kte-
rou proménnou chceme integrovat prvni a z toho nam vyplyva dany integral. Integral z funkce
J P(x,y) dz bychom museli roztrhnout na dvé ¢ésti a pro integrovéni ¢dsti obsahujici kosinus
bychom museli zavést vhodné substituci ¢ = £. Stejné tak miizeme nejdifv hledat funkci vzhledem

k proménné z, podle toho co se nam zda vyhodnéjsi. Dostdvame

LYYy
F(%y)=/Fy(w,y)dy=/Q($>y)dy=/sm;+ECOSEdy=
y

= |per partes| = —x cos J + ysin = + x cos J + C(x) = ysin J + C(x),
x x x x

kde C(z) je nezndmé funkce proménné x. Navic

2 2
Fm:fy—2(305g+0'(:v):17y—Qcosg
x T x x

C(:B)z/C’(x)d:v:/ldxzm—i-K,

kde K € R. Dostdvame tedy F'(x,y) = ysinZ + 2 + K a proto F(B) — F(A) = nsin§ + 2 —

msinm—1=m+1.
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Pi. 453 Owerte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl
/ e’ cosydx — e” siny dy,
c
kde krivka C vede od bodu A = [0,0] do bodu B = [M, N], kde M, N € R.

Méme P(z,y) = e*cosy a Q(z,y) = —e*siny a dostavdme

) .
5y Pl ) = — ¢ siny = Q).

Jedna se tedy o totdlni diferencidl néjaké nezndmé funkce F(z,y). Dostdvame

F(z,y) :/Fw(;my)dnc:/P(ac,y)dgc:/e"‘cosydgc:e’”(zosy—i—C(y)7

kde C(y) je nezndmd funkce proménné y. Viimnéme si zde, ze je zde cosy brdno jako konstanta.
Navic

F,=—¢"siny+ C'(y) = —e”siny
cw) = [Cway= [ow=x.

kde K € R. Dostdvéme tedy F(z,y) = e cosy + K a proto F(B) — F(A) = e cos N — 1.
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Pi. 454 Oweérte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl
/ zdx +y?dy — 22 dz,
c

kde krivka C vede od bodu A =[1,1,1] do bodu B = 2,3, —4].

Méme P(z,y,2) = z, Q(x,y,2) = y* a R(x,y,2) = —2% a predpokladejme, Ze existuje funkce
F(z,y,z) pro niz je to totdlnim diferencidlem. Tedy F, = P, F, = Q, F, = R. Nebot jsou vsak
funkce P, @, R spojité a maji spojité parcidlni derivace, muselo by dle Schwartzovy véty platit,
ze je Fypy = Fyy, Fy, = F.y, Fp. = F.;, proto dostdvdme

Fry= 2Py 2) = 0= L Qa,y.2) = Fy,

Jy ox
0 0
F:vz—&P(xvyvz)_0_%R($7yaz)_Fzmv
F, —EQ(x z)—O—gR(x z)=F
yz — 8,2 7y7 - - 8y 7y7 - zY-

Tato podminka je navic postacujici podminkou na to, aby funkce F(x,y, z) existovala. Tudiz se
jednd o totdln{ diferencidl néjaké funkce F(z,y, z). Mame

F(x,y,z):/Fw(x,y,z)dacz/P(w,y,z)dx:/xdmz
2

= % +C(y, 2),

kde C(y, z) je nezndmé funkce proménnych y, z. Parcidlni derivaci této derivace B%C' (y,2) =0

vidime, Ze tato nezndmd funkce derivaci F, neovlivni a tedy ani funkci P(z,y, z). Navic
Cy = F’l} = Q(x,y,z) = IUQ
3
Y
Cly,2z) = /Cy(yﬂ)dy = /y2dy =3 +K()
kde K (z) je nezndmd funkce proménné z. Nakonec
K/(Z) =F, = R(xayvz) = _23
o
K(z)= /—z3dz =-7 + L,

2 4

kdeLGR.DostévzimetedyF(x,y,z):%+%f%+LaprotoF(B)fF(A):%Jr%—?f
464 _ 1 _ 1 1 _ 7
T —a-3ti=-d-1x
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Pi. 455 Oweérte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl
/ yzdx + xzdy + xy dz,
c

kde krivka C vede od bodu A = [1,2,3] do bodu B = [6,1,1].

Méme P(z,y,2) = yz, Q(z,y,2) = xz a R(z,y, z) = zy, dostdvime

0 0
7P(!L‘,y72) =z = %Q(xayvz)a

Ay
9] 0
%P(xvyvz) =Yy= %R(x,y,z),

0 0
&Q(xvyvz) =T = @R(ﬁ,y,Z)

Jedna se tedy o totdlni diferencidl néjaké nezndmé funkce F(z,y, z). Dostdvame

F(z,y,z /F .Y, 2 dx—/ny, /yzdx:

=zyz + C(y, 2),
kde C(y, 2) je nezndmé funkce. Navic

zz+Cy=F,=Q(x,y,2) =22

Cw.2) = [ Gy = [ody=K(2)

kde K(z) je nezndmd funkce. Tedy F(z,y, z) = xyz + K(z). Nakonec

vy + K'(2) = F. = R(z,y,2) = 2y

K(z):/Odz:L

kde L € R. Dostavame tedy F'(z,y,2) = zyz + L a proto F(B) — F(A) =6 — 3! = 0.
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Pi. 456 Owerte, Ze vyraz je totdlnim diferencidlem néjoké funkce a vypoctéte integrdl

/ "T dz + Y dy + z dz,
c /1'2+y2+22 /$2+y2+22 /1'2+y2+22

kde krivka C vede od bodu leZicim na sfére x?+y*+22 = A? do bodu lezicim na sfére 22 +y*+22 =
B2, pro A>0,B > 0.

7’ _ @x _ y . z . 7z 7’
Méme P(z,y,2) = T Q(x,y,2) = e a R(z,y,z2) = Wt dostdvame

0 xy 0
@P(l'vyaz) - (.’II2 T y2 T 22)3 - %Q(f‘cayaz)a
0 Tz 0
E‘P(xaywz) - (1’2 T y2 T 22)3 - %R(xayaz)7
0 B Yz 0
&Q(Iayaz) - (332 T y2 T Z2)3 - ayR('rayVZ)

Jedna se tedy o totalni diferencidl néjaké funkce F'(z,y, z). Dostdvame

F(%y,Z)=/Fx(x,y,Z)d$=/P(x,y,Z)dx=/;dw=
$2+y2+z2
=Va?+y*+22+C(y,2),

kde C(y, z) je neznam4 funkce. Funkci F(z,y, z) zde dostaneme substituci t = 22 +y? + 22 nebo
ji taky muzeme uhadnout podle z procesu derivovani funkei P, @), R. V dalsim kroku médme

I I
Va2 +y? + 22 Va2 +y? + 22
C(y,z) = /Cy(y,z)dy = /Ody = K(z),

+Cy:Fy:Q(xayaz):

kde K (z) je nezndmd funkce. Tedy F(z,y,z) = /22 + y2 + 22 + K(z). Nakonec

z

Vaz+y?+ 22

z

/x2+y2+22

+K'(2) = F. = R(z,y,2) =

K(z):/Odz:L,

kde L € R. Celkové tak mame F(z,y,z) = /22 +y? + 22+ L a proto F(B) — F(A) = B — A.
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Pi. 457 Ukazte, Ze je vektorové pole potencidlové (tj. je totdlnim diferencidlem) a vypoctéte
integrdal

[ @4 v dot (4 02) dy + (2 4 )
c
kde krivka C vede z bodu [1,—2,3] do bodu [2,3,4].

Méme P(z,y,2) = 2° + yz, Q(z,y,2) = y*> + vz a R(x,y,2) = 2° + xy, dostdvame

0 0
7P(I,y,2:) =z = *Q(l“’y,z)’

dy Ox
B 0
@P(i&y’z) =y= %R(x,y,z),

0 0
aQ(l‘v Y, Z) =T = @R(xa Y, Z)
Jedna se tedy o totalni diferencidl néjaké funkce F'(z,y, z). Dostdvame

F(a:,y,z):/Fx(x,y,z)dx:/P(x,y,z)dx:/ac2+yzdac=

23
= — +ayz+ C(y, 2),

3
kde C(y, z) je nezndmé funkce. V dalsim kroku mame

xz—!—C’y:Fy:Q(x,y,z):yz—Fa:z

3
C(%Z)Z/Cy(yw)dy:/fdy:‘%JrK(Z),

kde K(z) je nezndmé funkce. Tedy F'(z,y,2) = IT: + % + xyz + K (z). Nakonec
vy +K'(2)=F, = R(z,y,2) = 2 + zy

53
K(Z):/ZQdZ=§+L,

kde L € R. Celkové tak mdme F(z,y,z) = I—;—i—%—i—é—i—xyz—&—lj a proto F'(B)— F(A) =56+

W=
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Pi. 458 Najdéte néjakou kmenovou funkci F a funkci P tak, aby bylo udané vektorové pole
potencidalové pokud navic vite, Ze plati

I/sz+(x+x2> dy - dz = —4,
o : 'y 2

kde krivka C zacind v bodé [4,1,4] a konéi v bodé [—2,2,2].
Aby bylo vektorové pole potencidlové, musi byt splnény podminky

0 1 1 0

~p e

By (@,y,2) = — + )2 5, Q@Y 2);
0 y 0

&P(%yaz) - _272 - %R(x,y,z)

Jak tedy volit funkci P? Integraci druhé podminky dostaneme

P:_/%dzzg+a($7y)a

pro néjakou nezndmou funkci Cq (z, y). Zderivujeme-li tuto podminku znovu vzhledem k proménné
y dostaneme

1 1 1
P = - -4
Y Z+O‘y z+y2
1
G = —
Y yz
1
a=——+ )

Funkci B(x) nenf nezndme presné, ale vime, Ze se jednd o funkci proménné x. Kmenovou funkci
F pak dostaneme podobné jako

X iL'
F=- /yd +7(z,y),

X
7=/yf2dy=—*+5(x),
F="_245@u)

z Yy
1
Fo=f 4y =Y_4p@
z oy
' = p(z)

Nebot m4 byt vektorové pole F' potencidlové, dostaneme
I=-4=F(-2,2,2)-F(4,1,4) =-24+14+6(-2)—(1—-446(4)) =2+06(—2) — 6(4)
5(4) —0(—2) =6.

Hleddme vhodnou funkci §(z), kterd by splitovala tuto rovnost. Takovou funkef muze byt napiiklad
d(x) = Az, pro néjakou konstantu A. V takovém piipadé bychom méli

4A+2A=6
A=1.
V takovém piipadé je potom F' = = — £ —l—x aP=4%— % + 1.
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10.4 Aplikace kfivkového integralu 2. druhu

Pi. 459 Vypoctéte prdci, kterd je vykondna pri premisténi bodu jednotkové hmotnosti ve vekto-
rovém, poli

B k

- x2 + y2 + 22 ’

po krivce, kterd je ddna prinikem ploch ® +y* =4 a ¥ + z = 2. Drdha bodu zacindg v [2,0,0] a
konci v [—2,0,4] a obthdme stejnou drdhu maximdiné jednou.

Praci hmotného bodu spocteme jako kiivkovy integral 2. druhu. Nejprve parametrizujeme kiivku
C. Protoze kiivka lezi na valci 2432 = 4, mizeme ji parametrizovat pomoci valcovych soufadnic
jako x = 2cost, y = 2sint. Protoze vSak kiivka lezi také v roviné x 4+ z = 2 dostaneme také
vztah z =2 —x = 2 —2cost a mame tak jiz kompletni parametrizaci kiivky C. Kfivka za¢ina v
bodé [2,0,0] a pokud bychom ze soustavy 2cost = 2, sint = 0, 2 — 2 cost = 0 vyjadiili parametr
t, dostali bychom ¢ = 0. Obdobnym zptsobem bychom dostali koncovy bod pro t = w. Nutné
vidime, ze kfivka je orientovana souhlasné s parametrizaci. Teény vektor ke kiivce C' je dany
jako
v =(—2sint,2cost,2sint).

Préaci tak mame

T 1 T sint
W = -2sintdt = - ——=dt =
/0 4cos?t +4sin®t 4 4(1 — cost)? 2/0 1+ (1 —cost)?

1 [t 1 1 /0 1
= |s =cost| = = —  _ds=|r=s5—-1]== _C dr=
2)41+(1-9)? 2 ) 51 +72

arctg 2
2

1 1
=3 [arctg r](iQ =3 (0 — arctg(—2)) = ~ 0, 55.
Tohle je vsak jen jedna moznost. V tomto vypoctu jsme tiSe predpokladali, ze je y > 0 coz vidime
z intervalu ¢ € [0, 7]. AvSak stejné tak se muzeme pohybovat po druhé ¢dsti kiivky C, kde je
t € [m,27]. V tomto piipadé by vsak byla parametrizace nesouhlasné a dostali bychom tiplné
stejnym zpusobem

2m
1
4% :—/ —5 - 2sintdt
x 4cos?t+4sin”t+ 4(1 — cost)?

Vzhledem k periodi¢nosti integrované funkce by vsak vysel tento vysledek stejné.
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Pi. 460 Vypoctéte praci, kterd je vykondna pri premistént bodu jednotkové hmotnosti ve vekto-
rovém poli

_ zk

Tox2 y2 + 527
po krivee, kterd je ddana prinikem ploch 22 + y? = 4 a ? + (2 — 2)? = 4. Drdha bodu zacéind v
[2,0,2] a konci v [0,2,0] a krivku obihdme nejuyse jednou. UkaZte jak se vysledek lisi v zdvislosti
na orientaci krivky C.

Praci hmotného bodu spocteme jako kiivkovy integral 2. druhu. Nejprve parametrizujeme kiivku
C. Protoze kiivka lezi na valci 22452 = 4, miZzeme ji parametrizovat pomoci vdlcovych soufadnic
jako x = 2cost, y = 2sint. Protoze vSak kiivka lezi také na valci 22 + (z — 2)? = 4 mtzeme do
této rovnice dosadit z druhého vztahu z? — 4 = y? ¢imz ziskdme

(-2 =y
Takto snadno dostaneme z = 2 + |y| = 2 & 2|sint|. Nebot na kiivce lezi bod [0,2,0] musime
zvolit vétev z = 2 — 2|sint| nebot pro z = 2+ |y| je z > 2. Pocdtetni bod ziskdme pro ¢t = 0 a
koncovy pro t = 5. Parametrizace je tedy souhlasnd s orientaci a ¢ € [0, g} V takovém piipadé

by pak platilo z = 2 — 2sint¢. Te¢ny vektor parametrizace mame v = (—2sint, 2 cost, —2 cost).
Préci bychom tudiz méli

2 2-2sint To1—s
! /O 1540 —smpe (Yo |5 = sin| /0 141 —s2

0 0
—r 1 2r 1 0
=lr=s—-1=- ——dr=- ——dr =~ |In|1 2 =
Ir=s | /1 1+7r2 " 2/1 1472 " 2[n| tr H*l

(In(1) —In2) = —In V2.

I zde si musime uvédomit, ze volba intervalu t € [0, 3| odpovida pouze jedné ¢asti kiivky. Stejné

tak bychom mohli bodem pohybovat po éasti t € [F,27]. Specifikace po¢étecniho bodu zde totiz
nestaci k urceni spravné casti kiivky. Navic takovy pohyb by byl nesouhlasny s nasi orientaci. V
takovém ptipadé bychom méli

2 —2sint, te 3,7,
z =
2+ 2sint, te€ [m,2n].

7 téchto duvodu bychom rozdélili kiivku na dvé ¢asti Cy pro t € [g,ﬂ'] a druhou ¢éast Cy pro
t € [m,27]. Tim bychom méli préci jako

T 92— 2sint 2™ 94 92sint
Wo= [ —— 2> . (—2)costdt A . 9costdt=|s=sint| =
2 / 540 —smpe (THeos Jr/,r 1+ 401 +smp2z 2P |5 = sint]

1 —1(t=3¢ o(t=2m
1— (t=%) 1 (t=2m)
:_/ 782ds+/ %ds—&—/ %ds:
o 1+(1—s) 0(t=m) 1+ (1+s) “i(e=sp) 14+ (1 +9)

0 0 0
r 1+s 1+s
/_11+r2 /_11+(1+s)2 11+ (1+s)?

I
=
|
Va)
|
=
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I zde vidime, Ze je préce stejnd nezavisle na volbé orientace a zavisi pouze na poc¢atecnim bodé.
Ackoliv by se to mohlo zdét, vektorové pole zde neni potencidlové. Zkusme ale napiiklad uvazovat
v prvnim piipadé W; pouze pro t € [0, 7] a ve druhém piipadé Ws pro t € [, 27]. Potom bychom
méli pomoci stejnych argumentu, ze

Wy = —2In V2.

Zatimco prace pres druhou kiivku by ndm vysla (jak jsme jiz spocitali) jako

27 :

24 2sint

Wy = -_— .2 tdt = 0.
2 /,r 4+ 401 +smpz

Uvazovanou kiivku C' muzeme vykreslit

Cervend ¢ast popisuje kiivku pro t € [O, %] a modra ¢ast popisuje kiivku pro t € [%, 27r].
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Pi. 461 Vypoctéte praci, kterd je vykondna pri premistént bodu jednotkové hmotnosti ve vekto-
rovém poli
F=(y,z 2yz),

po krivee, kterd je ddna $roubovici x = 2cost, y = 2sint, z = t, pro t € [0,2x]. Draha bodu

stoupd do vysky.

Praci dostaneme jako kiivkovy integral 2.druhu. Navic je kfivka parametrizovand a vidime, ze
vzhledem k orientaci a vztahu z = t je tato parametrizace souhlasnd s orientaci. Te¢ny vektor ke
kiivce je dany jako

v =(—2sint,2cost,1).
Maéame tak vSe co potfebujeme znét k prevedeni kiivkového integrdlu na Riemannuv integrél
funkce jedné proménné. Rovnou muzeme pocitat praci jako integrél ze skaldrniho sou¢inu vekto-
rového pole a te¢ného vektoru

27

w :/ 2sint - (—2)sint + 2cost - 2cost + 4tsintcost - 1dt =
0
2

= / —4sin®t 4 4 cos® t 4 2t sin 2t dt = |per partes| =
0

27 27 27
2t
= / 4 cos2tdt + [thos ] f/ —cos2tdt =
0 2 o 0

= —2m.

sin 2t} 2

= [2sin 262" — 27 + [
0
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Pi. 462 Vypoctéte praci, kterd je vykondna pri premistént bodu jednotkové hmotnosti ve vekto-
rovém poli
F=(y,x),

po krivce, kterd je ddna sinusoidou y = sinz, pro t € [0,7]. Drdha bodu zacind v okamziku x = m
a konci v bodé x = 0.

Préaci dostaneme jako kiivkovy integral 2.druhu. Kiivka je zadand explicitné, a proto ji muzeme
parametrizovat hned jako x = t a y = sint, pro t € [0,n]. Tato parametrizace je nesouhlasnd s
orientaci. Te¢ny vektor parametrizace mame

v = (1, cost).
Praci bychom tak méli
™ ™
W = —/ sint -1+ ¢-costdt = |per partes| = — [~ cost + tsint]] —|—/ sintdt =
0 0
= [cost —tsint — cost]; = [—tsint]; = 0.

V&imnéme si viak také, Ze uvedené vektorové pole je potencidlové nebot P =y a Q = x spliiuji
P, =1 = Q. Z téchto divodi by stacilo spocitat praci pouze dosazenim bodit do kmenové
funkce. Tu bychom méli

F:/de:/ydx=xy+0(y)7
r+C'=Q=2=0C" =0,
a tedy F(z,y) = zy + K, pro n&jakou konstantu K € R. Praci bychom tedy méli

W = F(r,0) — F(0,0) = 0— 0= 0.
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Pi. 463 Vypoctéte praci, kterd je vykondna pri premistént bodu jednotkové hmotnosti ve vekto-
rovém poli
F=uai+yj,

z

po fetézovce y = e% +e~ 2. Bod zaéind pohyb v okamZiku x = —2 a konéi v okamziku x = 2.

Préaci dostaneme jako kiivkovy integral 2.druhu. Kfivka je zadand explicitné, a proto ji muzeme
parametrizovat hned jakoz =tay = e% + e~ 2. Na druhou stranu nic ndm nebran{ volit malinko
lepsi parametrizaci jako z = 2t, y = e +e” %, pro t € [—1,1]. Takto se vyhneme zlomkum v
tecném vektoru parametrizace, a proto se rozhodneme pro tuto druhou parametrizaci. Tecny
vektor parametrizace je

v=(2,e"—e").

Praci tak mame

1 1
W = / 2t-2+ (et —|—e_t) (et —e_t) dt = [2162] 1_1 +/ e —e™? dt =
~1

-1

(a+b)(a—b)
_ 1 _ _
2t e 2t:| 62 2 2 2
—1

_A'_i

e
_m{2 2

I zde si véimnéme, Ze je vektorové pole potencidlové nebot funkce P = z, Q = y spliuji
P, =0 = Q.. Z téchto divodi by stacilo spocitat praci pouze dosazenim bodit do kmenové
funkce. Tu bychom méli

22
Fz/Pdmz/xdmz;—&—C(y),
Y2

a tedy F(z,y) = % + y; + K, pro néjakou konstantu K € R. Préci bychom tedy méli
W=F (2,61 +e_1) - F (—2,6_1 —|—e1) .

Vzhledem k tomu, ze se tyto body lis{ pouze o x-ovou soufadnici, tak mame

22 (_2)2
W=
2 2
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11 Greenova véta

Necht M je jednoduse souvisld oblast a C' je uzaviend, jednoduché (neprotina sama sebe), kladné
orientovand (proti sméru hodinovych rucicek) kiivka v M. Necht funkce P, @, P,, Q. jsou na
mnoziné M spojité, pak plati

émemﬁQmwwz[L%mw—%mwmw,

kde G je mnozina, kterou uvniti ohranicuje kiivka C'.
Mnozina M je jednoduse souvisla, pokud lze kazdou jednoduchou uzavienou kiivku C' lezici

v mnoziné M spojité stadhnout do bodu.

Jednoduse souvisla M

Neni jednoduse souvisla

(ervend smyéka nelze stahnout spojité do bodu)

Uvazujme po ¢astech hladkou kiivku C| kterd je ddna parametricky jako z = (2+sgn* ) cost,
y = (2 + sgn*t)sint, pro t € [—2m,27], kde uvazujeme funkci sgn*x = sgnz, pro  # 0 a
sgn®*0 = 1. Krivka je orientovana souhlasné s parametrizaci. Takto zadand kiivka sice neni
hladké, ale je hladkd na intervalech [—2m,0) a [0, 27], tedy je po ¢édstech hladkd. Pokud bychom
si ji zobrazili, vypadala by nasledovné

Kiivku tvori dvé nesouvislé kruznice a neni jisté, zda bychom takovou mnozinu mohli jesté
nazyvat kiivkou. Dvé kruznice mezi sebou uzaviraji mnozinu M vymezenou nerovnostmi jako
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1 < 22 + 4% < 9. Tato mnozina dozajista neni souvisld. Po¢itejme tedy nésledujici kiivkovy
integral 2. druhu pro P(z,y) =z + 1, Q(z,y) = = + y*. Mame

0
/ x4+ 1dz + (m—i—yz)dy:/ (cost + 1) - (—sint) + (cost + sint) - cost dt+
c

—27

2
—|—/ (3cost +1) - (—=3sint) 4+ (3cost + 9sin®t) - 3cost dt =
0

0 : 2 :
2t 9sin 2¢
:/ —SH; —sint+0052t+sin2tcostdt+/ — Sl; —3sint +9cos®t + 27sin’ t cost dt =
0

—27
. . 0 . 2
2t 2t 2t 3t 9 cos 2t 2t 2t
B + cost + +sm +s1n cos +3c0st+9ﬂ—|—9sin3t =
4 4 3 ] o 4 4 0
=7+ 97 = 107.

Pokud bychom se pokusili dany integral pievést pomoci Greenovy véty dostali bychom Q. (x,y)—
P,(z,y) =1 a integrél pfes mnozinu M by pro polérn{ soufadnice dal

3 2 p2 3
/ / pdpdp =27 [} =(9—-1)7=38n.
1 Jo 2]

Navic pokud bychom integrovali i pies ¢ast kruhu vynechanou uprostied, tj. pokud bychom
integrovali pres mnozinu 22 + y? < 9, dostali bychom jenom 97 (coz miZeme také vidét z
predchoziho vypoctu). Ani v jednom pripadé bychom nedostali spravny vysledek u kfivkového
integralu.
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Pi. 464 Pomoci Greenovy véty transformugjte krivkovy integrdl

I:/\/xz—i—dex—l—y(xy—i—ln(x—f— x2+y2>) dy,
c

kde krivka C' ohranicuje néjakou mnoZinu M.

Za predpokladu, ze kiivka C' a M spliuji pozadavky Greenovy véty, muzeme brat P(z,y) =
Ve +y? Qla,y) =y (xy +1In (x + /22 + y2)) Zde musime samoziejmé predpoklddat, Ze je
xz + /22 + 42 > 0 na M, aby byly tyto funkce spojité. Potom je

1 2z
O gy BT o NP
v T4 /22 + o2 /22 + 2 + a2 + g2
2y y

P, = = .
v 2\/x2+y2 \/:172+y2

A tedy

Qs — Py =4 + Wity oy
* Y 2y/72 + 42 + 22 + 42 /22 + 42
y(x2+y2)+xy\/x2+y2*y(x\/12+y2+w2+y2)
(x\/x2+y2+x2—|—y2) Va2 4 y?

Coz dava, ze dostaneme integral jako

I::I:// y* da dy,
M

= y2.

:y2+

vzhledem k orientaci kiivky C'.
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Pi. 465 Pomoci Greenovy véty transformugjte krivkovy integrdl
1= [ (et @ +7)dy,
c

kde krivka C je obvod trojihelnika [1,1], [3,2], [2,5] orientovand v kladném sméru.

Kiivka C splituje pozadavky Greenovy véty stejné jako funkce P(z,y) = (z + v)%,Q(z,y) =

—22 — y2. Navic mime

Qm:*2x
Py:2(53+y)

1= // —4x — 2y dx dy,
M

kde M je trojthelnik, jenz je ohranic¢en piimkami spojujicimi zadané body. Jedna se o péimky
Yy = %(:c +1), y=4x — 3, y = —3z + 11. Integral tedy dostaneme jako dvojndsobny integral

2 pdz—3 3 p—3x4+11
Iz/ / —4x—2ydydx+/ / —4z — 2y dydx.
1 Je 2 JzHl

A integral dostaneme jako
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Pi. 466 Pomoci Greenovy véty vypoctéte krivkovy integrdl
I:/ —2lydr+xy?dy, pro C:a’4y*=A4%2A4>0
c

krivku orientovanou v kladném sméru.

Kiivka C splituje pozadavky Greenovy véty stejné jako funkce P(z,y) = —z%y, Q(x,y) = xy?.
Dostavame integral

I:// Qm—Pydxdy:// yz—(—xg)dxdy:// z? + 5y da dy,
M M M

kde M je déna jako 22 + y? < A2, nebot kiivka C je hranici kruhu o poloméru A se stiedem v
pocatku. Vyuzijeme transformace do polarnich souradnic, abychom dostali

2 A 474 A4
1=/ / p* - pdpdp =27 [p} ==
o Jo 4], 2
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Pi. 467 Vypoctéte integrdl
I:/(x2 +9?)dz + (zy — y*) dy
c

kde C je hranice oblasti M : % +y* <5 a je orientovand kladné.

Vsimnéme si, ze kiivka C' je hranici kruhu, a tedy je uzaviena. Protoze se jednd o hranici kruhu, je
také jednoducha. Kruh je jednoduse souvisla mnozina a kiivka C je orientovana kladné. Proto jsou
splnény pozadavky Greenovy véty na kiivku C a mnozinu M. Funkce P = 22 + 32, Q = zy + 3>
maji vSechny derivace spojité, a proto také splnuji pozadavky véty. Navic mame

Qe —Py=y—2y=—y.

A integraci takovéto funkce bychom si dozajista ulehéili néco préace. Integrél dostaneme z Gree-
novy véty jako

V5 27 p3
[:_// ydxdy = —/ / psing - pdpdp = — [] [~ cos¢p] = 0.
M 0 0 3 1o
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Pi. 468 Vypoctéte integrdl
I:/ y(z? + 1) dz + 2(y* — 1) dy
c

kde C je hranice oblasti M : 2% +y* — 22 < 0,y > 0 a je orientovand kladné.

Vsimnéme si, 7e kiivka C' je hranicf ¢asti kruhu. Staéf vztah upravit na étverec (z—1)2+y? = 1.
Méme vsak pouze polovinu kruhu nebot y > 0. ProtozZe se jednd o hranici poloviny kruhu, je
kiivka C jednoduchd. Navic kruh stejné jako jeho pulka jsou jednoduSe souvislé mnoziny. Navic
kiivka C' je orientovana kladné. Proto jsou splnény pozadavky Greenovy véty na kiivku C a
mnozinu M. Funkce P = y(2? + 1), Q = z(y*> — 1) majf viechny derivace spojité, a proto také
spliuji pozadavky véty. Navic mame

Qz—Py:yz—l—(:ﬂz—&—l):y2—x2—2.

Integral tak muzeme pocitat uzitim Greenovy véty jako

I:—// y? —2? — 2dady.
M

Nebot se jednd o posunutou polovinu kruznice, mohli bychom zavést vhodné transformaci x =
14+ pcosp, y = psinp, pro p € [0,1] a ¢ € [0, 7]. Takto bychom dostali

1 ™
I:/ / (p2sin2g0—1—2pcosgp—p2(:082go—2)-pdgodp:
o Jo

1 T
:/ / —p2cos2p — 2p®cosp — 3pdedp =
o Jo

471 . T 371 271
p sin 2¢ p . P 3T
M {2] M [sin ] — 37 [2] = 3

0 0 0 0
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Pi. 469 Pomoci Greenovy véty vypoctéte krivkovy integrdl

22 2
I:/(x+y)da:—(x—y)dy, pro C:—+=55=1,A>0,B>0
c A2 B2

krivku orientovanou v kladném sméru.

Kiivka C spliuje pozadavky Greenovy véty stejné jako funkce P(z,y) =z +y, Q(z,y) =y —z.
Dostavame tedy integral
/ / —1 —1dxzdy,
M

kde M je dana jako f‘—i + %—22 < 1, nebot kiivka C tvoii hranici elipsy a M je tedy jejim vnitikem.
Vywzijeme transformaci do zobecnénych poldrnich soufadnic = Apcosp, y = Bpsing, |J| =
ABp, ¢imz dostaneme

2r el 271
1= —2/ / ABpdpdp = —4ABw {p} = —2ABm.
o Jo 2o
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Pi. 470 Pomoci Greenovy véty vypoctéte krivkovy integrdl
I= / e”(1 — cosy) dx — €"(y — siny) dy,
c

kde C je krivka s kladnou orientact, kterd ohranicuje mnoZinu 0 < x < m, 0 < y < sinz.

Kiivka C spliuje pozadavky Greenovy véty stejné jako funkce P(xz,y) = e”(1 —cosy), Q(z,y) =
—e%(y — siny). Derivace téchto funkef jsou

P, =e"siny,
Qe = —€”(y —siny),

Dostavame tedy integral

I:// —e”’(y—siny)—emsinydxdy:—// ye¥ dzdy,
M M

kde M je ddna skrze nerovnosti 0 < z < m, 0 < y < sinz, které jsou splnény, nebot sinz > 0 na
zadaném intervalu. Pocitdme

m™  psinz T y2 sinz 1 [~
—/ / ye’ dydx:—/ e’ [] dac:—f/ e“sin?rdx =
o Jo 0 2 | 2 Jo
1

T 1- 2 1 1 ("
:—7/ e”ﬂdx:—f[ew]g—i—z/ e’ cos2xdzr =
0 0

2 2 1
1 1 Z(92sin 2 59 ™
= |2 x per partes | = —(1 —e™) + - e”(2sin 2x + cos 2x) _
4 4 5 .
Ly _omyq &L _5obembem ol 1o
= — —e — _ .
4 20 20 5

#] 02 o4 os 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3 1%
[N
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Pi. 471 Pomoci Greenovy véty vypoctéte krivkovy integrdl
2,2 2,2
I :/ e Y cos 2ryda + e~ % Y sin 22y dy,
c

kde C je kruznice x® + y? = A2

Kiivka C spliiuje pozadavky Greenovy véty stejné jako funkce P(xz,y) = e~ % cos 22y, Q(z,y) =
e~V sin 22y a tedy

Q. = —2x e+ gin 2zy + 2y e Y’ cos 2zy,
P, =2y e~ cos 2zy — 2z e~ gin 2xy.

Dohromady pak dostdvame @, — P, = 0, a proto poc¢itame integral

I:// 0dx dy,
M

kde M je déna jako 22 +1? < A%. Vzhledem k povaze M, zavedeme polarni souiadnice, abychom
dostali

A 2w A A
I:/ / o-pd<pdp=/ [K]g”dpz/ K-Kdp=[Lt=L—-L=0.
0 0 0 0

Coz jsme samoziejmé védéli jiz z definice integrélu [f,, 0dz dy.
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Pi. 472 Rozhodnéte, o kolik se lisi integrdly
[ @ripar-@-prt o [ @iyt @opldy
Cl 02

kde Cy je tisecka spojujici body [1,1], [2,6] a Cq je parabola y = ax? + bx + ¢ spojujici body [1,1],
[2,6] a navic prochdzejici bodem [0,0]. Obé zadané krivky zacinaji v bodé [1,1].

Pokud bychom spojili kiivky do jedné, byla by ¢ast Cs orientovana kladné a naopak ¢ast C
orientovand zaporné. Je-li tedy spojena uzavienda kiivka C7 U Cy orientovand kladné, pak je

/ (z+y)dz — (z —y)*dy =/ (z +y)* de — (w—y)zdy—/ (z +y)*da — (z —y)* dy.
C1UC> Cs C1

Tudiz muzeme rozdil integralu dopocitat jako kiivkovy integral pfes uzavienou kiivku Cy U Cy
orientovanou kladné. Greenova véta umoznuje vyhodné fesit integraly pres uzaviené kiivky skrze
derivace P, = 2(z 4+ y), Q, = —2(z — y) jako

//MQI ~Hydvdy = //M_Q(x—y) —2(z +y)dedy = —//M433da:dy,

kde M je ohrani¢end piimkou a parabolou, které spojuji body [1,1] a [2, 6].

Tyto nalezneme jako z linedrnich soustav rovnic jako y = bz — 4 a y = 22 — z. Protoze
je parabola obrdcend vzhuru a protind piimku ve dvou bodech, musi mezi témito body platit
5x — 4 > 22% — x. Takto pocitdme integral

2 pbr—4 2
—// 4xdydx:—/ 4x[5x—4—2x2+x] dex =
1 J2 1

2 —1

2
Z/ 8z3 — 2422 + 16z dx = [2x4—85€3+8x2]?:
1

=32-64432—(2-8+8)=-2.

Absolutni hodnota rozdilu mezi integrély je 2. VySetfovand mnozina vypadd jako
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Pi. 473 Vypoctéete krivkovy integral
I= / (e”siny — By) dx + (e” cosy — B) dy
c

kde C je horni pilkruznice x* + y* = Ax orientovand kladné a A > 0, B > 0.
Vidime, ze se po Upraveé na ¢tverec jedna o horni polovinu kruznice (x — %)2 +9? = ATZ. Abychom
si usnadnili vypocet, spocteme kiivkovy integral I; pres usecku D, kterd spojuje body [0,0] a
[A4,0]. Spojenim kiivek C' a D vznikne kladné orientovand uzaviend kiivka C' U D. Spocteme
Greenovou vétou integral Iy pres kiivku CUD skrze mnozinu, kterou ohranic¢uje. Nakonec hledany
integral I dostaneme jako rozdil [ = I — I;.

Usecka spojujici body [0,0] a [A,0] je jednoduse parametrizovans jako © = ¢, y = 0, pro
t € [0, A]. Dostavame tedy hned

A A
11:/ (etsinO—B-O)~1+(etcosO—B)~0dt/ 0dt =0.
0 0

Z tohoto duvodu také vidime, zZe je I = I5. Nésledné mame P(z,y) = e*siny — By, Q(x,y) =
e’cosy— B a

Qz = €” cosy,

P, =e"cosy — B,

// Bdxdy,
M

kde M je ddna jako horni polovina kruhu 22 + y? < Az, y > 0. Zvolime tedy polarn{ souradnice
T = pcosy + %, y = psinp, kde p € [0, A/2], ¢ € [0, 7]. Dostaneme

7 ¢ehoz mame

A
2

TorE 2 A2B
I:B/ /depdcp:BW P A48T
o Jo 2, 8
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Pi. 474 Uzitim krivkového integrdlu vypoctéte obsah plochy ohranicené kiivkou C danou jako
x = Acost, y = Bsint, prot € [0,27], A > 0,B > 0.

VySetfovand mnozina tvoii vnitfek elipsy a vime, ze jeji hranici je samotna elipsa. Vidime, ze
kfivka je parametrizovand kladné. Hleddme P(z,y) a Q(x,y) aby Q,— P, = 1, nebot pak muzeme
spojit pfes Greenovu vétu integraly

S:// 1dxdy:// QI—Pydxdy:/de—i—Qdy.
M M c

Jak vsak volit P a Q7 Zvolime-li napitklad P = (K — 1)y a @ = Kz, pro ngjaké K € R, pak
je rovnost splnéna trividlné. Muzeme tedy volit napiiklad Q(z,y) = x, nebo P(z,y) = —y, nebo
P(z,y) = —y/2 a Q(z,y) = z/2. Plochu tedy dostaneme skrze

2 2
1 2t
S:/wdy: Acosthostdt:AB/ ﬂdt:
c 0 0 2
. 2m
— ABr+ AB [Sm 2’5} — ABm.
0
Jinou volbou bychom ekvivalentné dostali
2m 2
1-— 2t
S:—/ydx:—/ Bsint(—Asint)dtzAB/ SO g =
c 0 0 2
. 2w
— ABn+ AB [— = %] = ABn.
0
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Pi. 475 Uzitim krivkového integrdlu vypoctéte obsah plochy ohranicené kiivkou C danou jako
x = Acos®t, y = Bsin®t, prot €[0,2n], A>0,B > 0.

Vidime, ze kiivka je parametrizovand kladné a Ze se jednd o asteroidu. Hleddme P(z,y) a Q(z,y)
tak aby @, — P, = 1, nebot pak muzeme spojit pfes Greenovu vétu integraly

S:// 1dxdy:// QI—Pydxdy:/de—i—Qdy.
M M c

Muzeme napiiklad volit Q(z,y) = x, nebo P(x,y) = —y, nebo P(z,y) = —y/2 a Q(x,y) = z/2.
Navic mame tecny vektor parametrizace

' = —3Asintcos?t,

y = 3Bcostsin’t.

Plochu tedy dostaneme skrze pro jistou volbu P a @ jako
27
S = / xdy = Acos®t - 3Bsin?tcostdt = 3AB/ cos* tsin? ¢ dt.
c 0

Vidime, ze volba P a ) ndm predurcuje obtiznost vypoctu. Zvolime-li jiné P, () muzeme dostat
také

1 1 27
S:f/ —ydy+xdy:§/ 3ABsin? t cos®t + 3ABsin® t cos* tdt =
c 0

2
3AB (%™ 4 3AB (7T 3AB (¥ 1 — cosdt
- —/ sintcos?tdt- - = 222 | gin?2tdt = / COST at =
2 Jo 4 8 Jo 8 Jo 2
3AB  3AB [sin4t]*™ 3AB
= m — = —T.
8 8 8 |, 8

Kiivka pro A =1, B = 1 ohrani¢uje mnozinu
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P¥. 476 Uzitim kiivkového integrdlu vypoctéte obsah plochy ohranicené skrze (x +y)? = Ax a
osuzx, pro A > 0.

Hleddme P(z,y) a Q(z,y) tak aby Q, — P, = 1, nebot pak muzeme spojit pres Greenovu vétu

integraly
Sz// ldxdy:// Qw—Pydxdy:/de—FQdy.
M M c

Muzeme napiiklad volit Q(z,y) = x, nebo P(x,y) = —y, nebo P(z,y) = —y/2 a Q(x,y) = z/2.
My zvolime variantu P = —y. Chtéli bychom také pochopit, jak zhruba vypada vySetfovana
mnozina. Nejdifve nalezneme priseciky kiivek (z + y)? = Az a osy x dané rovnosti y = 0.
Dosazenim méme x? — Az = z(x — A) = 0, &imz ziskdme priseciky [0,0] a [A4,0]. Cast hranice je
tedy déna osou z spojujici tyto body jako x = t, y = 0, pro t € [0, A]. Nyni chceme parametrizovat
zbylou éast kiivky. Z nerovnosti 0 < (z + y)? = Az vidime pro A > 0, ze z > 0. Vyjadifme-li
y = £V Ax — z, vidime, 7e kiivka se skldd4 ze dvou funkei. Cést y = —v/ Az — & prochédzi bodem
[0,0] a nasledné je vzdy zdpornd, a proto nikdy znovu osu x neprotne.

Tudiz nés zajima pouze ¢ast y = vV Az — x, kterd pro  — oo dévd y — —oco a protind osu z v
bodech [0,0] a [4, 0]. Z toho vidime, Ze kiivka se nachéz{ na intervalu [0, A] nad osou x. Muzeme
tedy brat rovnou parametrizaci = t, y = VAt —t, pro t € [0, A]. Spodni hranice mnoziny je
tvofena osou x a je parametrizovana kladné. Horni ¢ast mnoziny je tvofena implicitné zadanou
kiivkou a jeji parametrizace jde proti kladné orientaci kiivky vysledné uzaviené ktivky. Prvni

¢éast plochy dostaneme jako
A
I1:/ —ydx:/ 0-1dt =0,
Cl 0

coz odpovida ¢asti osy x. Druhou ¢ast plochy skrze kiivku dostaneme jako

A
A 2 /A+3 2 /A4 2
12:/ fyd:c:/ (tx/At)~1dt-|ff2 At :A—fZ A :fA—.
Co 0

2 3 6

2 3

0

Vzhledem k tomu, ze parametrizace jde proti kladné orientaci, tak musime vyndsobit I - (—1) a
celou plochu dostaneme jako S =1 — I, = %2. Implicitné dand funkce ndm udava pro jisté A
nasledujici kiivku
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Pi. 477 Uzitim kivkového integrdlu vypoctéte obsah plochy ohranicené skrze x> + y> = 3Axy,
pro A > 0.

Hleddme P(z,y) a Q(z,y) tak aby Q, — P, = 1, nebot pak muzeme spojit pfes Greenovu vétu

integraly
Sz// ldxdy:// Qw—Pydxdy:/de—FQdy.
M M c

Muzeme napiiklad volit Q(z,y) = x, nebo P(x,y) = —y, nebo P(z,y) = —y/2 a Q(x,y) = z/2.
My zvolime variantu P = —y. Nejdrive potiebujeme nalézt vhodnou parametrizaci. Polozime-li
y = tx a dosadime-li, dostaneme

3 41323 = 3Ata? = 2% (x + xt® — 3At) = 0.

Tato rovnost je obecné splnéna pro x # 0 jen pro x = 13:;2 a dosazenim do y = tr dostaneme
2
y = ‘;’ﬁg hledanou parametrizaci. Déle si v§imneme, ze pro ¢ > 0 dostavame také z > 0, y > 0

a pro t = 0 bod [0,0]. Navic pro ¢ = oo je  — 0, y — 0. Kiivka ohrani¢uje néjakou plochu pro
bodech intervalu a tedy, Ze je jednoduchd. Avsak je-li y = tx a kiivka protne samu sebe v ruznych
t1 a to, tak musi platit tyz = y = tox a tudiz (¢, —t2)z = 0. tato rovnost muze nastat jen pokud je
x = 0 coz odpovidé jen situaci kdy ¢ = 0 nebo ¢t — 0. Body kfivky jsou svazané rovnosti y = tx.
Pro t < 1 musi nutné platit, ze je y < x a tedy body kfivky lezi pod osou y = . Prot > 1
plati ze stejného divodu y > x a body lezi nad osou y = x. Proto vidime, ze je parametrizace
orientovand proti béhu hodinovych rucicek a je tedy souhlasna s kladnou orientaci.

Plochu mnoziny tedy ziskdme pro x’ = 3(‘?;?{;23 jako

00 2 _ 3 © 1 _ 043
S:—/ydx:—/ 3At= 3A — 6At dt:—9A2/ ﬂﬁdt:
c 0 0

1+6% (1+1%)? (1+3)3
| oz=148 | 2 [3—-2z 2 3 2 2 [2 3717
dz:3t2dt’__3A/1 23 dz = =34 . ;-;dz——Z’)A Fire] M

_ 2 : e B _

Obsah je tedy %.
Implicitné dand funkce ndm pro A = 1 udédvé kiivku
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Pi. 478 Uzitim krivkového integrdlu vypoctéte obsah plochy ohranicené skrze x3 + y3 = 22 4+ y?
ar>0,y>0.

Pomoci Greenovy véty svazeme dohromady plochu a kfivkovy integral pomoci vztahu

S:// 1dxdy=—/ydy.
M c

Potiebujeme vsak ziskat predstavu o podobé vySetfované mnoziny. Jisté hranice mnoziny jsou
udény nerovnostmi z > 0, y > 0. Zjistéme tedy, zda implicitné dana funkce protina osy x a
y. Najdeme priiseciky s osami. Pro y = 0 dostaneme 2® — 22 = z%(x — 1) = 0 apro x = 0
dostaneme y® — 3% = y%(y — 1) = 0. Implicitni funkce protind osy v bodech [0, 1] a [1,0]. Navic
pokud parametrizujeme implicitné danou funkci v poldrnich soufadnicich dostaneme

p3 cos® ©+ p3 sin® Y= p2 cos? w+ p2 sin? ©
p° = p’(cos® p +sin’ @)
B 1
cos3 p +sin® ¢

Z nerovnosti vime, ze se nachdzime v prvnim kvadrantu. Proto je ¢ € [O, g] a také z odvozeného

vztahu je p > 0. V prvnim kvadrantu mé kfivka kladny polomér, neprotne sama sebe a odsekava
nam z prvniho kvadrantu vySetfovanou mnozinu M. Dalsi hranici pak udéavaji jak vidime osy x
ay.

Dalsi parametrizaci ziskdme, polozime-li y = xt a dosadime z3(t3 + 1) = z2(¢% + 1). Tato
rovnost je pro obecné x splnéna jen pokud je x = gﬂ a ze vztahu y = tx dostaneme y = g_ﬁ
Pro ¢t = 0 ziskdme bod [1,0] a pro t — oo médme bod [0, 1]. Tato ¢ast je parametrizovana souhlasné
s kladnou orientaci a navic mame

, ottt =32+ 2t
(t3 + 1)2
Prvni ¢ast plochy je tudiz dana jako
B4ttt -3+ 2t 24+ 1) (3 + 3t — 2
11:/—ydx:/ S + dt:/ E+DE+3t-2) o)
c o B+1 (BB +1)2 0 (t3+1)3
Vzhledem ke tvaru jmenovatele muzeme pouzit Ostrogradského metodu a integrél se tedy rovnd

{ P(t) ro = Q)
@ +1)2],  Jo P41

dt.

Kde P(t) je nezndmy polynom stupné 5 a Q(¢) nezndmy polynom stupné 2. Metodou neuréitych
koeficientu bychom dostali

AP 4t 83 —2 — 2t — 2] 1/°°t+1
I, = 2
6(t3 +1)2 o t3+1

3
1 [~ 1
S dt=
+3/0 2 —t+1

2 2
6 6 1
2
112 20-1\1" 1 2 /7 7w\ _
3*3[\/5“‘3@(@)}03*“(2*6)
1
3

dt =
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Dalsi ¢asti plochy dostaneme pies parametrizaci ¢asti osy. Vzdy bychom zda vsak dostali 0,
nebot je zde bud 2’ = 0 nebo y = 0. Celkova plocha je tak pouze S = I;. Implicitné dand funkce

udava krivku

2
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Pi#. 479 UzZitim krivkového integrdlu vypodtéte obsah plochy jednoho oblouku cykloidy © = A(t —
sint), y = A(1 — cost), pro t € [0,27].

Plochu opét spojime skrze Greenovu vétu s integralem |, o T dy pies uzavienou kiivku C ohranicujic
vysSetfovanou mnozinu. vybereme si tentokrat ¢ast s dy, protoze derivace parametrizace y ma
méné clent nez derivace parametrizace z. Vidime, Ze y > 0 na intervalu (0,27) ay =0prot =0
nebo t = 27. Proto je plocha ohranicena cykloidou a osou x. Prvni ¢ést kiivky je tedy dana jako
x=t,y=0,prot € [0,2A7]. Pocitdme tedy

2A™
Ilz/zvdy:/ t-0dt=0.
C 0

Druha ¢ast kiivky je pak dana jako

2 27
Igz/zdy:/ A(t—sint)Asintdt:AZ/ tsint —sin®tdt =
C 0 0

. 9 1 —cos2t
= |per partes a vzorec Sin“t = # =
(cosx + 2)sinz — x(2cosz + 1) T _6r 3
= = — =31
2 o 2

Horn{ polovina hranice plochy je uddna parametrizovanou kiivkou a jde od bodu [0,0] do
bodu [27,0]. Jdeme tedy po sméru hodinovych rucicek a tudiz je tato parametrizace zaporn4,
dostavame plochu S = I; — I, = 3.
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P#. 480 Uzitim krivkového integrdlu vypoctéte obsah plochy ohranicené evolventou x = A(cost+
tsint), y = A(sint — tcost), pro t € [0,2x], A > 0.

Chtéli bychom spojit vysetfovanou plochu spolu s parametrizovanou kiivkou pomoci Greenovy
véty. K tomu bychom si vSak méli udélat také predstavu o podobé kiivky. Uréime-li vzdélenost
bodu od poéatku dostaneme x? + y? = A% + A%t2. Vzdélenost tedy zaéind na hodnoté A a
poté neustdle roste. Zkusme uréit pruseciky kiivky s osami. Pruse¢ik s osou £ mame pro y =
A(sint — tcost) = 0, coz odpovidd pro cost # 0 rovnosti ¢ = tgt. Ze znalosti grafu funkce tgt
vime, ze na intervalu [0, 2] mdme pouze dva pruseciky a to pro t; = 0 a pro jisté ty € [7r, %ﬂ
Je-li cost = 0 tak rovnou vidime, Ze y # 0. Navic je y spojitou funkci proménné ¢ a pro t = 5
mame y (g) > 0 tudiz je y > 0 na intervalu (0, ¢5) z podobného duvodu je pak y < 0 na intervalu
(t2,27]. Pruseciky s osou y dostaneme pro x = A(cost + tsint) = 0 a je-li sint # 0 tak je
dostaneme z rovnosti ¢ = — cotgt. Ze znalosti grafu funkce cotgt dostaneme, ze existuji pouze
dva pruseciky a to ts € [g,w), ty € [3%, 27r). Derivace y' = tsint ukazuje, ze y(t) nejprve roste
na intervalu (0, 7) a nésledné kles& po zbytek intervalu. Obdobné sledujeme chovén{ funkece z(t)
vzhledem k z' = tcost. Nyni mdme hrubou piedstavu o podobé kfivky. Kiivka obihd okolo
pocatku se zvétsujici se vzdélenosti. Za¢ind v bodé [A,0] a konéi v bodé [A4, —27].

Druhou pfedstavu o kfivce muzeme ziskat z toho, ze se jedné o evolventu. Evolventa je kiivka,
kterou opisuje bod na piimce, kterd se ota¢i okolo fixni kruznici. Pozice bodu na piimce navic
linearné roste. Obrazek kiivky pro A = 1 vypadd nésledovné

Prvni hranice udévajici plochu skrze Greenovu vétu dava

2m
Ilz/xdy:/ A(cost + tsint)A(cost — cost + tsint) dt =
c 0

27 27 : 2
tsin2t + t2(1 — cos 2t
:AZ/ tsintcost+t251n2tdt:A2/ sin 2t + °( cos )dt:
0 0 2
| tes] A2 [2t3 — 6tcos2t — (3t2 — 3)sin2t]”" A2 1673 — 12
= |per partes| = — ===
Per PaTies =3 6 o 2 6
:A27r4ﬂ-2_3.

3
Druhou ¢ast plochy ziskdme z integralu

I = / xdyv
Ca
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kde kiivka Cy je tisecka spojujici body [4,0] a [A, —2x]. Tato pfimka je déna jako © = A a
y = —2mw+t, prot € [0,27]. Mame tedy

2m
122/ A-1dt = 2Ar.
0

Nebot jsou obé tyto kiivky parametrizovdny souhlasné s kladnou orientaci, je celkové plocha
S=I+1I= A4 =3 4 9An,
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Pi. 481 Vypocteéte integrdl

2
Iz/ydx—!—Zmdy, pro C:x2+%=1,y20,
C

kde krivka je orientovand tak, Ze poédtecni bod md nejuétsi x-ovou soutadnici.

Vsimnéme si, Ze kiivka C je ¢ésti elipsy. Mdme vSak pouze polovinu elipsy nebot y > 0. Kiivka
je o¢ividné jednoduchd, ale neni uzaviend. Aby se jednalo o uzavienou kiivku, museli bychom ji
doplnit o spojnici zacdtku a konce kiivky C, tj. o dalsi kiivku Cy : © = ¢, y =0, pro t € [—1,1].
Sjednocenim téchto dvou kfivek bychom pak dostali uzavienou kiivku. Puvodni kiivka C' tvoii
horni polovinu elipsy, ktera je orientovana zprava doleva. Doplnime-li ji poté o zdkladnu Cs, bude
vzniklé sjednoceni orientovano v kladném sméru. Funkce P = y, Q = 2z maji vSechny derivace
spojité, a proto bychom integral mohli spocitat pomoci Greenovy véty. Mdme

Q:.—P,=2-1=1.

Integrél tak muzeme pocitat rovnou jako

I:// 1dxdy.
M

Jedna se tedy o plochu poloviny elipsy. Obsah elipsy bychom dostali podle vzorce jako S = abm,
2
kde a a b jsou délky os elipsy. Z implicitni rovnice 2 + Y- =1 vime, ze a = 1 a b = 2. Polovina

tohoto obsahu tak je
_ 27

2

Protoze jsme vsak k vysledku pridali jesté integrdl ptes zdkladnu Cy, musime tuto Cast zase
odecist. Tento integral by nam dal

1

= T.

1
/ ydx—|—2mdy:/ 0-1+2t-0dt=0,
Cs 1

Tedy puvodni hodnota souhlasi.
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Pi. 482 Vypocteéte integrdl
I:/(xy—gf)dx—i—xdy, pro C:y?>=42,0<z <1,
c

kde krivka je orientovand v obvyklé roviné xy shora doli.

Kiivka je ¢asti paraboly. Integral bychom mohli spoé¢itat pokud bychom si tuto ¢ast parametrizo-
vali, ale také bychom mohli integral pfevést na dvojny integral. Pokud bychom kfivku C' doplnili
o cast Cy : danou jako = = 1, y = ¢, pro t = [—2,2], dostali bychom uzavienou jednoduchou
kiivku a navic by tato vyslednd kfivka byla orientovand v kladném sméru. To plyne z toho, ze
parabola je orientovand shora dola a spojnice jejiho zac¢atku lezi napravo od paraboly a stoupé
zdola nahoru. Pro funkci

Q:—FPy=1—-2+2y

bychom dostali kiivkovy integral jako

I:// 1—2z+2ydedy
M

Mnozina uzaviena uvniti kiivky je ddna nerovnostmi —2 < y < 2, % < x < 1. Tohle vSechno
bychom snadno dostali také z obrazku. Potom bychom méli integral

1

2 41 2 22

[:/ / 1—x+2ydxdy:/ {x+2xy} dy =
—2Ju2 —2 2 ¥2
2

4
1 2 4 3 3 5 472 16
) L, 15

2 4 32 2 2 12 5-32 8

Nesmime vsak zapominat na ¢ast, kterou jsme si ptridali kiivkou Cs. Jeji integral jsme k integralu
pridali a tedy bychom jej také méli odecist. Tuto ¢ast bychom méli

2
/ (xy—yz)dwrxdy:/ (t—13)-04+1-1=4
Cs —92
Tuto ¢ést jsme k integralu I pfidali, a proto ji musime zase odec¢ist. Spravné bychom meéli
16 44
= 4

J]=— —4=——
15 15
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12 Plosny integral 1.druhu

V nasledujici ¢asti uvazujme pod pojmem plocha oboustrannou plochu, tj. plochu ktera méa rub
a lic. Piikladem jednostranné plochy je naptiklad Mobiuv pasek. Pro parametrizace v nésledujict
sekci navic uvazujme, ze zobrazeni [u, v] — [a(u, v), B(u, v),¥(u, v)] je prosté na vnitiku mnoziny
M.

Necht S je plocha dané parametricky jako z = a(u,v), y = B(u,v), z = y(u,v), pro [u,v] € M,
kde M°® # (). Necht hranice mnoziny M je tvofena jednoduchou, uzavienou kiivkou. (dotesit
tento predpoklad, jak tam piesné vystupuje) Predpoklddejme, ze funkee a, 8, v maji na
M spojité parcidlni derivace a predpokladejme, ze matice

i j k
Mat = | zu wyu 2u (3)
x’U y’U Z'U

m4 hodnost h(Mat) = 2 v kazdém bodé [u,v] € M. Potom fekneme, Ze tato plocha je hladké.

Necht S je hladkd plocha dani jako z = a(u,v), y = B(u,v), z = v(u,v), pro [u,v] € M
a f(z,y,z) je spojitd ve vSech bodech plochy S. Potom plosny integral prvniho druhu muzeme
prevést jako

J|rewzas =[] fatwo). 50500 VEGF duds,

ox\? dy 2 02\?
#=() + (o) + ()
o\ dy 2 02\
o=(a) + (&) +(5)
_ 0%x n 0%y . 0%z
© Oudv  Oudv  Oudv’

Speciédlné je-li z = g(x,y) funkce proménnych x,y, kterd mé spojité parcidlni derivace, pak

dostiavame
92\? [02\?
/ /S S 2)as = | /Mf(x,y,g(x,y))\/lJr(ai) +(3y) A dy —

- //M f, y’g(f”’y))\/l +(92)° + (9,)° dady.

kde

F

Tyto vzorce muzeme odvodit také pokud uvazujeme matici

i ok
To Yo 2o Yv 2o Zv v LTy Yo
=A(u,v) =B(u,v) =C(u,v)

—g| Ju W ‘+j‘x“ o +k;""”“ Tv | = (A4,B,0).
Zu  Rw u  Ru Yu Yo

Zde symboly 4, 7, k muzeme chéapat jako jednotkové vektory standardni baze a pouzivame zde
Laplaceuv rozvoj determinantu. Pouze bychom museli zavést determinant i pro situace, kde na
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nékterych pozicich mame vektory. Dalsi cestou jak muzeme 4,7,k vnimat je Cisté symbolicky,
kde se jednd o parametr urcujici na které pozici vektoru se jeho koeficient nachazi. Vektor w
je normalovy vektor plochy S udany parametrizaci a za predpokladu, ze plocha S je hladka je
tento vektor nenulovy. Potom muzeme prevést

J[ seas = [ fatu. s VaS B Cauds

Zde vidime, ze ||77|| = VAZ + B2 + C2. Piedpoklad (3)) uddvajici h(Mat) = 2 nam k4, 7e tecné
vektory parametrizace 1, = (Ty, Yu, 2u) & Wy = (Ty, Yo, 2v) jsou linedrné nezivislé a tedy tvoif
bdzi teéné roviny x = a(ug,vo) + ay(ug,vo) - t + a(ug,vo)y - 8, ¥y = Bug,vo) + Bu(ug,vo) - t +
Bo(ug,v0) - 8, 2 = v(ug, vo) + Vu(to,v0) - t + v(ug,v0) - 8, pro t, s € R. Normélovy vektor udany
parametrizaci bychom potom dostali jako vektorovy soucin n = Mo X .

Maéme-li hladkou plochu S, pak jeji parametrizace udéva néjakou jinou plochu S, ktera miize a
nemusi byt shodna s nasi plochou S. Plochy S a S se mohou ligit pouze o znaménko norméalovych
vektori, ale mohou byt také stejné, tj. W (S) = £7(S).

Pokud je plocha S dani sjednoceni koneéného poétu hladkych ploch S = U¥_, S;, pak miizeme

rozdélit k
//Sf(x,y,z)dS:;//Si flz,y, 2)dS.

Povrch plochy S dostaneme jako plosny integral prvniho druhu

P [[1as

Hmotnost plochy S jejiz hustota je ddna funkei p(z,y, z) spoc¢teme jako plosny integral z hustoty

m://sp(x,y,z)ds.

Say :// zpds,
s

S :// ypds,
s

kde m je hmotnost plochy S.
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Pi. 483 Parametrizujte ndsledujict plochy kazZdou alespon pomoci tri parametrizaci a urcete je-
jich mnoziny M pres které jsou plochy parametrizované.

1.
2.

NI SRS S~ N T N

10.

11.

12.
15.

1.

15.

Implicitné danou plochu 2x —y + z = 3.

Rovinu 7, kterd je rovnobéind s vektory s;1 = (1,—1,0), so = (=2,3,2) a prochdzi bodem
[0,0,1].

. Trojihelnik s vrcholy A =[0,-1,1], B=2,2,3] « C =[0,0,—1].

. Cdst vdlcové plochy y? + 2% = 4, kterd se nachdzi v pronim kvadrantu x > 0, y > 0.

. Koneény kousek paraboloidu z = 6 — 222 — 2y? omezeny rovinami z = -2 ax —y = 1.
. Kousek dvojtého kuzelu 2% = x2? + 42, ktery je vymezen rovinami y > 0 a z > —1.

. Plochu, kterd je vyriznuta z grafu spojité funkce g(x,y) eliptickym vdlcem 4z? + y* < 9.
. Naklonénou vdlcovou plochu (z — 2)? +y? = 1.

. Torus dany implicitné (z* + y* + 22 + 3)% = 16(2? + y?).

Plochu S, kterd vznikne ndsledugjicim zpiusobem. Spojitd krivka C se nachdzi v poloroviné xy
pro y > 0 a tvort rotacni plochu S, kterd vznikne rotact kiivky C okolo osy x po kruznici.

Rotacnd plochu, kterou ziskdme z Astroidy x3 —|—y% =1, kdyz ji rotujeme okolo osy x dokola
0 180°.

Astroidioidu (neoficidlng ndzev), kterd je dand implicitné jako x3 + y% 425 =1.

Plochu S, kterd vznikne ndsledujicim zptusobem. Spojitd kiivka C se nachdzi v poloroviné
zy pro y > 0 a tvori rotacéni plochu S, kterd vznikne rotact krivky C' okolo osy x po skoro
krusnici y* + z* =1t .

Helicoid S dany implicitné jako % = tgz, pro =% < z < T uwnitr vdlce > +y2<1la
z = T sgn(y), pro x = 0. !!!!! Tady by to melo byt pokryte nerovnosti na z mozna
tak krome pocatku... jeste se na to podivat

Zobecnény helicoid S dany parametricky jako x = ucosv, y = usinwv, z = uv, pro u € [0, 1]
aveE [0, g)

Plocha S je implicitné dana rovina udand explicitné funkci z = 3 — 2z + y, kde mizeme
pouZit nejsnazsi moznou parametrizaci * = u, y = v a z = 3 — 2u + v. Nebot se vSak
jednd o rovinu, vime, Ze ji lze popsat ze znalosti 3 bodu, které nelezi na piimce. Dosazenim
do funkce uréime, ze v roviné lez body [1,—1,0], [1,1,2] a [0,—2,1]. Tyto body nejsou
kolinedrni, a proto z nich muzeme vytvorit dva vektory napft. s; = (0,2,2) a so = (1,1, —1)
a takto dostaneme dalsi parametrické vyjadieni roviny

r=14w,
y=—14+2u+v,
z = 2u —v.

Tteti parametrizaci bychom dostali napiiklad pokud bychom vyménili néktery z vektoru
81, 82 za vektor opacny. Vechny tyto parametrizace jsou pak dané pro [u,v] € R2.
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2. Je-li rovina rovnobéznd s vektory s; a so dostaneme rovnou parametrizaci

T =u—2v,
y=—u+ 3v,
z=1+42w.

Protoze je rovina rovnobéznd s vektorem (1, —1,0) je také rovnobéznd s vektorem (2, —2,0)
a tudiz mame také parametrizaci

T = 2u — 2v,

y = —2u+ 3v,

z=1+2v.
Vektorovym souc¢inem vektoru si, so dostaneme vektor kolmy k témto vektorum a méme
s1 %X 82 = (—2,-2,1). Takto vime, ze hledand rovina je rovnobézna s rovinou —2z —2y+z+
D =0, D € R. Dosazenim udaného bodu [0,0, 1] uréime, ze nase rovina spliiuje D = —1 a
tedy muzeme ziskat rovinu také explicitné pro z = 14+2x+2y coz vede na tieti parametrizaci
r=u,y=vaz=1+2u+2v. Viechny tyto parametrizace jsou pak dané pro [u,v] € RZ.

3. Zadany trojihelnik muzeme dostat jako konvexni kombinaci udanych bodu, tj.
MA+ AaB + A\3C,

kde plati, ze A; > 0, pro vSechny i a Z?:l A; = 1. Z této sumy muzeme vyjadiit \; =
1 — Xy — A3 a dosazenim do rovnice dostaneme parametrizaci

A+ X (B—A)+ X3(C — A),

pro Ay > 0, A3 > 0 a ze vztahu Ay > 0 mame také Ay + A3 < 1. Nahradime-li lambdy za
parametry u a v dostaneme parametrizaci

=04 2u+ Ov,
y=—-14+3u+v,
z=142u — 2v,

pres trojuhelnik M : u > 0, v > 0, u + v < 1. Stejnym zplsobem jako jsme nahradili A\;
bychom mohli naopak nahradit Ay a A3 a dostali bychom dalsi dvé parametrizace z rovnic

B+ M\ (A - B)+X3(C - B),
CH+MA-C)+X(B-0C).

4. Plocha S udava valcovou plochu vzhledem k proménnym y a z s polomérem r = 2. Vhodné
ji tedy muzeme parametrizovat uzitim valcovych souradnic y = pcos ¢, z = psin p. Polomér
je zde fixni a dhel se méni. Proto budeme mit y = 2cosu, z = 2sinu. Tieti proménnd
udévd vysku valce a neni svdzand s proménnymi y, z,tj. * = v. Nebof je v = 2 > 0
ay = 2cosu > 0 mame mnozinu M omezenou u € [—3 5] a v > 0. Jedna se tedy o

2°2
nekoneény obdélnik.

Dalsi parametrizaci muzeme dostat pokud bychom uv&zili, jiné poradi proménnych v

polarnich soufadnicich, tj. pro z = 2cosu, y = 2sinu. Potom méme z podobnych duvodu

M :v>0auwué€|[0,n], pficemz x = v zUStav4 stejné.

Tieti parametrizaci muzeme ziskat napiiklad tak, ze si vyjadiime pro y > 0 implicitni

rovnice y = v/4 — 2z2. Potom bychom dostali také parametrizaci z = u, y = v/4 — u?, pro
€ [-2,2]. Role z = v zlstdvd i zde stejné.
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5. Paraboloid je dan explicitné, muzeme tedy rovnou parametrizovat * = u, y = v a z =
6 — 2u? — 2v2. Tato plocha je ohrani¢ena rovinou z = —2 a tedy plati, ze bud je z > —2
nebo je z < —2. Pro u — o0, v — oo mame z tvaru funkce, ze z — —o0, a proto aby
byla plocha koneénd nemuzeme mit ¢ast z < —2, ale musi platit z > —2. Dosazenim
parametrizace za z dostaneme u?+v? < 3. Rovina z —y = 1 pak vymezuje ¢ast této plochy
v poloprostoru x —y > 1 nebo x — y < 1. Ze zadani vSak neni jasné, o kterou ¢ast plochy

<

se jednd. Prvni parametrizace je tedy zadand pies mnozinu M : u? +v2 <3 au —v =1

kde symbol ; odkazuje na nejistotu o kterou ¢ast plochy se jedna.

Druhou parametrizaci bychom dostali, pokud bychom k popisu plochy uvazili vélcové
soufadnice x = wucosv, y = usinv &mz bychom po dosazeni dostali z = 6 — 2u?. Ne-
bot je 6 — 2u? = z > 0 mame u? < 3. Dile mame wcosv — usinv § 1. Z této nerovnosti
bychom mohli vyjadfit parametr u, ale museli bychom uvéazit ménici znaménka. Uvazme
tedy pro jednoduchost, ze je x —y > 1. Projekce plochy S do pudorysny xy bude vymezena
nerovnostmi 22 +y? < 3 a x —y > 1. Prinik hranic téchto vymezen{ dostaneme v bodech,
kde ptimka protne kruznici a tyto body jsou

1+v2 —1+V5
2 2

Spojnice pocatku s prusecikem lezicim v prvnim kvadrantu ma thel

—14++v5 145
tg(p1: < 21,
1+v5 1++6

p1 < arctgl = %

Druhy thel pak dostaneme obdobné jako g > —%’“. Z téchto davodu je funkce cosv —

1
cosv—sinv’

sinv > 0 a vyjadfime tak z nerovnosti ucosv — usinv § 1, ze plati u >
Tteti parametrizaci této plochy ziskame, pokud bychom upravili prvni parametrizaci jako
r=—u,y=—vaz=06—2u?—20% Coz ndm d4 stale stejné u? +v> <3 av—u § 1. Nebo
bychom mohli také uvazit, ze ze vztahu z = 6 — 2u? bychom mohli vyjadfit u = /3 — B
a tento vztah bychom mohli dosadit do polarnich soufadnic. Pouze bychom zde vyjadfili

pomoci parametru z = w a méli bychom z = /3 — ¢ cosv, y = /3 — ¢sinv, z = w.

6. Zadany kuzel muzeme vyjadiit explicitné jako z £+ /22 + y? ¢imz bychom dostali jeho dve
¢asti pro z > 0 a z < 0. Musime zde rozdélit kuzel na dvé podplochy S; pro z > 0 a
So pro z < 0, kde muzeme nasledné parametrizovat obé plochy jako x = u, y = v a
z = £vu? +v2. V takovémto pifpadé mdme vymezeni y = v > 0 a z > —1 ndm ud4 pro
podplochu Sy, ze z = —vu2 +v2 > —1, coz znamend u? + v? < 1. Naopak pro podplochu
S1 mame z > 0 > —1 a tedy je zde tato podminka splnéna trivialné a nic nového ndm
neda. Mame tak plochu S parametrizovanou pfes dvé podplochy.

Druhou parametrizaci dostaneme pokud uzijeme polarni soutradnice jako x = ucosv, y =
usinv, 22 = v?. I v tomto pifpadé musime uvazit, ze je nezbytné polozit z = +u, coz ale
pro u > 0 nepopiSeme jednou funkci.. I zde musime rozlozit plochu na dvé podplochy. Z
podminky y > 0 vidime, Ze v obou piipadech musi byt v € [0,7]. Pro ¢dst z > 0 ndm
podminka z > —1 stéle nic nedd, ale v ¢asti pro z < 0 mame z = —u a to nam dava
—u>—-1=u<l.

Treti parametrizaci muzeme ziskat tehdy kdy uvazime, ze je tento dvojty kuzel tvoren v
roving y = 0, > 0 reprezentovan funkef = |z|, pro z > —1. Nédsledné bychom kuzel
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dostali pokud bychom rotovali graf této funkce okolo osy z po kruznici.Tyto kruznice by
mély pro pevné z vzdy polomér r = |z| a kruznici muzeme vyhodné parametrizovat pomoc{
polarnich souradnic. Tedy = = |z|cosv, y = |z|sinv, pro v € [0,27]. Zavedeme-li tedy
druhy parametr jako z = v mdme parametrizaci x = |u|cosv, y = |u|sinv, kdyz v > —1
a v € [0,27x]. Tuto parametrizaci bychom dostali i u druhé parametrizace, pokud bychom
vyjadrili rovnost z = fu jako u = |z|. AvSak vSimnéme si jesté néceho. V tomto postupu
nam nic nebrani uvazovat rovnou celou rovinu xy ve které bychom dostali objekt rovnou
rotaci kiivky « = z okolo osy z. Ctvrtou parametrizaci bychom tudiz dostali stejnym
zpusobem jako x = ucosv, y = usinv, z = u, kdyz v > —1 a v € [0, 27].

7. vnittek eliptického véalce dostaneme pomoci zobecnénych polarnich souradnic jako = =

%u cosv, y = usinv pro libovolnou vysku z. Dosazenim do funkce g(z,y) bychom pak
dostali také tieti slozku parametrizace z = g (%u cos v, usin v). Vzhledem k tomu, ze se nyni
nachdzime uvnitf vélce méli bychom hned u € [0,1] a v € [0, 2x]. Dals{ dvé parametrizace
bychom mohli dostat pokud bychom upravili zvolené polarni souradnice. Stejné tak bychom
mohli vynechat poldrn{ soufadnice a parametrizovat plochu jako x = u, y = v a z = g(u,v),
kde bychom pouze popisovali huie oblast parametrizace M. Elipticky vélec by ndm v

pudorysné dal pouze elipsu a tedy bychom ji mohli vhodné také popsat pro x € [—%, %] a

—v9 — 422 <y < /9 — 422. Nebo naopak z druhého pohledu jako y € [—3,3] a — 9;“'2 <
T < 7\/9_92

2

8. Mdme zde kosou vdlcovou plochu s polomérem r = 1 udanou implicitné (x — 2)? + y? = 1.
Chceme popsat vSechny body, které spliuji tuto implicitni rovnici. Jedna-li se o ¢ast valce,
mohli bychom vhodné vyuzit vélcové soufadnice x = cosu, y = sinu, z = v avSak po
dosazeni do rovnice dostaneme

(cosu —v)? +sin®v =1—2vcosu + v* # 1.
Ocividné tyto body nespliuji implicitni rovnici. Kdybychom vsak v zavorce dostali pouze

cos u, méli bychom jiz vhodnou parametrizaci. Upravi-li vhodné parametrizaci dostaneme
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T = cosu + v, y = sinu, z = v coz jiz bude odpovidat. Nebot vyska neni nijak omezena
méme v € R a dhly popisujici kruznice ddvaji u € [0, 27].

Druhou parametrizaci bychom dostali napiiklad pokud bychom uvazovali namisto z = v
tieba z = v3. Potom bychom méli parametrizaci = cosu +v3, y = sinu, z = v* stdle pro
v € R au € [0,27]. Treti parametrizaci bychom naopak méli pokud bychom misto thlu u
uvazovali tihel jako u?. To by vedlo na parametrizaci = cosu® + v, y = sinu?, z = v stéle
pro v € R aviak zde je potom u € [0, v/27].

. Podivejme se nejprve na rovnici, kterd ndm zde vystupuje: (z2+y>+22+3)% = 16(z?+y?). V
rovnici vidime na dvou mistech vyraz z2 4?2, ktery se chové rozumné vzhledem k poldrnim
soufadnicim. Zavedme tedy & = rcos, y = rsin ¢ a dosadme toto vyjddieni do rovnice.
Dostaneme

(r? + 22+ 3)% = 1672,

Zde vystupuje r jako nezdporny polomér. Muzeme tedy tuto rovnici postupné upravit do
tvaru

r?+22+3=4r
P —dr+4422=1
(r—22+22=1.

Nynf jiZ rozpozndme rovnici kruznice s posunutym stfedem. Zaved me znovu poldrni souiadnice
r = Rcosf + 2, z= Rsin# abychom dostali opétovnym dosazenim

R?=1
R=1.

Pokud bychom dosadili zpétné po jednotlivych krocich za R a za r (nahradime také ¢ = u,
6 = v) dostaneme parametrizaci © = (cosv + 2)cosu, y = (cosv + 2)sinu, z = sinw.
Vzhledem k povaze odvozenych parametru zde mame u € [0,27] a v € [0, 27].

Druhou parametrizaci muzeme dostat pokud bychom zaménili v kruznicich parametrizace
roli sinp a cos dostali bychom dals{ podobnou parametrizaci = (cosv + 2)sinu, y =
(cosv + 2) cosu, z = sinv znovu pro u € [0,27] a v € [0,2n]. Treti parametrizaci bychom
mohli dostat pokud bychom naopak prohodili roli sinf a cosd a tedy x = (sinv + 2) cos u,
y = (sinv + 2) sinu, z = cosv taktéz pro u € [0, 27| a v € [0, 27].
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10. Uvazujme, ze kiivka C' je dand parametricky v poloroviné y > 0 jako x = a(t), y = 3(¢), pro
t € [a,b]. Vsimnéme si, ze z definice spojité kiivky El vime, ze takové parametrické rovnice
existuji. Nésledné plocha vznika tak, ze pro néjaky bod [z(t),y(t)] vznikd kruznice v roviné
x = a(t) se stfedem na ose x a polomérem r = §(t). Sjednocenim vsech takovych kruznic
pak dostaneme plochu S. Takovouto kruznici bychom mohli parametrizovat standardné
jako y = B(t)cosv, z = B(t)sinv, pro v € [0,27]. Nebot mame jesté zadané r = a(t) a
t € [a,b], je tato plocha parametrizovand kompletné.

Druhou parametrizaci bychom dostali, pokud bychom v parametrizaci kiivky nahradili
parametr t napiiklad za —t, tj. * = a(—t), y = B(—t) cosv, z = B(—t) sinv, pro v € [0, 27]
pro t € [=b, —a], v € [0, 27]. Ttet{ parametrizaci bychom dostali obdobné, pokud bychom
nahradili parametr ¢ za posun v Case napf. t—1 a stejné tak parametr v za posun v ¢ase v—m
¢{mz bychom obdobné dostali x = a(t — 1), y = (t — 1) cos(v — ), z = B(t — 1) sin(v — ),
prov € [0,2n] prot € [a+ 1,b+ 1], v € [, 3n]. Uvazujme také, ze v uvedeném postupu
neni nezbytné nutné, aby byly kiivka C' pouze v poloroviné y > 0, ale mohla by se nachézet
piimo v roviné xy, pouze bychom museli dofesit polomér, ktery by mohl byt nyni zédporny.
To by ale vadit nemélo vzhledem ke znaménkum sin v, cosv.

11. Plocha zde vznikd podobné jako v pfedchozim bodé a tedy pokud nalezneme parametri-
zaci kiivky C, dostaneme také parametrizaci plochy. VSimnéme si navic, ze Astroida je
symetrickd pres osu z (stejné jako pres osu y). Plochu tedy dostaneme, pokud bude celd
Astroida C' rotovat okolo osy x jen o 180°. Druhou variantou je, pokud uvazime jen ¢ést
Astroidy v poloroviné y > 0. Potom bychom vsak tuto horni polovinu kiivky museli rotovat
o celych 360°. Jiz vime, ze Astroidu lze v poloroviné y > 0 parametrizovat jako x = cos® ¢,
y =sin’t, prot € [0, 7]. Jeji rotaci okolo osy x tak dostaneme plochu S jako x = cos®t,
y = sin®tcosu, z = sin®tsinu , pro t € [0,7] a u in[0,27]. Druhou parametrizaci hned
dostavame, pokud bychom kiivku C uvazovali rovnou v celé roviné zy a to jako x = cos®t,
y = sin®t, pro t € [0, 27], potom bychom v8ak tuto kiivku rotovali okolo osy x jen o jiz
zminénych 180°. Méme tedy = = cos®t, y = sin®tcosu, z = sin®tsinu , pro t € [0,27] a
u inf0, .
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Treti parametrizaci ziskame, pokud bychom uvazovali, Ze plati rovnosti

34 3cost + cos(3t)

cos ,
4
3sint — sin(3t
sin®t = —( )
4
7 téchto vztahu tak dostaneme dal3i parametrizaci Astroidy a tedy i nasi plocha S jako
T = 3 cos t«Zcos(Bt)v y = SSlnt;sm(St) cosu, z = 351nt;sm(3t) sinu , pro t € [O,W} aue [07 27T]

12. Vsimnéme si prvni, ze pokud bychom méli pouze rovnici x5+ y% = 1 méli bychom Ast-
roidu. Zde bychom se mohli inspirovat pro vhodnou parametrizaci plochy. Zminme prvni
podobnost mezi rovnici 22 + y? = 1, kterd udava kruznici a rovnicf 2% + y2 + 22 = 1, kterd
udéva sférickou plochu. K parametrizaci kruhu i sférické plochy vyuzivame goniometrickou
jedni¢ku cos? z + sin? z = 1. Stejny princip vsak aplikujeme i u Astroidy pii jeji paramet-
rizaci, kde vhodné upravime poldrni souradnice, aby se sprdvné umocnily. Z téchto detailu
vidime, ze bychom mohli vhodné upravit sférické souradnice, abychom dosdhli stejného.
Méjme z = cos® usin® v, y = sin®usin®v, z = cos® v, pro u € [0,2n], v € [0,7]. Vidime,
7e poté co se nam tfeti mocniny a odmocniny vyrusi, dostaneme stejnou situaci jako pro
sférické soufadnice.

Druhou parametrizaci bychom dostali, pokud uvazime na zdkladé samotného principu
sférickych soufadnic, ze muzeme plochu parametrizovat stejnymi parametrickymi rovni-
cemi jen pres jinou mnozinu M. Mé&me z = cos® usin® v, y = sin® usin® v, z = cos® v, pro
u € [0,7], v € [0, 27]. Zatimco v pudorysné tak méffme jen 180°, tak odchylku od kladné
poloosy z méfime celych 360°. Tteti parametrizaci ziskejme na zakladé jiné ivahy. Vzniklou
plochu S bychom dostali také pokud bychom uvazovali kiivku Atroidy v poloroviné y > 0,
ktera by rotovala po drize Astroidy okolo osy z. Zminénou kfivku C' dostaneme stejné jako
v predchozim pifpadé jako z = cos® t, y = sin®¢, pro t € [0, 7]. Obdoba polomér rotace by
tak byla dand jako y = sin®t a pohybovali bychom se po dréze, které bychom znovu uréili
pomoci Astroidovych soufadnic jako y = sin®tcos® u, z = sin®tsin® u, pro u € [0,27]. T
tato treti parametrizace je obdobna predchozim dvéma, ale ivahové jsme k ni dosli jinak.
Vsimnéme si, ze tak jako zde rotujeme Astroidu okolo osy x, tak bychom ji mohli rotovat
také okolo osy y s podobnymi argumenty.
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13. Tuto plochu bychom mohli popsat principielné podobné, jako predchozi ptiklady. Pouze se

musime zamyslet, jak parametrizovat kruznici y*+2* = r*. Polarni soufadnice by nds mohly
navést na pokus y = v/cost, z = V/sint, avSak tato parametrizace by fungovala jen pokud
je cosx > 0, sinz > 0. Popsali bychom tak jen jednu 1/4 zobecnéné kruznice. Uvazme, 7e
bychom uvazovali namisto toho y = /| cost|, z = /| sint|. Nyni bychom méli parametrické
rovnice definované pro libovolné ¢, ale stejné by zustalo y > 0, z > 0. Chtéli bychom pokryt
vSechny kombinace znamének u y a z. Toto ndm normélné zajisfuje znaménko sint a
cost. Informace o tomto znaménku se nedostane ven z odmocniny, mohly bychom si vsak
pridat umeéle. Vezméme parametrizaci y = sgncosty/|cost|, z = sgnsinty/|sint|, kterd
ndm jiz udé véechny body zobecnéné kruznice y* + z* = 1. Pouze polomér bychom museli
pridat obvyklym zptsobem, kde by ndm ani nemélo vzhledem ke znaménkum vadit, ze
by byl nékde zdporny. Pro kiivku C' danou jako y = 2 na intervalu [0, 1] bychom tak
dostali napifklad parametrizaci z = t, y = t?sgncosuy/|cosul, z = t?sgnsinu/|sinul,
pro t € [0,1] a u € [0,2x]. Dals{ ¢&sti jiz fesit nebudeme vzhledem k jejich podobnosti s
ostatnimi body.
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14. Pii popisu Helicoidu si véimnéme, ze zde vystupuje podil £. Kdybychom zavedli polarni
soufadnice 2 = pcos ¢, y = psin g, dostaneme snadno £ = tg ¢. Ze vztahu plochy £ = tg 2
tak dostaneme jednoduchy vztah tgy = tgz. To by nds mohlo pfivést na myslenku, ze
plochu vhodné parametrizujeme pomoci valcovych souradnic jako x = wcosv, y = usinwv,
z=wv, prov € [—%, %] Nebot je plocha S dand uvniti valce 22 + y? < 1, tak dostavame
také rozsah u € [0, 1]. VSimnéme, si tuto parametrizaci bychom mohli pouzit i pro v mimo
rozsah [—%, %] a navic by zde plocha S spojité navazovala. Funkce tg z ndm vsak vymezuje
interval, kde muzeme plochu S uvazovat svym definiénim oborem. Na druhou stranu pro
© méme stejny problém. Z téchto duvodu je zde doplnéni pro x = 0.

Druhou parametrizaci bychom mohli zkusit dostat pokud bychom namisto valcovych soutadnic
uvazili sférické soutadnice. Tedy = = pcospsind, y = psingsinf, z = pcosf. Potom ze
vztahu pro ¥ = tg z dostaneme

= =tgp=1tgz=1tg(ucosv).

8|

A tedy ¢ = ucoswv. Pii této paramertizaci bychom museli rozvazit dusledky naseho rozhod-
nuti. Polomér u je tentokrat vzdalenost bodu od pocatku, ale tato vzdalenost by vyrazné
zéavisela na ihlu. V§imnéme si v8ak, Ze plochu muzeme také jednoduse parametrizovat jako
r=u,y=va

B {arctg o u#0,
z

gsgnv, u=0,

kde méme u € [-1,1] av € [-V1 — u?, V1 — w?]. TTeti parametrizaci bychom mohli dostat
také pokud bychom uvézili, Ze stejnou parametrizaci mdme i na mnoziné v € [-1,1] a

u € [—vV1—u? v1—u?].
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15. Prvni parametrizaci mame rovnou ze zadani. Druhou bychom dostali, pokud si uvédomime,
ze plati vztahy v = /22 + 92, v = arctg £ a ze vztahu z = uv také z = /22 + y? arctg £
¢fmz vidime, ze bychom mohli dostat plochu také jednoduse prox € (0,1 ay € [0, 1— 22

Néjakou tieti parametrizaci bychom také jisté ziskali. Napiiklad pokud bychom nahradili
v zadani parametr u za —u.

16. Nakonec si uvedeme jesté obrazek nasledujici zajimavé plochy.

604



605



Pi. 484 Rozhodnéte zda ndsledujici parametrizace popisuji uvedenou plochu.

1. Plocha S : 2% 4+ y? + 2% = 1, parametrizace v = cosusinv, y = sinusinv, z = cosv pres
mnoZinu u € [0,27], v € [0, 27].

2. Plocha S : 2% + y? + 2% = 1, parametrizace v = cosusinv, y = sinusinv, z = cosv pres
mnoZinu u € [0, 7], v € [0, 27].

3. Plocha S : 2% + y? + 2% = 1, parametrizace v = cosusinv, y = sinusinv, z = cosv pres
mnozZinu u € [g, %}, v € [0, 27].

4. Plocha S : 2% +y* = 1, parametrizace x = cosu, y = sinu, z = v pres mnozinu u € [0, 27,
v e R.

2

5. Plocha S : x> + y? = 1, parametrizace x = cos? u — sin®u, y = 2sinucosu, z = v® pres

mnoZinu u € [0, 7], v € R.

1. Plocha S je sférickou plochou se stfedem S = [0,0,0] a polomérem r = 1 Stejné tak v
parametrizaci pozndme sférické souradnice se stiedem S = [0,0,0] a polomérem r = 1.
Otédzkou zustava, zda mnozina parametru udava celou sféru. Parametr u udava projekci
stéry do roviny zy. Zde by se mélo jednat o kruh také s polomérem r = 1. V tomto ohledu se
zda byt vie v poradku, nebot popisujeme dokola celych 360°. Parametr v popisuje odchylku
bodu od kladné poloosy z. I v tomto ohledu se zd4 byt vie v poiddku, nebot popisujeme
celych 360° odchylky. Vsimnéme si vSak, ze body plochy S popisujeme 2x. Pokud bychom
vzali napiiklad bod [1,0,0], ktery lezi na sféfe, tak tento bod dostaneme jak pro volbu

arametri u = 0, v = Z, tak také pro u = 7, v = 3&. Vskutku, véimnéme si, ze
) 29 9 2 ) 3

. . 3T . T
$:1:COSOSIHE:7COSOSIH?:COS7TSIII§,

T 3m
=0 =sin0sin - = sinmwsin —,
y 2 e

0 T 37
z=0=cos - = cos —.

2 2
Stejné odvozeni bychom mohli provést i pro ostatni body. Z téchto duvodu se nejedné o

spravnou parametrizaci plochy S.

2. Podobné jako v piedchozim bodé se musime ptét, zda mnozina parametru popisuje celou
plochu S a zda uddvé parametrizace prosté zobrazeni na vnitiku mnoziny M. Vsimnéme
si, ze pro v € [0, 7] popisuje parametrizace polovinu sféry s y > 0. To vidime rovnou ze
znalosti sférickych souradnic. Dale pak muzeme pfepsat parametrizaci jako

x = cosusinv = — cosusin(v — ),
y =sinusinv = —sinusin(v — ),
z =cosv = —cos(v — 7).

A pro v € [, 27] popisujeme znovu polovinu koule, tentokrét pro y < 0. Znaménka minus
nam zde pouze udavaji, ze zacindme oproti normalni situaci v bodech splnujicich z < 0 a
z < 0 a az pro v > 7 dostdvdme kladné hodnoty. Parametrizace tedy skutecné odpovida
plose S.

3. Stejnd situace jako v pfedchozim bodech. I zde bychom si mohli rozmyslet, ze parametry
u udévaji nejprve pro v € [0, n| polovinu sféry pro x > 0 a poté snadno uréime vhodnym
posunutim, ze pro v € [, 27| dostaneme druhou polovinu sféry, kde je z < 0.
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4. Je pravdou, Ze plochu tvoii védlec a parametrizace také popisuje valec. Tyto valce vSak
nejsou stejné. Dosadime-li parametrizaci do rovnice, dostaneme

sinfu+0v?=1

Pravdépodobné bychom nalezli néjaké body, které tuto rovnici fesi. My v8ak chceme, aby
tuto rovnici splitovaly vSechny body mnoziny parametra. Vidime tedy, ze valce jsou vskutku
ruzné.

5. Plocha S udéava vélec, ale parametrizace valcové soufadnice nepfipomind. V§imnéme si
véak, Ze miizeme parametrizaci prepsat do tvaru z = cos2u, y = sin2u a z = v3. Jedno-
duchd substituce w = 2u by ndm dala x = cosw, y = sinw a z = v3, pro w € [0, 27]. Navic
tieti mocnina tvoif bijektivni zobrazeni a tedy dalsi substituce ¢t = v® dévd = = cos2u,
y=sin2u a z =t, pro t € R. Nyn{ jiz pozndvame v parametrizaci cylindriscké soutfadnice
pro polomér r = 1. Vskutku v tomto piipadé se jedna o spravnou parametrizaci plochy S.
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Pr. 485 Je ddna plocha S : z = 6 — /22 +y2, y < 0. Spoététe velikost jeji normdly.

Plocha S je ddna explicitné funkef z = f(x,y) = 6 — /22 + y2. Chceme tedy urcit normdlovy

vektor n = (—%, _272/’ 1) = (—fz, —fy,1). Dostdvame tedy

n = i Y 1.
\/x2+y27 \/x2+y27

Velikost tohoto vektoru pak dostaneme ve standardni eukleidovské normé jako

22 2
||n||:\/ + =2

1:2_|_y2 $2+y2
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Pi. 486 Vypoctéte plosny integral

J[zvas

pokud je S :a? +1y? =4,0<2<3,2>0,y>0, z>0.

Zde neméme explicitni vyjadieni nékteré proménné vici ostatnim. Musime tedy plochu S vhodné
parametrizovat. Nebot plocha S je ¢ast{ vdlcové plochy, vyuZzijeme vhodné vélcové soufadnice
T =pcosy, y = psing, z = z.

Dosazenim do rovnosti a nerovnosti dostaneme, ze z € [0, 3], p? cos® p + p?sin ¢ = p? = 4,
psing > 0apcosye > 0,z ¢ehoz plyne ¢ € [0, 7/2]. Plochu tedy mdme vhodné parametrizovanou
na M : [0,7/2] x [0, 3] pfes x = 2cosu, y = 2sinu, z = v. Parcidlni derivace téchto parametrizact
dostaneme jako

T, = —2sinu, x,= 0,
Yu = 2cosu, Y,= 0,
Zy = 0, 2y = 1.

Pomoci téchto derivaci tak spocitame
ax\*  [(oy\®  [02\?
E_(£D +<£D<+Q£)—A$¥u+4m§u—&

oz \> oy\> 02\’ 9
6= (5) + () +(5) —o+orr=1,

e 0% n 0%y n 0%z
T Qudv  Oudv | Budv

=0+0+0=0.

Dostavame tedy integral

3,z o5
// 4cosusinuMdudv:4// sin 2u dudv:lQ[—COS U] _
M —_—— o Jo =~~~ .
=2 =2sinu cosu
1+1
PR LT}
2
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Pi. 487 Urcete povrch rotacniho paraboloidu z = 6 — 22 — y? nad rovinou z = 0.

Chceme pocitat plochu paraboloidu pomoci plosného integrélu z jednicky, tj.

P://ldS,
S

Zde je plocha S dana explicitné, z ¢ehoz odvodime pomoci parcidlnich derivaci z, = -2z, 2z, =

—2y, ze
pP= // 11+ 422 + 4y? dz dy.
M

Potfebujeme jesté urcit mnozinu M, pfes kterou je plocha S parametrizovana. Plocha je ddna
explicitné z = 6 — 22 — y2 pro z > 0 z éehoz dohromady ziskdme dosazenim M : 22 + y? < 6.
Vzhledem k tvaru mnoziny M a integrované funkce, zavedeme polarni souradnice x = pcos p,
y = psing, pro p € [0,V/6], ¢ € [0, 27]. Dostavame

2 V6 V6
pP= / / pvV' 1+ 4p? dpde = |integrél neobsahuje prom. | = 27r/ oV 1+ 4p2dp =
o Jo 0

25
Vi3 2
2;1 :f(125_1):6l'

:‘ t=1+4p?
6 3

dt = 8pdp

o [P T
== tdt = —
8 Ji Vit 4[
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Pi. 488 Urcete povrch hornd édsti sféry 2% +y? + 22 =4, 2 > 0.

Plochu poc¢itame pomoci plosného integralu 1. druhu

P://SldS.

Potiebujeme parametrizovat plochu S. Zde muzeme vyjadiit z = 1/4 — 22 — y2, nebo pouzijeme
sférické soufadnice, vidyt se jedna o &ast sféry. Pfesnéji se pro z > 0 jednd o horni polovinu
sféry a tedy muZeme ignorovat ¢ast z = —4/4 — 22 — y2. Parametrizujeme-li plochu sférickymi
soufadnicemi je polomér sféry pevny r = 2 a chceme popsat jen horni polovinu sféry, tedy
x =2cosusinv, y = 2sinusinv, z = 2coswv, pro u € [0,27], v € [0,7/2].

Pro prvni variantu urc¢ujeme

P—// T Y ided —// S ded
S VA -2 -2 4 —a2 g2 v= M Va—ax?—y? Y-

Zde musime uréit mnozinu M, ta je vsak ddna jako z2 4+ 3% < 4, coz snadno vidime, pokud
si predstavime plochu S nebo pouzijeme nerovnost /4 —z2 —y2? > 0 a mnozinu odvodime.
Mnozina M je kruh, proto volime transformaci do polarnich soufadnic a dopocteme

1
:_gﬂ/ L=
4 \/z

t=4-—p? ’

27 2
2p
p= — _dpdp =
/0 /0 /4= p2 pay ‘dtdep
4
— o {Ni]ozsw.

Pro druhou variantu musime urcit

2cosusinv  2sinucosv .
A=| Y W . = —4cosusin? v,
Zu  Zu 0 —2sinv
Zy % 0 —2sinv . .
B=|"" "= . . = —4sinusin® v,
Ty Ty —2sinusinv 2cosucosv
C—| % T |_ —2sinusinv 2cosucosv
" | Yu Yo | | 2cosusinv 2sinucosv |
= —4sin®usinvcosv — 4 cos® usin v cosv = —4 sin v cos v.

Dohromady dostdavame

VA2 4+ B2 +(C? = \/16 cos? usin® v + 16 sin? usin* v +16 sin? v cos2 v =

=16sin* v

= \/1681n4 v+ 16sin® v (1 —sin® v) = V16sin® v = 4] sinv|.
Plosny integral 1. druhu P muzeme pievést pomoci prevodové formule na dvojny integrél

27 5 3
P:// A2+B2+02dmdy=4/ / |sinv|dvdu:87r/ sinvdv =
M o Jo 0

= 8 [— cos v]og = 8.

V zavislosti na tvaru integrované funkce a plochy S muze byt jeden ze zvolenych piistupt jed-
nodussi, nez druhy.
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Pi. 489 Vypoctéte plosny integral

1
1://ids
s VR? — 22
kde S je édst vdlcové plochy x®> +y> = R?,0< < H,z>0,y>0, R> H > 0.

Chceme parametrizovat ¢ast vélce, proto volime vélcové souradnice. Tedy x = Rcosu, y =
Rsinu, z = v, kde u € [0,7/2], v € [0, H]. Nasledné muzeme pocitat

A=| Y Y| Rcosu 0 = Rcosu,
Zu 2o 0 1
2w | 0 O I
B = Ty Ty ‘_‘ —Rsinu 0 ’—Rsmu,
| ®uw Ty | | —Rsinu 0| 0
"\ Yu Yo | | Rcosu 0|

Dohromady dostaneme vV A% + B2 + C2 = R a tedy

udv =

,,02

= gR [arcsin (%)}: % arcsin (Ié) .

\/W H
I_// A2+ B*+C Z/ R du
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Pi. 490 Vypoctéte plosny integral

1:// a? +y?ds,
S

kde S je ddna jako z* = 9(z? +y?), -1 < 2 < 2.

Plochu S muzeme explicitné vyjadiit odmocnénim jako z = +34/x2 + y2. Znaménko odpovida
situaci, kde je z > 0 nebo z < 0. Av8ak na ploSe nastdvaji oba tyto piipady. Plochu S bychom tedy
rozdélily na dvé ¢ésti, tj. dvé podplochy a integral zpocitame ptes tyto plochy. Prvni podplocha je
S1:2=3y/x%2+ 142, pro 0 < z < 2, kterou parametrizujeme jako x = u, y = v a z = 3V u2 + v2
pfes mnozinu M; : 0 < u?+v? < %, kterou ziskame po umocnéni a upravé z nerovnosti 0 < z < 2.
Druhou podplochu méme S : 2 = —34/22 + y2, pro —1 < 2 < 0 a parametrizujeme ji jako z = u,
y=wv, z = —3vuZ + v2 pies mnozinu M : 0 < u? + 0% < %.
Prvni integral spoc¢itdme jako

922 +9
11:// (2 +yH) 1+ x2+gdd // (22 +y?)V1+9dady.
M1 + Ml
Pouzijeme-li polarni souradnice dostaneme
o 2 pt 3
I :\/10/ / p* - pdpdy = 2V/107 {} = =1 7T—

Druhy integral dostaneme obdobnou cestou
2 %
IQZ\/TO// (x2+y2)dxdy:\/ﬁ/ / p>dpde =
Mo o Jo

o
_2\@”{4]0 Vion 162
Dohromady tedy mame I = I + I, = v/10m 2% 63
Druhou moznosti jak integral spocist je vyuzit polarni soufadnice a parametrizovat plochu
S pies ¢ = wucosv, y = usinv. Z éehoz ziskdme 22 = 9u? a dostaneme opét dvé podplochy
Sy :z=3u, prou € [0,2/3], v €[0,2n] a Sy : z = —3u, pro u € [0,1/3], v € [0,2x]. Normalovy
vektor pak dostaneme skrze funkce

sinv ucosv
A=| Y Yo |2 = —1-+3ucosv = +3ucosv,
Zu 2y +3 0
A +3 0 . .
B=|"™ " |= . = —1-43usinv = +3usinwv,
P cosv —usinv
Ty T cosv —usinwv .
R = = ycos? v+ usin?v = u.
Yu Yo sinv  wcoswv
Norma normalového vektoru je potom || 77 || = VAZ + B2 + C2 = |9u? cos? v + 9u? sin® v +u2 =
Jep
=9u?2

v 10u. Coz nam d& integraly

27 % 27 %
/ / uw? V10ududv a / / u? - V10u du dv
0 0 0 0

Vidime, ze dostavame stejny vysledek jako v prvni ¢asti.
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Pr. 491 Vypoététe obsah plochy S : z = /12 + y2, vymezené nerovnostmi z < 7, y > —%x,

y > V3.
P://ldS,
S

Pocitame integral
kde parametrizujeme explicitné danou plochu S pfes £ = u, y = v, z = vu2 + v2, pro mnozinu
M:49> 22 =u?+02>0,v> fgu, v > v/3u. Integrél tedy pocitdme jako

u? v2
P= 1 dexdy = V2 1dx dy.
//M\/ +u2+v2+u2+v2 v \[//M T

Potiebujeme tedy ur¢it dvojny integral pfes mnozinu M. K tomu opét vyuzijeme polarnich
soufadnic, nebot se jedné o ¢ast kruhu. Z nerovnosti 49 > 22 = 42 + v2 > 0 dostaneme snadno

p € [0,7] a nyn{ potfebujeme analyzovat ostatn{ nerovnosti. Viimnéme si, ze pokud je u > 0,

potom je v > v/3u a tedy také v > 0. Naopak pokud je u < 0 mame v > —@u, a proto znovu

v > 0. Dohromady tak musi vzdy platit v > 0 a proto je sinp > 0, tj. ¢ musi spliovat 0 < p < 7.
ProuZOjevZ\/guZ—guatudiZ

psinp > \/gpcoscp:>tgcp > \/3,

coz odpovidd nerovnosti ¢ > Z (v prvnim kvadrantu spadne do mnoziny M tato ¢ast). Pro u < 0

je cosp < 0 a navic nés zajimé pouze nerovnost v > —@u nebot je —?u > v/3u. Za téchto
podminek dostaneme z nerovnosti

3 3
psinp > fgpcoscp =tgp < 7%’

us

cemuz odpovida ve druhém kvadrantu nerovnost ¢ < m — & = ‘%T. Obdobné bychom si mohli
mnozinu prosté nakreslit a dostali bychom stejné rozsahy. Takto je vSak muzeme vyjadrit také
T 57

analyticky. Celkové vyhodnotime, které tihly patii do M, a dostaneme ¢ € [g, F}' Celkem
mame integral

7

T V2 [ p? 497
P:\[Z/ / pd(pdp—{p} = —.
0o Jz 2 2 0 2\/5
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Pi. 492 Vypoctéte plosny integral

I:// 2?4+ 42 ds,
S

kde S je ddna implicitné jako 2x + 3y + z = 6, pro 2% +y* < 1.
Plocha je udéna implicitni rovnici roviny, kterou muzeme pfevést do explicitniho tvaru z =

6 — 2x — 3y. Proto parametrizujeme plochu jako z = u, y = v, z = 6 — 2u — 3v pfes mnozinu
M :u? + 3% < 1, ktera je kruhem. Dostaneme tedy integral

// 2+ )V1+4+9 dxdy—\ﬁ// 2?2+ dady.
M

Coz pfi pouziti polarnich souradnic da

I_\F/ /% pdp_2fw[4}:_‘/ﬂ”.

2
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Pi. 493 Vypoctéte plosny integral

I:// 22 +y*dS,
S

kde S je ddna implicitné jako x* +y* = 1 a je vymezena ohranicenim 0 < z < 6 — 2x — 3y.

Nebot se jedna o éast valcové plochy s polomérem r = 1 vyuzijeme valcové souradnice. Dosta-
neme tak x = cosu, y = sinu, z = v. Mnozinu pres kterou je plocha parametrizovand dostaneme
pokud si uvédomime, ze v pudorysné plocha tvoii cely kruh, a proto u € [0, 27]. Navic dosazenim
do vymezeni mame 0 < v < 6 —2cosu — 3sinu. Zde vidime, ze skuteéné mame v pudorysné cely
kruh nebot 0 < 6 — 2cosu — 3sinu pro u € [0,27]. Pokud by tomu tak nebylo, museli bychom
omezit tento interval. Déle spoc¢itdme

A= Yu Yo | _ | COSU 0 ’ — cosu,
Zu %y 0 1
B=| " :’ 0 ‘:sinu,
Ty Ty —sinu 0
C— Ty To :’ —sinu 0 ‘:0.
Yu Yo cosu 0

Integrél tedy dostaneme jako

I:// (coszu+sin2u)\/(;052u+sin2u+02dudv:// ldudv =
M

M

2 6—2cosu—3sinu 27
:/ / ldvdu:/ 6 —2cosu — 3sinudu =
0 0 0

= [6u — 2sinu + 3cosuls” = 127
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Pi. 494 Vypoctéte obsah plochy S : z = 222 +2y%, y > 0, 2z < 4.

Plochu mdme danou explicitné, a proto je normalovy vektor dany jako n = (—4x, —4y, 1). Tudiz

pocitame integral
pP= // 1dS = // V1+ (42)2 + (4y)2 da dy.
s M

Mnozinu M mame danou vymezenim 4 > z = 2224+2y2, ay > 0. Z tohoto divodu je odmocnénim
a spojenim nerovnosti dohromady 0 < y < v/2 — 22, kde = € [—+/2,v/2] jinak by vyraz pod
odmocninou nemél smysl. Mnozina M Je déna jako horni polovina kruhu s polomérem +/2.
Proto transformujeme integral do polarnich soufadnic p € [0,v/2], ¢ € [0, 71]. Pocitame

V2 pm 2
t=1+16p
P= V1+16p2dpdp =
/o /0 p pmapap ‘ dt = 32pdp
33
T [2\/;3]

33
™
= — tdt =
3/, Vi

™
= S -1).
32 3 | g3V -1
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Pi. 495 Vypoctéte obsah plochy S : z = \/m, x4+ y? < 2y.

Vsimnéme si, ze plocha S je rota¢ni plochou coz bychom snadno zjistili naptiklad z jejich vrstevnic
vzhledem k ose z. Na zakladé téchto ivah parametrizujeme plochu skrze polarni soutadnice jako
T = ucosv, y = usinv, z = u, pro u? < 2usinv. Nebot je u > 0 lze posledni nerovnost
modifikovat do tvaru u < sinv a navic nebot u > 0 mdme také sinv > 0, procez je v € [0, 7.

sinv wcoswv
A= Y Yo~ = —ucosv,

Zu 2 1 0

z z 1 0 .
B=|"" "= . = —usinw,

Ty Ty cosv —usinv
T, T cosv —usinv .

C=|"" """ |=]|". = wcos? v+ usin?v = .

Yu Yo sinv  wcoswv

Pocitame tedy integral

u>0=|u|=u

T 2sinv A~
P = // \/u2 cos? v 4+ u? sin? v +u2 dudv = \@/ / | dudv =
M o Jo

=u2

2sinv T

™ [u? o, v sin2v
=2 — =2v/2 i =2V2 |- — = V2r.
\f/o [2]0 dv \[/0 sin“v dv \[[2 1 ] Vor

0

__1—cos2v

V prvni varianté vypoctu jsme uvazovali, ze je plocha rotacni a vychéazeli jsme s parametrizaci
z této informace. Také bychom si mohli vSimnout, Ze plocha je ddna explicitné a tudiz druhou
variantou je parametrizovat plochu jako z = u, y = v a z = Vu2 + v? ¢imz dostaneme

\/ v Y qudo=v2 ([ dud
1 = :
//M T T //M e

Kde staéf spoéitat pouze obsah mnoziny M, ta je viak déna jako u?+v? < 2v = u?+(v—1)2 < 1.
Tedy se jednéd o obsah jednotkové kruznice, ktery je jednoduse .
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Pi. 496 Vypoctéte obsah plochy S :2x+3y+2=6, x>0,y >0, z > 0.

Plocha S je rovinou a je ddna explicitné ptes mnozinu M : z > 0, y > 0, 2z + 3y < 6. Z posledn{
nerovnosti dostaneme vymezeni y < 6_32”: a vSimnéme si, ze nerovnost 0 <y < 6_32” mé smysl

jen pro x < 3. Dostavame

6—2x

3 3
3 —2
P:// \/1—|—4+9dxdy=\/ﬁ// dydmzx/ﬁ/ 63xdx=
M o Jo 0
— 2273 —
\/ﬁ[mgx} = 14¥:3\/ﬂ.
0
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Pr. 497 Vypocététe obsah plochy S : z = /222 +2y%2, 2 >0,y > 0, z < 1.

Plocha je ddna explicitné a tudiz mdme normdlovy vektor rovnou n = (—4x, —4y, 1). Plocha je
potom parametrizovdna pres mnozinu M : 222 +2y?> = 2z < 1, 2 > 0, y > 0. Jedn4 se tedy o
¢tvrtinu kruhu v prvnim kvadrantu. Mame tedy integral

P—// T dd—\/ﬁ//dd
“Ju 222 + 242 ' 202 42y YT Faed

Mnozina M je ¢tvrtina kruhu s polomérem % Proto je celkovy obsah \/3%2 = %.
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Pr. 498 Vypoctéte

I:/zdS,
s

kde S je ¢dst plochy x? + 22 = 24z, A > 0, kterd je zdola ohranicend primnikem s plochou
z = +/12 + 92

[jpravou na ¢tverec upravime rovnost 22 + 22 = 24z do tvaru 22 + (z — A)2 = A? a hned tedy
vidime, Ze se jednd o valcovou plochu vzhledem k proménnym x a z s polomérem A. Nebot se
jedna o ¢édst véalcové plochy, vyuzijeme vhodné védlcové soutadnice x = Acosu, z = Asinu + A,
y = . V fezu pro y = 0 vidime, ze u € [0, 71]. Tento fakt vyplyva z toho, ze projekce plochy S do
roviny y = 0 je presné horn{ polokruznice z = A+ v/ A2 — x2. V fezech pro jiné y bychom dostali
vélcovou plochu vzdy jako stejny kruh. Avsak funkce z = /22 + 92 je pro y = 0 jednoduchou
funkei z = |z|, ale napf. pro y = 1 mdme = z = V22 +1 > |z| a tato funkce odiizne v
roviné y = 1 z kruznice mensi ¢ast. Plocha tak v projekci do roviny xz bude pouze polokruznici
z = A+ A% — 22 a v dalsich vrstvdch ndm nic nového nevznikne. Plocha S je zobrazena pro
A = 2 na nésledujicich obrazcich, kde vidime fez v roviné y = 0 a zde se jednd pouze o horni
pulkruznici. Déle je zde pak plocha vyobrazena také v prostoru pii pohledu shora.

Hodnota druhého parametru y = v zavisi na u. Ohrani¢eni pro y vyplyva z faktu, ze pro
pevné x a z na plose S je rozsah y vymezen shora i zdola plochou z = /22 + y2. Hrani¢nf{ body

rozsahu pro y tak vyjadifme jako y = +v/22 — 22 = £+ Av/2sin® u + 2sinu. Déle dopocitame

Y Yo | 0 1y
A= Zu % _’ Acosu 0 ’_ Acosu,
Zy %y || Acosu 0|
B= Ty Ty _' —Asinu 0 ‘_O’
C—| % To|_ —Asinu 0 ~ Asinw.
Yu Yo 0 1
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Velikost normélového vektoru je proto ||n|| = A. Takze mame integral

s A+/2sin? u+2sinu
:// A(sinu+1)-Adudv:A2/ / (sinu+1)dvdu =
M 0

2sin? u+2sin u

5 z=1tgy
= 2\/§A3/ (sinu + 1)3sinudu = zzz‘fl =du |=
0 sinu = 1_%22
- 2z\/ 21+222+1 2z - .
+z 1+z (z + 1) \/2
=2v/243 d =8A3/ ~— Y dz =
V2 / 241 ‘ o (2413
1
= 16A3/ w dy = |Ostrogradského metoda | =
0 Y
Tyl —3yP 4+ 3y — 7 +1,
=164 | L T T Y +16A5—/ AL,
16(y* + 1) . Vil

Nyni potfebujeme spocitat integral z racionalni funkce. K tomu bychom pouzili rozklad na
parcidlni zlomky, ale musime nejprve faktorizovat jmenovatele. Polynom ve jmenovateli nema
redlné koteny, ale vidime, ze mtzeme rozlozit y* + 1 = (y? + i)(y?> — i) odkud bychom mohli
uréit vechny kofeny polynomy a rozlozit tak y* + 1 v redlném oboru. Dalsf variantou je rozlozit
polynom rovnou pomoci vzorce

2t 4+ C% = (2% + V2Azx + A) (2 — V24z + A).

/ ﬁﬁdy*/m T dy =
o yr+1 o (PPH+V2y+1)(y2 —V2y+1)
1/00 L b = ct bst.|
= = Y = |uprava na ctverec a subsSt.| =
2o v+ V2y+1  y2—V2y+1
2 2 +v2 2 2 —v2| V2 2
= [\2[ arctgx—i—\/i\[ + \Qfarctgx\/g[ O = \2[7; + gg — (arctg(1l) + arctg(—1)) =

= @ — (arctg(l) — arctg(l)) = @

Spojime-li tento vypocet s predchozim dostaneme

Ty" —3y® +3y3 -7 0 2 2
=A% lim YTV Ay +7A@£f=7ﬁ!23
N S 07+ 1)

Zvolené vélcové soufadnice popisuji plochu vzhledem k ose S = [0,y, A] avsak také bychom ji
mohli popisovat vzhledem k ose y, pak by byl rozsah pro u jiny a to u € [%, ?jf] Hlavni rozdil
by zde vzniknul u poloméru, ktery by byl nové zavisly na thlu u. Parametrizace x = r cosu,
z = rsinu by nam po dosazeni do 22 + 22 = 24z dala 7> = 2Arsinu a tedy bychom méli

parametrizaci & = 2Asinucosu = Asin2u, z = 2Asin? u, y = v. Normalovy vektor je potom

| Yu Yo | _ 0 I P
A= Zu 2w " 2A4sin2u 0 ’ 2Asin 2u,
Zy %y || 2Asin2u 0 |
B' Ty Ty ’ 2Acos2u 0 ‘O’
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C—| Tu T |_ 2Acos2u 0 — 94 cos 2u.
Yu Yo 0 1
Velikost tohoto normalového vektoru je proto ||n|| = 2A. Takze bychom ziskali integral

1:// 2Asin2u~2Adudv:4A2// sin? u du dv.
M M

Rozsah parametru v bychom uréili nynf stejnym zpusobem jenom s tim rozdilem, ze tentokrat

by platilo y = £v/2% — 2 = ++/—4A2 sin® u cos 2u. Dostali bychom se tak po dalsich tpravéich
k integralu

7 =842 / sin® u\/f4A2 sin? u cos 2u du = 16 A3 / sin® uv/— cos 2u du.
z I

T

S fesenim tohoto integrélu bychom patrné zacali substituci t = cos u, kde bychom museli nasledné

vyTesit integral
/(t2 — 1)1 —2t2dt.
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Pi. 499 Vypoctéte
I= / T +y+2dS,
s

kde S je plocha x? + y? + 22 = A%, 2 > 0.

Plocha S je sférou o poloméru r = A a stfedem v bodé [0,0,0]. Parametrizujeme ji pomoci
klasickych sférickych soufadnic jako x = Acosusinv, y = Asinusinv, z = Acosv, pro u €
[0,27], v € [0,7/2]. Navic

Acosusinv Asinwucosv .
A=Y Y| _ . = — A% cosusin® v,
Zu % 0 —Asinv
Zu 2 0 —Asinwv . .
B=|"™" " |= . . = —A%sinusin® v,
Ty Ty —Asinusinv  Acosucosv
| %y zy | | —Asinusinv Acosucosv
Yu Yo Acosusinv  Asinucosv
_ 2.2 2 2 _ 2
= —A®sin“usinv cosv — A® cos” usinv cosv = —A“ sinv cos v.

Pocitame tedy

=sin? v

I= A// (cosusinv + sinwusinv + cos v) \/A4(sin4v + sin? v cos? v) dudv =
M

on s =sinwv
:A3/ / ((cosu + sinu) sinv + cosv) | sinv| dvdu =
o Jo

. t=sinv

2 s
2 T ———
=A3/ cosu+sinudu/ sinzvdv—|—2A37r/ cosvsinv dv =
0 0 0

B

1 271
t
= A3/ sin? v dv [sin v — cos v]g7T + 2A37r/ tdt = 24%% {2} = Ar.
0 0 0
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Pi. 500 Vypoctéte
I= / z? +y2ds,
s

kde S je povrch télesa ohraniceného nerovnostmi v/x2 +y% < z < 1.

Plocha S je sjednocenim dvou ploch. Horni podstavou télesa S; : z = 1, na mnoziné M : 22 +y2 <
1 a pldstém télesa udanym So : 2 = /2 + 32, také na mnoziné M : x2? + y? < 1. Jedn4 se zde o
kuzel, ktery stoji na své Spicce. Plocha S; je ddna explicitné a mame tedy snadno jeji norméalovy
vektor n; = (0,0, 1). Takze prvn{ integral dostaneme jako

1
o 2

2 1 4
11:// (x2+y2)\/1+0+0d:cdy:/ / p* - pdpdy = 2m {Z}
M o Jo

, . , el e e, . . . .. _(_ z _ y
I druhé plocha Ss je ddna explicitné a jeji normalovy vektor je dan jako n = ( Jo e 1) .

Druhy integral tudiz spoc¢itame jako

.1'2 yg 27 1
I = 22+ /1+ + dxd:ﬂ//?’dd:
? //M< v) 2 +y? w24 y? Y 0 op Py
™

=7
Dohromady tedy mame [ =11 + I, = % + 3.
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Pi. 501 Vypoctéte
1
I= — = dS,
/ /s (1+z+y)?
kde S je povrch télesa ohraniceného xr+y+2<1,z>0,y >0, z > 0.

Téleso je tvoreno jednotkovym simplexem. Ten ma 4 stény, kde tii lezi v rovinach urcenych
osovym kiizem a nakonec rovinou z = 1 —x — y. Plocha S se tudiz skladé ze ¢tyt mensich ploch.
Jsou to

Sy =0,pres M1 :y+2<1,9y>0,2>0,n; = (1,0,0)
So:y=0,pres My:x+2<1,2>0,z>0,n0 =(0,1,0)
S3:z2=0,ples M3 :z+y <1l,2>0,y >0,n3 =(0,0,1)
Spiz=1—xz—y,ples Msg:z+y<1l,z>0,y>0,ns=(1,1,1)

Pocitame
L 5070 Lrlmv o L1y
11:// S 1+O+Odydz:// = dedy= | — L dy=
, (1+y)? o Jo (1+y)? o (1+y)?
~1 2 b

1

arc. zlomk :/ — +

Ip v o 1+y  (1+y)?
=—In2-1-(0-2)=1-1n2,

1 1 1—=z 1
I = _ = —_ =1—1n2
2 //N (a2 // A yap Fdr=1-In2

1 1 1—x 1
I3 = ——dzdy = —— dydx =
3 //M (Itat+y? Y /o /0 (Itaty? 0
1 1

1—x
1 1 1 AR 1
_ _ | de= [ -= 701:[1 1 —f]: In2-—= |,
/o { 1+x+y]o * /0 ATl L I (n 2)

1 1
I, = 0 fTFi+idedy=+V3I;=v3(m2— ).
4 //M3(1+x+y)2 Titildedy =30 f(rl 2)

2
dy: {—ln|1+y|—1+y}
0

Dohromady tedy méme [ =2 —2In2+ (1+v/3) (In2—3) = 3*2‘/5 +(V3—=1)In2.
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Pi. 502 Vypoctéte

I:// |xyz| dS,
s

kde S je édst plochy z = x2 + y?, kterd je ohranicend shora rovinou z = 1.
Plocha S je udana ¢asti paraboloidu, ktery je vymezen rovinou shora pro z < 1. Navic je dédna

explicitné a tedy je jeji normdlovy vektor n = (—2x,—2y,1) a méme ji parametrizovdnu pies
mnozinu M : 2% 4+ y? < 1, coz mizeme ovéfit dosazenfm do nerovnosti z < 1. Po¢itdme

1 2
// |xy(x2+y2)|\/1+4m2+4y2dxdy:/ / plp* cos psinp|y/1 +4p2dpdp =
M 0o Jo

o 1 t=1+4p?
=/ Icossosinso\dw/ PVI+Apdp=| P =p | =
0 0 dt = 8pdp
2 1[5 (t—1)? e g
:4/ cosapsingadcpf/ ( ) \/idt:—/ sds/ 52 — 932 4 12 gt =
0 8), 16 32 /, :
_ L[ ar o *125v5-1
64| T 5 31, 420
Zde vyuzivame faktu, ze funkce g(x) = [cosxsinz| je nezdpornd a periodickd s periodou 7.
Vskutku uvédomme si, ze plati

g (Jc—l— %) = |cos (m—l— g) sin (x—l— g) = g(z).

Proto plati
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Pi. 503 Vypoctéte

/[ zas.

kde S dana jako x = wcosv, y = usinv, z = v, pro u € [0, A], v € [0,27], A > 0.

Plochu mame parametrizovanou, spoc¢itame pouze normalovy vektor

! sinv  wucosv .
A=Y Yol - =sinw,
Zu % 0 1
z z 0 1
B=| "™ " |= . = —cosv,
Ty Ty cosv —usinv
C—| % To|_|coSV —u sin v
Yu Yo sinv  ucoswv

Proto pocitame integral

// \/Sln v + cos v+u2dudu—/ vdv/ V14+u2du =
M

= arctg A /11 ¢ 4r2 rarctg A sin® t+cos? ¢
[ e e (T
= Cos?t o Jo cos” ¢ 2 Jo cos?t
tg A arctg A t
:tE[O,E)écost>O‘:27r2/ _ dt—27r/ e =
2 0 0s°t 0 cos*t
-~ s =sint - / simarcte A qs | parc. zlomky a vztah |
| ds=costdt |~ T 0 (1—s2)2 sinarctgAzi,iA‘gH -
A
Vazil 1 1 1 1
— o2 ds =
“/ d1—s) Ta1 =92 "d1xs) a0t
A
2 | 1A=
_T —1n|1—8\+1n|1+3|—7+ R
2 1—s],

A
L+ 7 ( VAZF1+A4 2A2+1>_
1— A4 N

In +
( i VETI-A ' g

l
2
2 2
. (m (”A‘i jll_*ﬁ) ) (n(vVAZ5 1+ 4)+ 442+ 1).

A2
1- A24+1

9.4 A
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Pi. 504 Vypoctéte hmotnost paraboloidu z = %(1132 +y?) pro z € [0,1] a jeho# hustota je ddna
funke? h(x,y,z) = z.

Hleddme-li hmotnost télesa, poc¢itame plosny integral

m://sh(:c,y,z)dS.

Plocha je déna explicitné pfes mnozinu M : z2 + 32 < 2. Poéitdme tedy rovnou

12+y2 1 27 V2
m:// 1+ a2+ 225/ / P°V1+prdpde =
M o Jo

2
— t2:1+p2 _ V3 2 3 1. \/54 2 14 _
_lztdtZdep - t(t—l)\/t»dt—w1 th—t2dt =
=T 5 3 ) = 5 ™ 15
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Pi. 505 Vypoctéte hmotnost polosféry x2 + y? + 22 = A2, z > 0, jejiz hustota je ddna jako
hz,y,2) = 5.

Hleddme-li hmotnost télesa, poc¢itame plosny integral

m://sh(:c,y,z)dS://S%dS.

Nebot je z > 0 Ize plochu vyjadfit explicitné jako z = /A2 — 22 — y2. Navic je plocha parame-
trizovand pres mnozinu M : 22 4 y? < A2, kterou odvodime rovnéz z nerovnosti z > 0. Proto
muzeme rovnou urcit normélovy vektor

n=/\-— i — Y 1
B VAT 22 A2 2 )

Hmotnost tedy dostaneme integralem

B A2 _ 1;2 _ y2 .T2 y2
e

dedy =
—x2—y2+A2—x2—y2 ray

[AZ — 22 — 2 [A2 — 22 _ 42 2 2
// A:c Y \/ ZQ y2+1’2+y dmdy:// 1dxdy.
M M

—22—y

Vidime, ze hmotnost je v tomto piipadé stejna jako obsah kruznice s polomérem A, pro obsah
véak mdme dany jasny vzorec a hmotnost je tedy m = A27.
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Pi. 506 Vypoctéte

I://Sf(x,y,z)dS

kde plocha S je dand parametricky jako © = wcosv, y = usinv, z = uv, pro u € [0,1] a
v € [0,67]. Funkce f(z,y) je

a) f(z,y,2) = \/ﬁ; prop > 1.
b) f(wvyaz) = \/ﬁ: pr0p> 1.

Plochu mame parametrizovanou, spoc¢itame pouze normalovy vektor

sinv wcosv .
A=| Y Yoo = y(sinv — v cosv),
Zu  Zp v u
Zy Z v u .
B=|"" "= . = —u(vsinv + cosv),
Ty Ty cosv —usinv
O = Ty Ty cosv —usinv
Yu Yo sinv  ucosv

Nezdvisle na podobé funkce f(z,y, z) vystupuje v integrélu vzdy velikost normélového vektoru

|7 || = V/u2 + u2(sinv — vcosv)2 + uZ(vsinv + cosv)2 =

= ’U,\/l + sin? v + v2 cos2 v — 2usin v cos v + cos? v + v2 sin® v 4 2vsinv cos v+ = uy/2 + v2.
V bodé a) fesime integral

=/psint ,
g’ (v)-g(v)
6m A

1 2
I1=//M7%-u\/2+7dudv:/o hdu vV/2 402 do =

arcsin 75 psm t 2+
f\/;/ 2 costdt 3 =
Vp — psin®t 2 0
a,[‘CSlrl\/— t 1
:p/ Smiostdt-f< (2+367T2)3_\/§>:|cost>0|=
o | cost| 3

P |
arcsin
VP

(1+1872)3 —1 sint cost dt =

S~

= |sin(2arcsinz) = 221 — xQ‘ =

|
Sin 2t arcsin \/1—)
4
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V bodé b) fesime naopak integral

—pu

I = // J_iuﬁ?zdudv_/ﬁ

1 p—1 1 arcsinh 3v/27
:77/ 7dt/ 2+ 2sinh?s coshsds =
2), il =
cosh? x—sinh? z=1

1 arcsinh 3fﬂ h 2 1
= - [2\/%} \f/ v/ cosh? s cosh s ds = |cosh? x COS(:U)_F‘
2 N—

VB | T

dv = v/2cosh sds

2
=cosh s
e 1 arcsinh 3v/27 T 1 inh(2 arcsinh 3v/27
= u/ cosh(2s) + 1ds = VP P [sm (25) + s} =
V2 2 7,
—Vp—1
= |sinh(2arcsinh z) = 22/ 2?2 + 1| = \/17\/; (3\/§7T\/ 1872 4+ 14 arcsinh(?n/iw)) .
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Pi. 507 Spoctéte plosny integral

I://Sf(x,y,z)dS,

kde plocha S je dand jako kosij vdlec (x — z)2+y? =1, prox € [0,4], y > 0 a funkce f(z,y,2) =
yarcsinh(z — 2).

Nejprve parametrizujeme plochu a spocteme jeji normalovy vektor. Jedna se o kosy vélec s
polomérem 1, muzeme jej parametrizovat jako x = cosu + v, y = sinw, z = v. Nyni se musime
zamyslet pres jakou mnozinu M je vélec parametrizovan. Tento valec je vymezen rozsahem
x € [0,4]. Prvni si vSimnéme, ze napifklad ve vysce z = v = 2 dostaneme x = cosu + 2 a pro
libovolné u toto x spliiuje podminku « € [0, 4]. Navic méme podminku y > 0. Z téchto duvodi
muzeme volit rozsah parametrizace u € [0, 7]. Rozsah vysky v je pak z&visly na zvoleném dhlu
u a to ze vztahu 0 < cosu + v < 4. Dostaneme — cosu < v < 4 — cosu. Tento kosy vélec vypada
ze dvou ruznych uhlu nésledovné

Nésledovné muzeme spocitat normélovy vektor jako

| Yu Yo | | cosu O |
A= v oz | 0 1 ' =cosu
B=|" & :‘ 0 ! ‘zsinu,
Ty Ty —sinu 1
= Ty Ty :‘ —sinu 1 ':—cosu.
Yu Yo cosu 0

Velikost normalového vektoru tak mame

|77 ||? = cos? u + sin® u + cos? u = 1 + cos? w.
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Spocteme plodny integrdl z funkce f(z,y,z) ten je

4—cosu

m  pd—cosu iy
I= / / yarcsinh(z — 2)v/1 + cos? udvdu = / / sin warcsinh(cos u)/1 + cos? u dv du
0 0

— COosu — Cosu
s - 1
= 4/ sin w arcsinh(cos u)v/1 + cos? udu = ‘ a t=cosu = 4/ arcsinh(t)\/1 + t2dt =
0

= —sinudt _
. arcsinh(1) arcsinh(1)
:’ dt:smﬁlsd :4/ s\/1+sinh25ds:4/ scoshsds =
t = coshsds arcsinh(—1) arcsinh(—1)
u=s =1

arcsinh(1)
o . arcsinh(1) . o
o' — coshs v — sinh s = 4 [ssinh s] 4/a sinhsds =

arcsinh(—1) resinh(—1)

arcsinh(1)
arcsinh(—1) —

—4 (—ﬂ2) + \/(2)) ~0.

Zde vyuzivame lichosti funkce arcsinh z a vztahu

cosharcsinh(z) = /1 + z2.

= 4 [ssinh s — cosh s] 4 (arcsinh(1) — cosh arcsinh(1) 4 arcsinh(—1) + cosh arcsinh(—1)) =
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Pi. 508 Vypoctéte

I://Z]"—y”dS7
5

kde plocha S vznikd rotaci krivky C : y = 22, pro x € [0,2] kolem dokola osy x. Parametr p € N.

Plochu S musime nejprve parametrizovat. K tomu muze pouzit parametrizaci rotujici kiivky C
jako x = t, y = t2, pro t € [0,2]. Pokud tato kiivka rotuje dokola osy x, vznikd vidy pro pevné
x kruznice s polomérem y = 22, kterou miizeme popsat dobie v poldrnich soufadnicich. Tudiz
dostaneme parametrizaci plochy jako x = t, y = t? cosv, z = t?sinv, pro v € [0,27] a t € [0,2].
Plochu méame parametrizovanou, spoc¢itame nyni normalovy vektor

Y Yo | | 2tcosv —t?sinv o3
A= 2 2y | ‘ 2tsinv  t?cosv | 2t7,
B— o Zv | _ 2tsinv  t%cosw 2 cos 0,
Ty Ty 1 0
_ Tt Ty _ 1 0 2
¢= Yo Yo | ' 2tcosv —t’sinv | t"smu.

Velikost normalového vektoru je
|7 = VAt6 + t4cos2 v + thsin® v = /At6 + ¢4 = £2\/442 + 1.

Hledany integrél je

I= // (% sin? v — t?P cosP v)t2\/4t2 + 1dt dv =
M

2 2
2P 42 Jap2 4 1 dt/ sin? v — cosP v dv.
0

0

Resme nejprve prvni integral

=cosh z
_ sinhz 1 —N—
A= /t2p+2 42 £ 1dt = ‘ dtt: cost & | = o /Sinh2p+2 z \/MCoshzdz =
2
_ : 2p+2 2 _ : 2p+2 o : 2p+4 _
= Jop72 /smh zcosh® zdz = CPTE) /smh zdz BPTEe] /smh 2dzy =

K vyfeseni tohoto integralu budeme potiebovat vhodnou redukéni formuli. Pocitejme pro k €
NN [3,00) integral

uw=sinh* 'z o = (k—1)sinh* 2z coshz
v’ =sinhz v = coshzx

F, = /sinhkxdx =

= sinh" ' zcoshz — (k—1) /sinhk_2 zcosh? zdx =

= sinh" ' zcoshz — (k—1) /sinhk_2 x —sinh® dz =
= sinh* ' zcoshz — (k — 1)Fj_y + (k — 1) F}.

VyfeSenim této rovnice pro Fj dostaneme vztah

sinh* !z coshz — (k — 1) Fj_y

F:
k 2k
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Navic si snadno rozmyslime za pomoci vztahu sinh? z = %, ze plati
coshz k=1
Fk = {CoshQac7 T k= 27
—i T3 k=2
Nebot je p > 1 dostaneme v integralu A, 7e
A= 1 7 1 7 1 7 n sinh® ™ z cosh 2 — (2p + 3) Fapya )
= Szpratewt2 T ompratetd T Sappa | fowt2 5 10 =

1

_ . 2pt3
= Sy 1Y) (sinh®*° z cosh z — Fyp10) .

Vyslednou hodnotu bychom takto dostali nyni induktivné. Podivejme se vSak nejprve na druhou
Cast integréalu

o2 . 2 _
B :/ sin? v — cos? vdv = [_C.OSU_%SIHU]O =0 r=1 .
0 [_sm22v]0 :07 p:2

Pro p > 2 bychom pak mohli aplikovat redukéni formule podobné jako v piedchozi ¢asti. Dle
obecné znamého vzorce plati

. _ . _ 21

—sin? !z cosz — sinz cosP Lz p—1 [* . p—2 2

B = + sin’ T — COS zdr =
P 0 p 0

_ 1 27‘(‘
= O+L sin? 2 x — cosP "2 z dz.
p 0

Nebot je B =0 prop =1 a p = 2 plati také pomoci indukéniho piedpokladu, ze B = 0 pro
libovolné p. Hodnotu A bychom dokazali odvodit podobné pomoci indukce, ale neni to nutné.
Plati jednoduse I = 0.
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Pi. 509 Vypoctéte

I://deS,
s

kde S je torus (z% + y? + 2% + 3)? = 16(2? + ¢?).

rizaci © = (cosv +2) cosu, y = (cosv + 2)sinu, z = sinv pro u € [0,27] a v € [0, 27]. Normdlovy
vektor parametrizace ma tak slozky

cosv + 2)cosu —sinvsinu
A=Y Yoo ( ) = (cos? v + 2cosv) cos u,
Zu  Zu 0 Ccos v
z z 0 cosv .
B=| "™ " |= . . = (cos® v + 2 cosw) sin u,
Tu Lo —(cosv+2)sinu  —sinvcosu
Ty, T —(cosv +2)sinu —sinwvcosu . .
C=|"" ""|= ( ) . ) = sinwvcosv + 2sinv.
Yu Yo (cosv+2)cosu —sinvsinu

Velikost normalového vektoru parametrizace je

|7 = \/(cosv + 2)2 cos? v cos? u + (cosv + 2)2 cos? vsin® u + sin® v(cos v + 2)2 =

= \/(cosv 4 2)2 cos? v 4 sin v(cosv + 2)2 = /(cosv + 2)2 = cosv + 2.

Integral tak vyjde

__1—cos2u

27 ,—/\2 27
I = // (cosv+2)3sin2ududv: / sin? u du/ (COSU+2)3dU:
M 0 0

9 5 t=sin v = 1+CC2)S 2u

. T T e P

u  sin2u

= { ] / cosPv+6 cos’v +12cosv+ 8dv =
o Jo

2 4

. . 27
n’v sin 2v

:w{sinv—SIS +6(;+ 1 >+12Sinv+80]0 =

=7 (67 + 167) = 2272
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Pi. 510

Vypoctéte

I://y2+22d5,
s

kde plocha S je Helicoid x = ucosv, y = usinv, z =wv, pro u € [0,1], v € [0, Tx].

Plocha je dané rovnou parametricky, nalezneme tedy jeji norméalovy vektor.

A | Yu Yo |_ sinv  wucosv
Zu 2y 0 1
B— Zu 2y | 0 1
Ty Ty cosv —usinv
C— Ty Ty || CcOSV  —usinv
| Yu Yo | | sinv  wcosw

Velikost normalového vektoru parametrizace je

= sinw,

= —cosv,

||77]| = Vsin v + cos? v + u2 =

Tudiz hledany integral spocteme

I:// (u?sin® v + v3) V1 + w2 dudv =
M

1 T ,—/\
:/ u2\/1+u2du/ sin® v dv—i—/ \/1+u2du/ v?d v:‘
0 0

— /74r sin?t 14 sin?t 1 ar 1Y sin 21} / sin? ¢ 77T
- Jo cos?t cos?t cos? t 2 C082 t C082 t 0

Tn [ sin’¢ 2t +sin’¢ 77
_ T 51n4 €os —&—25111 dt + / =|cost > 0| =

2 Jo costt cos? t 3 Jo |cost| coszt
_Tm [7 sin®t 737 /1 Loy | z=sint | _
2 Jy cost 3 Jo cos3t | dz=costdt |

T R d 373 =3 1 d
= — ‘t t =

2 Jo cosbt costdt+ 3 /0 (1 — sin®t)2 ‘

T 2 22 d 373 =3 1 d lomk
= 7/0 e z+ 3 /0 1= 27 z = |parc. zlomky| =
[T 1 1 1 Lo,
T2 )y 16(z—1) 16(z—1)2 8(z—1)3 16(z+1) 16(z+1)2 ' 8(z+1)°
N 737 /“f 11 L,

— s =
3 Jo 4z+1) 4(z+1)? 4(z—-1) 4(z—-1)2
va

|1 I | 2= 1 + 1 + 1 N 1 1 2 n
= — — 1n —

2 167|241 16(z—1) " 16(z—1)2 ' 16(z+1) 16(z+1)2

vz

7373 1 NEsa! 1 1 2

= —_— n —_— —_
3 14 |z—1| 4(z+1) 4(z-1)],

Nyni zbyva do integrélu pouze dosadit meze a ziskali bychom kone¢nou redlnou hodnotu.

—1= cos 2v

\/1+u2

1
= Cos?t

u—tgt

dt
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Pi. 511 Vypoctéte

= //S @y, 2)dS,

kde S je sférickd plocha 72 — 22 = 1, vymezend ohranicenim x > 1, 2 < 0 a |y| < 2. Funkce
flx,y,2) je zadand jako

1
2 X + Yy 2 17
flay,z) =47
z, z+y<l
Plocha S je zadana explicitné a jako takovou ji muzeme snadno parametrizovat jako x = u, y = v
2
a z = - — 1. Omezeni z < 0 ndm potom d& vymezeni u? < 4 a tedy po odmocnéni a piipojeni

podminky x > 1 mame 1 < u < 2 a —2 < v < 2. Norméalovy vektor plochy dostaneme rovnou
jako W= (f%, 0, 1). Pocitame tedy integral

u? fu?
f(u,v,—l)- — + 1dudv.
//[1,2]><[—2,2] 4 4

Protoze funkce f je dana po ¢astech, musime pro potieby vypoctu rozdélit integral na dvé ¢ésti

2 rl-u u2 \/T 2 plou /.9 \/T
1 /1 [2 f(u,v, 1 ) 1 + 1dvdu /1 [2 <4 ) 1 + 1dvdu
2 /02 u2 1 [2
:/ (4—1)(3—u) Z—Fldu:é/(—u3+3u2+u—3)\/u2+4du:
1 1

_‘ t=u?+4 u = 2sinh s

dt =2udu du = 2coshsds

1 8 —t+5 arcsinh 1 oy 5
= dt +2 (24sinh” s — 3) [4sinh® +4coshsds | =
8 5 2 arcsinh% v

=4 cosh® s

1 t2 8 arcsinh 1
16 [_+5t] +7/ sinh® s cosh® s — cosh? sds =
16 2 5 2 arcsinh %
1 25 3 arcsinh 1 Sinh2 25 cosh 2s + 1
=—|-324+40+ — —-25 2 . ds —
16 ( +40 + 5 ) + 5 /arcsmhé 1 5 s
1 1 3 arcsinh 1 COSh 48 -1 Cosh 95 n 1
16 ( " 2) - 2 /arcsinhé 8 2 o
__5 n 1 n 3 {sinh 4s  sinh2s N 33} arcsinh 1 B
16 32 2 32 4 8 arCsinh%
) L 1 n 3 [sinh2scosh2s  sinh2s N gg]aresinhl
T 16 32 2 16 4 3 N .
2
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Druhy integral je pak

2 2 2 2 [1,2
// l~\/u——|—1dvdu:/ 1—|—u' u—+1du:
1 J1i—u U 4 1 u 4

12 1 2 2 _ 2 P
5/ Mdu—l—g/ %\/mdu: " =u"+4 u = 2sinh s
1 1 u

I

2tdt = 2udu du = 2coshsds

arcsinh 1 1 V8 t2
= \/4cosh23~coshsds+7/ - dt =
arcsinh% 2 V5 2 —4
arcsinh 1 ) 1 V8 4
:2/ cosh SdS—‘r*/ 1+ ——dt =
arcsinh % 2 V5 (t - 2) (t + 2)
arcsinh 1 V8
h2 1 1 1 1
:2/ coshas+ 1 ds+7/ 14— ———dt=
arcsinh % 2 2 V5 t—2 t+ 2
sinh 2s arcsinh 1 1 VB
:[ 5 +erCSinh1+2[t+lnt—2—1n|t+2|]ﬁ.
2

Celkovy integral tak dostaneme jako

+

5 1 3sinh2scosh2s sinh2s  25s]* bl
+ -

2y + 22 P U \/§~205
16 ' 32 32 8 16 D

n
It+2|] 5

N |

arcsinh 3
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Pi. 512 Vypoctéte
I= // min{1,z? +y*, 5 — 2* — y*}dS,
s

kde S je rovina z = 4 + x — y vymezend na ctverci [0,2]%.

Plocha je dand explicitné a tak dostaneme rovnou normélovy vektor 70 = (—1,1,1) jehoz velikost
je jednoduse ||7|| = v/3. Dostaneme tak plosny integral jako

2 2
1= \/§/ / min{1,2? +y* 5 — 2 — y*} dx dy.
o Jo

Musfme vSak zjistit, jak vypadd integrovand funkce f(x,y) = {1, 2% +4?,5 — 2% —y?}. Nejdifve si
véimnéme, 7e pro x2 +y? < 1 je také 23 +y> < 1 a tedy ke zde f(z,y) = 22+ 3% Pro 22 +¢2 > 1
je vsak jiz

f(xay) = min{la 5 — 1'2 - y2}'
Nerovnost 5 — 22 — 2 > 1 pokud je 22 +4? < 4. Tento kruh lezi v prvnim kvadrantu zcela uvniti
¢tverce [0, 2]%. Dostdvdme tak rozdélent

% + 92, 0<y<V1-—2x2
fl,y) =11, L<a?+y? <4,

5—x2—y? Vi-a22<y<2.

Dostavame tak v integralu 4 ¢asti. pocitejme je postupné

Y 1 pV/I—a? ) , Y 1,z ) \[w 0 1 -
I = 3// x*+y dydr = 3// p° - pdedp = 3[} = —,
' 0o Jo o Jo 2031y 2v3

1 Vi—a? 1 o .
12:\/5// 1dydx:\/§/ \/4—x2—\/1—m2dx:‘ v =2sint r=sms o)
o Jyizz o dxr =2costdt dx =cossds

§ 3
= |cosz > 0 na ob. integrace| :2\/§/ \/4—4sin2tcostdt+\/§/ V1 —sin?scossds =
0 0
3

(i 3 2t +sin2t] ¢ 2s +sin 2
:4\/§/G cos? t dt+\/§/2cos2sds:4\/§ ﬂ +3 25 1 5m 25 =
o T 0 4 0 4 0

__14cos2t
- 2

T V3 T
=\/§<3+ >+\f4,

2
2 A—2? 2 o
I3:\/§// ldydx:\/g/ \/4—x2dx:‘ dx—251nt ’:
1 Jo 1

r = 2costdt

5 H 2t + sin 2] %
:2\/5/ \/4—4sin2tcostdx:4\/§/ cos>tdz = 4V3 [4—4511&] =
5 5
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Posledni ¢ést je pak nejslozitéjsi vzhledem k vystupujicim funkcim

2 2
I4:\/§// 5—x? —y?dyde =
0 JVi—=22
2 / _ 2
:\/5/ (5—2%)(2 - V4 dx+\[/ a §dm:
0

3

3 \/ (4 —4sin? )3
+2\/§/ (4sin2t—5)\/4—4sin2t+f costdt =
0

223 ?
—\[{IOI—I—ix}

0

16 16 EH 8costt
:\/3(20—3—3>+2\/§/ 8sin?tcos®t — 10cos® ¢ + C(;S dt =
0

32 8 3cos?t 16 [cos3 tsint] 2
:\/§<2o—3> +2\/§/ 2sin” 2t 10 cos’ ¢ + o5t s 4 /310 [Cossm} -
0 0

4 3 4
=—8cos?t -0
3> sin4t H
7—|—2\[/ 1 —cosdt —4(1 + cos2t) dt = \[+2\[{ 8111—2511121,‘] =
0

32
:%—ﬁjn

Celkové nam tak integral dava dohromady

T T \/3 T 2 \/g 28 372
I:m+\/§<3+2>+\/§4+\/§<3—2>+\/§—\/§4:

56+7 \/g 2
= + —(m—37°) ~ 1.

Zde jsme pii vypoctu vyuzili redukéni formuli

: 3
sinxcos®z 3
/cos4xdx: 7+*/COSQ"EdLL’.

4 4
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Pi. 513 Vypoctéte

= //S @y, 2)dS,

kde S je sférickd plocha x? + y? + 2% = 16, pro funkci

gy [ 22V
z,Y,z)=
Y 0, z < \x?+y2.

Vsimnéme si, ze funkce f(x,y, z) je na jisté ¢dsti plochy nulové. Plosny integrél tak na této ¢ésti
musi byt nutné také nulovy. Uvazujeme tedy vlastné pouze integral

IZ//J]Z—l—deS,
S

pro plochu S danou z? + y? + 22 = 16 a vymezenou nerovnosti z > /x2 + y2. Nebot je plocha
sférou o poloméru 2 a se stiedem v bodé [0,0,0]. Proto je jednoduse parametrizace S dand
z = 2cosusinv, y = 2sinusinv, 2 = 2cosv. Na podmince z > /2 + 92 si viimnéme, Ze je
rota¢ni okolo osy z a tedy u € [0, 27]. Bod plochy [0, 0, 2] na ose z podminku spliiuje a vzhledem
ke spojitosti vystupujicich funkei je v € [0,7?], kde koncovy bod musime urcit. Ziskdme jej z
prusecikii plochy z = \/x2 + 32 se sférou. Dostaneme tak rovnici

222 4 2% = 16.

Toto jsou souradnice kruznice pruseciku v pudorysné. Nam vsak staci k urc¢eni koncového hlu
pouze jeden bod a tedy zvolime-li y = 0 ziskdme napiiklad bod [v/8, 0, v/8]. Zajima nés odchylka
tohoto bodu od kladné poloosy z a tedy pomoci trojihelnikt nebo rovnou ze vztahu pro y = 0,
kde z = |z| dostaneme, ze v € [O, ﬂ Slozky normalového vektoru dostaneme jako

2cosusinv  2sinucosv

A=| Y Yo | _ . = —4cosusin? v,
Zu % 0 —2sinv
2 z 0 —2sinv . .
B=|"" " |= . . = —4sinusin® v,
Ty Ty —2sinusinv 2 cosucosv
C = Ty Ty | | —2sinusinv 2coswucosv |
| Yu Y | | 2cosusinv 2sinucosv |
= —4sin® usinvcosv — 4 cos? usinv cosv = —4 sin v cos v.
Jeho velikost je pak
=sin? v

|72 = 16(cos? usin® v + sin? uwsin® v 4 sin? v cos® v) = 16sin? v.

=sint v
Jesté nez spocteme integral, muzeme dosadit parametrizaci do integralu
22 + y? = 4(cos? usin® v + sin® usin® v) = 4sin® v.

Integral tak méme

2 T z o 1
I:/ / 4sin2v~4sinvdvdu:327r/ sin®vdo = x—cqst :327r/ 1—t?dt =
o Jo 0 dr = —sintdt 2
3717 2 V2 22 2 52
—3r |t— | =sor (2 M2 IVE) g (2 o2V2 )
37{ 3L§ 3”(3 SRAEEYH el E R
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Pi. 514 Spoctéte plosny integral

1://3\/W+€/3Fd5,

kde S je dand jako Va2 + ¥/y2 + V22 = 1 a nachdzi se v prunim oktantu.

Plocha S je tvorena Astroidioidou a muzeme ji parametrizovat podobné jako sféru funkcemi

r = cos’usin®v, y = sin®usin®v, z = cos® v, pres mnozinu u € [0,27], v € [0,7]. My vsak

resime jen ¢ast této plochy v 1. oktantu a tedy u € [0, g] ave€ [O, %} Slozky normalového

vektoru dostaneme

Yu Yo 3sin?ucosusin®v  3sin® usin® v coswv . 9 . 4 9
A= A 0 36in v cos? v = —9sin” u cosusin~ v cos” v,
u v -
. 2
z z 0 —3sin v cos“ v . .
B=| "™ " |= . 5 . 3 3 . 9 = —9sinu cos? usin v cos? v,
Ty Ty —3sinucos®usin® v 3 cos® usin® v cos v
: 20 ind 3 a2 .
- Ty Ty —3sinwucos“usin®v 3 cos” usin® v cosv
Yu Yo 3sin®wucosusin®v  3sin® usin? v cosv
= —9sin* u cos? usin® v cos v — 9sin? u cos* usin® v cos v = —9sin? u cos? u sin® v cos v.

Velikost normalového vektoru pak dostaneme

7|2 2 8 4 8 vcos? v+ 81sin* ucos? usin'® v cos? v =

vecos? v 4 81 sin? wcos* usin'® v cos? v =

= 81 sin* u cos® usin® v cos* v + 81 sin® u cos* u sin

= 81 sin” u cos? u sin®
= 81sin? u cos? usin® v cos® v(cos? v + sin? u cos? u sin? v).
Integrovana funkce nam dava

3 . . . .
2 = Va2 4+ ¥/y? = cos? usin® v 4 sin® usin? v = sin® v.
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Plosny integral médme

5 r3
L = / / sin v\/81 sin? u cos? u sin® v cos? v(cos? v + sin® u cos? usin® v) dv du
0

2 2
= 9/ / sin u cos u sin® v cos v\/cos2 v+ sin® ucos? usin? v dv du =

s =sin?v

o t =sin’u
ds = 2sinwv cosvdv

dt = 2sinucosu du

9 (1 1
_Z/ / s2y/1—s+t(1—t)sdsdt =
0

2
| A=14 (14t —1?)s _9/1 -1 /t—t (A—1)2
_‘ dA=—1+t—t2ds |~ 1), P—t+1), (@—t+1)2 VAdAdt =
9 [ 1 =t 3 .
=—— —_— A2 —2A2 + A2 dAdt =
4/0 (t2—t+1)3/1 +
1 7 5 3 t—t°
_ 9/ 1 24z 4A:z +2145 gt —
o4y @2—t+1)3 ] 7 5 3], B
__9/1 (t—12)2 2(t—t2)2_4(t—t2)+g B 16 & —
o4y (-t +1)3 7 5 3) 105(t2 —t4+1)3
. t =sin’u _
T | t—t2 =sin®u —sin*u = sin®wcos?u |
9 (% sin® u cos® u 2sin® u cos* u 4Sin2u0052u 12 1
= -7 . 2 - dt+7 NG dt¢
4 Jo (1 —sin®wucos?u)? 7 5 3 35 (2t—1)2 | 3
B
=1
=1
[ 18/g sin® 2u sin? 2u sin? 2u B B = cos 2u B
' o (4 —sin?2u)3 56 " | dB = —2sin2u

+

1- B2 (1— B2)? 1—32
(1_32))3( 56 5

[V )

- ‘9/_11 =

)dB

_ /1 (1-B%%  (1-B%?  2(1-B% 4B —

L1 56(3+ B2 5(3+ B2)3 ' 3(3+ B2)3

9 11— B?)3 9 1 (1-B?%? ' (1-B?
Y /_1 E3+BQ;3 dB+g/—1 E3+32;3 5 _6/—1 ((3"‘32))3 a5,
=Is =I4 =I5
12:‘()_2151’:12/ 32 _ 1232
dC =2dt 35 /1 (C2+3)° 35

C o3t 1
({12(;52 + 3)2}1 - ﬁ/_l (02 +3)° 1

32 (1 C S B |
Sl T - ac | | = -
35 (8+ ([6(02+3)]_1+6/_1 C2+3 )) 35

4 1637

=7t 30
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12

1
64 48
Iy = - —1dB =
8 /1(B2+3)3 (B2+32  B2+3
B ! L 16 48 12
=64 |——r - dB -2 =
[12(32 +3>2L +/_1 (B7+3) (B +37  DB’+3

2 B ! 116 12
=232 | + +
6(B2+3)] , J.1B*+3 B?+3
1
2
1 - 4 0mV/3
1

dB -2

20 arctg%
27

31 V3
1

I_/l 6 8
YT ) (B2+3)® (B®+3)?2  B2+3

1
B ! 1 4 8 1
=16|——m—— - dB
[ )2} 1+/1(B2+3)2 (BQ+3)2+BQ+3

dB =

1

12(B2+3)2] _
1 B ! L 1
= 4| 3 dB
6 {6(32+3)]1+ _1B2+3+BZ+3
11 arctg 511 /3x
6 3 3 V3|, 6 27’
1 4 1 B ! 1 1
I = - dB=4|— "
5 /,1 (B24+37° (B2 +3) [12(B2+3)2]1+/1 (B2 +3)?

Celkovy vysledek by vysel jako dana linearni kombinace téchto hodnot.
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plochy je ddna funkci p(z,y,z) = x.

Pfi hledani tézisté budeme pocitat plosné integraly z plochy S. Proto si nejprve parametrizujeme
plochu a spocteme jeji normélovy vektor. Jednd se o kosy valec s polomérem 1, muzeme jej
parametrizovat jako * = cosu + v, y = sinu, z = v. Nyni se musime zamyslet pres jakou
mnozinu M je vélec parametrizovédn. Tento vélec je vymezen pouze rozsahem z € [1,4]. Prvn{
si vSimnéme, ze napiiklad ve vySce z = v = 2 dostaneme x = cosu + 2 a pro libovolné u toto
x spliuje podminku z € [1,4]. Podminku proto spliuje libovolné u € [0, 2n]. Vidime zde, ze
rozsah vysky v je zavisly na zvoleném tihlu v a to ze vztahu 1 < cosu + v < 4. Dostaneme
1 —cosu < v <4 —cosu. Nasledovné muzeme spocitat normalovy vektor jako

Yu Yo cosu 0
A = = =
vy 2 0 1 ‘ cosu
B=| % :’ 0 ! ‘:sinu,
Ty Ty —sinu 1
C— Ty Ty :‘ —sinu 1 ’:—cosu.
Yu Yo cosu 0

Velikost normalového vektoru tak mame

2 2

u =1+ cos”u.

|77]|? = cos? u + sin® u + cos

z jeji hustoty.

4—cosu

2w 4—cosu 2m
m:/ / sc~\/1+coszudvdu:/ / (cosu+v)V 1+ cos2udvdu =
o J1 o Ji-

—Cosu Ccos u

2

27 4—cosu 27
15
= \/1+cos2u[vcosu+v2} du = \/1+cos2u<3cosu+2—3cosu) du =

0 1—cosu 0

15 27 15 21 15 21 2
=3 \/l—i—cosgudu:? \/2—sin2udu:ﬁ 1—¥du:
0 0 0

60 [2 sin’ 1
= — 1-— du=30vV2E [ — ) ~ 57, 3.
\/i/o \ 2 <\/§)

Vysledek dostdvame jako elipticky integral, jehoz definici muzeme najit v predchozich kapitolach
Navic zde vyuzivame symetricnosti funkce /1 + cos?(x) pfes osy y = 7 a y = 5. K vypoctu
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27 4—cosu
Sey = // zp(z,y,2)dS = / / (veosu 4+ v*) V1 + cos2udvdu =
l—cosu
= \/1—|—cos2 [

0

4—cosu

3 :| l—cosu

2
15
= V14 cos?u (3cos2u+ ?coqur?)cosQu — 15cosu+21) du

0

27 27 z
15 2
= \/1+cos2u(—2cosu+21) du =21 \/1+c082udu:84/ vV 1+ cos?2udu
0 0

0
pusy s . 2 1
:84/2 \/2—sin2udu:84\/§/2 \J1- sz Y du = 84V2E <\/§> ~ 160, 4,

27 4—cosu
Siz // yp(x,y,2)dS = / / sin(u)(cosu + v)y/ 1+ cos2udvdu =
1

Ccos u

cosu + du =

v
2

4—cosu

15
= smux/l—i—cos2 |:UCOSU—|— 2] du = — smuvl—&—cosQudu:

0 1—cosu 2 0

1
= —5 smuv 1+ cos?udu =0,
2 4—cosu
Syz:// zp(z,y,z)dS = / / (cosu +v)?V/1+ cos?2udvdu =
1

Ccosu

27 4—cosu
/ / (cos® u + 2vcosu + v*) /1 + cos2udvdu =
1

Ccos u

2m 4—cosu
/ / (cos?u 4+ vcosu)V/ 1+ cos2udvdu + Spy =
1

cosu
4—cosu

2
= \/ 1+ cos?u |:U cos® u + % cos u] du + Szy =

0 l—cosu

2 15
— v/ 1+ cos?u (2 cosu> du + Szy = Say-

0

Zde vyuzivdme faktu, ze funkce cos(x)y/1 4 cos?(z) je symetrickd pies osu x = 7. A | lichd* na
intervalu [0, 7] pfes bod [2,0]. Tento fakt vyplyva rovnou z toho, ze samotnd funkce cosz je

symetrickd pfes osu & = m. Stejné tak funkce sinuy/1 4 cos? u je zase ,lichd* ptes bod [r,0]. Ze
znalosti statickych momentu ziskame souradnice tézisté jako

oS S Sa] [ S0 V2B (J5) | 84V2E () [0
lmm m | | m m | SOﬂE(%)v’SOﬂE<%) 5775

VySettovany valec vypada nasledujicim zpusobem
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av € [cosu, 1+ sin u], kde hustota plochy je ddna funkci p(x,y, ) = .

2

Plochu méme parametrizovanou a muzeme rovnou nalézt jeji normalovy vektor

A=

B=

C:

Yu Yo | _
Zu Ry
Ry Rv |
Ly Loy
Ty Ty
Yu Yo

cosu 0
0

0
—sinu 0

1‘

—sinu 0
cosu O

cos u,

‘ = sinu,

o

K urceni tézisté potfebujeme nejprve vypocist jeji hmotnost jako integréal z hustoty

0

N
T2
B
T2

1+sinu

2m
0 cosu

2m
:/ cos2u(1—|—sinu—cosu)du:/

sin 2u

4

sin 2u

4

COs

3

COS™ U

3

3

3 :| 2T /u_27r
0 u=0

:| 2m /u_27r
0 u=0

27 1+sinu
Smy://szy, )dS = / /
cos u

2

2

_1 2cosu+u
N 3 4

27 1+sin
/ / yp(z,y,2)dS = / /
COs u
_/ sin?
O 4

%
w
I

=sin? u cos? u

3

2u

sin 4u

16

0

27
-V cos? u + sin® udvdu—/ /

Ccos u

2™ 1 4 cos2u

2

1—t2dt =

+ sin u cos

1+4sinu
cos? udvdu =

2

sin® u 2
1—t2dt:ﬂ'—{sinu— } = .
0

27
veos?udvdu = /
0

2m
= / cos? u(1 — cos? u) +2sinu cos?® u +
0

5, -5
0 4’

27 1+4sinu
Sy= :// xp(z,y, z) dS:/ /
S 0 cosu

= / cosu(1 — sin® u) + sinw cos® u — cos? u(1 — sin? u) du =
0

)

2m

27
+/
0

27
sinu cos? udv du = / sinu cos? u(1 + sinu — cosu) du
0

2
cos® udv du = / cos® u(1 + sinu — cosu) du
0

sin? 2u

+SIHUCOSQU—SIHUCOSUdU = |:8

sin? 2u

u  sindu

COS2 u

= / COS U+2SIHUCOS U+SIH2UC082U—COS udu =
0

1 s
*7/ 2sinucos® u +
2 Jo

3

27 1+sinu
v
[} du =

Cos u

32

1 2
=+ cos 2u du

4

650

2

. 27
cosdu  sin? u]
3 2 |,

u—cos® udu =

1 — cosdu

4

47

du =



Ze znalosti statickych momentu ziskdme soufadnice tézisté jako

3n ™ 9w
7o |Suz Sex Sey| _[Z T | _ [ 3111
m’  m’  m ™ w7 4’4’ 4
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Pi. 517 Vypoctéte

/[ zas.

kde S je mobiova pdska dand parametricky jako x = 4 +ucosg, y = v, z = using, pro u €

[-7, 7], v € [0,2n].

Technicky vzato definujeme plogné integraly pouze pro dvojstranné plochy a mébiuv pasek tento
pozadavek nesplnuje. Nic nam vsSak nebrani pokusit se pfesto spocitat plosny integral pomoci
prevodové formule. Plochu méme parametrizovanou a muzeme rovnou nalézt jeji normélovy

vektor
0 1 L v
A=Y Yol U =—sin-,
Zu 2y Siny 5 COSy 2
| 2w & | _|sing  Fcosy | u
B=l 4, 2 || cos? —tgin® DY
u v 2 2 2
Ty Lo cos 5 5 sing v
= = = cos —.
Yu Yo 0 1 2
Velikost normalového vektoru tak spliuje
2 2
=2 L2V U 2V u
n|[*=sin“ =+ — 4cos* - =1+ —.
18l 5T 5 1

Pokud by byl plosny integral definovan, spliioval by

e [Wee )
=[g), [T =0

—T
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Pi. 518 Vypoctéte

I://w2+y2d5,
5

kde S je plocha dand implicitné jako w? + 2% + y? + 22> = 4 a vymezena prinikem plochou
w2 +y> 4+ 22 =4.

Plocha S je ¢tyfrozmérnou sférou s polomérem r = 2 a stiedem S = [0, 1,0, 0]. Muzeme ji tedy
vyhodné parametrizovat pomoci zobecnénych sférickych soutadnic

w = 2cos Asin Bsin C,
x = 2sin Asin Bsin C,
y =2cos BsinC,

z=2cosC.

Princip je zde stejny jako kdyz z polarnich soufadnic tvoiime sférické soufadnice. Zacneme
sférickymi soufadnicemi pro w, z, y a pfiddme odchylku od osy z pomoci nového ihlu repre-
zentovaného zde parametrem C. K jedné proménné piidame cosC' a k ostatnim sin C'. Plocha
je dand parametry pro A € [0,27], B € [0,7], C € [0,7]. VSimnéme si, Ze tato parametrizace
nam neudava plochu, ale objekt o dimenzi vétsi podobné jako kruznice udava kiivka, ale sféra
jiz plochu. Dédle musime uvazit vymezeni prinikem s plochou w? + 4% + 22 = 4. Zkombinujeme-li
tyto dvé rovnice dohromady dostaneme jednoduchy vztah

0 = 22 = 4sin? Asin® Bsin? C = sin® Asin? Bsin? C = 0.

Pokud by platilo sin? C' = 0, tak je také sinC = 0 a z parametrizace také w = y = 0. Potom
by plocha w? + y? 4+ 22 = 4 nebyla plochou, ale pouze dvojci bodi. Pokud by dile sin? B = 0,
tak je také sin B = 0 a zase w = 0 coz by znamenalo, Ze plocha w? + y? + 22 = 4 by byla jen
kiivkou. Podminka sin? A = 0 ndm vsak takovy problém nezptsobi a mame tedy nutné A = 0
nebo A = 7. Obé tyto volby vyhovuji nasim rovnicim a tedy si pro jednoduchost vybereme verzi
A = 0. Plocha S je kone¢né dand jako

w = 2sin Bsin C,

z =0,
y =2cos BsinC,
z=2cosC.

Méme-1i hotovou parametrizaci, dostaneme teéné vektory parametrizace jako tg = (2 cos Bsin C, 0, —2sin Bsin C, 0)
atoc = (2sin BcosC,0,2cos B cos C, —2sin C). Jejich vektorovy soucin pak méme

ny = Ty Ty | 0 0 -0
YV yu wyo | | —2sinBsinC  2cos BcosC |
| Yu Y | | —2sinBsinC 2cosBcosC | . . o
=l | T ‘ 0 —9sinC = 4sin Bsin” C,
- 0 —2sinC o . 9
3= Wy Wy _’ 2cos BsinC' 2sin BcosC ’—4smBsm C.
Wy, Wy 2cos BsinC  2sin B cos C' ‘
ng = = =0.
Ty Ty 0 0
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Velikost normalového vektoru tak spliuje
|77 ||? = 16sin® Bsin* C' + 16 sin? Bsin® C' = 32sin? Bsin® C.
Integrovand funkce zase pro zménu spliuje
w? 4+ 3% = 4sin® Bsin? C + 4 cos® Bsin? C = 4sin? C.
Integral tak méame

=sin? C(1—cos? C)

s s s —N— s
1:/ / 4sin% C' - v/32sin Bsin? C' dC'dB = 16v/2 sin® C dC | sinBdB =
o Jo 0 0
™ i _ 2
= 16\/5/ sin? C' — sin® C cos® C' dC [~ cos C]f) = 16\/5/ ! C§S2C - sm42C dC(1+1) =
0 0

:32\&([20—511120} _/ 1—cos4CdC):32\/§<7r_[0_sm40] )
1, b s 2 |8 832 |,

T w 3
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13 Plosny integral 2.druhu

Necht S je hladky kousek plochy parametrizovany jako z = a(u,v), y = B(u,v), z = v(u, v), pak
normélovy vektor v bodé [z,y, z](u,v) je ddn jako

n = £(A(u,v), B(u,v),C(u,v)),

kde

Ry Ao
Ty Ty

Yu Yo

Zu Ry

, C(u,v) =

Ty Ty
Yu Yo

) B(”)”) =

A(u,v) =

Necht S je hladky kousek plochy parametrizovany jako z = a(u,v), y = B(u,v), 2 = v(u,v)
pres mnozinu M, pak plosny integral druhého druhu muzeme prevést jako

//S P(z,y,z)dydz + Q(z,y,2) dedz + R(z,y, z) dedy =
=4 //M P(a(u,v), B(u,v),v(u,v))A(u, v) + Q(a(u, v), B(u,v), y(u,v))B(u,v)+
+ R(a(u,v), B(u,v),y(u,v))C(u,v) dudv
kde znaménko odpovida znaménku normalového vektoru
n = +(A(u,v), B(u,v), C(u,v))
Je-li funkce z = f(z,y) ddna explicitné, pak dostdviame

n= (_fwa _fya 1)
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Pi. 519 Spoctéte integrdl
// rdydz + ydxdz + zdx dy,
s
kde plocha je ddna jako S : x*> +y? =1, pro z € [0,1] a normdle m#Fi vné.

Plochu S orientujeme jako & = cosu, y = sinw, z = v, pfes mnozinu M : u € [0,27], v € [0,1] a
dale

| Yu Yo | | cosu O |
A= O 0 1 ‘ = cosu
| Au A | _ 0 T _ .
B= Ty Ty _‘ —sinu 0 ‘—smu
| @ Ty | | —sinu O |
¢= Yu Yo | ‘ cosu 0 ’ =0
Smér vektoru (coswu,sinw,0) uréime napt. v bodé A = [1,0, z] volbou u = 0 a jemu pifslusici

vektor (1,0,0), ktery sméruje v bodé A vné plochy S. Tedy integrél dostaneme jako

// cosu~cosu+sinu~sinu+v~0dudv:// ldudv =27
M M
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Pi. 520 Spoctéte integrdl
// ydydz + zdadz + 2% da dy,
s

kde plocha je ddna jako S : z = \/22 + 42, 2 < 2 a normdle miF vné.

Plocha z je ddna explicitné pfes mnozinu M : 2 + y? < 4. Proto z parametrizace mame vektor

—r —y .
Va2 + 2 \/x2+y27
Jedna se o rotacni plochu smétujici vzhuru. Proto vektor smétujici vné miii dolu a tedy tieti
slozka je zdpornd. Obdobné pokud zvolime napiiklad bod [1,0, z] a vektor uréeny parametrizaci
v ném je n = (—1,0,1), ktery mii{ k poc¢dtku a tedy sméfuje dovniti. Tedy integrdl pocitdme
jako

—xy —yVrr+y?
- + +z*dady =
//M /$2+y2 /x2+y2

27
/ P COs psin ¢ +psin<p—p2(:os2<p>[>dﬂd90:

2 2T
/ cosgosin(p—&-sinapdcp—/ p3dp/ cos? pdp =
0 0

sm2<pd p;l 2/27r 1—|—C082g0d<p:
2 1, ) 2

I
| — |
‘b
—_
[e=}
N
—_
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Pi. 521 Spoctéte integrdl

// rydxdz,
s

kde plocha je ddna jako S : z = x? +y?, 2 < 4, £ >0, y > 0 a normdle miFi dovnitr.

Plocha je déna explicitné pfes mnozinu M : z? +y2 < 4, x > 0, y > 0. Navic parametrizace
ndm déva vektor (—2x, —2y, 1), ktery je orientovany dovnitf. Po¢itdme integral

2 13
// xy - (—2y)dedy = —2/ / p* cos psin? pdedp =
M 0o Jo

? H 517 ! 321 64
- _9 44 sosin? odo = —9 P /tht:———:——
/op p/o oSSRy [5 o Jo 53 15
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Pi. 522 Spoctéte integrdl
// rdydz + ydxdz,
s
kde plocha je ddna jako S : 2% +y?> + 22 =4, 2 >0, y < 0 a normdle miri vné.

Plochu mame parametrizovanou jako x = 2cosusinv, y = 2sinwusinv, z = 2 cos v, pfes mnozinu
M danou u € [m,27], v € [0, 7/2]. Déle pocitdme

2cosusinv  2sinucosv .
A=|Yu Yo | _ : = —4cosusin® v
Zu 2o 0 —2sinv
Zu % 0 —2sinv . .
B=|"" "= . . = —4sinusin?v
Ty Ty —2sinusinv 2 coswucosv
Ty Ty —2sinusinv  2cosucosv .
C = = . . = —4sinwvcosv
Yu Yo 2cosusinv  2sinwcosv

Zvolime-li napiifklad bod [2,0,0] pro u = 27, v = /2 dostaneme touto parametrizaci vektor
(—4,0,0), ktery mif{ dovnitf. Tedy poc¢itdme integral

—// —8cos2usin3v—SSinzusingvdudv:8// sin®vdudv =
M M
2 % 0 13 Ly
:8/ / sin?’vdvdu:—&r/ 1—t®dt = -8~ {t} E
T 0 1 3 0

-3

659



Pi. 523 Spoctéte integrdl

// rz dzx dy,
s

kde plocha je ddna jako S :x+y+2z=1,2 >0, y >0, 2> 0 a normdle miri nahoru.

Plochu méme danou explicitné z = 1 — x — y pies mnozinu M : z € [0,1], 0 < y < 1 — x. Vektor
urcéeny parametrizaci je dén jako (1,1, 1), coz odpovida orientaci normalového vektoru. Poc¢itdme

1 1—z
// as(l—x—y)dxdyz// r— 2% —rydyde =
M 0o Jo
1 x 1

21— _ 92 3
:/ {wyxzywy] _/ p gt _gtygs_ iAo
0 2 0 0 2

1! 1[a? 208 247!
zf/ x—222 4+ 23der = = x——i—l—x— =
2 Jo 2 o
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Pi. 524 Spoctéte integrdl

// ydydz + zdzx dz,
s

kde plocha je ddna jako S : x + z = 1, ohranicend z% + y?> < 1 a normdle mii{ nahoru.

Jednad se o ¢ast plochy vyseknuté védlcem, plocha je dana explicitné jako z = 1 — x pfes mnozinu
M : 2% + y? < 1. Vektor timto uréeny je (1,0, 1), ktery sméiuje vzhiiru. Tedy poéitdme integral

1 2
// y'1+(1—z)'0dxdy:// ydxdy:/ / psingpdedp =
M M o Jo

1 2m
:f/ sinpdp =0
3 Jo
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Pi. 525 Spoctéte integrdl
// rdydz + ydxdz + zdx dy,
s

kde plocha je ddna jako S : % +9% + % =1,x2>0,y >0, z>0. Normdlovy vektor sméruje
dovnitr.

Jednd se o jednu osminu elipsoidu, kterou muzeme parametrizovat jako x = 2cosusinv, y =
sinusinv, z = 3cosv, pres u € [0,7/2], v € [0, 7/2] étverec. Navic

cosusinv sinwucosv .
A=|Yu Yo | . = —3cosusin®v
Zu 2w 0 —3sinv

z z 0 —3sinv . .
B=|"" "= . ) = —6sinusin®v

Ty Ty —2sinusinv  2cosucosv

Ty T —2ginusinv  2cosucosv .
C=|"" ""|= : . = —2sinwvcoswv

Yu Yo cos usinv sinu cos v

Takze nam parametrizace urcuje vektor (—3 cos usin? v, —6 sin usin? v, —2sin v cos v), ktery sméfuje
dovniti elipsoidu. Pocitame tedy

// —6cos? usin® v — 6sin? usin® v — 6sinv cos® vdudv =
M

=—6// sin® v + sin v cos vdudv——G// sinvdudv =

76/ / sinvdvdu = =37 [— cosv]og =37
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Pi. 526 Spoctéte integrdl

// zy? dy dz,
s

kde plocha je ddna jako S :x+y+2z=1, prox >0,y >0, z > 0. Normdlovy vektor sméruje
dovnitr.

Plocha S je ¢asti jednotkového simplexu a je dana explicitné jako z = 1 — x — y pfes mnozinu
M :z € (0,1), 0 <y < 1—z Dostdvame tedy vektor (1,1,1), ktery sméfuje nahoru, ktery

je opaény s normélovym vektorem. To vidime, nebot tfeti soufadnice je kladna a tedy vektor
sméfuje vzhuru, normaéla vsak mifi dolu. Pocitame tedy

1 1—z 1 yg 1-z
—// my2~1dxdy:—/ m/ y2dydx:—/x[} de =
M 0 0 0 3 1o
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Pi. 527 Spoctéte integrdl

// rdydz +yderdz + (2% — 1) dzdy,
s

kde plocha je ddna jako S : 2% +y* =1, pro 0 < z < 1. Normdlovy vektor sméruje ven.

Jednd se o ¢ast valcové plochy, proto parametrizujeme S jako x = cosu, y = sinu, z = v, pres
mnozinu M : u € [0,27], v € [0,1]. Navic po¢itdme

| Yu Yo | | cosu O |
A= O 0 1 ‘ = cosu
B=| " *|= 0 = sinu
Ty Ty —sinu 0
| Ty Ty | | —sinu 0|
C= Yo Yo | ‘ cosu 0 ’ =0

Tedy dostdvame vektor (cosu, sin u, 0). Tento sméfuje vné a tedy odpovidd normélovému vektoru.
Pocitame

2m 1
// cosu-cosu+sinu~sinu+(1)2—1)-0dudv:/ / ldudv =27
M o Jo
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Pi. 528 Spoctéte integrdl

// 22y’ zdz dy
s

kde plocha je ddna jako S : 4x% + 4% + 22 = 1, pro z > 0. Normdlovyj vektor sméiuje vné.

Plocha S je polovinou elipsoidu. Parametrizujeme jej jako x = % cosusinv, y = sinusinv,
z = coswv, pies mnozinu M : u € [0, 27|, v € [0, 7/2]. Dopocitdme
cosusinv sinwcosv .
A=Y P |2 . = —cosusin?v
Zu 2o 0 —sinv
Zy 2o 0 —sinv . . 9
B = = 1 . . 1 = ——sinusin“v
Ty Ty —gsinusinv 5 cosucosv 2
Ty T —Lsinusinv L cosucosv
C=|"™ "7 |= 2 . 2 = ——sinvcosw
Yu Yo cos usinv sinu cos v

Dostavame tedy vektor (— cos usin? v, —% sin u sin?

v, —% sin v cos v), ktery smétruje dovniti elip-
soidu. Pocitame

. . . 1.
—// icoszus1n21}sm2usm2vcosv-(—ismvcosv)dudvz
M

27 z
1 . . 1 . 2
=3 cos? usin? usin® v cos? vdu dv = 3 cos? usin? udu sin® v cos® vdv =
M 0

0
21 0 27 1
1 1 —cosdu
=—— in? 2 d/ -t dt = — ——d /t2—2t4 9 dt =
3/, sin” 2u du 1( ) 3/, 5 u ; +
_ L[, osimdu]*e 0 M) w (3542415 o«
64 4 ], 3 "5 7], 32 105 420
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Pi. 529 Spoctéte integrdl
// zdzdy — (z +y)dzdz
s

kde plocha je ddna jako S : 2% +y? = z, pro 0 < z < 1. Normdlovyj vektor sméruje vné.

Jednd se o Cast paraboloidu. Parametrizujeme jej skrze véalcové souradnice jako x = wcosw,
y = usinv, z = u?, pfes mnozinu M : u € [0, 1], v € [0, 27]. Po¢itdme

sinv  wcosv
A=Y Yo | = —2u? cosv
Zu 2w 2u 0
z z 2u 0 .
B=|"" 7 |= . = —2u’sinv
Tu To cosv —usinv
C = Ty Ty cosv —usinv
- sinv  wcoswv

Yu Yo
Dostévame vektor (—2u? cos v, —2u? sin v, u). Tento vektor sméiuje vzhiiru a tedy dovnitt. Po¢itdme

tedy
- // u? - u — (ucosv + usinv)(—2u? sinv) dudv =
M

= —// u3(1 + 2sinvcosv + 2sin? v) dudv =
M

1 2
:7/ uSdu/ 1+ 2sinvcosv + 2sinvdv =
0 0

471 27
1— cos?
. / 1+sin20+2-— 220
1,/ 2
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Pi. 530 Spoctéte integrdl
// zzdydz + 22y daedz + y?z dz dy,
s

kde plocha je ddna jako S : x*> +y?> =1, pro0< z <1, x >0, y > 0. Normdlovy vektor sméruje
dovnitr.

Jedn4 se o ¢ast valcové plochy, parametrizujeme ji jako x = cosu, y = sinu, z = v, pfes mnozinu
M :ue€[0,7/2], v € [0,1]. Navic

A=| Yu Yo | _| COSU 0 =cosu
Zu % 0 1
B=|" *|= ‘ O ’ =sinu
Ty Ty —sinu 0
O = Ty Ty | _ | — sinu 0 —0
Yu Yo cosu O

Coz davé vektor (cosu,sinu,0), ktery sméfuje vné plochy. Proto pocitdme

—// veos® u+ cos? usin?u 4+ vsin?u - 0dudv =
M

s 1 s 2
3 ) 2 cos”u .
:—/ / vcosQu+c082us1n2udvdu:—/ 5 + cos? usin® udu =
o Jo 0

71 +cos2u  sin?2u u  sin2u 2 21— cosdu
/O i g [4+ 8 L /0 8 “

o {u sin2u}g 3

o 16

8

8 32
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Pi. 531 Spoctéte integrdl
2 2 2
// z*dydz + y“derdz + 2° dz dy,
s

kde S je sféra (x — A)? + (y — B)? + (2 — C)? = R?, R > 0. Normdlovy vektor sméruje dovnitr.

Parametrizujeme plochu S jako z = Rcosusinv+ A, y = Rsinusinv+ B, z = Rcosv + C, pies
mnozinu M : u € [0,27], v € [0, 7]. Navic

Rcosusinv Rsinucosv .
A=| Y Yo | _ . = —R%cosusin?v
Zu 2y 0 —Rsinv

Zy 2 0 —Rsinv . .

B = “ v = . . = —R%sinusin®v
Ty Ty —Rsinusinv R cosucosv
Ty Ty —Rsinusinv Rcosucosv 5 .

C= = . . = —R*sinvcosv
Yu Yo Rcosusinv  Rsinucosv

Ziskany vektor (—R?cosu sin? v, —RZ sinusin® v, — R? sin v cos v), ktery sméfuje dovniti sféry.

Pocitdme
—R? // cosusin® v(Rcosusinv + A)? + sinusin® v(Rsinusinv + B)*+
M

+ sinv cosv(Rcosv + C)? du dv

Po jednotlivych integralech dostaneme
27 T
/ / cos u sin? v(Rcosusinv+A)2 dvdu =
o Jo

27 T
= / / R? cos® usin® v + 2AR cos® usin® v + A% cosusin? v dv du =
o Jo

22 s sin®u]”" [sindv  sin2v n 3v Tr+
= sinu — — —
3 1, 32 4 8 1,
. 27 3 ™
©9AR [cosusmu%—u} [cos v—cosv] N
2 0 3 0

_ . s 2 2
+ A2 [sinu)?™ |ZERUERYE g4 2ARTT (—Z 42 +0=3ARn
2 . 2 \ "3 3

27 ™
/ / sinusin® v(Rsinusinv + B)? dv du =
0 0
27 T
= / / RZsin® usin® v + 2BRsin? usin® v + BZsinusin? v dv du =
0 0

5 [cosu T Isindv  sin20 30"
=R 5 —cosu - 4 o+
0

32 18,
L 9BR {u—cosusinurw [cos3v —Cosv}ﬁ—l—
2 0 3 0
- _ i g 2 2 8
+B2[fCOSU]3 T COSUSIYl g1 9B T (24 2) = 2BRr
2 . 2\ 3 3
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2m ™
/ / sinv cosv(Rcosv + C)? dvdu =
o Jo

:27r/ R?sinvcos® v + 2CRsinvcos? v 4+ C%sinv cosvdv =
0
— o _R2cos4v_2CRcos3v_CQCos2v ﬂ:
3 2,
1 1 8
=0—-4CRr | —= — = 0=-CR
”( 3 3>+ T

Dohromady méme tedy v souctu —%(A +B+0).
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Pi. 532 Spoctéte integrdl
// rdydz + ydxdz + zdx dy,
s
kde S je sféra 2 + y? + 22 = R?, R > 0. Normdlovyj vektor sméiuje vné.

Parametrizujeme plochu S jako x = Rcosusinv, y = Rsinusinv, z = Rcosv, pfes mnozinu
M :u € [0,27], v € [0, 7]. Navic

Rcosusinv Rsinucoswv .
A=Y Yo |2 . = —R%cosusin®v
Zy 2y 0 —Rsinv
2y Z 0 —Rsinv . .
B=| ™ " |= L = —R?*sinusin®v
Ty Ty —Rsinusinv  Rcoswucosv
| @y 2y | | —Rsinusinv Rcosucosv | 2 . .
C = = . . = —R*sinvcosv
Yu Yo Rcosusinv  Rsinucosv

Ziskany vektor (—R?coswusin®v, —R?sinusin? v, —R?sinvcosv), ktery sméfuje dovniti sféry.
Pocitame tedy

R3 // cos? usin® v + sin? usin® v + sin v cos® v dudv =
M

:R3// Sin3v+sinvcos21)dudv:R3// sinvdudv =
M M

27 T
= R3/ / sinvdvdu = 2R*m [~ cosv]) = 2R’ (1 + 1) = 4R*r
o Jo
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Pi. 533 Spoctéte integrdl
//(y —2)dydz + (z — ) dadz + (z — y) dz dy,
5

kde S je sféra 2% = 2% +y?, pro 0 < z < A, A > 0. Normdlovyj vektor sméruje vné.

Méme cast kuzele a parametrizujeme jej jako x = wcosv, y = usinv, z = u, pfes mnozinu

M :v € 0,27], u € [0, A]. Navic

sinv ucosv
A= | Yoo = —UCOoSV
Zu 2w 1 0
2y Z 1 0 .
B=|"™" " |= . = —usinv
Ty Ty cosv —usinwv
O = Ty Ty || cOsv  —usinv |
| Yu Yo | | sinv  wcosv |

Vektor (—ucosv, —usin v, u) sméfuje vzhuru a tedy dovnitt kuzele. Pocitdme

—// —u?(sinv — 1) cosv — u*(1 — cosv) sinv + u*(cos v — sinv) dudv =
M

A 21
:/ u2du/ sinv—141—cosv — cosv + sinvdv =
0 0

A3 2m
=35 [—2cosv —2sinv];" =0
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Pi. 534 Spoctéte integrdl
1 1 1
// —dydz + —dzdz + — dx dy,
g T Yy z
kde S je elipsoid % + %—22 + é—i =1, A>0,B>0,C > 0. Normdlovy vektor sméruje vné.

Elipsoid muzeme parametrizovat jako x = Acosusinv, y = Bsinusinv, z = Ccosv, pres
mnozinu M : u € [0,27], v € [0, 7]. Navic

Bcosusinv Bsinucosv .

A=| Y Yo | _ . = —BC cosusin® v

Zu 2w 0 —C'sinv

2y 2 0 —C'sinw . .
B=|"" "= . . = —AC'sinusin®v

Ty Ty —Asinusinv Acosucosv

Ty T —Asinusinv Acosucosv .
C=|"" """ |= . ) = —ABsinvcosv

Yu Yo Bceosusinv  Bsinucosv

Dostaneme vektor (—BC cos usin® v, — AC sin usin? v, — AB sin v cos v), ktery sméiuje dovnitf elip-
soidu. Pocitame

—BCcosusin?v —ACsinusin?v —ABsinvcosv
- - - - dudv =
v Acosusinv Bsinusinv Ccosv

—/27r B—Csinv+£sinv+A—Bsinvdudv—
Sy A B C N
B2C? 4+ A%2C? + A2B? B2C? 4+ A%2C? + A2 B2

=27 Vile [—cosv], = 4m Vile
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Pi. 535 Vypoctéte plosny integral

// ydydz 4+ zdx dz,
s

kde S je plocha x + z = 1 ohraniéend x? + y? < 1. Normdlovij vektor sméruje vné.

Plochu parametrizujeme jako x = u, y = v, z = 1 — u pies mnozinu M : 2% +y? < 1. Dostdvame

1 0 -1
(0 1 0 >:>(A7870)_(1a071)7

Pocitame

2m 1
// v~1+(1—u)~0dudv:/ / prsinpdpde =
M o Jo

371
2m | P 1
[ COSSD]O [3:|0 3
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14 Gaussova-Ostrogradského véta, Stokesova véta

Necht V je jednoduchy obor v R?® a plocha S jeho hranici. Necht funkce P,Q,R a Py, Q,, R.
jsou spojité funkce na V' U S a S je ohranicend, orientovand ve sméru vnéjsi normaly, potom

// P(z,y,2)dydz + Q(z,y,2)dzdz + R(z,y,z) dedy =

s

=AUme@+%@%@+&m%amww
1%

Zvolime-li funkce P, @, R tak aby P, + @, + R, = C, kde C' € R, pak mizZeme pomoci G-O
véty pocitat objem télesa V', pokud V spliiuje predpoklady véty. Vhodné volby jsou napf.
P=z Q=0 R=0,
P=0,Q=y R=0,
P=0, Q=0 R=z

a ruzné dalsi kombinace.

Necht plocha S je omezend prostorovou kiivkou C' tvoiici okraj S. Déle necht plochu S lze
rozloZit na koneény pocet funkei proménnych x, v, také pro v, z a x, z. Necht funkce P, Q), R maji
na S spojité prvni parcialni derivace a C je orientovana souhlasné s .S, potom

/PWW%NW+QWWJNW+RWWJNV=
C

= //(Ru - Q.)dydz+ (P. — Ry)dzdz+ (Q, — Py)dady
s
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Pi. 536 Pomoci G-0O véty transformugte integrdl

// 22 dydz + y? dedz + 22 dz dy,
s

kde S je hranice ohraniceného jednoduchého oboru V orientovand ve sméru vnéjsi normdly.

Funkce P(z,y,2) = 23, Q(z,y, 2) = y*, R(z,y, 2) = 2 majf viechny derivace spojité. Dostdvame
tedy integral jako

// x3dydz+y3dxdz+z3dxdy:/// 322 + 3y? 4+ 322 dz dy dz
s 1%
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Pi. 537 Pomoci G-0 véty transformugte integrdl

// yzdydz + xzdxdz + xy dz dy,
s

kde S je hranice ohraniceného jednoduchého oboru V' orientovand ve sméru vnéjsi normdly.

Funkce P(z,y, z) = yz, Q(z,y, z) = xz, R(x,y, z) = xy maji vSechny derivace spojité. Dostdvame
tedy integral jako

//yzdydz—i—xzda?dz—&—xydacdy:///O—i—O—i—dedydz:O
s 1%
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Pi. 538 Pomoci G-0 véty transformugte integrdl

dydz + drdz + dx dy,

// x Y z
S /562 +y2+22 /x2+y2+22 /m2+y2+22

kde S je hranice ohraniceného jednoduchého oboru V' orientovand ve sméru vnéjsi normdly a V.
neobsahuje ve svém uzdvéru pocdtek.

Funkce P, Q, R jsou nespojité pouze v pocatku stejné jako jejich derivace. Tedy muzeme pouzit
G-O vétu a dostavame

dxdz +

//#dydw# —Z drdy=
s /$2+y2+22 -T2+y2+22 w2+y2+22
2 2 2 2 2 2
2/// yre + vt = + vty —drdydz =
v \/(x2+y2+22)3 \/(az2 +y2+22)5 \/(x2+y2+z2)5

222 + 22 + 222 1
:/// it M dxdydz:?/// ———dxdydz
v /(22 +y? +22)3 v /a2 +y?+ 22
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Pi. 539 Pomoci G-0O véty transformugte integrdl
// F,dydz + Fydxdz + F, dz dy,
s

kde S je hranice ohraniceného jednoduchého oboru V orientovand ve sméru vnéjsi normdly a
funkce F(x,y,z) md spojité druhé parcidini derivace na V.

Nebot m4 funkce F' spojité parcidlni derivace, lze aplikovat G-O vétu a dostavdme tak

// Fwdydz—l—Fydxdz—i—dexdy:/// Fm—i—Fyy—&—Fzzdxdydz:// AF dxdydz
S 1% 1%

Kde AF je Laplaceuv operator funkce F(z,y, z).
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Pi. 540 Pomoci G-0O véty transformugte integrdl

// (Ry — Q:)dydz+ (P, — R;)dzdz + (Qz — P,) dz dy,
s

kde S je hranice ohrani¢eného jednoduchého oboru V' orientovand ve sméru vnéjsi normdly a
funkce P(x,y,2), Q(x,y,z), R(x,y,z) maji spojité druhé parcidlni derivace na V.

Nebot maji funkce P, @, R spojité parc. derivace, miizeme pouzit G-O vétu. Dostdvame
// (R, — Q.)dydz+ (P, — Ry)dzdz + (Qy — Py)dady =
s
:/// Ryas_sz"‘sz_Rzy""sz_Pyzd-rdydzzo
1%

Nebot dle schwartzovy véty lze zaménit pofadi derivaci.
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Pi. 541 Spoctete integrdl
2 2 2
// x*dydz + y“derdz + 2° dz dy,
S
kde S je hranice krychle [0,1]3. Normdlovy vektor sméruje vné.

Krychle V' = [0,1]3 je jednoduchym oborem a funkce P(x,y,2) = 22, Q(z,y, 2) = y?, R(x,y,2) =

22 maji véechny derivace spojité. Mtizeme tedy vyuzit G-O vétu a dostaneme integral

/// 2z 4+ 2y + 2zdxdydz =
///2xdzdydx+///2ydwdzdy+///Qdedydz—

—1. 1/ 92 de +1- 1/ 2ydy +1- 1/ 2:dz = [22], + [v%], + [#], = 3
0 0 0
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Pi. 542 Spoctéte integrdl

I:// xzdx dy,
s

kde S je ddna jako x+y+2z=1, prox >0, y >0, z > 0. Normdlovy vektor sméruje vné.

Plocha S je ¢asti hranice jednotkového simplexu V', ktery je jednoduchym oborem. Spocteme-li

integral
// rzdz dy,
H;

pies zbyvajici hranice H; mnoziny V', muzeme hledany integral I dopocitat skrze G-O vétu. K
tomu musi samoziejmé byt H; orientované ve sméru vnéjsi normaély.

Mnozina V' mé kromé plochy S jesté hranice H; : ¢ € [0,1], 0 <y < 1 — =z, z = 0, kterou
parametrizujeme snadno jako x = u, y = v, z = 0. Dostaneme tedy

1 0 0
(0 1 0>:>(A,B,C)—(O,O,l),

ktery je orientovany nesouhlasné. Pocitame

—// xzdxdyz—// u-0-1=0
H,y M

Dale pocitdme Hy : y € [0,1], 0 < z < 1 —y, = 0, kterou parametrizujeme snadno jako z = 0,
Yy = u, z = v. Dostaneme tedy

01 0
<O 0 1>:>(A,B,C)—(1,0,0),

ktery je orientovany nesouhlasné. Pocitame

IQZ—// xzdxdy:—// 0-v-0=0
Hy M

a Hs:2€[0,1],0<z<1-—uz, y =0, kterou parametrizujeme snadno jako x = u, y =0, z = v.
Dostaneme tedy

1 0 0
(O 0 1>:>(A,B,C)—(0,1,0),

ktery je orientovany nesouhlasné. Pocitdame

—// a:zda:dy:—// u-v-0=0
Hs M
Nakonec dostaneme

1 1—z l-z—y
:/// xdxdydz—[1—12—13=/ / / rdzdydx =
0 0
11—z y
/ / 1fxfydydx7/ [ ny}
1

_/ z _|_7d lj £3_|_$4 1_1 1_1'_
o2 4 3 8], 4 3
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Pi. 543 Spoctéte integrdl
1= // zdydz +y? dedz + yzdz dy,
s

kde S je ddna jako z% + y* = (2 — 1)%, pro 0 < z < 1. Normdlovij vektor sméruje vné.

Pro z = C, C € R, dostaneme vzdy fez plochou jako kruznici. Pro z = 0 s polomérem 1 a pro
rostouci z se bude tento polomér zmensovat do okamziku, kdy z = 1 je polomér 0. Jednd se tedy
o kuzel. Spoéitdme-li navic integral pies plochu Sy : z = 0 pro z? 4+ 32 < 1, mizeme hledany
integral ziskat skrze G-O vétu, pres V dany kuzel. Plochu Sy parametrizujeme jako x = u, y = v,
z = 0. Dostaneme tedy

1 0 0
<0 1 0):>(A7B70)_(0a031)7

ktery je orientovany nesouhlasné. Pocitame tedy
I :// w-0+0?-04+v-0-1dedydz=0
M

Celkovy integral tedy ziskame jako

I:///1+2y+ydxdydz—12:///1+3yda:dydz
1% v

Tento integral transformujeme do vélcovych soufadnic © = pcosp, y = psing, z = z, ¢imz
ziskdme ohraniceni p € [0, 1], ¢ € [0,27] a z nerovnosti x% +y? > (2 —1)? dostaneme z € [0, p+1].
Pocitame

2m 1 p+1
I:/ / / (14 3psinp)pdzdpdp =
o Jo Jo

27 1 27 1

=/ /(p+3p281n<p)(p+1)dpd<p=/ / P>+ p+3(p° + p*)sinpdpdyp =
0 0 0 0

4 371

1
PP o [P, P 11 m
77{ + ]0+3[ cos ¢l [4+3L 7r<3+2>+0 3
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Pi. 544 Spoctéte integrdl

1= // y* de dz 4 zdz dy,
s

kde S je ddna jako hranice mnoZiny ohranicené z = xy, 2®> +y?> < 1,2 >0,y > 0, z > 0.
Normdlovy vektor sméruje vné.

Nebot se jednd o hranici mnoziny V miizeme aplikovat G-O vétu a pocitdme

// dexdz—l—zdxdy:/// 2y + 1dzdydz
s v

Jedné se €ést uifznutého vélee, pouzijeme tedy valcovych souradnic pro p € [0,1], ¢ € [0,%],
z € [0, p? cos psin p]. Coz ndm dava

1 5 p2cos<psin<p
/ / / (2psingp + 1)pdzdedp =
0 Jo 0

13
= / / (2p%sin p + p)p? cos psinpdpdp =
o Jo

™

1 3 1 3
:/ 2p4dp/ cos<psin2<pd<p+/ p3dp/ cospsinpdy =
0 0 0 0

_2&51$in3¢%+&4131n2¢%_£
S5l 3, 41l 2 ], 120
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Pi. 545 Vypoctéte objem télesa, které je ohranicené plochami z = +C, a x = Acosucosv +
Bsinusinv, y = Acosusinv — Bsinucosv, z = Csinu, kde A > 0,B > 0,C > 0.

Hraniéni plocha plasté je omezend na ose z pro u € [r/2,3w/2] a v € [0, 27|, nebot v neni nijak
omezeno. Objem nasledné dostaneme jako

3
m(V) = Z//s Pdydz + Q;dzdz+ R; dzdy
i=1 4

Pro vhodné zvolené funkce P;,(Q;, R;. Plochy Sj 2 jsou uréeny jako z = £C a proto je lze
parametrizovat jako x = u, y = v, z = £C, coz nam d&

(o

Coz az na znaménka dava integraly

_= O

8 ):(A,B,C):(0,0,l),

/ P1,2($7yaic) -0+ Q1,2($7y7i0) -0+ Rl,?(xay7i0) -1dudv
My 2

Z téchto duvodu volime R(x,y, z) = 0, aby integraly vysly nulové. Parametrizaci tiet{ plochy jiz
mame, dostavame tedy

Yu Yo —Asinusinv — Beosucosv Acosucosv + Bsinusinv
A= = = —Czxcosu

Zu 2 Ccosu 0

Zu 2 C'cosu 0

B=|" "= . . . . = —Cycosu
Ty Ty —Asinucosv + Beosusinv —Acosusinv + Bsinucosv
Co | Tu T | _ —Asinucosv + Bceosusinv —Acosusinv + Bsinucosv |
Yu Yo —Asinusinv — Bcosucosv  Acosucosv + Bsinusinv

= —Axsinucosv + Bxcosusinv + Aysinusinv + By cosucosv =
= Asinu(ysinv — z cosv) + Bcosu(rsinv + ycosv) =
= Bcosu(Acosucosvsinv + Bsinusin? v + Acosusinwcosv — Bsinucos® v)+
+ Asinu(Acosusin® v — Bsinucosvsinv — Acosucos® v — Bsinusinvcosv) =
= 2AB cos® usinv cosv + B? sinu cos u(sin? v — cos? v)—
— 2ABsin? usinv cos v + A? sin u cos u(sin® v — cos? v) =
2 2
= AB cos2usin 2v — A%B sin 2u cos 2v

PiicemZ posledni vypoéet jsme nemuseli provadét, nebot C' do poéitaného integralu nevstupuje.
Dostavame tedy integral

—C’// Ps(z,y,£C)x cosu + Q3(z,y, =C)ysinv dudv
M3
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Zvolime P3 = §, (3 = %, ¢imz dostaneme

79// cosu(z? + y?) dudv =
2 Ms

C . .
=-3 cos u( A2 cos? u cos? v + B2 sin® usin® v 4+ A? cos® usin® v 4+ B?sin® u cos? v) du dv =
M3

c [ (¥ i
= —5/ / cosu(A? cos® u 4+ B%sin® u) dudv = —077/ A? cos® u + B? cosusin® udu =
0 J3 3

.3 . 375
1 2
= On A2 (sinu— 220} 4 g2 | — _on(oa2 (14 2) - B2Z) =
7T|: (smu 3 + 3 . T +3 3
:2§7T(2A2+B2)

Nebot nam vysel vysledek kladny, vidime, Ze parametrizace uréuje souhlasnou orientaci.
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Pi#. 546 Vypoctéte objem télesa, jehoZ hranici je torus © = (B + Acosu)cosv, y = (B +
Acosu)sinv, z = Asinu, A > 0,B > 0.

Objem spoc¢teme pomoci plogného integralu pro vhodné zvolené funkce P, @, R. Plocha je para-
metrizovand pfres mnozinu u € [0, 27|, v € [0, 27]. Poéitdme

A | v v | —Asinusinv (B + Acosu) cosv — _A(B + Acosu) cos? v
Zu %o Acosv 0
Zy 2y | Acosv 0 _ .
B= Ty Ty | ‘ —Asinucosv —(B+ Acosu)sinv | A(B + Acosu) cosvsinu
| @y @y | | —Asinucosv —(B+ Acosu)sinv | R
¢= Yu Yo | ’ —Asinusinv (B + Acosu)cosv | —A(B + Acosu)sinu

Objem tak muzeme spocitat jako integral

m(V) ://zda:dy: —// A? sin? u(B + Acosu) dudv =
s M
27 27
:—Az/ / Bsin?u + Asin? ucosududo =
o Jo

u — sinu cosu
B
2

+ A = —2A4°Br?

9 sind )"
= —271A
0

Vzhledem k tomu, ze objem vysel jako zdporny, vidime, ze parametrizace je nesouhlasnd a tedy
je objem toru 242Bxn2.
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Pi. 547 Spoctéte integrdl
2 2 2
// x*dydz + y“derdz + 2° dz dy,
s

kde S je hranice krychle [0, A]>, A > 0. Normdlovy vektor sméruje vné.

Krychle V = [0, A]? je jednoduchym oborem a funkce P(z,y, z) = 2%, Q(z,y, 2) = y?, R(x,y,2) =
22 maji véechny derivace spojité. Mtzeme tedy vyuzit G-O vétu a dostaneme integral

/// 2z 4+ 2y + 2zdxdydz =

1%
A A A A A A A A A

:/ / / 2xdzdyd$+/ / / de:cdzder/ / / 2zdxdydz =
o Jo Jo o Jo Jo o Jo Jo

A A A
2 [Cowdos 2 [Caydye 4 [ 2ede = 2[4 2 ) 4 2 2] = 5
0 0 0
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Pi. 548 Spoctéte integrdl
3 3 3
// x?dydz + y° dedz + 2° dz dy,
s

kde S je hranice sféry x% + y? + 22 = A%, A > 0. Normdlovyj vektor sméruje vné.
J Y Y 7l

Sféra V' je jednoduchym oborem a funkce P, @, R maji vSechny derivace spojité. Dostavame
pomoci G-O véty

A 27 T
3/// x2+y2+22dxdydz:3/ / / ptsinfdfdedp =
|4 0 0 0

4 1240

= 67 [— cos b [pS] =
0
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Pi. 549 Spoctéte integrdl
2 2 2
// x*dydz + y“derdz + 2° dz dy,
s

kde S je ddna jako 2% +y? = 22 pro 0 < z < A, A > 0. Normdlovy vektor sméruje vné.

Jednad se o povrch kuzele V', ktery je obraceny podstavou vzhuru. Integral spocitame jako integral
pres mnozinu V' od kterého odecteme

// z?dydz + y? de dz + 2% dz dy,
Sa

kde Sy je podstava kuzele, kterou muzeme parametrizovat jako z = u, y = v, z = A, pfes
mnozinu My : 22 + y2 < A2. Dostavame

1 0 0
<O 1 0>:>(A7B>C)_(070a1)7

Tento vektor sméfuje vzhuru a tedy je orientovan vné. Pocitame tedy

// u2-0+v2-0+A2-1dudv:A2// dudo = TA*
Mo Mo

Nebot se jednd o obsah kruhu s polomérem A. Dale podle G-O véty dostdvame

27 A A
/// 2x+2y+22dmdydz:2/ / / (pcosp + psing + z)pdzdpdp =
14 0 0 P

2 A 22 A
:2/ / (p2608w+pzsins0)(Ap)+p{2] dpdyp =
0 0 P

2m A A
:2/ cos<p+sincpd<p/ Ap2—p3dp+27r/ A%p—pPdp =
0 0 0

3 474 2 474 Al
=2 [A2p3 - ZL [sin ¢ — cos g]§" + 2 {A”z - Z]O =0+ (A4 - 2) -
A4
= ?’f(‘
Dohromady tedy dostdvame %47r —TA* = 7%477.
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Pi. 550 Uzitim Stokesovy véty vypoctéte kiivkovy integrdl
/(y+Z)dx+(Z+w)dy+(x+y)dz,
c

kde C je elipsa x = Asin®t, y = 2Asintcost, z = Acos?t, pro t € [0,7], A > 0 orientovand po
sméru rustu parametru t.

Elipsa lezi na elipsoidu fTQZ + % —+ 2—22 =1 a déli jej na dvé poloviny. Vezmeme-li plochu S jako
jednu polovinu tohoto elipsoidu, krivka C tvori jeji okraj. Navic funkce P, @, R maji vSechny
derivace spojité a z rovnice elipsoidu vzdy dokazeme vyjadiit nékterou z proménnych, napf. jako
y = 2/ A2 — 22 — 22, Tedy jako sloZeni dvou funkci. Dostdvdme tedy integral

//(1—1)dydz+(1—1)dxdz+(1—1)dxdy:0
S

Orientaci nemusime fegit, nebot vysledek na ni nezavisi.
Elipsu si muzeme zobrazit, napi. pro A = 1 v prostoru
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Pi. 551 Uzitim Stokesovy véty vypoctéte kiivkovy integrdl
/(y—z)dx—i—(z—m)dy—i—(x—y)dz,
c

kde C je elipsa z* +y* = A%, £ + £ =1, A > 0, B > 0 orientovand proti sméru hodinovyjch
ruci¢ek pri pohledu z vrchu.

Krivka je tvofena prinikem vélce s rovinou. Jednd se tedy o plochu z = B (1 — ) vyF{znutou
vélcem parametrizovanou pies mnozinu M : 22 +y? < A2. Proto ji lze parametrizovat jako © = u,
y=v,2=D08 (1 — %) a dostavame

10 -% _ (B
<0 1 0 ):>(A,B,C)<A,O,1>,

Elipsa je orientovand proti sméru hodinovych rucic¢ek. Vzhledem k pravidlu pravé ruky tedy bude
rovina orientovand souhlasné, pokud bude normélovy vektor sméfovat vzhuru. Tato orientace
navic souhlasi s parametrizaci. Po¢itame tedy

B
//(—1—1)dydz+(—1—1)dxdz+(—1—1)dxdy:—2// Z—&-O—Fldudv:
s M

=2 <1 + i) m(M) = —2r A? (1 + i)
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Pi. 552 Uzitim Stokesovy véty vypoctéte kiivkovy integrdl
/ (y? 4+ 22) da + (22 + 2?) dy + (2% + v?) dz,
c

kde C je krivka vznikld prinikem z? +y* + 22 = A2 a 22 +y*> = B%, kde 0 < B,0 < A a 2z > 0.
Plocha je zde orientovand proti sméru hodinovijch ruci¢ek pri pohledu shora.

Tentokrat se jednd o prunik sféry x2 + y? + 22 = A? a vélce 22 + y? = B2, piesnéji o primnik
horni polosféry s vdlcem. Kfivka je tedy hranici plochy S vyjddiené jako z = /A2 — y2 — 22 pres
mnozinu M : 2% + y?> < B2. Nebot se jednd o ¢ast sféry, mizeme ji vzdy vyjadiit jako slozeni
nejvyse dvou funkci. Dostdvame

// (2y —2z)dydz + (22 — 2z) de dz + (22 — 2y) dz dy
s
Plochu parametrizujeme jako z = u, y = v, z = VA2 —v2 —u? a tedy

1 0 N R

_( u v 1)
CO\WAZ 2 2 AT 2 2 )

Kiivka pruniku je orientovand proti sméru hodinovych ruéicek. Vzhledem k pravidlu pravé ruky
tedy bude rovina orientovana souhlasné, pokud bude normélovy vektor sméfovat vzhuru. Tato
orientace navic souhlasi s parametrizaci. Po¢itame tedy

VAZ 2 =2 PR ———
// VAZ — 2 —u?)u +( A% — 02 —u u)v—l—u—vdudv:
M m VAZ — 02 — 2

72// vu — UV A2 — 0?2 —u2 VA2 — 0?2 —u?2 —

A2 — 92 — 2

—w)VAZ — 2 — 2
—2// v—u) VAZ o —u? +u—vdudv =
o —v2—u2

= //v—u—i—u—vdudv—?// Odudv =0
M M

+u—vdudv =
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Pi. 553 Uzitim Stokesovy véty vypoctéte kiivkovy integrdl
/ (y? — 22)da + (22 — 2?) dy + (2% — y?) dz,
c

kde C je Fez krychle [0, A]® rovinou x +y + 2 = %A, A > 0, orientovany proti sméru hodinovych
rucicek.

Jedn4d se o prunik sféry a roviny. Kfivka tvoii hranici plochy S, ktera je ¢asti roviny z = u, y = v,
z= %A — u — v, pfes mnozinu M : [0, A]?. Coz dava

1 0 -1
(O | 1):(A,B,C’):(1,1,1),

Kiivka pruniku je orientovand proti sméru hodinovych ruc¢i¢ek. Vzhledem k pravidlu pravé ruky
tedy bude rovina orientovand souhlasné, pokud bude normélovy vektor sméfovat vzhuru. Tato
orientace navic souhlasi s parametrizaci. Po¢itame tedy

//(—2y—2z) dydz 4+ (—2z — 2z)dzdz + (—2z — 2y)dzdy =
s
3 3
:—2// v+-A—u—v+-A—-u—v+utu+vdudv =
2 2

= -2 // 3Adudv = —6Am(M) = —64°
M
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Pi. 554 Uzitim Stokesovy véty vypoctéte kiivkovy integrdl
/ y2 22 de 4+ 2222 dy + 22y? dz,
c
kde C je uzaviend kiivka parametrizovand jako x = Acost, y = Acos2t, z = Acos3t, A > 0.
Vidime, ze funkce cost je 2w periodicka. Zato funkce cos2t je 7w periodickd. Kiivka je tedy
uzaviend pro t € [0,27] nebo alternativné ¢ € [—m, 7). AvSak funkce cost je také sudd, proto

na intervalu [—, 0] kiivka opisuje stejnou trasu jako na intervalu [0, 7]. Tato kiivka vymezuje
plochu, kterd je identicka s kiivkou C. Muzeme tedy pocitat integral jako

// 2% (y — 2) dy dz + 2¢% (2 — ) dewdz 4+ 22%(z — y) dady =
s
= // 222 (y — 2)A + 2y%(z — 2) B + 22 (z — y)C dudv,
M
Kde plochu S bychom parametrizovali jako = A cosu, y = A cos2u, z = A cos 3u pfes mnozinu

M :[0,27] x 0, kterd je vSak nulové miry, stejné jako A =0, B =0, C = 0. Integral je tedy 0.
Kfivku muzeme vykreslit jako

Pi. 555 Vypoctéte

I:/x2+y2d5,
S

kde S je pouvrch télesa ohraniceného merovnostmi \/x2 +y2 < z < 1.
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Priloha

Vzorcu na vypocet integralu mame jen tolik, kolik jsme jich ochotni vypsat a zapamatovat si.

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

JKdx=Kz+C, pro K € R.

n+1

Jatdr =2 +C,proneR, n# -1
[i=Inlz|+C.
[e* do =e"+C.

[a*dz = &~ + O, proa > 0, a # 1.

o Ina
Specidlné pro a = e.

ff(‘"” dz = In|f(z)| + C.

J PO o = | £+ C.
JInzdz=zhz—z+C. o7
Jamede = (% — gty ) a4 O
pron # —1.

e gy ln e 99.
[I’zde =zn’*x — 2zInw + 22 + C. 30.
fx" n2zde — (n+1)?1n? (zn+21()’r§+l)lnz+2 2l
C, pron # —1. 31.
[T "
[—i-dz=In|nz|+C. 33.

fmdx—ln|lnlnx|+c

Ax‘%ﬁ = \/% arctg %I + C.
f dx _ T +

(A22+B)? = 2B(A221B))
ﬁ arctg 4/ %x +C.

AiQd-fB =55 In|Az? + B| + C.

,.d,. . 1
| @57 = —za@zrmy T C-
_ A+B

fA2 13’22_2AB1 ‘AfB;: +C.

A+ Bz

fA? BTzZ = 2ABIH‘A—BI +C.
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22.

23.

24.

25.

26.

34.

35.

37.

38.

f dz _ In A+Bx
(A2—B?2z2)? - ASB A—Bz

2AQB2£2—2A2 +C.

[VA=22dz =1 (m\/A —z2 —i—AarCSinﬁ)—i—

C,pro A>0

JavVA—a?de=—1/(A—=?)3 +C.

Ja*VA—a?dz = —2./(A—2?)® +

% (a?\/A—:I:Q—i—Aarcsinﬁ) + C, pro

A>0.

f A2 BPaZ A — A? ln|A\/A2+B2;c2+AB;c|+
= 2B

z7”422~+32m2+07pr0A>0,B>0.

JavVA+ Br?de = Y—r—— (A;fﬂ)z +C

o arcsi S

[ Ai.léIQ =¥ 1\11/%/ZI +C, pro A >0,
B > 0.

z dzx _ _VA-Bz
| m= =5 +C
[t _ Aarcsiny/Bz tA-B? |

A—Bz? 2vB? 2B
C,pro A>0, B>0.

3 2 —
[ Al =~ CAEET (.

\/% =arctgvaz? —1+C.

f\/% = Injz + Va2 £ A| + C, pro
A>0.

z dx _ T
f A+Bz2 ~ /A+Ba?2 +C.
2de  __ A’In|AVATIBz +ABac|
f VA2{B2g2 2B3
/A2 2.2
%+C,proA>0,B>0.
2% dx _
: f A2+ B2g2 A2+B2 ) +C
dz _ Dx+B
AT2BziDa® \/AD—B2 arctg A5—7m+

C, pro AD > B2

e = 44200+ Di7l+

DAD—g arctg A2 + C, pro AD >

B2

. [sinzdz = —cosz + C.



40.
41.
42.
43.
44.

45.

46.

47.
48.
49.
50.

ol.

92.
93.

o4.

95.

56.
o7.

58.

99.

Mnoho dalsich vzorcu lze nalézt v knize [?].

Jcoszdax =sinz + C.
Jtgxde = —In|cosz|+ C.
[ cotgzdzr =In|sinz| 4+ C.
[ de =tgz+C.
[ 55 do = —cotgz + C.
Jomde = leg(G+5)] +C =
Intgz + =]+ C.
[szde = ftgg| + ¢ =
—1n‘cotgx—|—§mw’+C’

s dr = g +C.
[EE2qr =—_L+C.
Jasinzdzr =sinz — zcosz + C.
[ 2?sinzdzr = 2z sinz—(22—2) cosz+C.
[a3sinzdr = (322 — 6)sinz — (23 —

6x)cosx + C.

fxcosxdx =cosx +zsinz + C.

[ 2? cosz dx = 2x cos z+(2?—2) sinz+C.
[a3coszdr = (32% — 6)cosx + (2° —
6x)sinz + C.

[sin® Az de = £ — sin2dz 4 O,

fCOSQ Ardx = % + sanAr +C.

[ sin Az cos Az dz = S‘n A” +C.

[sinAzsin Bxdx = % -
sin(A

SR + C, pro |A| # |B).

[cos Axcos Bxdx = % +
sin(A x

SAASDIE | pro |A] £ B,
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60.

61.

62.

63.

64.

65.
66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

e

78.

79.

80.

[sin Azcos Bxdz = *%*

C()b((ji:g% + C, pro |A| # |B].
farcsinacdx =garcsinz +vV1— 22+ C.
farccosxdx = garccosxz — V1 — a2+ C.

(1+z +C.

Jarctg zdz = zarctgx —
[ sinhada = coshz + C

J coshadx = sinhz + C.

[ iy o = 555 + C.
[ sz de=-SqE +C.
i i;’;}ﬁfc dz =In|coshz|+ C.
Ik gfrf}l:;” dz =1In|sinhz| + C.
f CSC;:?I?QI dz = _Cosh:c +C.
[ Loh dy +C.
sinh smhz
[zet® do = %(Ax -1)+C.
[a?el® dz = %—%4—%)6“—1—0.
fSUS eAa: dz = Ax(A;c(AzZB)+6)—6 GAJ" 1C.
fsianex de = —W e +C.
[sin® we® dp = 2sin2rdcos2rdd ov 4 0,

[ e sin Bxdx =
C,pro A,B e R.

a7 (

[ eA% cos Bxda = % (A cos Bx + Bsin Bx)+
C,pro A,B € R.

[ a3 A7 dg = L;;;l) e 1.0, pro A #

0.

J x5jA;20dx = B o 40,

pro .

Asin Bx — B cos Bx)+



15.1 Ostrogradského metoda

Ostrogradského metoda byla publikovana v roce 1845 a slouzi k vypoctu integralu ve tvaru

/

kde P(z) a Q(x) jsou polynomy spliujici degP < degQ. Zde deg ozna¢uje stupen polynomu.
Predpoklddejme, ze polynom Q(x) lze rozlozit pomoci kofenovych ¢initelu do tvaru

P(x)
Q)

Q(r) = (x — al)b1 vz = ak)b’c (x2 +pz+q)t ... (x2 +px+q)",

kde p? —4¢q; < 0, prokazdéi = 1,...,l. Tj. vechny zavorky s mocninami r; maji pouze komplexn{

kofeny. Definujme k polynomu @Q(x) pomocné polynomy @Q1(z) a Q2(x) jako
Qiz)=(z—a) . (@ —ap) M@ e ) (@ 4 p )
Q)= (x—a1)...(x —ap)(@® +prz+q)... (2% +pz+q).

Potom polynom @ (z) muzeme najit pomoci euklidova algoritmu jako nejvétstho spolecného

délitele polynomu Q(z) a Q'(x). Polynom Q2(z) zase nalezneme jako podil Qs2(x) = gl(é,)).

Potom existuji polynomy Pj(x) a Py(z) spliujici degP; < degQ; a degPs < degQs, které davaji

P(z) ,  Pi(x) Py (x) .
/ @ =0 ") Qo ™

Polynomy P (z a P>(x) hleddme metodou neurcitych koeficientu. Metoda slouzi jako jistd ndhrada
za rozklad na parcidlni zlomky, kde se zbavime nasobnosti ve jmenovateli nebot viechny koieny
Q2(z) jsou jednoduché. Uzitecny je také fakt, ze nemusime hledat rozklad na kofenové ¢initele
a polynomy urc¢ime i bez néj.
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Pi. 556 Spoctéte pomoci Ostrogradského metody integrdl

/ dx
x2(1 + 22)2’

Zde vidime, ze polynom ve jmenovateli je jiz rozlozen a zZe polynom v c¢itateli ma skutecné
mens{ stupen. Navic hned mame, ze je Q1(z) = Qa(x) = z(1 + 2?). Hleddme tedy polynomy
P, = Ax? 4+ Bx + O, Py(x) = Dx? + Ex + F, pro nezndme koeficienty A, B,C, D, E, F. Tyto
koeficienty muzeme ziskat, pokud vyuZzijeme vztahu

1 _ Az? + Bz +C\' Di?4+ Ezx+F
2(1422)2 z(14 22) (14 2?)

Tuto rovnici muzeme vhodnym rozndsobenim prevést do tvaru
1 = (242 + Bx)z(1 + 2?) — (A2 + Bz + O)(1 + 32°) + (D2? + Ex + F)z(1 + 2?).

Jeden z koeficienti muzeme ziskat rovnou, pokud si uvédomime, ze po dosazeni x = 0 vyjde
—C = 1. Dalsf koeficienty ziskdme porovnanim levé a pravé strany pro pifslusné mocniny z*,
k =0,...5 a dostaneme soustavu

0=B+F
0=A4+FE-3C
0=-2B+F
0=—-A+FE
0=D.

7 prvni, tieti a paté rovnice soustavy obdrzime rovnou, ze je B = D = F = 0 a nasledné ze
druhé a ¢tvrté rovnice vypocteme A = E = —%. Dohromady tak méme

/ da —322-1 3 / Ty
= — = | ———duz.

2?2(1+22)2  2z(14+22) 2) z(1+2?)

Vzhledem k tomu, ze se nyni v integralu zkrati x, dostaneme rovnou

/ dz B —322-1 3 tox 4+ C
r2(1422)2  z(1+22) 2 arcte L b
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Pi. 557 Spoctéte pomoci Ostrogradského metody integrdal

dz
/ (z+1)2(x—1)%"

Zlomek ve jmenovateli je jiz rozlozen a polynomy Q(x) = (z+1)(x—1)%, Q2(z) = (z+1)(z—1).
Neurc¢ité polynomy P;, P, tak maji stupné alespon o jedna mensi a tedy degP; < 2, degP» < 1.
Takze muzeme pievést

/ 16z B Az?2 4+ Bz +C / Dx+ F du
(x+1 ( ’

Pa—1F T G D@ - 1) z+1)(z—1)

pro neznamé koeficienty A, B, C', D, E. Derivovanim tohoto vztahu dostaneme rovnici

16z  (2Az+ B)(xz+1)(z—1) — (A2 + Bz + C)(z — 1 4+ 2(z + 1)) Dz +E

(x+1)2(x—1)3 (x+1)2(z—1)3 (x+1)(xz—1)’
162 = (242 + B)(x + 1)(z — 1) — (Az> + Bz + C)(3z + 1) — (Dz + E)(2* — 1)(z — 1).

Vidime, Ze do rovnice muzeme dosadit redlné koteny x = 1 a x = —1. Coz ndm d4 rovnice

4=—-A—-B-C,
8=—-A+B-C.
7 téchto rovnic odvodime B = 2 a vztah C = —6 — A. Porovnanim stran pak dostaneme dalsi
rovnice
zt:0=D
2*:0=-A-D+E
2:0=-A-2B-D-E.

7 téchto rovnic muzeme odvodit A = —2 = E, D = 0 a nésledovné C' = —4. Dohromady tak
mame

162 —222 4+ 21 — 4 2
dx = — dx.
(x4 1)2(x—1)3 (x+1)(z—1)2 (z+1)(xz—1)
Druhy integral muzeme rozlozit jednoduse pomoci rozkladu na parcidlni zlomky pfi¢emz uvazme,
ze mame pouze dva realné kotfeny. Dostaneme

162 —222 4+ 2x — 4 1 1
dz = de— | ——dxz =
/(x+1)2(x71)3 v (x+1)(x—1)2+/9:+1 v /x—l v

—222 4+ 22— 4
:m+ln|x+l\—ln|x—l|+a
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Pi. 558 Spoctéte pomoci Ostrogradského metody integrdl

4 d
25t ot g8 g2 "

Polynom Q(z) = z° + 2* — 2® — 22 nemdme v rozlozeném tvaru. Mohli bychom jej zkusit
faktorizovat, nebo se pokusime najit polynomy @1, Q2 bez tohoto rozkladu. Polynom ), ziskdme
jako nejvétstho spoleéného jmenovatele polynomu Q(z) a Q'(x). Muzeme vsak vyuzit euklidova
algoritmu, abychom dostali

2+t — 2% — 22 :g_’_i —;—gx:‘—%xz—F%x
Srd 4423 — 322 —-2¢x 5 25 Bxd 4423 — 322 — 21’
5t + 423 — 322 — 2z 5 2 —%xQ — %m
=4 4+ "=
—Tx3 — 622+ 2 7T 49 —7x3—622+1x
—7x3—6a:2+ac_ 141733_~_E
2241 25 25

Takto vidime, 7e nejvétsim spoleénym jmenovatelem obou polynomt je polynom @ (z) = 22+ .
Zde vyuzivame faktu, ze ndsobeni konstantou pii déleni polynomu nic neovlivni. Jisté jsme tento
vysledek mohli dostat snadnéji, pokud bychom si vSimli rovnou, ze v Q(x) i Q'(x) lze pokrétit
x. Je tedy jasné, ze Q1(z) = z - Pol(z) pro néjaky polynom Pol(z). Mame-li Q;(z) dostaneme
Q(xr) 254t — a2 —2? 3
= = =z’ — .
Qi@ - e+
Nalezli jsme polynomy @1, Q2 aniz bychom znali jejich rozklad. Muzeme tedy pomoci Ostro-
gradského metody rozlozit

Q2()

/ 4 Ax + B C’;v2+Dx+Ed
T = z.
0 4+t — a3 — 22 >+ R —
Po zderivovani tak dostaneme rovnici
4 _A(x2+x)—(Ax+B)(2x+1)+Cx2+Dx+E
x4t — a3 — a2 (22 + )2 33—z '

Polynom @ (z) je délitelem Q(x) i jeho derivace. Proto jej déli i Q?. Stejné tak Q2 () je délitelem
Q(7) a chybf mu do néj jen Q1 (). Tudiz mizeme vydélit Q/Q? = x—1 a po vhodném vynasoben{
jmenovatelem levé strany dostaneme z rovnice

4=A@* +z)(x — 1) — (Az + B)(2z + 1)(x — 1) + (C2* + Dz + E)(2* + z).

Nyni chceme uré¢it nezndmé koeficienty A, B, C, D, E. K tomu muzeme vyhodné dosadit x = 0
arxz=1coznadm dd B=4a C+ D+ E = 2. Dalsim vhodnym dosazenim se jevi z = % nebot
se ndm tim v rovnici ztrati posledni ¢len, museli bychom vsak umocnovat %, a proto to délat
nebudeme. Porovnanim levé a pravé strany dostaneme

t:0=0C,

23:0=—-A+C+D,

2*:0=A-2B+E+D.

700



Spolu s rovnici udévajici C'4+ D + E = 2 tak vypocteme, z2e A =D =6, C =0, F = —4. Prevod

je tedy tvaru
/ 4 d 6x+4+/6x—4d
T = x.
x5+ at — a® — 22 2+ 3 —x

V dalsim kroku vsak jiz musime pokracovat rozkladem na parcidlni zlomky. Dostaneme po trose

jednoduchého pocitani
6x — 4 4 1 5
de = | — + - dz
3 —x z xz—1 =z+1

4 6z +4
/x5+x4_m3_$2dx:x2+m+41n|$‘+1D|$*1|*5ln\x+1|,

Celkoveé tak mdme

Vyhodou Ostrogradského algoritmu je, ze zde dostaneme o hodné snadnéjsi rozklad na parcidlni
zlomky. Nevyhodou je, ze Ostrogradského algoritmus je sém o sobé komplikovanéjsi. Tento algo-
ritmus ndm navic pomah4 eliminovat ndsobné koieny, coz se mize nékdy hodit. Obzvlast pokud
tyto koreny nejsou raciondlni.
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de.
/$6+2x5—5x4—12x3+3x2+18x+9 o

Polynom Q(x) = % + 22°% — 52* — 122 + 32% + 18z + 9 nemdme v rozlozeném tvaru. Mohli
bychom jej zkusit faktorizovat, nebo se pokusime najit polynomy @)1, Q2 bez tohoto rozkladu.
Polynom Q) ziskdme jako nejvétstho spoletného jmenovatele polynomu Q(z) a Q'(z). Muzeme
vSak vyuzit euklidova algoritmu, abychom dostali

20+22° — 528 — 1227 + 302 + 18049 w1 —Pat — Fad +4a® + Lo+ 8
625 + 1024 — 2023 — 3622 + 62+ 18 6 18  62° 4+ 1024 — 2023 — 3622 + 62 + 18’
62° + 102 — 202° — 362° + 62+ 18 62 16 = —za® — Ja® 4 2o 4 12
= —— 4+ — R
—5x4 — 1123 4 922 + 332 4 18 5 25  —bHzt — 1123 4 922 + 33z 4 18

—5z% — 1123 + 922 + 332 + 18

=5 6.
—x3 — 224+ 3x+3 v

Nejvétsi spoleény jmenovatel je tedy Q1 (x) = 23 + 2% — 3z — 3. Druhy polynom Qs () nasledné
dostaneme jako

6 257 47123 2 1
Qa(x) Q(r) %4 2z° — b5z x° + 3z + 8x+9:x3+x2—3x—3.

:Ql(sc) 23422 —3x -3

Nalezli jsme polynomy @1, Q2 aniz bychom znali jejich faktorizaci. Vsimnéme si, ze plati Q1 (z) =
Q2(x). Mitzeme tak usuzovat, ze Q = Q?. Mizeme tedy pomoci Ostrogradského metody rozlozit

dxr = — dz,
26 4+ 225 — 5zt — 1223 + 322 + 182+ 9 v x3+z273x73+ 3 +22-3x -3 .

/ 43 + 12 Az2+ Bz +C Dx?+ FExz+ F

pro neznamé koeficienty A, B, C, D, E, F. Kdyz zderivujeme obé strany rovnosti, dostaneme

4x3+12 - (2Aa:+B)(x3+x2 739:73)7(Aa:2+Bac+C)(3x2+2x73) Da:2+Ezc+F
26 4+ 225 — 524 — 1223 + 322 + 182 +9 (3 + 22 — 3z — 3)2 z3 4+ 22 — 3z — 3

42° + 12 = (242 + B)(2® + 2% — 32 — 3) — (A2 + Bz + C)(32% + 2z — 3) + (Dz? + Exz + F)(2® + 2% — 32 — 3).
Porovnanim levé a pravé strany nyni dostaneme soustavu

22:0=D

:0=—A+F
23:4=-2B+FE+F
22:0=-34A-B—-3C -3E+F
rz:0=—-6A—-2C —-3F - 3F
1:0=-3B+3C —3F.

Resenfm této soustavy je A=E =—1, B=—-2,C =3, D =0, F = 1. Tim dostaneme

/ 423 + 12 do — —z2—2x+3 +/ —xr+1 da
26+ 205 — 54 — 1223 + 322+ 182 +9 a3 4+22—-3zx-—3 3+22-3x—-3
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Nyni nam zbyvé integrovat jednodussi racionalni funkci. Avsak nyni se jednd jen o polynom
tretiho fadu a jeho koreny jiz dovedeme nalézt rovnou pomoci Cardanovych vzorcu. VSimneme
si, Ze muzeme vytknout

42t -3r-3=2%(x+1)-3(x+1) = (22 -3)(x+1).

Méme tak po rozkladu na parcidlni zlomky

4r3 +12 —2?2 —2x+3 1-+/3
/6 = 7} 3 5 dr = — 5 fln‘x—\/g‘—l-
26 + 225 — 5xt — 1223 + 322 + 18z + 9 +122-3x-3 6+2V3
1 3
+iln‘x+\/§‘—ln|x—l—1|.

6 —2v3
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