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Numericka integrace se pouZiva ptedevsim, kdyz
@ Nelze ziskat primitivni funkci.
@ Primitivni funkce je velmi sloZit4.

o Nemame k dispozici pFedpis integrované funkce, ale jen sadu
namé¥enych hodnot.

Zakladni metody numerické integrace vychazeji pfimo z konstrukce
Riemannova integrdlu. Nejjednodussi metodou je tzv. obdélnikové pravidlo,
které se pouZiva tak, Ze se zavede dé&leni intervalu, vypocita funkéni
hodnota nap¥. uprostfed délicich intervali (pop¥. v krajnich bodech,
zejména pokud jde jen o sadu namé&fenych hodnot a nemame funkéni
predpis) a aproximace integralu je pfimo pFisludny integralni soulet.

© Petr Hasil (MENDELU) Aproximace Matematika 4 /51



NIRRT CE{EYll  Obdélnikové pravidlo

UvaZujme funkci f intervalu | = [a, b], na kterém zavedeme délen{

D = {xo,x1,...,Xn}. Dale oznatme (v souladu se znatenim p¥i konstrukci
integralu) vyb&r reprezentantl R = {&1, &2, ...,&n} (napt. stfedy délicich
intervald).

Potom pomoci obdélnikového pravidla Ize odhadnout hodnotu integralu
jako

b n
/ f(x)dx ~ Z (&) (X — xi—1)-
a i=1

@© Petr Hasil (MENDELU) Matematika 5 /51



NIRRT CE{EYll  Obdélnikové pravidlo

P¥iklad
Pomoci obdélnikového pravidla odhadnéte

10
/ x2 dx.
0

Interval rozdélte ekvidistantné na 5 délicich intervald a funk&ni hodnoty
pouZijte ze stfedi téchto intervald.

Interval [a, b] = [0, 10] mdme rozd&lit na 5 stejn& dlouhych &asti, délici
body tedy budou D = {0,2,4,6,8,10} a délka kazdého z t&chto intervall
je 2. Vyberem reprezentanti jsou stfedy délicich intervald, tedy

R ={1,3,5,7,9}. Mdme tedy f(x) = x? a obdélnikové pravidlo d4va

/bf(x) dx~f(1)-(2—0)+f(3)-(4—2)+f(5)-(6—4)+f(7)-(8—6)+7(9)-(10—-8)
Vi’/pocv:et je tedy ndsledujici

10
/ Pdx~12.2+43%2.245%2.24+72.2+9%.2 = 330.
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NIRRT CE{EYll  Obdélnikové pravidlo
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V tomto pfipadé Ize samoziejmé provést presny vypocet
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Numerickd integrace Lichob&Znikové pravidlo

Pokrocilejsi a €asto i pfesnéjsi metodou je tzv. lichobéZnikové pravidlo.
Postup je takovy, Ze se funkéni hodnoty v délicich bodech propoji, &imz
vznikne lomend ¢4ra. Ndslednym postupem podobnym tomu z
obdélnikového pravidla pak aproximujeme plochu podgrafu sadou
lichob&Zniki

P¥ipomeiime, Ze obsah lichob&Zniku Ize vypotitat jako polovinu souctu
rovnobéznych stran ndsobenou vyskou lichob&zniku, tj.

g V b d=v§ b
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Numerickd integrace Lichob&Znikové pravidlo

UvaZujme funkci f intervalu | = [a, b], na kterém zavedeme délen{
D = {x0,x1,..-,Xn}

Potom pomoci lichob&Znikového pravidla Ize odhadnout hodnotu integrélu

jako
/ f(x dx~ f(X'l);f(X').(X,._Xil)

a jestlize je délenf ekV|d|stantn|, tedy kazdy délici interval ma stejnou
délku ¢, Ize pravidlo zjednodusit na

/a ’ F(x) dx ~

l\)\(’\

[f(xo)+2f(xl)+2f(x2) oot 2f (Xp—1) + F(xn) |-
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Numerickd integrace Lichob&Znikové pravidlo

P¥iklad
Pomoci lichob&Znikového pravidla odhadnéte

10
/ x2 dx.
0

Interval rozdélte ekvidistantn& na 5 délicich intervald.

V.

Op&t mame f(x) = x2, [a, b] = [0,10] a d&lici body D = {0,2,4,6,8,10}.
Délka kaZzdého déliciho intervalu je £ = 2, dostavame tedy

/bf(x) dx%é[f(O) + 2f(2) 4 21 (4) + 2f(6) + 2f(8) + 7(10)]

=0242.2242.424+2.624+2.824102
— 8432+ 72+ 128 + 100 = 340.
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Na obrazku vidime, Ze pokrocilejsi obdélnikové pravidlo ma v tomto
priklad& niZsi presnost nez obdéInikové kvili tvaru funkce (konvexnost
kladné funkce znamend, Ze lichob&znikové pravidlo pokryje vétsi plochu).
Je tedy nutné vidy ziskat co nejvice informaci o aproximované funkci a
zvolit vhodnou metodu. Také je nutné se zajimat o samotny princip metod
a ne jen ,bezhlavé" pouZivat ty, které jsou obecné pfesné&jsi, v konkrétnich

pfipadech to nemusi platit.
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Numericka integrace Lichob&Znikové pravidlo

Poznamka

@ Samozfejmé& existuje celd ¥ada daldich metod. Casto je nutné
rozhodovat se, zda vyZadovat vy3ssi pfesnost i za cenu zvétseni
pocetni narocnosti.

o Napf¥iklad tzv. Simpsonovo pravidlo pracuje tak, Ze misto lomené &ary
nahradime integrovanou funkci sadou parabol (jedna prochézejici
body xg, x1, X2, druhd body x;, x3, x4 atd., nebot parabola je
jednoznaéné urlena tfemi body, musime mit sudy pocet délicich
intervald). V&imn&te si souvislosti s interpolaci (viz ddle).

@ Délici body a intervaly, nebo aspoii jejich polet jsou &asto p¥imo dany
tim, Ze nezndme predpis funkce, ale mame k dispozici jen sadu
namé¥enych hodnot. Postup je pak pod¥izen tomu, abychom tyto
hodnoty co nejlépe vyuZili a v8e je nutné volit tak, aby nam pro
vypolet ,nic nechybélo”, protoZe neni mozné ziskat dal3i hodnoty.
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AL ENOVIIN  Tvrzeni a priklady

Algebraickd rovnice je rovnice typu
P.(x) =0,
kde P,(x) je polynom stupn& n v promé&nné x.
ProtoZe Yesit algebraickou rovnici je totéZz, jako hledat kofeny polynomu
Pn, zndme jiz zplsob, jak najit vSechny celotiselné kofeny takové rovnice

(delitelé absolutniho €lene, Hornerovo schéma).

P¥ipomeiime, Ze je-li komplexni &islo z = a + Bi kofenem polynomu P,
pak je jeho kofenem i &islo komplexné sdruzené z = o — fi.

ProtoZe (dle zakladni véty algebry) ma polynom stupn& n v C prav& n

kofenil (po&itano v&etn& nasobnosti), ma polynom lichého stupné aspoii
jeden redlny kofen.
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Algebraickd rovnice Tvrzeni a ptiklady

Véta (Odhad velikosti kofent)
Bud

Po(x) = x" + ap_1x" 1+ 4+ ax + ag
normovany polynom stupné n.
Pak pro kofeny x1, ..., x, rovnice
P.(x) =0

plati

kde

Matematika
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AL ENOVIIN  Tvrzeni a priklady

Vé&ta (Descartes 1)

Pocet kladnych koFeni polynomu Pp(x) (pocitdno s ndsobnosti) je roven
poctu znaménkovych zmén v posloupnosti jeho koeficientii nebo o sudé
&islo mensr.

Véta (Descartes Il)

Pocet zapornych kofenii polynomu P,(x) (po&itano s ndsobnosti) je roven
poctu znaménkovych zmén v posloupnosti koeficienti polynomu P,(—x)
nebo o sudé ¢&islo mensi.
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AL ENOVIIN  Tvrzeni a priklady

Priklad

PouZijte p¥edchozi tvrzeni na polynom

P(x) = x" — 14x° + 3x® + 1.

estP=7 = P ma (vletn& ndsobnosti) 7 koFenil, nejméné& jeden
je redlny.

o Koeficienty P jsou (nuly pro prehlednost vynechame)
1,—14,3,1 = 2 znaménkové zmény = 2 nebo 0 kladnych
kofen.

o P(—x) = —x" + 14x5 4 3x2 + 1. Koeficienty P(—x) jsou (nuly pro
prehlednost vynechdme) —1,14,3,1 = 1 znaménkovd zmé&na
= 1 zdporny kofen.

o A=max{| —14,3,]1]} =14 = |x|<15 (i=1,...,7).
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AL ENOVIIN  Tvrzeni a priklady

Celkem:

Pro kofeny polynom P(x) = x” — 14x® + 3x? 4 1 jsou 2 moZnosti.
Q@ 1ziporny R a6 C,
@ 1 zéporny R, 2 kladné R a 4 C.

P¥itemz v8echny redlné koteny leZi v intervalu [—15, 15].

(Velikost vsech kofenil, i komplexnich, je < 15,

2| = la + Bil = /o2 + 52.)
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\ESEYC NI  Metoda bisekce (piilen)

Definice (KoFen s presnosti ¢)

Cislo X € R nazyvame koFen polynomu P(x) s pFesnosti ¢ (0 < € € R),
jestlize skute¢ny koten polynomu P(x) leZi v intervalu (X — ¢, X + ¢).

Napt¥.:
P(x) = 4x* — 31x3 — 121x2 + 244x 4+ 660, P(2) =480, P(3) = —210,

tedy (podle prvni Bolzanovy véty) v intervalu (2,3) ma polynom P kofen.
St¥ed tohoto intervalu, tj. &islo X = 2,5, je tedy kofenem polynomu P s
ptesnosti € = 0, 5.

(Skutegnym kofenem je &islo 2,75.)

© Petr Hasil (MENDELU) Matematika 21 /51



\ESEYC NI  Metoda bisekce (piilen)

Z predchoziho pfikladu je zfejmé, Ze koten lichého stupné polynomu P Ize
urdit s libovolnou p¥esnosti tak, Ze najdeme interval, ve kterém lezi jen
tento kofen (nap¥. pomoci véty o odhadu velikosti kofenil a uZitim
Hornerova schématu).

Ozna&me si tento interval jako (a, b). St¥ed tohoto intervalu X = agb je

prvnim odhadem kofene, tedy je kofenem daného polynomu s p¥esnosti
522 Navic ztejm& P(a) - P(b) < 0 (hodnoty polynomu P v krajnich
bodech intervalu (a, b) maji opa&na znaménka).

Spotteme tedy hodnotu P(%) = P(22) a z intervalii (a, Z52), (252, b)
vybereme ten, v jehoZ krajnich bodech nabyva polynom P opaéna
znaménka, protoze koten jisté lezi v této poloving intervalu.

St¥ed tohoto podintervalu oznadime jako druhé pfiblizeni ke kofeni X»,

tedy jde o kofen polynomu P s pFesnosti %. Stejné miZeme postupovat
libovolné dlouho a ziskat tak kofen polynomu s libovolnou p¥esnosti.
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\ESEYC NI  Metoda bisekce (piilen)

Poznamka

o Jestlize kdykoli dostaneme P(X;) = 0, pak je &islo X; (pfesnym)
kofenem polynomu P.

@ Metodu bisekce je nejvhodné&jsi pouZivat na aproximaci
jednonasobnych kofeni. Existuji metody, které prevedou dany
polynom na jiny, ktery ma stejné kofeny, ale viechny jednondsobné.

e Existuji také rizna vylepZeni metody bisekce (nap¥. metoda zlatého
fezu), pomoci kterych je moZné kofen s danou p¥esnosti najit rychleji.
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\ESEYC NI  Metoda bisekce (piilen)

P¥iklad
Odhadn&te nezaporny koten polynomu P(x) = x3 — 3x — 1 s pFesnosti
aspon 0, 02.

Nejprve pomoci véty o odhadu velikosti kofenid udéldme zdkladni odhad:
max{1,3,1} =3 = xj € [—4,4].

Nds zajimaji jen kladné kofeny, proto se omezime na interval [0,4] a na
ném provedeme tzv. separaci kofenii — tj. interval rozdélime na vétsi
polet subintervalli a v délicich bodech uréime hodnotu polynomu P.

x |0 1 2 3 4
P(x)|-1 -3 1 17 51

Vzhledem ke znaménkové zméné& (pouZivdme prvni Bolzanovu vétu) se
hledany kofen nachazi v intervalu (1,2). (Cislo 1 ani 2 kofenem nent,
nebot v nich nema polynom hodnotu nula.)
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\ESEYC NI  Metoda bisekce (piilen)

Pribéh bisekce pfehledn& shriime do tabulky.

a | &% =2 b P(a) | P(%) | P(b) || chyba (252)
1 15 2 - - + 0,5
15 1,75 2 - - + 0,25
1,75 | 1,875 2 - - - 0,125
1,875 | 1,9375 2 - - - 0,0625
1,875 | 1,90625 | 1,9375 - - - 0,03125
1,875 | 1,890625 | 1,90625 0,015625

Redenim zadaného problému je tedy &islo 1,890625, které je kofenem
polynomu P s prfesnosti 0,015625.
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Taylorv polynom Definice a vypotet

Véta (Taylorova véta)

Necht ma funkce f v okoli bodu xy vlastni derivace aZ do ¥adu n+ 1 pro
néjaké n € NU {0}. Pak pro viechna x z tohoto okoli plati

F) = flo) + fl(lTO)(X —Xp) + f/g!(O)(X - Xo)2 T+
() (x
oyt n(! 9) (x — x0)" + Ro(x),
FreD) (e .
o) = gy (x50,

kde & je vhodné Cislo leZici mezi xy a x.
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Taylorv polynom Definice a vypotet

Vynechame-li zbytek R,(x), obdrzime tzv. Tayloriv polynom:

"D (x .
f(x)%Z—f ( 0)(x—x())’.

il
i=0

Pokud v poloZime xp = 0, ziskame tzv. Maclauriniv polynom:

nf(i)
Fx)~ > 100) .(O)X’

i=0

il

© Petr Hasil (MENDELU) Matematika
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Tayloriiv polynom Ptiklad

P¥iklad

Urcete Taylorliv polynom 4. ¥adu se stfedem v bodé xp = 1 funkce
f(x) =xInx.

! _ " 1 " _ -1 (4) _ 2
— ) — X — 2> - .
fiix)=1+1Inx, f'(x) =3, f"(x) ==, P (x)=35

f(1)=0, f'(1) =1, F"(1) =1, (1) = -1, A1) =2.
Tedy

T(x)=0+H(x—1)+ LH(x—1)°+ FE(x —1)* + Z(x — 1)*
= 5 (x* — 6x> +18x* — 10x — 3).
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PolynomidlIni interpolace Lagrangeiiv interpola&ni polynom

Jsou dany navzdjem rizné body x;, i =1,...,n+ 1, a hodnoty funkce f v
téchto bodech. Cilem je najit polynom P, stupné nejvy$e n takovy, aby
platilo Pn(x;) = f(x;) pro i =1,...,n+ 1. Body x; se nazyvaji uzly a
polynom P, interpolacni polynom.

Véta

Pro (n+ 1) danych dvojic &isel [xi, f(xi)], i =1,...,n, x; # xx pro i # k,
existuje pravé jeden interpolaéni polynom P, (stupné& nejvyse n) takovy, Ze
plati Pp(x;) = f(x;) proi=1,...,n.
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PolynomidlIni interpolace Lagrangeiiv interpola&ni polynom

Definice
Lagrangeliv interpolaéni polynom definujeme vztahem

n+1
Pa(x) = BL()F(x1) + ()F () + -+ L1 (F (i) = 3 GOF(x0),
i=1

kde polynomy /;(x) jsou tvaru

(x —x1) - (x = xim1)(x = Xi41) - - (X = Xn41)
(xi —x1) - (i — xi—1)(Xi — Xit1) -+ (Xi — Xn41)

E,’(X) =
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PolynomidlIni interpolace Lagrangeiiv interpola&ni polynom

P¥iklad
Pro funkci zadanou tabulkou najdéte interpolagni polynom.

x |0 1 2 3
flx) |1 2 4 8

Petr Hasil (MENDELU) Matematika
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PolynomidlIni interpolace Lagrangeiiv interpola&ni polynom

Nejprve sestrojime polynomy ¢;:

fog 2 G D=3 0= 1) (-3
(0—1)(0—2)(0—3) (2-0)(2-1)(2-3)
0(x) (x =0)(x —2)(x —3) fa(x) = (x =0)(x — 1)(X—2)‘
(1-0)(1-2)(1-3) (3-0)3-1)(3-2)
Pak
P3(x) =1-01(x)+2-lo(x) + 4 l3(x) + 8 £4(x)
g x3—6x>+11x —6 ) x3 — 5x% + 6x
=1. — 1+ 2. f
3 2 3 _ X2 X
+4.X_4_X2+3X+8.X 36 +2
R
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omialni interpolace Lagrangeiiv interpola&ni polynom
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Linearni regrese Metoda nejmensich &tvercil

Pomoci jednoduché linedrni regrese popisujeme vztah mezi promé&nnymi x
a y. Snazime se najit funkci f tak, aby vztah y = f(x) co nejlépe
vystihoval zavislost mezi x a y.
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Linearni regrese Metoda nejmensich &tvercil

Me&Fitkem kvality vybrané funkce f je nejmensi hodnota souctu &tverci

vzdalenosti .

Z[y,- — f(x,-)]2 — min.

i=1
Odtud plyne jeji ndzev: metoda nejmensich &tvercii.
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Metoda nejmensich &tvercil
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Linearni regrese Metoda nejmensich &tvercil

Regresni pfimka f(x) = ax + b vyjadfuje nejjednodussi zavislost x na y.
Pomoci metody nejmensich &tvercii uréime jeji parametry a a b:

n n n
a-Zx,-erb-Zx;:ZXi’Yh
i=1 i=1 i=1
n n
a-Zx,-—i—b-n:Zy,-.
i=1 i=1
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Linearni regrese Metoda nejmensich &tvercil

Naptiklad p¥i ddvkovani léki ovcim je n&kdy nezbytné vaZit ovce, co? je
ovsem spjato s praktickymi problémy. Proto je snaha najit jednodussi
zpisob, takovym mize byt naptiklad odhad hmotnosti na zdkladé obvodu
hrudniku.

P¥iklad
Deset ovci bylo zvaZeno a byl jim zmé¥en obvod hrudniku. Najdéte vztah,
ktery nejlépe popisuje zdvislost hmotnosti na obvodu hrudniku.

obvod [cm] |80 88 8 83 86 80 83 87 86 88
hmotnost [kg]‘30 35 35 33 33 31 31 35 34 35
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Linearni regrese Metoda nejmensich &tvercil

x = obvod hrudniku, y = hmotnost

10 10 10 10
Y x =849, D xF=T72171, Y y; =332, > xy; = 28230.
i=1 i=1 i=1 i=1
Odtud
72171a+849b =28230 _ a =58/101=0.57
849a+ 10b =332 b = —1571/101 = —15.55

Rovnice pfimky vyjadfujici zavislost hmotnosti na obvodu hrudniku je
y = 0.57x — 15.55.
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The Linear Least Squares Fit of 10 Foints




P¥iklad
Experimentdln& jsme zjistili hodnoty funkce f v nasledujici tabulce.

xi |2 -1 1 2
f(x)| 3 2 4 3

3 4
5 4
Odhadnéte sz f(x) dx pomoci

(i) obdélnikového pravidla s 5 dé&licimi intervaly a vy¥kou obdélniku
danou vZdy v levém krajnim bod& déliciho intervalu,

(ii) obdélnikového pravidla s 5 d&licimi intervaly a vySkou obdélniku
danou vZdy v pravém krajnim bodé& déliciho intervalu,

(iii) lichob&znikového pravidla s 5 délicimi intervaly.

()19,  (ii)22, (i) 20,5.
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Ptiklady

Priklad

Sestrojte Lagrangelv interpolaéni polynom pro funkci, pro niz plati

f(-1)=2, f(1)=-2, f(3)=1.

P¥iklad
Sestrojte Lagrangelv interpolaéni polynom prochazejici body

[-2,5].[~1,3],[0,1], [1,0].

:lx3—|—lxz—§x+1.

Pl =5+ 3 3

© Petr Hasil (MENDELU)
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P¥iklady

Ptiklad

Metodou nejmensich &tvercli prolozte pfimku body
o [07 1]? [17 3]7 [2’ _1]7 [37 3]3
Q@ [1,1],[2,0],[0,3],[-2,5].

P¥iklad
Aproximujte viechny koteny rovnice x3 — 7x +5 = 0 s chybou men&i ne?
0,1.

Odhady vyjdou pFiblizn& —2,948828358; 0, 7828156787 a 2,166012680.
Vysledky se mohou ligit dle zvoleného prvniho déleni intervalu. (Nikdy ale
o vic, nez o pfisludnou chybu).
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@ Kofteny algebraické rovnice. &
solve x"5+5x74-4x"3+12x-1=0

@ Tayloriv polynom. &

series of x1ln(x) at x=1, order 7

@ Lagrangeiv interpolaéni polynom. &
interpolating polynomial [0,1],[1,2],[2,4],[3,8]

@ Metoda nejmensich &tverci. &
linear fit [-1,31,[0,-11,[1,0],[2,2]
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http://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+x^5%2B5x^4-4x^3%2B12x-1%3D0
http://www.wolframalpha.com/input/?i=series+of+xln%28x%29+at+x%3D1%2C+order+7
http://www.wolframalpha.com/input/?i=interpolating+polynomial+[0%2C1]%2C[1%2C2]%2C[2%2C4]%2C[3%2C8]
http://www.wolframalpha.com/input/?i=linear+fit+[-1%2C3]%2C[0%2C-1]%2C[1%2C0]%2C[2%2C2]
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