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Definice (Derivace v bodg)
Bud f funkce a xp € D(f). Existuje-li

. f(xo+ h) — f(xo) B
/llno : h : <_

. f(x)— f(x
iy 10110
X—X0 X — X0

nazyvame tuto limitu derivace funkce f v bod& xp a zna&ime ji f'(xp).

Je-li tato limita vlastni, nazyvame ji viastni derivace, je-li nevlastni,
nazyvame ji nevlastni derivace. JestliZe tato limita neexistuje Yekneme, Ze
funkce f v bod& xp derivaci nema.
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Geometricky vyznam derivace
Setna grafu funkce f prochdzejici body [xo, f(x0)] a [xo + h, f(xo + h)] ma
smérnici

_ fo+h) = fxo)
N h

Jestlize se s bodem xp + h blizime k bodu xp (tj. provadime limitni
prechod h — 0), ptejde tato setna v te€nu v bod& [xg, f(xg)]. Smé&rnice
te¢ny ke grafu funkce f v bodé& xg je tedy

im f(xo+ h) — f(x0)
h—0 h

tgy

)

coZ je presné derivace funkce f v bodé xq.
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Véta

Ma-li funkce f v bodé& xqy derivaci, pak je v tomto bodé& spojita.

Poznamka

Obrdcend véta neplati. Nap¥. funkce f(x) = |x| je spojitd na celém R, ale
v xp = 0 nema derivaci.

YA
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Definice (Derivace na intervalu)

Necht ma funkce f derivaci v ka?dém bod& otevreného intervalu /.
P¥edpisem, ktery kaZdému bodu x z intervalu / p¥ifadi derivaci funkce f v
bodg x, je definovana funkce, kterou nazyvame derivace funkce f na
intervalu | a oznalujeme ji f'.

Poznamka

. . _ . / < v 1 df dy
e Derivaci funkce y = f(x) se mimo f’ také znativd y', 5=, 5%.

e Vyraz df(x) = f'(x)dx nazyvame diferencidl funkce f v bodé& x.
@ Funkce f md v bod& xp diferencial (je diferencovatelnd v bod& xp) <
existuje vlastni derivace f'(xo).
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Derivace Pravidla a vzorce

Pravidla

Necht f a g jsou funkce, c € R.
o (Ftg)=rF=+4g,

(c-fY=c-f,

(f-g)=fg+fg,

!

/ e
o (£) =rEE.

g2
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Vzorce
Necht a,b,c,a €R, a,b>0, a #0, b # 1.

e (sinx)" = cosx,
o (c) =0, @ (cosx) = —sinx.
o (x%) = ax®1 o (tgx) = ﬁv
o (&) =¢, © (cotgx)' = _sin12><’
o (35) =2 -Ina, e (arcsinx) = ﬁ
o (Inx) = % e (arccosx) = — 11_X2.
o (logyx)' = i o (arctgx) = 1+1X :
e (arccotgx)’ = —ﬁ.
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Véta
Pro sloZenou funkci plati
(fog)(x)=I[f(g(x)] = f'(g(x)) - &'(x),

kde existence derivace vlevo (a uprostfed) plyne z existence derivaci
vpravo.

Poznamka

e Vyraz f'(g(x)) znamena derivaci funkce f vypoctenou v bod& g(x).

o P¥i derivovani slozené funkce je vhodné za&it od vnéjsi slozky a
pokralovat dovnit¥ (jako loupani cibule), tj.

(fogoh)(x) = [f(g(h(x))] = f'(g(h(x))) - &'(h(x)) - K (x).
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Definice (Derivace vyssich ¥adu)
Necht f je funkce a ' jeji derivace. Existuje-li derivace (f’)’ funkce ',
nazyvame ji druhd derivace funkce f a zna&ime ji f”.

Obecné& n-tou derivaci, n € N, funkce f rozumime funkci £(n) — (f("_l))/.

o

Poznamka
@ Pro derivace vyssich ¥adi budeme pouZivat znaeni

FOFr e F@) ) (),

@ V ostatnich typech zna&eni se n-ta derivace piSe jako

n d"f d%
“dxn’ dxn’

y(
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FyzikdIni vyznam derivace
@ Derivace f'(xp) vyjadfuje okamZitou rychlost zm&ny funk&ni hodnoty
funkce f v bod& xg. Tj. je-li f'(x0) = ¢ € R, potom na jednu jednotku
zmény hodnoty nezdvisle proménné x p¥ipadd ¢ jednotek zmény
zavisle proménné y.

@ Zejména z toho plyne, Ze je-li ¢ > 0, pak s rostoucim x roste i y, a
je-li ¢ <0, pak s rostoucim x y klesa.
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Snadno miZeme pomoci derivaci odvodit zdkony klasické mechaniky:

@ Rychlost je zm&na polohy v €ase v = 3. Potom okamZitd rychlost v
Case t je
s(t+ h) — s(t ds
o(t) = lim SEER) = s() _ds
h—0 h dt

@ Zrychleni je zmé&na rychlosti v ¢ase, tedy podobné obdrZime

dv  d%s

@ Hybnost p je rovna rychlosti na jednotku hmotnosti, tedy p = mv.

@ Sila je derivaci hybnosti dle &asu

F_@_d(mv)_dm dv dv

a0t T

+m ma.

“ar . dr | ar’
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Tim jsme ovodili 2. Newtoniv pohybovy zadkon (a = g)

Zakon sily
Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri
secundam lineam rectam qua vis illa imprimitur.

Jestlize na téleso pisobi sila, pak se téleso pohybuje se zrychlenim, které je
pFimo dmérné plisobici sile a nepFfimo tmérné hmotnosti télesa.
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UvaZujeme-li funkce vice proménnych, tedy f: R” — R, je nutné zvolit ve
kterém sméru nas zajima rychlost rlstu. Nap¥. funkce dvou proménnych
f(x,y) = z mé dva vstupy (dvojice argumentl x, y) a jeden vystup
(funk&ni hodnota z). Jejim defini¢nim oborem je tedy &ast roviny a graf je
»plachta” vznasejici se nad nim (podobné jako u funkce jedné prom&nné je
definiéni obor &ast p¥imky a graf funkce je k¥ivka vznasejici se nad nim).

Obr.: Funkce f(x,y) = x> — y2. Obr.: Funkee f(x, y) = sin(xy).
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Derivaci ve sméru libovolné soufadné osy ziskdme jednoduse derivovanim
predpisu funkce s tim, Ze v8echny ostatni proménné povaZujeme za
konstanty. Mluvime potom parcialni derivaci a znacime nap¥. pro funkci
dvou proménnych f(x, y) jeji derivaci podle x jako

ey = 25 ) = )

Geometricky se jedna o smérnici teny pritisknuté na graf dané funkce
v bod& [x, y] tak, Ze jeji projekce do roviny xy je rovnob&zna s osou x
(rychlost ristu ve sméru osy x).

Nap¥. pro f(x,y) = x* — y? je f, = 2x,f, = —2y.
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Pozndmka
Derivace vy$sich ¥adl zavadime tak, Ze uvaZujeme o parcidlni derivaci jako
o funkci, kterou derivujeme. (Samozfejmé tato funkce musi existovat.)

U funkce dvou prom&nnych f(x,y) pak mluvime nap¥. o parciélnich
derivacich druhého ¥adu podle x

o0 of  0°f

dxox ~ e~ B = e

nebo o smidenych derivacich 2L = fiy, = (£)y a 24 = fix = (f)x-

Poznamka

Pokud jsou smiSené parcialni derivace spojité, pak plati tzv. Schwarzova
véta, kterd ¥ika, Ze je jedno v jakém potadi derivujeme, zaleZi pouze na
pottu derivaci dle p¥islusnych promé&nnych. Tedy napf. pro f(x,y) je

= fyX7 fxyxyx = fxxxyy'

v
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A R 7~ cerivace - struend nivod

Poznamka

f:R? >R

G O y) = limp o FEERGIEN) = £ (x, y) = £(x, )
f(X»y+h)_f(X7y)
0 h

g_;(xv.y) = limp_, = fy(xvy) = f;(X,y)

P¥iklad

f(x,y) = e -y? sin(xy)
w = y?(e¥sinxy 4+ e cosxy - y) = y? e*(sin xy + y cos xy)
%ﬁ,’}/) = eX(2y - sinxy + y? - cosxy - x) = e y(2sin xy + xy cos xy)
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Pozndmka (Geometricky vyznam parcidlni derivace)

Parcidlni derivace % je smérnice k¥ivky, ktera vznikne ¥ezem grafu funkce
rovinou y = y*. V n-rozmérném prostoru ,feZeme" nadrovinou.

Pozndmka

Pro funkce jedné promé&nné plyne z existence derivace ¥ada péknych
vlastnosti, nap¥. spojitost, diferencovatelnost (Ize sestrojit te¢nu). Pro
funkce vice proménnych z existence parcidlnich derivaci témé¥ nic p&kného
neplyne, zejména z existence parcialni derivace neplyne spojitost.
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Ptiklady

P¥iklad
Zderivujte:
f(x) = 5x> — 2 cos x + 3 g(x) = X h(x) = ¥/sin(2x).
4x2’ Inx’
Regen:

3 4Inx -1
F(x) = 15x% + 2sinx — = =x> =5
(x) x“ 4 2sinx oL g(x)=x T

2 cos(2x)

3¢/ sin2(2x)'

h(x) =
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Ptiklady

Priklad
Urete hodnotu 3. derivace funkce f(x) = 5x° + 4x3 — x2 4+ 1 v bod¥
X0 = —2.

Regen:

F"(—2) = 1224.
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Ptiklady

Ptiklad

Vypottéte parcialni derivace druhého ¥adu funkce

_ Yy
zZ = arctg —.
X

Regen:
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@ Vypocet derivace. &

derivative of cos(2x°3)(5x-1)

@ Derivace vy8siho ¥adu. @ @ & & @
second derivative of sqrt(ln(x))
third derivative of 1n(x~(1/3))
4th derivative of 1n(x~(1/3))
5th derivative of sin(2x)

d"5/dx"5(sin(2 x))

@ Hodnota derivace v daném bodg&. &

7th derivative of sqrt(x) where x=1
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http://www.wolframalpha.com/input/?i=derivative+of+cos%282x^3%29%285x-1%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=second+derivative+of+sqrt%28ln%28x%29%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=third+derivative+of+ln%28x^%281%2F3%29%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=4th+derivative+of+ln%28x^%281%2F3%29%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=5th+derivative+of+sin%282x%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=d^5%2Fdx^5%28sin%282+x%29%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=7th+derivative+of+sqrt%28x%29+where+x%3D1
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