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Derivace Definice a geometrický význam

Definice (Derivace v bodě)

Bud’ f funkce a x0 ∈ D(f ). Existuje-li

lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h

(
= lim

x→x0

f (x)− f (x0)

x − x0

)
nazýváme tuto limitu derivace funkce f v bodě x0 a znač́ıme ji f ′(x0).

Je-li tato limita vlastńı, nazýváme ji vlastńı derivace, je-li nevlastńı,
nazýváme ji nevlastńı derivace. Jestliže tato limita neexistuje řekneme, že
funkce f v bodě x0 derivaci nemá.
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Derivace Definice a geometrický význam

Geometrický význam derivace

Sečna grafu funkce f procházej́ıćı body [x0, f (x0)] a [x0 + h, f (x0 + h)] má
směrnici

tgϕ =
f (x0 + h)− f (x0)

h
.

Jestliže se s bodem x0 + h bĺıž́ıme k bodu x0 (tj. provád́ıme limitńı
p̌rechod h→ 0), p̌rejde tato sečna v tečnu v bodě [x0, f (x0)]. Směrnice
tečny ke grafu funkce f v bodě x0 je tedy

lim
h→0

f (x0 + h)− f (x0)

h
,

což je p̌resně derivace funkce f v bodě x0.

© Petr Hasil (MENDELU) Derivace Matematika 5 / 30



Derivace Definice a geometrický význam
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Derivace Definice a geometrický význam

Věta

Má-li funkce f v bodě x0 derivaci, pak je v tomto bodě spojitá.

Poznámka

Obrácená věta neplat́ı. Nap̌r. funkce f (x) = |x | je spojitá na celém R, ale
v x0 = 0 nemá derivaci.
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Derivace Definice a geometrický význam

Definice (Derivace na intervalu)

Necht’ má funkce f derivaci v každém bodě otev̌reného intervalu I .
Předpisem, který každému bodu x z intervalu I p̌rǐrad́ı derivaci funkce f v
bodě x , je definována funkce, kterou nazýváme derivace funkce f na
intervalu I a označujeme ji f ′.

Poznámka

Derivaci funkce y = f (x) se mimo f ′ také znač́ıvá y ′, dfdx ,
dy
dx .

Výraz df (x) = f ′(x)dx nazýváme diferenciál funkce f v bodě x .

Funkce f má v bodě x0 diferenciál (je diferencovatelná v bodě x0) ⇔
existuje vlastńı derivace f ′(x0).
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Derivace Pravidla a vzorce

Pravidla

Necht’ f a g jsou funkce, c ∈ R.

(f ± g)′ = f ′ ± g ′,

(c · f )′ = c · f ′,
(f · g)′ = f ′g + fg ′,(

f
g

)′
= f ′g−fg ′

g2 .
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Derivace Pravidla a vzorce

Vzorce

Necht’ a, b, c , α ∈ R, a, b > 0, α 6= 0, b 6= 1.

(c)′ = 0,

(xα)′ = αxα−1,

(ex)′ = ex ,

(ax)′ = ax · ln a,

(ln x)′ = 1
x ,

(logb x)′ = 1
x ·ln b ,

(sin x)′ = cos x ,

(cos x)′ = − sin x .

(tg x)′ = 1
cos2 x

,

(cotg x)′ = − 1
sin2 x

,

(arcsin x)′ = 1√
1−x2

,

(arccos x)′ = − 1√
1−x2

,

(arctg x)′ = 1
1+x2 ,

(arccotg x)′ = − 1
1+x2 .
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Derivace Pravidla a vzorce

Věta

Pro složenou funkci plat́ı

(f ◦ g)′(x) = [f (g(x))]′ = f ′(g(x)) · g ′(x),

kde existence derivace vlevo (a uprosťred) plyne z existence derivaćı
vpravo.

Poznámka

Výraz f ′(g(x)) znamená derivaci funkce f vypočtenou v bodě g(x).

Při derivováńı složené funkce je vhodné zač́ıt od vněǰśı složky a
pokračovat dovniťr (jako loupáńı cibule), tj.

(f ◦ g ◦ h)′(x) = [f (g(h(x)))]′ = f ′(g(h(x))) · g ′(h(x)) · h′(x).
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Derivace Pravidla a vzorce

Definice (Derivace vyš̌śıch řádů)

Necht’ f je funkce a f ′ jej́ı derivace. Existuje-li derivace (f ′)′ funkce f ′,
nazýváme ji druhá derivace funkce f a znač́ıme ji f ′′.

Obecně n-tou derivaćı, n ∈ N, funkce f rozuḿıme funkci f (n) =
(
f (n−1)

)′
.

Poznámka

Pro derivace vyš̌śıch řádů budeme použ́ıvat značeńı

f ′, f ′′, f ′′′, f (4), f (5), . . . , f (n).

V ostatńıch typech značeńı se n-tá derivace ṕı̌se jako

y (n),
dnf

dxn
,
dny

dxn
.
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Derivace Fyzikálńı význam

Fyzikálńı význam derivace

Derivace f ′(x0) vyjaďruje okamžitou rychlost změny funkčńı hodnoty
funkce f v bodě x0. Tj. je-li f ′(x0) = c ∈ R, potom na jednu jednotku
změny hodnoty nezávisle proměnné x p̌ripadá c jednotek změny
závisle proměnné y .

Zejména z toho plyne, že je-li c > 0, pak s rostoućım x roste i y , a
je-li c < 0, pak s rostoućım x y klesá.
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Derivace Fyzikálńı význam
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Derivace Fyzikálńı význam

Snadno můžeme pomoćı derivaćı odvodit zákony klasické mechaniky:

Rychlost je změna polohy v čase v = s
t . Potom okamžitá rychlost v

čase t je

v(t) = lim
h→0

s(t + h)− s(t)

h
=

ds

dt
.

Zrychleńı je změna rychlosti v čase, tedy podobně obdrž́ıme

a(t) =
dv

dt
=

d2s

dt2
.

Hybnost p je rovna rychlosti na jednotku hmotnosti, tedy p = mv .

Śıla je derivaćı hybnosti dle času

F =
dp

dt
=

d(mv)

dt
=

dm

dt
v + m

dv

dt
= 0 + m

dv

dt
= ma.
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Derivace Fyzikálńı význam

T́ım jsme ovodili 2. Newtonův pohybový zákon (a = F
m ):

Zákon śıly

Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri
secundam lineam rectam qua vis illa imprimitur.

Jestliže na těleso p̊usob́ı śıla, pak se těleso pohybuje se zrychleńım, které je
p̌ŕımo úměrné p̊usob́ıćı śıle a nep̌ŕımo úměrné hmotnosti tělesa.
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Derivace Parciálńı derivace - stručný návod

Uvažujeme-li funkce v́ıce proměnných, tedy f : Rn → R, je nutné zvolit ve
kterém směru nás zaj́ımá rychlost r̊ustu. Nap̌r. funkce dvou proměnných
f (x , y) = z má dva vstupy (dvojice argument̊u x , y) a jeden výstup
(funkčńı hodnota z). Jej́ım definičńım oborem je tedy část roviny a graf je

”
plachta“ vznášej́ıćı se nad ńım (podobně jako u funkce jedné proměnné je

definičńı obor část p̌ŕımky a graf funkce je ǩrivka vznášej́ıćı se nad ńım).

Obr.: Funkce f (x , y) = x2 − y2.
Obr.: Funkce f (x , y) = sin(xy).
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Derivace Parciálńı derivace - stručný návod

Derivaci ve směru libovolné soǔradné osy źıskáme jednoduše derivováńım
p̌redpisu funkce s t́ım, že všechny ostatńı proměnné považujeme za
konstanty. Mluv́ıme potom parciálńı derivaci a znač́ıme nap̌r. pro funkci
dvou proměnných f (x , y) jej́ı derivaci podle x jako

∂f

∂x
(x , y) =

∂f (x , y)

∂x
= f ′x(x , y) = fx(x , y).

Geometricky se jedná o směrnici tečny pritisknuté na graf dané funkce
v bodě [x , y ] tak, že jej́ı projekce do roviny xy je rovnoběžná s osou x
(rychlost r̊ustu ve směru osy x).

Nap̌r. pro f (x , y) = x2 − y2 je fx = 2x , fy = −2y .
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Derivace Parciálńı derivace - stručný návod

Poznámka

Derivace vyš̌śıch řádů zavád́ıme tak, že uvažujeme o parciálńı derivaci jako
o funkci, kterou derivujeme. (Samožrejmě tato funkce muśı existovat.)

U funkce dvou proměnných f (x , y) pak mluv́ıme nap̌r. o parciálńıch
derivaćıch druhého řádu podle x

∂

∂x

∂f

∂x
=
∂2f

∂x2
= (fx)x = fxx ,

nebo o sḿı̌sených derivaćıch ∂2f
∂x∂y = fxy = (fx)y a ∂2f

∂y∂x = fyx = (fy )x .

Poznámka

Pokud jsou sḿı̌sené parciálńı derivace spojité, pak plat́ı tzv. Schwarzova
věta, která ř́ıká, že je jedno v jakém pǒrad́ı derivujeme, zálež́ı pouze na
počtu derivaćı dle p̌ŕıslušných proměnných. Tedy nap̌r. pro f (x , y) je

fxy = fyx , fxyxyx = fxxxyy .
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Derivace Parciálńı derivace - stručný návod

Poznámka

f : R2 → R
∂f
∂x (x , y) = limh→0

f (x+h,y)−f (x ,y)
h = fx(x , y) = f ′x(x , y)

∂f
∂y (x , y) = limh→0

f (x ,y+h)−f (x ,y)
h = fy (x , y) = f ′y (x , y)

Př́ıklad

f (x , y) = ex ·y2 · sin(xy)

∂f (x ,y)
∂x = y2(ex sin xy + ex cos xy · y) = y2 ex(sin xy + y cos xy)

∂f (x ,y)
∂y = ex(2y · sin xy + y2 · cos xy · x) = ex y(2 sin xy + xy cos xy)

© Petr Hasil (MENDELU) Derivace Matematika 23 / 30



Derivace Parciálńı derivace - stručný návod

Poznámka (Geometrický význam parciálńı derivace)

Parciálńı derivace ∂f
∂x je směrnice ǩrivky, která vznikne řezem grafu funkce

rovinou y = y∗. V n-rozměrném prostoru
”
řežeme“ nadrovinou.

Poznámka

Pro funkce jedné proměnné plyne z existence derivace řada pěkných
vlastnost́ı, nap̌r. spojitost, diferencovatelnost (lze sestrojit tečnu). Pro
funkce v́ıce proměnných z existence parciálńıch derivaćı témě̌r nic pěkného
neplyne, zejména z existence parciálńı derivace neplyne spojitost.
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Př́ıklady

Př́ıklad

Zderivujte:

f (x) = 5x3 − 2 cos x +
3

4x2
, g(x) =

x4

ln x
, h(x) = 3

√
sin(2x).

Řešeńı:

f ′(x) = 15x2 + 2 sin x − 3

2x3
, g(x) = x3 4 ln x − 1

ln2 x
,

h(x) =
2 cos(2x)

3 3

√
sin2(2x)

.
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Př́ıklady

Př́ıklad

Určete hodnotu 3. derivace funkce f (x) = 5x5 + 4x3 − x2 + 1 v bodě
x0 = −2.

Řešeńı:
f ′′′(−2) = 1 224.
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Př́ıklady

Př́ıklad

Vypočtěte parciálńı derivace druhého řádu funkce

z = arctg
y

x
.

Řešeńı:

f ′x =
−y

x2 + y2
, f ′′xx =

2xy

(x2 + y2)2
, f ′′xy =

y2 − x2

(x2 + y2)2
,

f ′y =
x

x2 + y2
, f ′′yy =

−2xy

(x2 + y2)2
, f ′′yx =

y2 − x2

(x2 + y2)2
.
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Wolfram|Alpha

Výpočet derivace. ~

derivative of cos(2x^3)(5x-1)

Derivace vyš̌śıho řádu. ~ ~ ~ ~ ~

second derivative of sqrt(ln(x))

third derivative of ln(x^(1/3))

4th derivative of ln(x^(1/3))

5th derivative of sin(2x)

d^5/dx^5(sin(2 x))

Hodnota derivace v daném bodě. ~

7th derivative of sqrt(x) where x=1
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http://www.wolframalpha.com/input/?i=derivative+of+cos%282x^3%29%285x-1%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=second+derivative+of+sqrt%28ln%28x%29%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=third+derivative+of+ln%28x^%281%2F3%29%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=4th+derivative+of+ln%28x^%281%2F3%29%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=5th+derivative+of+sin%282x%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=d^5%2Fdx^5%28sin%282+x%29%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=7th+derivative+of+sqrt%28x%29+where+x%3D1
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