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Funkce Il Pt¥ehled elementarnich funkci

Definice (Zakladni elementdrni funkce)

Obecnd mocnina, mnohotleny, goniometrické, cyklometrické,
exponencidlni a logaritmické (a hyperbolické a hyperbolometrické) funkce
se nazyvaji zakladni elementarni funkce.

Definice (Elementarni funkce)

Funkce, které Ize ziskat kone€nym poétem selteni, odelteni, vynasobeni,
podéleni a sloZeni zakladnich elementarnich funkci se nazyvaji elementarni
funkce.
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Funkce Il Ptehled elementarnich funkci
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Funkce Il Ptehled elementarnich funkci
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Funkce Il Ptehled elementarnich funkci
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Fun I}

Ptehled elementarnich funkci
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Funkce Il Ptehled elementarnich funkci

Obr.: log, x, Iog% X
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Funkce Il Ptehled elementarnich funkci
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Funkce Il Ptehled elementarnich funkci
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Obr.: sinx

Obr.: cos x
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Funkce 11 Ptehled elementarnich funkci

Obr.: sin x, cos x
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Funkce Il Ptehled elementarnich funkci

Obr.: sin x, arcsin x
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Funkce Il Pt¥ehled elementarnich funkci

Obr.: cos x, arccos x
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Funkce 11 Ptehled elementarnich funkci

Obr.: tgx

Obr.: cotg x
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Funkee 11 Ptehled elementarnich funkci
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Obr.: tg x, cotg x
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Funkce Il Ptehled elementarnich funkci
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Funkce Il Pt¥ehled elementarnich funkci
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Funkee Il Operace s funkcemi

Operace s funkcemi
o Plati

(f £8)(x) = f(x) £ g(x),
(- g)(x) = f(x) - g(x).
Defini¢ni obor téchto funkci je prinikem defini¢nich obori pivodnich

funkci, tj.
D(f £g) = D(f)N D(g) = D(f - g).

(£) 0=y

Defini¢ni obor nové funkce je priinikem defini¢nich oborl funkci f a g
zlZeny o body, v nichZ je g(x) =0, tj.

o Plati

D (1) =) D) {x: £ =0},

v
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Funkee Il Operace s funkcemi

Dal3i operaci je skladani funkci.

Definice (SloZend funkce)

Necht u = g(x) je funkce s defini¢nim oborem D(g) a oborem hodnot
H(g). Necht y = f(u) je funkce s defini¢nim oborem D(f) D H(g).

SloZenou funkci (f o g)(x) rozumime p¥ifazeni, které Vx € D(g) ptitadi
y = f(u) = f(g(x)). Funkci g nazyvdme vnitini slozkou a funkei f vn&jsi
slozkou sloZené funkce. )

D@ g D f  H)
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Funkee Il Operace s funkcemi

P¥iklad
@ Funkce
F(x) = sin x

je sloZena z funkci f(x) = sinx a g(x) = x? tak, Ze
F(x) = (fog)(x) = f(g(x)).

@ Funkce

G(x) = Vet
je sloZena z funkei f(x) = ¥/x, g(x) = e, h(x) = 2x — 4 tak, Ze

G(x) = (Fogoh)(x) = f(g(h(x)).
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Funkee Il Operace s funkcemi

Poznamka

P¥i uréovani defini¢nich oborl sloZzenych funkci je vhodné postupovat
zevnitf. Kazdy defini¢ni obor je prinikem v8ech ziskanych podminek. Nap¥.
je-li F(x) = +/f(x), najdeme nejprve D(f), poté zjistime, ve kterych
bodech je f(x) < 0 a ty odstranime, tj.

D(F) = D(f)\ {x: f(x) <0}.
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Funkee Il Operace s funkcemi

Tedy mimo defini¢ni obory zakladnich funkci musime brat v dvahu nap¥.
u funkce

e F(x)= 260 2¢ g(x) #0,

o F(x) = /f(x), ze f(x) >0,

o F(x)=log,f(x), ze f(x) >0,

o F(x) =tgf(x), Ze f(x) # (2k+1)5, k€ Z,
o F(x)=cotgf(x), Ze f(x) # km, k € Z

e F(x) = arcsin f(x), ze f(x) € [-1,1],

e F(x) = arccos f(x), ze f(x) € [-1,1].
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Funkce Il Inverzni funkce

Definice (Prosta funkce)

Necht f je funkce a M C D(f). Rekneme, ¥e funkce f je na mnozin& M
prosta, jestliZze pro kazdou dvojici x1,xp € M plati

X1 75 X2 = f(Xl) 75 f(Xz).

Poznamka
@ Graf prosté funkce protind vechny vodorovné p¥imky nejvyse jednou.

A A

T >

/

@ Je-li funkce na mnoziné M ryze monotdnni, pak je na ni prosta.
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Funkce Il Inverzni funkce

Definice (Inverzni funkce)

Necht f je prostd funkce. Funkci =1, kterd kazdému y € H(f) p¥itazuje
pravé to x, pro které plati y = f(x), se nazyva inverzni funkci k funkci f.
Pigeme x = f~1(y).

D(f)=H(f) f H({f)=D(f)
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Funkce Il Inverzni funkce

Plati
o D(f~1) = H(f), H(f~') = D(f), je-li funkce prost4
° (f_l)_l =f.

Grafy funkci f a f~1 jsou symetrické podle osy I. a lll. kvadrantu
(p¥imky y = x).
o Je-li funkce f rostouci/klesajici, je také funkce £~ rostouci/klesajici.
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Funkce Il Inverzni funkce

Vypolet inverzni funkce

Iverzni funkci k funkci f ur¢ime tak, Ze v predpisu y = f(x) zamé&nime
proménné x a y, tim dostaneme x = f(y). Z této rovnice pak vyjad¥ime,
je-li to mozné, proménnou y.

K elementarni funkci je inverzni funkci jind elementarni funkce:

f(x) f~1(x)
x> (x=0) VX

2 (x<0) ~

x3 x

eX In x

a* (a#1) log, x
sinx (x€[-5,5]) | arcsinx
cosx (x € [0,7]) arccos x
tgx (x€(-%,%)) | arctgx
cotgx (x € (0,7)) | arccotgx
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Funkce Il Inverzni funkce

Poznamka
Pro v8echna x, pro kterd ma zapis smysl, plati

(Fof™M)(x)=(fTof)(x)=x.

Ptiklad
Urgete inverzni funkci k funkci f a uréete D(f), H(f), D(f~1) a H(f™1).

° f(X) — 3x2—4, ° f(X) — esinx
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Funkce Il Inverzni funkce

_ 3x—4 X_3y—4
Y= -2
2x =3y — 4
3y =2x+4
2x +4 2x + 4
y = X3+ = ) = X3+.
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Funkce Il Inverzni funkce
o f(x)=e""x

y = esinx ~ X = esiny /In()

Inx =siny /arcsin(-)
arcsinlnx =y = f1(x) = arcsinlnx.
D(f) =R, funkee f je prostd pro x € [—-%,5] = H(f 1),
D(f71):

o Inx=x>0= x¢€(0,00)
e arcsinlnx = Inx € [-1,1]

—,e
(S

-1<Inhx<1 /e(') = el<x<e = xe[l}
D(f~1) = (0,00) N [g.e] = [2.e].

Celkem tedy H(f) = D(f~1) = [L,e].

e
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Funkce Il Transformace grafu funkce

Transformace grafu funkce
Necht je déna funkce y = f(x) a nenulova redlnd &isla a, b.
e UvaZujme funkci y = f(x + a). Tato funkce ma vi&i plvodni funkci
graf posunuty bud doleva (je-li a > 0), nebo doprava (pro a < 0), a
to o velikost &isla a.
e UvaZujme funkci y = f(x) + b. Tato funkce md vici pavodni funkci
graf posunuty bud nahoru (je-li b > 0), nebo doli (pro b < 0), a to
o velikost ¢isla b. )

Obr.: fixi:ix—l—lr Obr.:fix):x3—|—1
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Definice (Okoli bodu)

Libovolny otevfeny interval | € R obsahujici bod xg € R nazyvdme okol/
bodu xp aznatime jej O(xo).

Matematika 36 / 70



Specidlni typy okoli bodu

@ J-okoli bodu xg
Os(x0) = (x0 — 6, x0 + 0).

@ Prstencové (ryzi) d-okoli bodu xg

Os(x0) = Os(x0) \ {x0} = (x0 — 8, x0) U (x0, %0 + ).

@ Levé a pravé d-okoli bodu xg

Oy (x0) = (x0 — 0, x0), (’);(xo) = [x0, x0 + 9).

@ Levé a pravé prstencové d-okoli bodu xg

05 (x0) = (x0 — 8, %0), O3 (x0) = (X0, %0 + 9).
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Definice (Limita funkce)

Rekneme, ¥e funkce f ma v bod& xg limitu rovnu &slu L, jestlize pro
Ve > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro Vx € Oj(xp) plati f(x) € O(L).
Piseme

lim f(x) =1L, popt. f(x) % L.

X—rX0

Neptesng, ale ilustrativné:

“Je-li x blizko xo, pak je f(x)
— blizko L.”
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Definice (Jednostranné limity)

Pouzijeme-li v definici limity OF (xo) misto Os(xo), ziskame definici limity
zprava
lim £(x) = L.

+
X—)XO

Podobné&, pouZijeme-li v definici limity (’36_(X0) misto O5(xp), ziskdme
definici limity zleva
lim f(x) = L.

X—>X0

Véta (Jednozna¥nost)
Funkce ma v kaZdém bodé& nejvyse jednu limitu / limitu zprava / limitu
zleva.
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Definice (Rozsitend mnoZina redlnych &isel)
Rozsi¥enou mnoZinou redlnych &isel R* rozumime mnoZinu realnych &isel R
rozsifenou o body —oco a +o0, tj

R* =R U {—00, +00}.

Body o0 nazyvame nevlastni body, zatimco body mnoZiny R nazyvame
vlastni body.
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Pro a € R definujeme:

@ a+ oo = oq, @ —00 — 00 = —00, @ 00 (—o0) = —o0,
@ a—00=—00, @ 00 - 00 = 00, ® |+ oo| =00,
@ 00+ 00 = 00, ® (—00)-(—00) =00, @ - =0.
e Jelia>0, pak a- 00 = 0,3 (—00) = —o0.
@ Je-lia<0, pak a- 00 = —00,a- (—00) = 0.
Poznamka
Nejsou definovany vyrazy
+oo
o —00, Foo-0, —.
+oo
Tyto vyrazy nazyvdme neurcité vyrazy.
Samoziejmé& neni definovano déleni nulou.
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Definice (Okoli nevlastniho bodu)

Okolim O(c0) bodu co rozumime libovolny interval tvaru (a,00), a € R,
a podobné okolim bodu —oo interval tvaru (—oo, a). Ryzim okolim
nevlastnich bodl rozumime totéz, co okolim t&chto bodd.

PouZitim okoli nevlastnich bodi v definici limity ziskame definici tzv.
nevlastni limity a limity v nevilastnim bodé&. Definice limity se pak pro tyto
specialni pfipady zjednodusi.
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Definice (Nevlastni limita)

Rekneme, Ye funkce f ma v bod& xo neviastni limitu +00  (—00), jestlize
pro VY > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro Vx € Os(xo) plati
f(x)>Y (f(x)<-=Y).

NG

X

X0 X, X+O
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Definice (Limita v nevlastnim bodg)

Rekneme, Ye funkce f ma limitu L v nevlastnim bod& 400 (—o0), jestlize
pro Ve > 0 existuje X > 0 takové, Ze pro Vx > X (Vx < —X) plati
f(x) € O(L).
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PouZité pojmy
Limitu
lim f(x) =1L

X—rX0

nazyvame

vlastni limita ve vlastnim bodé, jestlize xg, L € R,
nevlastni limita ve vlastnim bodé, jestlize xg € R, L € {400},

vlastni limita v nevlastnim bodé, jestlize xp € {£o0}, L € R,

nevlastni limita v nevlastnim bodé, jestlize xp, L € {£o0}.

Petr Hasil (MENDELU) Matematika
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Véta (Existence limity)

Funkce f ma ve vlastnim bodé& xg limitu pravé tehdy, kdyZ ma v tomto
bodé obé jednostranné limity a ty si jsou rovny, tj.

lim f(x)=1L & lim f(x)= lim f(x)=L.

X—rX0 X~>X07 X—)XO

Poznamka

Limita neexistuje, jestlize
@ neexistuje n&kterd (nebo ob&) jednostranné limity,
@ jednostranné limity jsou riizné.

Toho lze vyhodné& vyuzit p¥i diilkazu neexistence limity.
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Matematika 47 / 70



Matematika 48 / 70



Neni-li mozné &islo do funkce dosadit jinak neZ “limitn&”, miZeme
ptedstavu o limitnim chovani funkce ziskat i empiricky a to dosazovanim
blizkych &isel. Podivejme se na chovani funkce $"X pro x — 0.

X 1 0,1 0,01 0,001 0,0001

sin x
X

0,841470985 | 0,998334167 | 0,999983333 | 0,999999833 | 0,999999998

Z tabulky vidime, Ze hodnoty se bliZi jedni¢ce. A skutecn& Im(")n % =1
X—

0,2
0,6
044

024

-0z ’ U : .
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POZOR - nejde o nepriistfelnou metodu:

X 1]/0,1]0,01]| 0,001 0,0001
sinZ |10 0 0 0 0

X

P¥itom lim sin £ neexistuje.
x—0F

1

(Zkuste dosazovat nahodnd &isla blizici se k nule zprava.
Nap¥. sin 5553 = —0,8660253055.)
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Definice (Spojitost)

o Rekneme, e funkce f je spojitéd v bod& xp € R, jestlize

xo € D(f) a lim f(x) = f(xo).

X—>X0

o Rekneme, ¥e funkce f je spojitd zleva v bod& xp € R, jestlize

xo € D(f) a lim f(x) = f(x).

X—>X0

o Rekneme, 7e funkce f je spojits zprava v bod& xg € R, jestlize

xo € D(f) a lim f(x) = f(xo).

+
X—)XO
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Definice (Spojitost na intervalu)

Rekneme, e funkce je spojitd na intervalu /, je-li spojitd v kazdém jeho
vnitfnim bod& a v krajnich bodech (pokud pat¥i do /) je spojita zleva,
resp. zprava.

Definice (Body nespojitosti)

Body, ve kterych neni funkce f spojitd, nazyvame body nespojistosti.

Poznamka
Elementarni funkce jsou spojité v kaZzdém bodé svého defini¢niho oboru.
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Véta (Weierstrassova véta)

Necht je funkce f spojitd na uzavreném intervalu |. Pak je f na |
ohrani¢end a nabyvd zde své nejvétsi a nejmensi hodnoty.

Véta (Prvni Bolzanova vé&ta)

Necht je funkce f spojitd na uzavieném intervalu | = [a, b] a necht plati
f(a) - f(b) < 0. Pak existuje alespori jedno &islo ¢ € (a, b) takové, Ze
f(c)=0.

Véta (Druhd Bolzanova véta)

Necht je funkce f spojitd na uzavreném intervalu |. Pak f nabyva viech
hodnot mezi svou nejvétsi a nejmensi hodnotou.
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Spojitost funkce

Limita funkce

Ay
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Véta (Pravidla pro potitani s limitami)
Necht a € R*, k € R a necht f,g: R — R. Jestlize maji funkce f a g v
bodé a limitu, pak plati
o lim k =k,
X—a

o lim [1(6) 2 8] = fim () i ().

o lim [£(x) - g(x)] = lim £(x) - lim g(x).

lim
X—a

o lim[k-f(x)] = k- lim f(x),

X—a X—a

lim f(x
e lim @ = L pro lim g(x) # 0.

x—a &(X) )!i_r)nag(x)’ xX—a
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P¥iklad

o lim(x?>+3x)=4+3-2=10,
xX—2

o lim (arctgx +arccotgx) = 5 +0= 7,
X—>00

@ lim %cosx:—oo-lz—oo,
x—0~

: 11

e XII_EQO x-eX — oooco 0,

o lim (£ +Inx) =00— 0o = neurtity vyraz.
x—0+ %

Petr Hasil (MENDELU) Matematika
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Véta (Limita sloZené funkce)

Je-li funkce f spojita, pak plati

lim f(g(x)) = f( lim g(x)).

X—X0 X—rX0

Pozndmka
P¥i vypoctech limit vZdy nejprve dosadime x = xp.

P¥iklad
o limy .o+ In)—1< = Hln ooH = 00,
o lim,_,_carctge ™ = ||arctg oo| = 3,
e lim,_,g+ Insinx = |[In0T || = —o0,
o lim.0- vz = lsmo= = o=l = —o=
N S
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Véta

Jestlize pro viechna x € Os(xo) plati f(x) = g(x) a existuje limita
lim g(x) =L, pak
X—r X0

lim f(x) = L.

X—Xp

Odtud plyne, Ze funkci Ize p¥i vypottu limity vhodné upravovat.
Pt¥iklad
2 1
lim X~ < w

_ 10 — e B
x=2 X — H ” X_>2 2 —)![)nZ(x+1)_3'

© Petr Hasil (MENDELU)
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Ndasledujici véta jiz byla pouZzita v nékterych pt¥ikladech.
Véta

Necht limy_,x, f(x) = k # 0 a limy_,5, g(x) = 0. Existuje-li prstencové
okoli bodu xy, takové, Ze pro kaZdé x z tohoto okoli plati

X f(x

° g%x)) >0, pak limy_y, g% % 400,
f(x

° ﬁ <0, pak limy_, % = —o00.

i

Véta plati i pro jednostranné okoli a limity.

1

P¥i vypoctu limity typu Hg” kde k # 0, k € R je pot¥eba ur&it ob&
jednostranné limity a zjisit, zda jsou si rovny. Pokud ne, limita
neexistuje.
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Vypotet limit

P¥iklad
o Limita B}
>I<i—n>11x_]_ = H%”
neexistuje, nebot
. X ‘ N
e i R B
o Limita .
lim sy = 3] = o
nebot
. X . X
e el =reeim o = lloel = 4o
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Poznamka

f) _

limx—x g0 = ||z k € R|| = 0.

Vé&ta (Limita polynomu a rac. lom. funkce v £00)

Plati
°
lim (anx" + ap_1x" 4 ax + ag) = lim apx",
x—to00 x—to0
°
. apnx"+ -4 ag ) apx"
lim = lim

x—£00 bpyXM 4 -+ 4+ by x—Foc0 bypx™’

Matematika
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P¥iklad
o lim (—2x°+3x* —2x+8) = lim (—2x°)
X—>—00 X—>r—00
— -2+ (o0} = +oc
s 23 43x2 -1 o 23 e 2 2]
o Jim Saag = lim S = Jim L =l%l =0
: 3x242x—1 : 3x2 :
o |im 2T — |im 2%, = lim (—3)=-3
x—y—o0 ~X°—8x+5 x——o00 ~X x—)—oo( )
H 443x242x—1 H x* . x2 1 . 2
o lim X3 d2x-l iy X — |im X =1 . |im x> = —occ.
x—roo TAX“H3x+5 x—o0 —4X x—vo0 —4 4 x50
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Poznamka

s 0 oo o . . . ) .
Neurtité vyrazy typu §, = lze ¥esit pomoci derivaci — tzv. L'Hospitalova

01
pravidla.
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P¥iklad

Na&rtnéte graf funkce

f(x) =2 — arcsin(x + 1).
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Ptiklady

Pyiklad
Urcete defini¢ni obor funkce

x—1 X
— arcsin —.
2+ x 4

D(f) = [-4,~2) U (1,4].

© Petr Hasil (MENDELU)
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fram|Alpha

Defini&ni obor funkce. &
domain of sqrt(x+2)/(x-1)

Obor hodnot funkce. &
range of x72-5x+3

Graf funkce. & ®
plot y=x"3-1 for x from -2 to 2.5
plot y=tan(x) for x from -pi to 2pi and y from -10 to 10

Inverzni funkce. &
inverse of x°5

Prisetiky grafi funkei. &
intersections of y=3x"2+x-4 and y=2x+6

Vypoclet limity. & &
limit (x+3)/(2-x72) as x->1
limit 37 (1/x)-7 as x->-infinity

Jednostranna limita. @& &
limit e~ (cot(x)) as x->2pi from left
lim_(x->(2 pi)~-) e~ (cot(x))
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http://www.wolframalpha.com/input/?i=domain+of+sqrt%28x%2B2%29%2F%28x-1%29
http://www.wolframalpha.com/input/?i=range+of+x^2-5x%2B3
http://www.wolframalpha.com/input/?i=plot+y%3Dx^3-1+for+x+from+-2+to+2.5
http://www.wolframalpha.com/input/?i=plot+y%3Dtan%28x%29+for+x+from+-pi+to+2pi+and+y+from+-10+to+10
http://www.wolframalpha.com/input/?i=inverse+of+x^5
http://www.wolframalpha.com/input/?i=intersections+of+y%3D3x^2%2Bx-4+and+y%3D2x%2B6
http://www.wolframalpha.com/input/?i=limit+%28x%2B3%29%2F%282-x^2%29+as+x-%3E1
http://www.wolframalpha.com/input/?i=limit+3^%281%2Fx%29-7+as+x-%3E-infinity
http://www.wolframalpha.com/input/?i=limit+e^%28cot%28x%29%29+as+x-%3E2pi+from+left
http://www.wolframalpha.com/input/?i=lim_%28x-%3E%282+pi%29^-%29+e^%28cot%28x%29%29
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