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Definice

Necht D # (), D C R. Pravidlo f, které kazdému prvku x € D p¥itadi
pravé jedno redlné &islo y € R, se nazyva redind funkce redlné proménné.

Zapisujeme y = f(x).

MnoZina D = D(f) se nazyva defini¢ni obor funkce f.

MnoZina vech y € R, pro kterd existuje x € D takové, Ze f(x) =y
se nazyva obor hodnot funkce f a znatime jej H(f).

X se nazyva nezavisle proménna (argument) funkce f.

y se nazyva zavisle proménnd funkce f.
Cislo f(xo) € R se nazyva funk&ni hodnota funkce f v bod& xo.
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Poznamka

Neni-li defini¢ni obor funkce zadan, jednd se o mnoZinu viech x € R pro
kterd ma dand funkce smysl.

P¥iklad
o Defini¢ni obor funkce f(x) = 15 je D(f) =R\ {1}.

V=x je D(g) = (—00,0].

e Defini¢ni obor funkce g(x)
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Definice
MnoZina viech bodi roviny danych soufadnicemi [x, f(x)] se nazyva graf
funkce f. |
Ptiklad

Obr.: Funkce f(x) = x2. Obr.: Nejde o graf funkce.
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Definice (Ohrani¢enost)

Bud f funkce a M C D(f). Rekneme, Ze funkce f je na mnozing M

@ zdola ohrani¢end, jestlize existuje d € R takové, ze pro kazdé x € M
plati f(x) > d,

@ shora ohranicend, jestliZze existuje h € R takové, Ze pro kazdé x ¢ M
plati f(x) < h,

@ ohranilenad, jestlize existuji d, h € R takové, Ze pro kazdé x € M plati
d < f(x)<h.

(© Petr Hasil (MENDELU) Matematika 7/45



P¥iklad

Obr.: Funkce ohraniéena shora. Obr.: Ohrani¢ena funkce.
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Definice (Parita)

Bud f takova funkce, Ze pro jeji defini¢ni obor plati

xeD(f) = —xeD(f).

o Rekneme, e funkce f je sud, jestlize pro Vx € D(f) plati, Ze
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Ptiklad

Obr.: Graf sudé funkce je symetricky Obr.: Graf liché funkce je symetricky
podle osy y. podle po&atku.
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Definice (Periodi¢nost)

Necht p € R, p > 0. Rekneme, ¥e funkce f je periodickd s periodou p,
jestlize pro Vx € D(f) plati

x £ p e D(f), f(x£p) = f(x).

P¥iklad

Obr.: Periodickd funkce.

4
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Definice

Bud f funkce a M C D(f). Rekneme, ¥e funkce f je na mno¥in& M
@ rostouci, jestlize

Vxi,xa € M:x1 <xx = f(x1)<f(x),
neklesajici, jestlize

Vxi,xo EM:x1 <x2 = f(x1)<f(x),
klesajici, jestlize

Uxi,x0 E M:ixi <xp = f(x1)>f(x),
nerostouci, jestlize

Vxi,xa E M:x1 <x2 = f(x1)>f(x).
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Definice

Je-li funkce f na mnoZiné M neklesajici, nebo nerostouci, nazyvdme ji
monotonni.Je-li funkce f na mnoziné M rostouci, nebo klesajici, nazyvame
ji ryze monotonni.

Priklad

]
[, ]
-IZ -‘l E 1I ZI 2]
Obr.: Rostouci funkce. Obr.: Neklesajici funkce.

o
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Dalsi pojmy
Bud f funkce a M C D(f).

Je-li f(x) > 0 pro ¥x € M, Yekneme, Ze f je na mnoZin& M kladna.

Je-li f(x) > 0 pro Vx € M, ¥ekneme, Ze f je na mnozing M
nezaporna.

Je-li f(x) < 0 pro Vx € M, Yekneme, Ze f je na mnoZin& M zdporna.
Je-li f(x) <0 pro Vx € M, Yekneme, Ze f je na mnoZin& M nekladnd.
Bod [0, f(0)] nazyvdme priisecik funkce f s osou y.

Je-li f(x0) =0, pak nazyvdme bod [xo, 0] priisecik funkce f s osou x.

v
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Ndsledujici pojmy budou p¥esnéji definovany pozdéji
Bud f funkce a M C D(f).

@ Je-li graf funkce f pro Vx € M nad te€nou sestrojenou v libovolném
bodé xo € M, fekneme, Ze f je na mnoZiné M konvexni.

o Je-li graf funkce f pro Vx € M pod te€nou sestrojenou v libovolném
bodé xo € M, Yekneme, Ze f je na mnoziné M konkavni

@ P¥imku nazyvame asymptotou grafu funkce f, jestlize se jeji
vzdélenost od grafu funkce s rostouci soufadnici neustdle zmenguje.
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P¥iklad

Popiste zobrazenou funkci pomoci dnes zminénych pojmd.

=

v
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Definice (Polynom)

Funkci
P(x) = apnx" + ap_1x"L 4+ -+ apx + ap,

kde ag,...,an € R, a, # 0 nazyvame polynom stupné& n. Cisla ag, ..., an
nazyvame koeficienty polynomu P. Koeficient a, nazyvdme vedouci
koeficient, koeficient ag nazyvame absolutni ¢len. Je-li a, = 1 ¥ikdme, Ze
polynom P je normovany.
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Polynomy Definice a operace s polynomy

P¥iklad (Operace s polynomy)

@ S&itani a nasobeni konstantou

(3x% —2x 4+ 4) = 2(x3 + x2 +2x — 1)
=3x2 —2x+4—2x3—2x* —4x +2
=-234+x>—6x+6

@ Nasobeni

(2x2 = 3)(x® 4 2x + 3)

=22(x3 +2x +3) = 3(x3 + 2x + 3)
=2x° +4x3 4 6x> —3x3 —6x—9
=2x>+x34+6x>—6x—9
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Polynomy Definice a operace s polynomy

P¥iklad (Operace s polynomy)
o Déleni

(4x* — x3 + x? 3x—|—7):(x2+2):4x2—x—7+_X’éfél
(4x +8x2)
0— —3x+7
—(=x"—2x) x3 — 2x)
0—7x>—x+7

—(=7x% — 14)
0—-x+21 )
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Definice (Kofen polynomu)

Cislo xp € C, pro které plati P(xg) = 0 nazyvdme ko¥en polynomu P.

Véta
Je-li &islo xp € C kofen polynomu P, pak existuje polynom Q(x) takovy, Ze

P(x) = (x — x0) Q(x).

Definice (KoFenovy &initel a ndsobny kofen)

Je-li &islo xg € C kofen polynomu P, nazyvame linedrni polynom x — xg
kofenovy Ccinitel p¥islusny ke kofenu xp. Cislo xp je k-ndsobnym kofenem
polynomu P, jestlize existuje polynom G(x) takovy, Ze

P(x) = (x —x0)*G(x), G(x0) #0.
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Véta (Zakladni véta algebry)

Polynom stupné n ma pravé n komplexnich koFendi.

Poznamka

@ Je-li komplexni &islo a+ bi,a,b € R, b # 0 kofenem polynomu P, pak
je jeho kotenem i ¢&islo komplexné sdruzené a — bi.

@ Potet redlnych kofenili polynomu stupné& n je bud n, nebo o sudy
polet mensi.

@ Polynom lichého stupné md asponi jeden redlny kofen.

@ Polynomy jsou jedind kapitola, ve které budeme pracovat s
komplexnimi &isly.
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Véta (Rozklad na soutin kofenovych &initeli)

KaZdy polynom je v redlném oboru moZné zapsat jako soucin vedouciho
koeficientu, koFenovych ¢&initeld a kvadratickych polynomi s komplexnimi
koreny .

V&ta (Celotiselné koteny)

Necht P je polynom s celo&iselnymi koeficienty. Pak jsou vsechny jeho
celociselné koFeny délitelé jeho absolutniho ¢&lene.

P¥iklad
P(x) = x* —5x* + x> +21x — 18, tedy ap = —18.

Vsechny celodiselné kofeny jsou tedy mezi déliteli ¢isla —18:

41,42, 43,46, +£9, +18.

Skuteén&

P(x) = (x — 1)(x + 2)(x — 3)%.
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Hornerovo SChéma

Hornerovo schéma je algoritmus pouzivany pfi rozkladu polynomu na
soucin kofenovych &initeld.

Véta
Necht jsou ddny polynomy

P(X) = a,,x” + an_lxn_l + -4 a1x + ap,
Q(x) = bp1x" 4 by ox"2 4 - + bix + by,

JestliZe existuji o, b_1 € R takové, Ze
P(x) = (x — a)Q(x) + b1,

pak
bn—1 = ap, by 1=abx+ax, k=0,...,n—1.

Poznamka

P(a) = b_1, tedy je-li b_; = 0, pak je a kofenem polynomu P.
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Hornerovo SChéma

Postup

Koeficienty polynomu P(x) = apx" + a,_1x"* + -+ + a;x + ag spolu s
Cislem « sepiSeme do tabulky

| an [ana| a2
o | bn—1 ‘ by ‘ ‘ bo ‘ b_1
A dopotitame ¢&isla b,_1,...,b_1

bn—1:3n7 bk—lzabk+ak, kZO,...,n—l.

Tim ziskdme polynom Q(x) = b,_1x" 1 4+ by ox" 2 4 -+ byx + by a
¢islo b_; takové, Ze plati

P(x) = (x — a)Q(x) + b_1.
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Polynomy Hornerovo schéma

Ptiklad

RozloZte polynom P(x) = x* — 5x3 + x? + 21x — 18 na soutin ko¥enovych
Ciniteld.

Celotiselné kofeny jsou mezi &isly +1, +£2,+3, +6,+9, +18.

1 -5 1 21 -18

1{1 -4 -3 18 |0

111 3 6 12 - v" Nasli jsme koteny 1, —2.
1)1 5 2 16 - VvV Qx)=x>—6x+9
21 2 7 4 - VvV PKXx)=
2|1 6 9 |0 - (x = D(x+2)Q(x)
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Hornerovo SChéma

P¥iklad
Protoze Q(x) je kvadraticky polynom, neni nutné dal pokratovat v
Hornerové schématu. Zbyvajici kofeny dopo&itdme pomoci diskriminantu.

6+0
Tedy polynom P ma dva jednoduché kofeny 1, —2 a jeden dvojndsobny

kofen 3.0dtud

P(x) = (x — 1)(x + 2)(x — 3)°.
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RaCionélnI, lomené funkce

Definice
Necht je P,(x) polynom stupné& n a Qn(x) nenulovy polynom stupn& m
(tj. @m(x) # 0) a necht tyto polynomy nemaji spole¢né koteny. Funkci

tvaru
Pp(x)

T Qm(x)

nazyvame raciondlni lomena funkce.Navic funkci R(x) oznaujeme jako

R(x)

@ ryze lomenou, jestlize n < m,

@ neryze lomenou, jestlize n > m.

Véta
KaZdou neryze lomenou funkci je mozné (pomoci dé&leni polynomii)
vyjadFit jako soucet polynomu a ryze lomené raciondlini funkce.
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Linedrni polynom P(x) = ax+ b

Grafem je p¥imka (y = ax + b).
Pro zakresleni uréime dva body, které ji jednoznaéné uréuji.
Koeficient a uruje rychlost ristu (sklon) p¥imky.

Pokud je a = 0, jednd se o polynom stupné nula a grafem je
vodorovna pfimka (konstantni funkce).

a > 0 znamena rust, a < 0 klesani.

Koeficient b urtuje ,odskok"” od potdtku (b > 0 nahoru, b < 0 doli).
PYedpisu y = ax + b ¥ikdme smé&rnicovy (a je smérnice).

P¥evedenim v3eho na jednu stranu a p¥ipadnym prfendsobenim rovnice
ziskdme obecny tvar ax + Sy + v = 0.

Dalsi mozZnosti zdpisu je parametricky tvar
X =u+wvip,y = uz+ vap, kde [u1, up] je n&jaky bod p¥imky, (vi, v2)
je vektor sméru p¥imky a p € R je parametr.
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P¥iklad
Jsou dény dva body [1, 2], [5, 3]. Najd&te sm&rnicovy, obecny a
parametricky tvar p¥imky, ktera jimi prochazi.

Zatneme smérnicovym tvarem y = ax 4+ b. Dosadime do né&j oba body, coZ
vede na soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych 2 =a+ b,3 =5a+ b.
Nezndmé a, b vypolitame libovolnym zplisobem a zjistime, Ze

_1p_7 NS : _1 7
a= z,b= 7. Smérnicovy tvar je tedy y = 7x + 7.

Obecny tvar obdrzime p¥imo ze smé&rnicového jeho pfendsobenim &islem 4
(4y = 1x+7) a dpravou na x — 4y +7 = 0.
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Pro parametricky tvar potfebujeme bod, pouZijme [u1, up] = [1,2] a
smérovy vektor pfimky. Ten ziskdme odetenim zadanych bodi

(n)=(G23)=0)

x =1+ 4p,
y=2+1p,peR.

Vysledny tvar je tedy

V&imné&me si, Ze pro p = 0 dostaneme bod [1,2] a pro p =1 bod [5, 3].
Pokud tedy omezime parametr p jen na interval od 0 do 1, popisujeme tim
Use¢ku mezi zadanymi body.
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Polynomy Linedrni a kvadraticky polynom

Kvadraticky polynom P(x) = ax? + bx + ¢

e D = b®>—4ac, e D>0
.lezz%ﬁy OD:O

@ P(x) =a(x—x1)(x—x). @ D<0

= X1 7é X2,

= X1 = X2,

= X1 = X2,

x12 € R,
x12 € R,
X1,2 € C.

Obr.: P(x) =ax?+bx+c, a>0. Obr: P(x)=ax?+bx+c, a<O0.

v
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Polynomy Linedrni a kvadraticky polynom

Doplnéni na &tverec

2
ax® + bx +c = a(x* + 2x + ), X +px+qg=(x+8)P2-E +q.

y =x2+6x+5,
y=(x+3)?-9+5,
y=(x+3)>-4,
y+4=(x+3)%

Tato parabola ma vrchol v bod& [—3, —4] a je otevfena smé&rem nahoru.
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Ptiklady

P¥iklad
Ur&ete definiéni obor dané funkce.
1 1
fx)=vV1i—-x+-, gx)= —Inx.
X 1—x

Regen:

D(f) = (—o0,0) U (0, 1], D(g) = (0,1).
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Ptiklady

P¥iklad
Najdéte priseliky grafu funkce f se soufadnymi osami.
(x —3)(x +5)
f(x)=———=.
(x) 1
Regent:
o fNx: [3,0],[-5,0],
o fNy: [0, 15].
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Ptiklady

P¥iklad
Zjistéte, pro kterd x je dana funkce nezaporna.
2
xc—2x—3
flx)="—— "2
(x) 1—-3x

x € (—oo,—1]U(3,3].
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P¥iklady

P¥iklad
Rozhodnéte, zda je dana funkce sudd, nebo licha.
2
-2
f(x) = 3Xx3 ., g(x) = cosx —sinx? —2sin x,

hi(x) = x> +2x* —x+4, hy(x)=In(x —3).

Redeni: Funkce f je lichd, g sudé a funkce hy a hy nejsou ani liché, ani
sudé.
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P¥iklady

Ptiklad

Rozhodnéte, zda je dand RLF ryze lomend, &i nikoli. Pokud neni, prevedte

ji na soulet polynomu a ryze lomené RLF.

_ 2x* +3x3 —4x2 4+ x—5
- 3x3 —2x+1

R(x)

2 —8x%+7x — 18

R(x)=sx+1+

3 3(3x3 —2x+ 1)

© Petr Hasil (MENDELU)

Matematika

43 /45



fram|Alpha

@ Linearni kombinace polynoma.
4(2x73-x"2+5x+7) -5(x"4+3x"3-6x"2-x+15)

@ Nasobeni polynomi. &
expand (x-3) (x+2) "2(x"2-x+1)

@ Déleni polynomil. &
quotient and remainder of (x"5+3x74-2x"3-5x"2+4x-1)/(2x"2+x-3)

@ Rozklad na soudin. &
factor x"5-8x"3-3x"2+4x-12

@ Dosazeni do polynomu. &
{x"4+3x"3-6x"2-x+15, x=2}

@ Koteny polynomu. & &
roots of x"5+4x74+x"3-2x"2-12x-72
solve x"5+4x74+x"3-2x72-12x-72=0

@ Rovnice. &
solve x"4-3x"4+2(x"3-x+1)=5(x-4) (x~2-2)

@ Nerovnice. ®
solve (x72+2x-3)/(x+1)>=0
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