1. Kolik je vSech prvocisel?

Otazka v nadpisu je samoziejmé pouze fe¢nicka. Kazdy stfedoskolak by
mél umét dokdzat, ze prvocisel je nekonecné mnoho. Pfipustime-li totiz, ze
vSech prvocisel je pouze koneéné mnoho, miZeme je oznacit napiiklad p;,
P2,--+» Pn- Cislo p1 X p2 X ...Xp,+ 1 pak ale neni délitelné¢ zddnym z ¢isel p;,
1=1,...,n (nebot pfi déleni je zbytek 1), takZe je prvocislem riznym od
vSech p; nebo je d€litelné nekterym dal§Sim prvocislem. Predpoklad tedy vede
ke sporu, takze prvocisel je nekonecné mnoho.

Naznaceny diikaz je mozno nalézt jiz v|EUKLEIDOVYCH| Zdkladech.

Eukleidés

| EUKLEIDES Z ALEXANDRIE [(asi 340 - asi 278 pt.Kr.) byl jednim z nejvétsich
starofeckych matematikli. V knize Zdklady shrnul vétSinu tehdejSich
matematickych poznatkli. Vyznam tohoto dila ptesédhl tisicileti a dodnes je
aktualni. V této souvislosti je vSak nutno se zminit o jedné véci. Kdybychom
Cetli pozorn¢ Eukleida, povSimli bychom si, Ze vySe uvedené tvrzeni o
prvocislech formuluje takto: Prvocisel je vice nez jakékoli dané mnozstvi.
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Title page of Billingsley's Euclid [1570).



Nebudeme zde podrobné rozvadét diivody, pro¢ se u [EUKLEIDA](a ani u
dalsich matematikii t¢ doby) nenajde formulace, Ze néjaky systém je tvofen
nekone¢né mnoha prvky. To souvisi s chapanim nekonecna, které bylo nejen v
matematice aZz do konce minul¢ho stoleti zcela odliSné od naSeho dne$niho
piistupu. Teprve s vybudovanim teorie mnoZin v zavéru 19. stoleti se v
matematice zacalo pracovat s tzv. aktualnim nekonecnem, zaaly se zkoumat
nekone¢né mnoZiny chépané jako jeden -- definitivné vytvoreny -- celek.

A tak dnes povazujeme tvrzeni typu, Ze prirozenych cisel je nekonecné
mnoho za bandlni a samoziejmé.

Prestoze nikdy nevypiSeme vSechna pfirozena Ccisla, piestoZze nikdy
mnozinu vSech pfirozenych cCisel nevytvofime, pracujeme bézné¢ s mnozinou
vSech ptirozenych Cisel a s podobnymi matematickym objekty. Své zkuSenosti s
chovanim  ,malych® pfirozenych ¢isel bez zabran prenaSime na celou
nekonecnou mnozinu a tuto predstavu vStépujeme od Skolnich let détem. Tak se
nam béhem nékolika mdlo minulych desetileti podafilo piekonat ,,strach
z nekonecna®, typicky pro mysleni od antickych dob.

NaznaCme si vSak alespont ve stru¢nosti, jakého stupné abstrakce se
odvazujeme, kdyz z faktu, ze za kazdym pfirozenym #» nasleduje Cislo n + 1
a tedy pfirozenych Cisel je vice nez jakykoliv pfedem dany pocet (feCeno s
EUKLEIDEM), pfejdeme k tomu, Ze zkoumame celou mnozinu

1,2,3,..,10,...,100,...,1 000 000,...,107 %%

v niz plati, Ze kdyZ napiSeme jakkoliv velké ¢islo, je tisek od 1 k tomuto Cislu
pouze konecny a to podstatné, tj. nekonecné mnoho piirozenych cisel za
napsanym ¢islem teprve nasleduje.

Protoze se v dal§im textu budou rtizna ,,velkd™ Cisla Casto vyskytovat,
uveédomme si, o ¢em to vlastné€ bez ,,obav a strachu‘ hovofime.

Uvazujme knihu standardni velikosti, kterd ma na strance cca 50 fadkt a na
fadku je cca 70 znaki, takze primérna stranka obsahuje piiblizné¢ 3 500
symbolii. ProtoZe -- snad aZ na naprosté vyjimky -- maji vSechny knihy
maximalné 10 000 stranek, obsahuji maximalné 35 miliont znakd. Uvédomime-
11 si, ze jakykoliv text (alesponi ve ,,standardnich® evropskych jazycich) dnes
napiSeme pomoci pocitace, jehoz kldvesnice ma ptiblizné¢ 100 klaves, zjistime
snadno, ze vSech ,.textd* udané délky (a samoziejme i vSech kratSich -- staci je
prece doplnit mezernikem) je maximéalng 107 %%°%

Pro¢ jsme slovo ,texty* dali do uvozovek? VétSina téchto ,texti® totiz
budou jen chaotické posloupnosti symboll. Pfesto vSak mezi nimi budou
prakticky vSechna smysluplna dila, kterd kdy kdo napsal a v budoucnosti napiSe
(a navic kazdé znich v prekladu do vSech evropskych jazykti). Budou zde
vSechny vaSe dopisy, 1 ty nikdy nenapsané, a vSechny pisemky, které si kdy
vymysleli a v budoucnosti uditelé na své zaky vymysli, vSechny védecké prace,
které kdy lid napsali a napi$i. A to vSechno lze ,,vyrobit“ v koneném case.
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Kdybychom -- obrazné fefeno -- posadili k pocitaci Simpanze, ktery bude
namatkov¢ tisknout klavesy na pocitaci rychlosti 10 tthozii za sekundu, pak by
(kdyby pracoval bez piestavky) viechny popisované zaznamy vyrobil za 107 %

sekund, cozZ je Cislo, které jsme pied chvili ve vyc¢tu piirozenych Cisel
napsali, aniZ pravdépodobné vzbudilo ¢tenafovu zvlastni pozornost.

Abychom si uvédomili, jakou informaci vlastné posledni véta sdéluje,
zamysleme se nad tim, jak dlouho by ona hypotetickd opice musela ve
skuteCnosti pracovat; pak si ihned uvédomime, Ze se velikost udaného Ccisla
vymyka nasi veskeré pfedstavivosti. Staci snad, abychom si pfipomenuli, Ze od
tzv. ,,velkého ttesku®, pii némz vznikl na§ vesmir, uplynulo cca 15 miliard let,
coz je méné nez 10" sekund. Na§ fiktivni §impanz by oviem nemél malo jen
Casu, ale 1 materidlu k uskutecnéni popsaného procesu. PoCet vSech atomi v
na$em vesmiru je totiz odhadovan ¢islem 10'”. Je nam nyni jasna velikost ¢isla
10799 A snad budeme také trochu méné sebevédomé piistupovat k faktu, Ze
teprve za timto Cislem nasleduje podstatnd ¢ast mnoziny N vSech pfirozenych
Cisel, o niz tak suverénné v hodindch matematiky hovoiime.



