Jméno: UÈO: login:

A. Písemka z lineární algebry II, kvìten 2001 { poèetní èást

Max. poèet bodù 12

1. Rovnicí 6x^2_1 + 4x_1x_2 + 6x^2 − 20x_1 − 28x_2 + 22 = 0

je dána ku¿eloseèka v R^2 . Urèete, o jaký druh ku¿eloseèky jde, najdìte její kanonický tvar ve vhodné bázi, její osy, støed a naèrtnìte její obrázek. (3 body) 2. V R^4 najdìte vzdálenost roviny α : (1, 1, −1, 1)+s(1, 0, 3, 0)+t(2, 0, −1, 0) od pøímky p : (3, 11, −1, 6)+

r(1, −4, 2, 3). Dále najdìte parametrickou rovnici pøímky q, která kolmo protíná α i p. Slovy popiźte struènì postup a vypoètìte. (3 body) 3. Na základì výpoètu vysvìtlete, proè zobrazení φ : R^3 → R^3 , φ(x) = Cx, popisuje symetrii podle nìjaké roviny ax_1 + bx_2 + cx_3 = 0.

Najdìte koe˛cienty a, b, c. (3 body)

A = −2 0 0 1 −9 1 −6 −4 0 0 −2 −2 0 0 0 −2 B = 1 2 0 3 −1 −2 0 −3 0 0 2 0 1 2 0 3 C = 1 3 2 2 −1 2 −1 2 −1 2 2

4.A pouze pro pøedmìt M004. Najdìte Jordanùv kanonický tvar J matice A a bázi prostoru R^4 , ve které má lineární operátor x → A · x matici J. (3 body) 4.B pouze pro pøedmìt M504. Najdìte vlastní èísla a vlastní vektory matice B. U vlastních èísel urèete jejich algebraickou a geometrickou násobnost a zjistìte, zda je matice B podobná nìjaké diagonální matici. (3 body)

Teoretická èást { pouze pro pøedmìt M004

Max. poèet bodù 10

1. Napiźte de˛nici skalárního souèinu na reálném vektorovém prostoru V . (1 bod) 2. Napiźte pøedpis adjungovaného zobrazení φ� : R^2 → R^2 k zobrazení φ : R^2 → R^2 , φ(x_1, x_2) = (2x_1 + x_2, 3x_1) ve standardním skalárním souèinu. (2 body) 3. Napiźte de˛nici ortogonálního lineárního zobrazení v reálném vektorovém prostoru V se skalárním souèinem. (1 bod) 4. Napiźte Jordanùv kanonický tvar matice 6×6 s vlastním èíslem 2 algebraické násobnosti 6 a geometrické násobnosti 5. (1 bod) 5. Napiźte nìjaký prostý homomorphismus grupy (R − {0}, ·) do grupy GL(4, R). (1 bod) 6. Doka¿te, ¿e regulární matice 3 × 3 s posledním sloupcem (0, 0, 1)^T tvoøí podgrupu grupy vźech regulárních matic GL(3, R). (2 body) 7. Ve standardní soustavì souøadnic x, y napiźte rovnici nìjaké paraboly, její¿ osa symetrie je pøímka

y = −3. (1 bod)

8. Nechż u_1, u_2, . . . , u_k jsou nenulové, navzájem kolmé vektory v reálném vektorovém prostoru V se skalárním souèinem. Z de˛nice doka¿te, ¿e jsou lineárnì nezávislé. (2 body)

Jméno: UÈO: login:

B. Písemka z lineární algebry II, kvìten 2001 { poèetní èást

Max. poèet bodù 12

1. Rovnicí 3x^2_1 + 3x^2 + 2x_1x_2 − 14x_1 − 10x_2 + 11 = 0

je dána ku¿eloseèka v R^2 . Urèete, o jaký druh ku¿eloseèky jde, najdìte její kanonický tvar ve vhodné bázi, její osy, støed a naèrtnìte její obrázek. (3 body) 2. V R^4 najdìte vzdálenost roviny α : (1, 1, 1, −1)+s(0, −2, 0, 1)+t(0, 1, 0, 3) od pøímky p : (11, 3, 6, −1)+

r(4, −1, −3, −2). Dále najdìte parametrickou rovnici pøímky q, která kolmo protíná α i p. Slovy popiźte struènì postup a vypoètìte. (3 body) 3. Na základì výpoètu vysvìtlete, proè zobrazení φ : R^3 → R^3 , φ(x) = Cx, popisuje symetrii podle nìjaké roviny ax_1 + bx_2 + cx_3 = 0.

Najdìte koe˛cienty a, b, c. (3 body)

A = 2 0 0 1 3 −1 −6 3 0 0 2 2 0 0 0 2 B = −2 −1 0 −3 2 1 0 3 0 0 2 0 2 1 0 3 C = 1 3 −1 2 2 2 2 −1 2 −1 2

4.A pouze pro pøedmìt M004. Najdìte Jordanùv kanonický tvar J matice A a bázi prostoru R^4 , ve které má lineární operátor x → A · x matici J. (3 body) 4.B pouze pro pøedmìt M504. Najdìte vlastní èísla a vlastní vektory matice B. U vlastních èísel urèete jejich algebraickou a geometrickou násobnost a zjistìte, zda je matice B podobná nìjaké diagonální matici. (3 body)

Teoretická èást { pouze pro pøedmìt M004

Max. poèet bodù 10

1. Napiźte de˛nici kvadratické formy f : V → R. (1 bod) 2. Napiźte pøedpis adjungovaného zobrazení φ� : R^2 → R^2 k zobrazení φ : R^2 → R^2 , φ(x_1, x_2) = (4x_1, x_1 + 3x_2) ve standardním skalárním souèinu. (2 body) 3. Napiźte de˛nici samoadjungovaného lineárního zobrazení v reálném vektorovém prostoru V se skalárním souèinem. (1 bod) 4. Napiźte Jordanùv kanonický tvar matice 7×7 s vlastním èíslem 4 algebraické násobnosti 7 a geometrické násobnosti 6. (1 bod) 5. Napiźte nìjaký prostý homomorphismus grupy GL(2, R) do grupy GL(3, R). (1 bod) 6. Nechż u_1, u_2, . . . , u_k jsou nenulové, navzájem kolmé vektory v reálném vektorovém prostoru V se skalárním souèinem. Z de˛nice doka¿te, ¿e jsou lineárnì nezávislé. (2 body) 7. Doka¿te, ¿e regulární matice 3 × 3 s posledním øádkem (0, 0, 1) tvoøí podgrupu grupy vźech regulárních matic GL(3, R). (2 body) 8. Ve standardní soustavì souøadnic x, y napiźte rovnici nìjaké paraboly, její¿ osa symetrie je pøímka

y = 5. (1 bod)

A. Øeźení poèetní èásti 1. Vlastní èísla a vektory jsou

λ_1 = 4, u_1 =^1p_2 (1, −1) λ_2 = 8, u_2 =^1p_2 (1, 1) Ku¿eloseèka je elipsa s rovnicí v souøadnicích báze 0, u_1, u_2 ( y_1 +^1p_2 2 )_2 + ( y_2 −^3p_2 √ 2 )_2

= 1.

Ve standardních souøadnicích má støed (1, 2), hlavní poloosu 2 ve smìru (1, −1), vedlejźí poloosu √ 2 ve smìru (1, 1).

2. Vektor kolmý k pøímce i rovinì je (0, 3, 0, 4). Prùniky

q ∩ α = (4, 1, 1, 1), q ∩ p = (4, 7, 1, 9)

dostaneme øeźením soustavy rovnic (s = t = r = 1). Vzdálenost je 10.

3. Matice C je ortogonální, má vlastní èísla −1, 1, 1 a vlastní vektor k −1 je u = (1, −2, 1). Proto se jedná o symetrii podle roviny kolmé k u procházející poèátkem a ta má rovnici

x_1 − 2x_2 + x_3 = 0.

4a. Vlastní èísla a vektory jsou

λ_1 = 1, v_1 = (0, 1, 0, 0) λ_2 = −2 alg. násobnosti 3, v_2 = (1, 3, 0, 0), v_3 = (0, 2, 1, 0) Poèátkem øetìzce délky 2 je vlastní vektor (1, −1, −2, 0).

V bázi α : (0, 1, 0, 0), (1, 3, 0, 0), (1, −1, −2, 0), (0, 1, 0, 1) má zobrazení Jordanùv kanonický tvar

1 0 0 0 0 −2 0 0 0 0 −2 1 0 0 0 −2

4b. Vlastní èísla a vektory jsou

λ_1 = 0, v_1 = (−2, 1, 0, 0), v_2 = (−3, 0, 0, 1) λ_2 = 2, v_3 = (0, 0, 1, 0), v_4 = (1, −1, 0, 1) V bázi α : (v_1, v_2, v_3, v_4) má zobrazení x → Bx diagonální matici

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 2

B. Øeźení poèetní èásti 1. Vlastní èísla a vektory jsou

λ_1 = 2, u_1 =^1p_2 (1, −1) λ_2 = 4, u_2 =^1p_2 (1, 1) Ku¿eloseèka je elipsa s rovnicí v souøadnicích báze 0, u_1, u_2 ( y_1 −^1p_2 2 )_2 + ( y_2 −^3p_2 √ 2 )_2

= 1.

Ve standardních souøadnicích má støed (2, 1), hlavní poloosu 2 ve smìru (1, −1), vedlejźí poloosu √ 2 ve smìru (1, 1).

2. Vektor kolmý k pøímce i rovinì je (3, 0, 4, 0). Prùniky

q ∩ α = (1, 4, 1, 1), q ∩ p = (7, 4, 9, 1)

dostaneme øeźením soustavy rovnic (s = r = −1, t = 1). Vzdálenost je 10.

3. Matice C je ortogonální, má vlastní èísla −1, 1, 1 a vlastní vektor k −1 je u = (−2, 1, 1). Proto se jedná o symetrii podle roviny kolmé k u, procházející poèátkem a ta má rovnici

−2x_1 + x_2 + x_3 = 0.

4a. Vlastní èísla a vektory jsou

λ_1 = −1, v_1 = (0, 1, 0, 0) λ_2 = 2 alg. násobnosti 3, v_2 = (2, 0, 1, 0), v_3 = (1, 1, 0, 0) Poèátkem øetìzce délky 2 je vlastní vektor (1, −3, 2, 0).

V bázi α : (0, 1, 0, 0), (2, 0, 1, 0), (1, −3, 2, 0), (0, 0, 1, 1) má zobrazení Jordanùv kanonický tvar

−1 0 0 0 0 2 0 0 0 0 2 1 0 0 0 2

4b. Vlastní èísla a vektory jsou

λ_1 = 0, v_1 = (1, −2, 0, 0), v_2 = (0, −3, 0, 1) λ_2 = 2, v_3 = (0, 0, 1, 0), v_4 = (−1, 1, 0, 1) V bázi α : (v_1, v_2, v_3, v_4) má zobrazení x → Bx diagonální matici

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 2