Jméno a pøíjmení: UÈ0: Pøedmìt:

D. Písemka z lineární algebry I, leden 2002 { poèetní èást

Max. poèet bodù 12

1. Vypoètìte souèin A · B dvou matic tvaru n × n, kde A_{ij} = 1 pro i ≥ j a A_{ij} = 0 pro i < j, B_{ij} = 1 pro i ≤ j a B_{ij} = 0 pro i > j. (2 body) 2. Pro které hodnoty parametrù a, b ∈ R soustava rovnic

x + y + az = 1 x + ay + z = 1 ax + y + a^2z = b

(i) nemá ¿ádné øeźení, (ii) má nekoneènì mnoho øeźení? V druhém pøípadì vźechna øeźení najdìte. (2 body) 3. V R^4 uva¿ujme rovinu ρ : (2, 8, 0, 1) + a(1, 0, −1, 1) + b(0, 1, −1, 0), pøímku p : (1, 7, −4, 1) + c(0, 0, 0, 1) a vektor v = (1, 1, 1, 0). Najdìte pøímku q se smìrovým vektorem v, která protíná pøímku p a rovinu ρ. Slovy popiźte struènì postup a vypoètìte. (2 body) 4. V R^4 zjistìte vzájemnou polohu roviny ρ : x_1 − 2x_2 + x_3 = 2, x_1 − 6x_2 + 3x_3 + 4x_4 = 10 a pøímky p : (2, 0, 0, 2) + α(2, 1, 0, 1). (2 body) 5. Matice pøechodu od báze α k bázi β v R^3 je (id)_{β,α} =

0
@^{1 0 −1}

0 1 0 1 1 0

1
A_.

Najdìte bázi α, je-li báze β = ((1, 1, 0)^T , (1, 0, 0)^T , (0, 1, −1)^T ). Transponování^T znamená, ¿e jde o sloupce. (2 body) 6. Uva¿ujme lineární zobrazení f : R^4 → R^4 takové, ¿e f(1, 0, 0, 0) = (1, 2, 1, 0), f(0, 1, 0, 0) = (0, 1, 3, 2),

f(1, 0, 1, 0) = (2, 5, 5, 2), f(1, 0, 0, 1) = (2, 3, −1, −2). Najdìte bázi Ker f a bázi Im f. (2 body)

Teoretická èást

Max. poèet bodù 8

1. Napiźte peèlivì de˛nici lineární nezávislosti vektorù u_1, u_2, . . . , u_k ve vektorovém prostoru U. (1 bod) 2. Napiźte de˛nici hodnosti matice A. (1 bod) 3. Napiźte matici (f)_{β,α} lineárního zobrazení f : R_2 [x] → R_1 [x], f(ax^2 + bx + c) = (a + b)x + (b − c) v bazích

α = (x^2, x, 1) a β = (x, 1). (1 bod)

4. Napiźte nìjakou bázi vektorového prostoru reálných matic A tvaru 2 × 2, pro které platí A = A^T . (1 bod) 5. Které vźechny axiomy vektorového prostoru nad R nejsou splnìny pro mno¿inu V = R − {0} a operace

a ⊙ x = ax a x ⊕ y = xy? (1 bod)

6. Napiźte pøedpis pro nìjaké lineární zobrazení f : R_1 [x] → R_1 [x] s jádrem Ker f = {2ax + a; a ∈ R}. (1 bod) 7. Napiźte vìtu (Frobeniovu) dávající do souvislosti øeźitelnost soustavy lineárních rovnic Ax = b s hodností matice soustavy. (1 bod) 8. Nechż f : U → V je lineární zobrazení a Ker f = {0}. Pøímo z de˛nice lineárního zobrazení a jádra doka¿te, ¿e f je prosté. (1 bod)

Jméno a pøíjmení: UÈ0: Pøedmìt:

G. Písemka z lineární algebry I, leden 2002 { poèetní èást

Max. poèet bodù 12

1. Vypoètìte souèin B · A dvou matic tvaru n × n, kde A_{ij} = 1 pro i ≥ j a A_{ij} = 0 pro i < j, B_{ij} = 1 pro i ≤ j a B_{ij} = 0 pro i > j. (2 body) 2. Pro které hodnoty parametrù c, d ∈ R soustava rovnic

x + z = 1 x + y = 1 x + cy − z = d (i) nemá ¿ádné øeźení, (ii) má nekoneènì mnoho øeźení? V druhém pøípadì vźechna øeźení najdìte. (2 body) 3. V R^4 uva¿ujme rovinu ρ : (0, 1, 2, 8) + a(−1, 1, 1, 0) + b(−1, 0, 0, 1), pøímku p : (−4, 3, 1, 7) + c(0, 1, 0, 0) a vektor v = (1, 0, 1, 1). Najdìte pøímku q se smìrovým vektorem v, která protíná pøímku p a rovinu ρ. Slovy popiźte struènì postup a vypoètìte. (2 body) 4. V R^4 zjistìte vzájemnou polohu roviny ρ : x_1 − 4x_2 − x_3 + 2x_4 = 6, −2x_1 + 6x_2 + x_3 − 2x_4 = −2 a pøímky

p : (0, 2, 0, 7) + α(2, 1, 0, 1). (2 body)

5. Matice pøechodu od báze α k bázi β v R^3 je (id)_{β,α} =

0
@^{1 0 −1}

0 1 0 1 1 0

1
A_.

Najdìte bázi α, je-li báze β = ((1, 0, 1)^T , (1, −1, 0)^T , (0, 1, 0)^T ). Transponování^T znamená, ¿e jde o sloupce. (2 body) 6. Uva¿ujme lineární zobrazení f : R^4 → R^4 takové, ¿e f(1, 0, 0, 0) = (1, 2, −1, 0), f(0, 1, 0, 0) = (0, 1, 1, 3),

f(0, 1, 1, 0) = (1, 2, −1, 0), f(0, 1, 0, 1) = (1, 4, 1, 6). Najdìte bázi Ker f a bázi Im f. (2 body)

Teoretická èást

Max. poèet bodù 8

1. Napiźte peèlivì de˛nici lineárního zobrazení f : U → V . (1 bod) 2. Napiźte matici (f)_{β,α} lineárního zobrazení f : R_1 [x] → R_2 [x], f(ax + b) = (a + b)x^2 + 2bx − a v bazích

α = (x, 1) a β = (x^2, x, 1). (1 bod)

3. Napiźte de˛nici lineární nezávislosti vektorù v_1, v_2, . . . , v_n v prostoru V . (1 bod) 4. Napiźte nìjakou bázi vektorového prostoru reálných matic A tvaru 3 × 3, pro které platí A = −A^T . (1 bod) 5. Které vźechny axiomy vektorového prostoru nad R nejsou splnìny pro mno¿inu V = R^2 a operace a⊙(x_1, x_2) = (ax_1, ax_2) a (x_1, x_2) ⊕ (y_1, y_2) = (x_1 + y_1, 2x_1 + 2y_2)? (1 bod) 6. Napiźte pøedpis pro nìjaké lineární zobrazení f : R_1 [x] → R_1 [x] s jádrem Ker f = {ax − 2a; a ∈ R}. (1 bod) 7. Napiźte vìtu dávající do souvislosti dimenzi prostoru øeźení soustavy lineárních rovnic Ax = 0 s hodností matice A. (1 bod) 8. Nechż f : U → V je lineární zobrazení. Pøímo z de˛nice lineárního zobrazení a jádra doka¿te, ¿e Ker f je vektorový podprostor. (1 bod)