8. AFINNÉ PODPRIESTORY A AFINNÉ ZOBRAZENIA

Keï sme v paragrafe 4.1, odvolávajúc sa na geometrický názor, ilustrovali pojem lineárneho podpriestoru, ako príklad sme uviedli, ¿e netriválne vlastné lineárne podpriestory "náźho\ trojrozmerného vektorového priestoru R^3 sú práve vźetky priamky a roviny prechádzajúce poèiatkom 0. Kritickejźí èitateţ mohol vtedy oprávnene zapochybovaż o adekvátnosti a prirodzenosti tohto pojmu, èi aspoò pocítiż potrebu zaviesż taký pojem podpriestoru, ktorý by napr. v R^3 zahàòal vźetky priamky a roviny, nielen tie prechádzajúce poèiatkom.

Podobne v paragrafe 6.1 sme hneï po de˛nícii pojmu lineárneho zobrazenia boli nútení uèiniż poznámku o jeho odliźnosti od pojmu lineárnej funkcie pou¿ívaného v matematickej analýze. Vzápätí sme prijali záväzok, ¿e sa s týmto nedostatkom v príhodný èas vyrovnáme.

Ten èas práve nastal. Spomínané medzery zaplníme de˛níciami pojmu a˛nného podpriestoru alebo tie¿ lineárnej variety a pojmu a˛nného zobrazenia. ńa¿iskom kapitoly bude klasi˛kácia vzájomnej polohy lineárnych variet vo vektorovom priestore.

V celej kapitole oznaèuje K nejaké pevné pole a m, n sú prirodzené èísla.

8.1. Body a vektory Na vektory, èi¿e na prvky vektorových priestorov { aspoò pokiaţ ide o koneènorozmerné vektorové priestory nad R { sa dívame ako na orientované úseèky s poèiatkom v bode 0. U¿ táto veta prezrádza, ¿e pôvodne sa na prvky takéhoto priestoru dívame ako na body a celý priestor chápeme ako homogénny, t. j. vźetky body pova¿ujeme za rovnocenné a nevyèleòujeme v òom nijaký privilegovaný bod za poèiatok. A¿ na základe tohto pôvodného porozumenia doká¿eme po vyèlenení nejakého poèiatku O (ktorým sa mô¿e staż ţubovoţný bod homogénneho priestoru) nahradiż bod A prísluźného priestoru orientovanou úseèkou −→ OA a abstrahovaż od jej polohy, to znamená uvidież za òou vektor u = −→ OA, daný len jej veţkosżou, smerom a orientáciou, ktorý mo¿no umiestniż do ţubovoţného bodu priestoru { nielen do poèiatku.

A˛nným priestorom nad poţom K rozumieme vektorový priestor V nad týmto poţom, pri pohţade na ktorý sme sa vrátili k onomu pôvodnému porozumeniu jeho źtruktúre a prvkom. To znamená, ¿e jeho prvky sa z vektorov stali opäż bodmi a poèiatok (t. j. nulový vektor) stratil svoje výsadné postavenie { stal sa z neho bod ako ka¿dý iný.

Formálnu de˛níciu a˛nného priestoru nad poţom K tu uvádzaż nebudeme. Sme toti¿ toho názoru, ¿e pokus formalizovaż rozdiel medzi oboma spomínanými pohţadmi na prvky vektorového priestoru by v tejto chvíli vniesol do veci viac zmätku ne¿ svetla. Celkom postaèí, keï úlohu prepínaèa medzi oboma pohţadmi zveríme dvojiciam slov "bod\ { "vektor\ a "a˛nný\ { "lineárny\, prípadne "a˛nný\ { "vektorový\. Na druhej strane vźak pred nami vyvstáva potreba formálnej de˛nície podmno¿ín vektorového priestoru, ktoré sú "vernými kópiami\ lineárnych podpriestorov { nemusia vźak prechádzaż poèiatkom, ale mo¿u byż umiestnené "kdekoţvek\.

8.2. A˛nné podpriestory V celom tomto a nasledujúcich dvoch paragrafoch V oznaèuje nejaký pevný, no inak ţubovoţný, vektorový priestor nad poţom K.

Kvôli pohodliu èitateţa budeme písmenami p, q, r (mo¿no s indexmi) znaèiż výluène body, u, v, w oznaèujú zasa výluène vektory, kým x, y, z mô¿u podţa potreby oznaèovaż body i vektory. Taktie¿ sa dohodneme, ¿e rozdiel dvoch bodov budeme chápaż ako vektor, kým súèet bodu a vektora ako bod.

Nech p, q ∈ V , p ≠ q. Priamkou prechádzajúcou alebo tie¿ urèenou bodmi p, q rozumieme mno¿inu ℓ(p, q), ktorú dostaneme tak, ¿e do bodu p umiestnime vźetky mo¿né skalárne násobky vektora q − p. Typický bod priamky ℓ(p, q) má teda tvar x = p + t(q − p) = (1 − t)p + tq, kde t ∈ K, èi¿e ℓ(p, q) = {sp + tq; s, t ∈ K & s + t = 1} ⊆ V. Tento výraz má, samozrejme, zmysel aj pre p = q, vtedy vźak nejde o priamku ale o jednobodovú mno¿inu ℓ(p, p) = {p}. Z uvedeného tvaru ihneï vidíme, ¿e ℓ(p, q) = ℓ(q, p) pre ţubovoţné p, q ∈ V .

Podmno¿inu M vektorového priestoru V nazývame jeho a˛nným podpriestorom alebo tie¿ lineárnou varietou vo V , ak M ≠ ∅ a pre vźetky p, q ∈ M platí ℓ(p, q) ⊆ M.

Lineárnu kombináciu, t. j. výraz tvaru

t_0p_0 + t_1p_1 + . . . + t_np_n = n∑ i=0 t_ip_i, kde n ∈ N, p_0, . . . , p_n ∈ V , t_0, t_1, . . . , t_n ∈ K, nazývame a˛nnou kombináciou bodov p_0, p_1, . . . , p_n, ak platí t_0 +t_1 +. . .+t_n = 1. A˛nnú kombináciu bodov budeme chápaż ako bod; iné lineárne kombinácie bodov ako a˛nné sa v naźich úvahách nevyskytnú. (Eźte si vźimnite si, ¿e ka¿dá a˛nná kombinácia je neprázdna, t. j. obsahuje aspoò jeden èlen.)

Nasledujúce tvrdenie, ktoré charakterizuje a˛nné podpriestory ako mno¿iny uzavreté vzhţadom na a˛nné kombinácie, je oèividne analógiou tvrdenia 4.1.2. 8.2.1. Tvrdenie. Pre ţubovoţnú neprázdnu mno¿inu M ⊆ V nasledujúce podmienky sú ekvivalentné:

(i) M je a˛nný podpriestor vo V ;

(ii) pre ţubovoţné p, q ∈ M, s ∈ K platí sp + (1 − s)q ∈ M;

(iii) pre ka¿dé n ∈ N a ţubovoţné p_0, p_1, . . . , p_n ∈ M, t_0, t_1 . . . , t_n ∈ K také, ¿e t_0 + t_1 + . . . + t_n = 1, platí t_0p_0 + t_1p_1 + . . . + t_np_n ∈ M.

Dôkaz. Ekvivalencia (i) ⇔ (ii) je zrejmá, keï¿e podmienka (ii) je len inou formuláciou inklúzie ℓ(p, q) ⊆ M. Implikácia (iii) ⇒ (ii) je triviálna. Staèí teda dokázaż implikáciu (ii) ⇒ (iii).

Predpokladajme (ii) a pripusżme, ¿e podmienka (iii) neplatí. Oznaème n najmenźie prirodzené èíslo, pre ktoré to nastane. Potom n > 1 a pre vźetky k < n podmienka (iii) platí, èi¿e M je uzavretá na a˛nné kombinácie ≤ n bodov. Nech p_0, . . . , p_n ∈ M, t_0, . . . , t_n ∈ K sú také, ¿e t_0 +. . .+t_n = 1 a t_0p_0 +. . .+t_np_n /∈ M. Potom zrejme t_i ≠ 1, pre aspoò jedno 0 ≤ i ≤ n; teda bez ujmy na vźeobecnosti mô¿eme predpokladaż, ¿e t_0 ≠ 1. Oznaème q = t_1 1 − t_0 p_1 + . . . + t_n 1 − t_0 p_n. Keï¿e t_1 1 − t_0 + . . . + t_n 1 − t_0 = t_1 + . . . + t_n 1 − t_0

= 1,

q ∈ M, lebo q je a˛nnou kombináciou n bodov z M. Potom t_0p_0 + t_1p_1 + . . . + t_np_n = t_0p_0 + (1 − t_0)q ∈ M podţa (ii). To je vźak spor.

Nasledujúca veta ukazuje, ¿e a˛nné podpriestory skutoène nie sú nièím iným, ne¿ lineárnymi podpriestormi posunutými do ţubovoţného bodu prísluźného vektorového priestoru.

8.2.2. Veta. Nech M ⊆ V . Potom M je a˛nný podpriestor vo V práve vtedy, keï existuje bod p ∈ V a lineárny podpriestor S ⊆ V taký, ¿e M = p + S = {p + u; u ∈ S}. V tom prípade pre vźetky q, r ∈ M, u ∈ S platí q − r ∈ S, q + u ∈ M, M = q + S, S = {x − q; x ∈ M} = {x − y; x, y ∈ M}. Dôkaz. Nech M ⊆ V je a˛nný podpriestor a p ∈ M je jeho ţubovoţný bod. Polo¿me S = {x − p; x ∈ M}. Potom zrejme M = p+S. Staèí teda dokázaż, ¿e S ⊆ V je lineárny podpriestor. Keï¿e p ∈ M, platí 0 = p − p ∈ S. Uká¿eme uzavretosż S na lineárne kombinácie. Nech u, v ∈ S, a, b ∈ K. Potom u = x − p, v = y − p pre nejaké x, y ∈ M. Jednoduchý výpoèet dáva au + bv = a(x − p) + b(y − p) = ax + by + (1 − a − b)p − p. Prvé tri sèítance tvoria a˛nnú kombináciu bodov z M, teda ax+by+(1−a−b)p ∈ M; preto tie¿ au + bv ∈ S

Nech naopak M = p + S pre nejaký bod bod p ∈ V a lineárny podpriestor S ⊆ V . Staèí ukázaż uzavretosż M na a˛nné kombinácie. Nech x, y ∈ M, t ∈ K. Potom x = p + u, y = p + v pre nejaké u, v ∈ S. Poèítajme

tx + (1 − t)y = t(p + u) + (1 − t)(p + v) = p + tu + (1 − t)v. Keï¿e tu + (1 − t)v ∈ S, dostávame tx + (1 − t)y ∈ M.

Ïalźie tri podmienky mo¿no teraz overiż priamymi výpoètami, ktoré prenechávame èitateţovi; źtvrtá z nich okam¿ite vyplýva.

8.2.3. Dôsledok. Ka¿dý lineárny podpriestor S vektorového priestoru V je jeho a˛nným podpriestorom. A˛nný podpriestor M vektorového priestoru V je jeho lineárnym podpriestorom práve vtedy, keï 0 ∈ M.

Zameraním alebo tie¿ smerovým podpriestorom a˛nného podpriestoru M ⊆ V nazývame lineárny podpriestor Dir M = {x − y; x, y ∈ M} ⊆ V. (Oznaèenie pochádza z anglického slova direction). Podţa vety 8.2.2 je Dir M jediný lineárny podpriestor vo V taký, ¿e M = p + Dir M pre nejaké (pre ka¿dé) p ∈ M. Taktie¿ pre ka¿dé p ∈ M platí Dir M = {x − p; x ∈ M}. Pre ţubovoţnú usporiadanú (n + 1)-ticu bodov (p_0, . . . , p_n), vektorového priestoru V , prípadne pre jeho koneènú podmno¿inu {p_0, . . . , p_n} ≠ ∅, oznaème

ℓ(p_0, . . . , p_n) = {t_0p_0 + . . . + t_np_n; t_0, . . . , t_n ∈ K & t_0 + . . . + t_n = 1}

mno¿inu vźetkých a˛nných kombinácií bodov p_0, . . . , p_n. Z práve dokázaného tvrdenia vyplýva, ¿e ℓ(p_0, . . . , p_n) je najmenźí a˛nný podpriestor vo V , ktorý obsahuje vźetky body p_0, . . . , p_n; nazývame ho a˛nný obal bodov alebo aj a˛nný podpriestor generovaný bodmi p_0, . . . , p_n.

Vo vźeobecnosti mo¿no pre ţubovoţnú (i nekoneènú) neprázdnu mno¿inu X ⊆ V de˛novaż jej a˛nný obal ℓ(X), nazývaný tie¿ a˛nný podpriestor generovaný mno¿inou X, ako mno¿inu vźetkých (koneèných) a˛nných kombinácií bodov z X. Opäż platí, ¿e ℓ(X) je najmenźí a˛nný podpriestor vo V taký, ¿e X ⊆ ℓ(X).

8.2.4. Tvrdenie. Nech p_0, p_1, . . . , p_n ∈ V . Potom

ℓ(p_0, p_1, . . . , p_n) = p_0 + [p_1 − p_0, . . . , p_n − p_0], Dir ℓ(p_0, p_1, . . . , p_n) = [p_1 − p_0, . . . , p_n − p_0].

Dôkaz prenechávame ako cvièenie èitateţovi.

Dimenziou alebo tie¿ rozmerom a˛nného podpriestoru M ⊆ V , oznaèenie dim M, nazývame dimenziu jeho zamerania, teda

dim M = dim Dir M.

Body p_0, p_1, . . . , p_n vektorového priestoru V nazývame a˛nne nezávislé, ak vektory p_1 − p_0, . . . , p_n − p_0 sú lineárne nezávislé. Z nasledujúceho oèividného tvrdenia okrem iného vyplýva, ¿e body p_0, p_1, . . . , p_n ∈ V sú a˛nne nezávislé práve vtedy, keï pre nejaké (pre ka¿dé) 0 ≤ k ≤ n vektory p_j − p_k, kde 0 ≤ j ≤ n a j ≠ k, sú lineárne nezávislé.

8.2.5. Tvrdenie. Body p_0, p_1, . . . , p_n ∈ V sú a˛nne nezávislé práve vtedy, keï

dim ℓ(p_0, p_1, . . . , p_n) = n

Zrejme 0-rozmerné a˛nné podpriestrory vo V sú práve vźetky body p ∈ V (presnejźie, vźetky jednobodové podmno¿iny vo V ). Tieto a˛nné podpriestory nazývame tie¿ triviálne. Jednorozmené a˛nné podpriestory vo V nazývame priamkami. Ka¿dá priamka má naozaj tvar ℓ(p, q) pre nejaké a˛nne nezávislé (t. j. rôzne) body p, q ∈ V . Dvojrozmerné a˛nné podpriestory vo V nazývame rovinami. Taktie¿ samotný priestor V je svojim nevlastným a˛nným podpriestorom. Ak dim V = n, tak (n − 1)-rozmerné a˛nné podpriestory vo V nazývame nadrovinami.

Kým pojmy "bod\, "priamka\ a "rovina\ sú absolútne v tom zmysle, ¿e závisia len na dimenzii prísluźného a˛nného podpriestoru, pojem nadroviny je relatívny, lebo závisí na vzżahu dimenzií a˛nného podpriestoru a celého priestoru. Napríklad ak dim V = 1 (t. j. ak samotné V je priamka), tak ka¿dý bod vo V je zároveò nadrovinou. Nadrovinami v dvojrozmernom priestore (t. j. v rovine) sú zasa vźetky priamky. V trojrozmernom priestore V pojmy roviny a nadroviny splývajú. V źtvorrozmernom priestore sú zasa nadrovinami trojrozmerné podpriestory; atï. Eźte poznamenajme, ¿e v 0-rozmernom (t. j. jednobodovom) priestore V niet priamok, rovín ani nadrovín.

8.3. Prienik a spojenie a˛nných podpriestorov V tomto paragrafe mierne zovźeobecníme niektoré výsledky paragrafov 4.3 a 5.4. o prieniku a súète lineárnych podpriestorov do podoby pou¿iteţnej pre a˛nné podpriestory.

8.3.1. Tvrdenie. Nech M, N ⊆ V sú a˛nné podpriestory. Potom M ∩ N je a˛nný podpriestor vo V práve vtedy, keï M ∩ N ≠ ∅. V tom prípade

Dir(M ∩ N) = Dir M ∩ Dir N.

Dôkaz. Ak M ∩N = ∅, tak to samozrejme nie je a˛nný podpriestor. Nech M ∩N ≠ ∅. Oznaème S = Dir M, T = Dir N prísluźné smerové podpriestory. Zvoţme ţubovoţný bod p ∈ M ∩ N. Staèí dokázaż rovnosż M ∩ N = p + (S ∩ T ). Zvoţme q ∈ M ∩ N. K nemu existujú u ∈ S, v ∈ T také, ¿e q = p + u = p + v. Potom u = v ∈ S ∩ T a q ∈ p + (S ∩ T ). Teda M ∩ N ⊆ p + (S ∩ T ). Obrátená inklúzia je triviálna.

Neprázdnosż prieniku M ∩ N mo¿no zaruèiż za predpokladu, ¿e lineárny priestor Dir M + Dir N je "dosż veţký\.

8.3.2. Tvrdenie. Nech M, N ⊆ V sú a˛nné podpriestory. Potom

Dir M + Dir N = V ⇒ M ∩ N ≠ ∅.

Dôkaz. Oznaème S = Dir M, T = Dir N. Zvoţme ţubovoţné p ∈ M, q ∈ N. Keï¿e S + T = V , existujú vektory u ∈ S, v ∈ T také, ¿e q − p = u + v. Potom

q = p + (q − p) = p + u + v

V dôsledku toho p + u = q − v ∈ M ∩ N, lebo vektor vţavo je z M a vektor vpravo z N.

Spojením a˛nných podpriestorov M, N ⊆ V , oznaèenie M ⊔ N, nazývame a˛nný obal ich zjednotenia. Teda M ⊔ N = ℓ(M ∪ N). Zrejme M ⊔ N je najmenźí a˛nný podpriestor vo V , ktorý obsahuje M aj N, a pre lineárne podpriestory S, T ⊆ V platí S ⊔ T = S + T . 8.3.3. Tvrdenie. Nech M, N ⊆ V sú a˛nné podpriestory. (a) Ak M ∩ N ≠ ∅, tak Dir(M ⊔ N) = Dir M + Dir N, M ⊔ N = M + Dir N = N + Dir M.

(b) Ak M ∩ N = ∅, tak pre ţubovoţné p ∈ M, q ∈ N platí Dir(M ⊔ N) = [q − p] + Dir M + Dir N, M ⊔ N = M + ([q − p] + Dir N) = N + ([q − p] + Dir M).

Poznámka. Stojí za zmienku, ¿e obe rovnosti z (b) sú splnené aj za predpokladu M ∩ N ≠ ∅. V tom prípade vźak pre ţubovoţné r ∈ M ∩ N platí

q − p = (r − p) + (q − r) ∈ Dir M + Dir N,

tak¿e vektor q − p mo¿no v prísluźných vzżahoch vynechaż. Rovnako tomu bude i v príklade 8.3.5.

Dôkaz. Staèí dokázaż len (b), lebo (a) z neho vyplýva vo svetle naźej poznámky. Oznaème S = Dir M, T = Dir N a zvoţme p ∈ M, q ∈ N. Budeme dokazovaż iba rovnosż M ⊔ N = p + [q − p] + S + T ;

zvyźok je u¿ jej bezprostredným dôsledkom.

Ka¿dý bod r ∈ M ⊔ N je a˛nnou kombináciou r = m∑ i=0 s_ip_i + n∑ j=0 t_j q_j kde p_0, . . . , p_m ∈ M, q_0, . . . , q_n ∈ M, s_0, . . . , s_m, t_0, . . . , t_n ∈ K a ∑ i s_i + ∑ j t_j = 1.

Potom p_i − p ∈ S, q_j − q ∈ T pre i ≤ m, j ≤ n. Oznaème s = s_0 + . . . + s_m, t = t_0 + . . . + t_n a poèítajme r = (sp + tq) + m∑ i=0 s_i(p_i − p) + n∑ j=0 t_j (q_j − q)

= p + t(q − p) + m∑ i=0 s_i(p_i − p) + n∑ j=0 t_j (q_j − q) ∈ p + [q − p] + S + T, keï¿e t = 1 − s. Teda M ⊔ N ⊆ p + [q − p] + S + T . Obrátená inklúzia je triviálna.

8.3.4. Dôsledok. Nech M, N ⊆ V sú koneènorozmerné a˛nné podpriestory. Potom

dim(M ⊔ N) = { dim M + dim N − dim(M ∩ N), ak M ∩ N ≠ ∅, dim M + dim N − dim(Dir M ∩ Dir N) + 1, ak M ∩ N = ∅.

8.3.5. Príklad. Vo vektorovom priestore V uva¿ujme koneènorozmerné a˛nné podpriestory M = p + [u_1, . . . , u_m], N = q + [v_1, . . . , v_n].

Potom M ⊔ N = { p + [u_1, . . . , u_m, v_1, . . . , v_n], ak M ∩ N ≠ ∅, p + [q − p, u_1, . . . , u_m, v_1, . . . , v_n], ak M ∩ N = ∅,

dim(M ⊔ N) = { dim[u_1, . . . , u_m, v_1, . . . , v_n], ak M ∩ N ≠ ∅, dim[q − p, u_1, . . . , u_m, v_1, . . . , v_n]), ak M ∩ N = ∅. Ak navyźe predpokladáme, ¿e tak vektory u_1, . . . , u_m ako aj vektory v_1, . . . , v_n sú lineárne nezávislé, tak

dim(M ⊔ N) = { m + n − k, ak M ∩ N ≠ ∅, m + n − k + 1, ak M ∩ N = ∅,

kde k = dim([u_1, . . . , u_m] ∩ [v_1, . . . , v_n]).

8.3.6. Príklad. V ståpcovom priestore R^4 sú dané vektory x = (1, 2, 3, 4)^T , y = (0, −3, 1, −1)^T , z = (1, 1, 0, 0)^T , u = (0, −2, 4, 3)^T , v = (2, 6, 2, 5)^T , w = (0, 0, 1, 1)^T a bli¿źie neurèené body p, q. Potom S = [x, y, z], T = [u, v, w] sú lineárne podpriestory a M = p + S, N = q + N sú a˛nné podpriestory v R^4 . Nájdeme dimenzie lineárnych podpriestorov S + T , S ∩ T a a˛nných podpriestorov M ∩ N, M ⊔ N v závislosti na p, q. Lineárny podpriestor S + T je generovaný ståpcami blokovej matice 1 0 1 2 −3 1 3 1 0 4 −1 0

| | | | | |

| | | | | | 0 2 0 −2 6 0 4 2 1 3 5 1 ,

prièom ståpce ţavého bloku generujú lineárny podpriestor S a ståpce pravého bloku lineárny podpriestor T . Táto matica je riadkovo ekvivalentná s blokovou maticou 1 0 1 0 1 −3 0 0 3 0 0 0

| | | | | |

| | | | | | 0 2 0 4 −4 0 −3 3 1 0 0 1

v stupòovitom tvare, ktorej riadky majú vedúce prvky v ståpcoch 1, 2, 3 a 6. Hneï vidíme, ¿e vektory x, y, z tvoria bázu S a vektory x, y, z, w bázu S + T . Doupravovaním pravého bloku na riadkovo ekvivalentný stupòovitý tvar 4 −4 0 0 2 0 0 0 1 0 0 0 sa mo¿no presvedèiż, ¿e i vektory u, v, w sú lineárne nezávislé, teda tvoria bázu T . Zhrnutím dostávame dim S = dim T = 3, dim(S + T ) = 4. Odtiaţ podţa vety 5.4.1 vyplýva dim(S ∩T ) = 3+3−4 = 2. Tak¿e S +T = R^4 , a bez toho, ¿e by sme èokoţvek ïalej poèítali, z tvrdenia 8.3.2 vieme, ¿e nezávisle na bodoch p, q platí M ∩ N ≠ ∅. Preto dim(M ∩ N) = dim(S ∩ T ) = 2 podţa tvrdenia 8.3.1. S pou¿itím tvrdenia 8.3.3 a dôsledku 8.3.4 dostávame dim(M ⊔ N) = dim(S + T ) = 4.

8.4. Vzájomná poloha a˛nných podpriestorov V tomto paragrafe podáme sţúbenú klasi˛káciu vzájomnej polohy dvojíc netriviálnych vlastných a˛nných podpriestorov vo vektorovom priestore V . (Hoci to nie je z logického hţadiska nevyhnutné, aby sme sa vyhli triedeniu trivialít, body a celý priestor V z naźich úvah vyluèujeme.) Táto téma prirodzeným spôsobom rozźiruje látku stredoźkolskej geometrie, zahàòajúcu klasi˛káciu vzájomnej polohy priamok v rovine resp. priamok a rovín v (trojrozmernom) priestore.

Polohu netriviálnych vlastných lineárnych variet M, N ⊆ V budeme klasi˛kovaż na základe dvoch kritérií:

(A) Ak platí Dir M ⊆ Dir N ∨ Dir N ⊆ Dir M, hovoríme, ¿e M, N sú rovnobe¿né a píźeme M ‖ N.

V opaènom prípade, t. j. ak platí Dir M ⊈ Dir N & Dir N ⊈ Dir M, hovoríme, ¿e M, N nie sú rovnobe¿né, a píźeme M ‖̸ N.

(B) Ak platí M ∩ N ≠ ∅, hovoríme, ¿e M, N sa pretínajú.

V opaènom prípade, t. j. ak M ∩ N = ∅, hovoríme, ¿e M, N sa nepretínajú, alebo, ¿e sú disjunktné.

Celkovo teda dostávame źtyri mo¿nosti:

(1) M ‖ N & M ∩ N ≠ ∅, èi¿e M, N sú rovnobe¿né a pretínajú sa.

ěahko mo¿no nahliadnuż, ¿e v takom prípade platí Dir M ⊆ Dir N ⇔ M ⊆ N a Dir N ⊆ Dir M ⇔ N ⊆ M. Teda M ⊆ N alebo M ⊆ N. Hovoríme, ¿e jedna z lineárnych variet M, N je podvarietou druhej, alebo, ¿e M, N sú vo vzżahu inklúzie.

(2) M ‖ N & M ∩ N = ∅, èi¿e M, N sú rovnobe¿né a nepretínajú sa.

Tento prípad nazývame vzżahom pravej rovnobe¿nosti. (3) M ‖̸ N & M ∩ N ≠ ∅, èi¿e M, N nie sú rovnobe¿né a pretínajú sa.

Hovoríme, ¿e M, N sú rôznobe¿né.

(4) M ‖̸ N & M ∩ N = ∅, èi¿e M, N nie sú rovnobe¿né a nepretínajú sa.

V tomto prípade eźte rozliźujeme dve ïalźie mo¿nosti: (4a) Ak Dir M ∩ Dir N = {0}, hovoríme, ¿e M, N sú mimobe¿né. (4b) Ak Dir M ∩ Dir N ≠ {0}, hovoríme, ¿e M, N sú èiastoène rovnobe¿né.

Prípady (1), (2), (3) sú nám dobre známe zo stredoźkolskej planimetrie, s prípadom (4) sa vźak v rovine stretnúż nemo¿no { dve priamky v rovine buï splývajú alebo sú to pravé rovnobe¿ky alebo rôznobe¿ky. Zo stredoźkolskej stereometrie, okrem prípadov (1), (2), (3), ktoré sa realizujú vo vzájomných polohách dvojíc priamok, dvojíc rovín ako i priamky a roviny v trojrozmernom priestore, poznáme aj prípad (4a) { ide o prípad mimobe¿ných priamok. S prípadom (4b), t. j. s prípadom èiastoènej rovnobe¿nosti sme sa vźak dosiaţ nestretli a nedoká¿eme ho spojiż so ¿iadnou názornou geometrickou predstavou. Nie je to náhoda. Platí toti¿ nasledujúce tvrdenie.

8.4.1. Tvrdenie. Nech M, N ⊆ V sú èiastoène rovnobe¿né lineárne variety. Potom dim M ≥ 2, dim N ≥ 2 a dim V ≥ 4.

Dôkaz. Oznaème S = Dir M, T = Dir N. Potom S ∩ T je netriválny vlastný lineárny podpriestor ka¿dého zo zameraní S, T . Teda dim(S ∩ T ) ≥ 1, dim M = dim S ≥ 2, dim N = dim T ≥ 2 a taktie¿

dim(S ∩ T ) ≤ min(dim S, dim T ) − 1.

S pou¿itím vety 5.4.1 z toho vyplýva

dim(S + T ) = dim S + dim T − dim(S ∩ T ) ≥ dim S + dim T − min(dim S, dim T ) + 1 = max(dim S, dim T ) + 1 ≥ 3.

Keï¿e M ∩ N = ∅, podţa tvrdenia 8.3.2 je S + T vlastný lineárny podpriestor vo V . Preto dim V ≥ dim(S + T ) + 1 ≥ 4.

Na druhej strane v ţubovoţnom vektorovom priestore V dimenzie ≥ 4 nie je ża¿ké nájsż príklady èiastoène rovnobe¿ných lineárnych variet. Presvedète sa, ¿e napr.

M = [e_1, e_2], N = e_4 + [e_2, e_3]

sú èiastoène rovnobe¿né roviny v K^4. Skúste nájsż iné príklady. 8.5. A˛nné zobrazenia Nech U, V sú vektorové priestory nad tým istým poţom K. Hovoríme, ¿e f : V → U je a˛nné zobrazenie, ak pre ţubovoţné body p, q ∈ V a skalár s ∈ V platí f(sp + (1 − s)q) = sf(p) + (1 − s)f(q). Podobným spôsobom ako tvrdenie 8.2.1 mo¿no dokázaż, ¿e a˛nné sú práve tie zobrazenia f : V → U, ktoré zachovávajú vźetky a˛nné kombinácie. 8.5.1. Tvrdenie. Nech U, V sú vektorové priestory nad poţom K. Potom zobrazenie

f : V → U je a˛nné práve vtedy, keï pre ka¿dé n ∈ N, vźetky body p_0, . . . , p_n ∈ V a skaláry t_0, . . . , t_n ∈ K také, ¿e t_0 + . . . + t_n = 1, platí

f(t_0p_0 + . . . + t_np_n) = t_0f(p_0) + . . . + t_nf(p_n).

Posunutím alebo transláciou vektorového priestoru V o vektor u ∈ V nazývame zobrazenie V → V dané predpisom x → x + u.

Zrejme kompozíciou posunutia o vektor u ∈ V a posunutia o vektor v ∈ V je posunutie o vektor u + v. Ka¿dé posunutie je bijektívne zobrazenie; inverzné zobrazenie k posunutiu o vektor u je posunutie o opaèný vektor −u.

Z nasledujúcej vety okrem iného vyplýva, ¿e ka¿dé a˛nné zobrazenie mo¿no dostaż kompozíciou lineárneho zobrazenia a posunutia.

8.5.2. Veta. Nech U, V sú vektorové priestory nad poţom K. Potom zobrazenie

f : V → U je a˛nné práve vtedy, keï existuje vektor u ∈ U a lineárne zobrazenie φ: V → U také, ¿e pre ka¿dé x ∈ V platí f(x) = φ(x) + u.

Dôkaz. Treba dokázaż dve veci:

(1) Pre ţubovoţný vektor u ∈ V a lineárne zobrazenie φ: V → U je predpisom f(x) = φ(x) + u dané a˛nné zobrazenie f : V → U.

(2) Ak f : V → U je a˛nné zobrazenie, tak priradenie φ(x) = f(x) − f(0) de˛nuje lineárne zobrazenie φ: V → U.

V jednom i druhom prípade mo¿no zachovávanie dvojèlenných a˛nných resp. lineárnych kombinácií overiż priamymi výpoètami, ktoré prenechávame èitateţovi.

Zrejme vektor u ∈ U ako aj lineárne zobrazenie φ sú podmienkou vety urèené jednoznaène. Zobrazenie φ = f − f(0) nazývame lineárnou èasżou a vektor u = f(0) absolútnym èlenom a˛nného zobrazenia f. Píźeme tie¿ f = φ + u.

A˛nné zobrazenia sú tak zovźeobecnením funkcií f : K → K tvaru f(x) = ax + b, kde a, b ∈ K, ktoré (najmä v prípade K = R) v matematickej analýze nazývame lineárnymi, na viacrozmerné vektorové priestory.

8.5.3. Dôsledok. Nech U, V sú vektorové priestory nad poţom K. Potom (a) ţubovoţná translácia priestoru V je a˛nné zobrazenie; (b) ţubovoţné lineárne zobrazenie φ: V → U je a˛nné; (c) a˛nné zobrazenie f : V → U je lineárne práve vtedy, keï f(0) = 0.

8.5.4. Tvrdenie. Nech U, V , W sú vektorové priestory nad poţom K a g : W → V ,

f : V → U sú a˛nné zobrazenia. Potom aj ich kompozícia f ∘ g : W → U je a˛nné zobrazenie.

Dôkaz. Hoci priamym výpoètom mo¿no overiż, ¿e f ∘ g zachováva a˛nné kombinácie, podáme radźej dôkaz zalo¿ený na vete 8.5.2, ktorý nám poskytne informáciu navyźe.

Nech f = φ + u, g = ψ + v, kde φ: V → U, ψ : W → V sú lineárne zobrazenia a u = f(0), v = g(0). Potom pre z ∈ W s vyu¿itím linearity φ dostávame

(f ∘ g)(z) = φ(ψ(z) + v) + u = (φ ∘ ψ)(z) + φ(v) + u.

Teda zobrazenie f ∘ g je zlo¿ené z lineárneho zobrazenia φ ∘ ψ a posunutia o vektor φ(v) + u. Vzorec odvodený v naźom dôkaze stojí za zaznamenanie. Pre lineárne zobrazenia ψ : W → V , φ: V → U a vektory v ∈ V , u ∈ U platí

(φ + u) ∘ (ψ + v) = (φ ∘ ψ) + (φv + u).

8.5.5. Tvrdenie. Nech U, V sú vektorové priestory nad poţom K, f : V → U je a˛nné zobrazenie a M ⊆ V , N ⊆ U sú a˛nné podpriestory. Potom f(M) je a˛nný podpriestor v U a f�^1(N) je a˛nný podpriestor vo V alebo prázdna mno¿ina.

Dôkaz. Nech f = φ + u, kde φ je lineárna èasż f a u = f(0). Nech ïalej M = p + S, N = q + T , kde p ∈ M, q ∈ N a S ⊆ V , T ⊆ U sú lineárne podpriestory. Potrebný záver vyplýva z tvrdení 6.1.3, 8.2.2 a nasledujúcich rovností f(M) = f(p) + φ(S), f�1_{(N) =}^{{ z + φ}�^{1(T ), kde z ∈ V je ţubovoţné také, ¿e φ(z) = q − u,}

∅, ak neexistuje z ∈ V také, ¿e φ(z) = q − u,

ktorých dôkaz prenechávame èitateţovi.

Keï¿e ka¿dé posunutie je bijekcia, a˛nné zobrazenie f = φ+u: V → U s lineárnou èasżou φ je injektívne práve vtedy, keï φ je injektívne. Podobne, f je surjektívne práve vtedy, keï φ je surjektívne. Z toho u¿ priamo vyplývajú ïalźie tri výsledky.

Prvý z nich zovźeobecòuje vetu 6.2.3 o dimenzii jadra a obrazu. 8.5.6. Veta. Nech f : V → U je a˛nné zobrazenie, prièom V je koneènorozmerný vektorový priestor. Potom pre ţubovoţné y ∈ Im f platí

dim V = dim f�^1(y) + dim Im f.

A˛nnou transformáciou vektorového priestoru V nazývame ţubovoţné a˛nné zobrazenie f : V → V . Aj pre a˛nné transformácie platí obdoba dôsledku 6.2.4. 8.5.7. Dôsledok. Nech f : V → V je a˛nná transformácia koneènorozmerného vektorového priestoru V . Potom f je injektívna práve vtedy, keï je surjektívna. 8.5.8. Tvrdenie. Nech f : V → U je a˛nné zobrazenie s lineárnou èasżou φ a u = f(0). Potom f je bijektívne práve vtedy, keï φ je bijektívne. V tom prípade aj inverzné zobrazenie f�^1 : U → V je a˛nné a platí

f�1_{= φ}�1_{− φ}�1_{(u).}

Teda f�^1 je kompozíciou lineárneho zobrazenia φ�^1 a posunutia o vektor −φ�^1(u).

Nech U, V sú koneènorozmerné vektorové priestory a α, β sú bázy v U resp. vo V . Rozźírenou maticou a˛nného zobrazenia f : V → U s lineárnou èasżou φ a absolútnym èlenom u vzhţadom na bázy β, α nazývame blokovú maticu (f)_{α,β} = ( (φ)_{α,β} | (u)_α ) . Ak teda dim U = m, dim V = n, A = (φ)_{α,β} je matica lineárneho zobrazenia φ v bázach β = (v_1, . . . , v_n), α a a = (u)_α sú súradnice vektora u v báze α, tak rozźírenou maticou a˛nného zobrazenia f v bázach β, α je bloková matica (f)_{α,β} = ( (φv_1)_α, . . . , (φv_n)_α | (u)_α ) = (A | a) ∈ K^m�^{(n+1)}.

Súradnice bodu x ∈ V v báze β a súradnice jeho obrazu f(x) ∈ U v báze α sú tak spojené rovnosżou

(fx)_α = (φ)_{α,β} · (x)_β + (u)_α = A · (x)_α + a.

Samozrejme, ak f je lineárne zobrazenie, t. j. ak f = φ a u = 0, nemá význam rozźirovaż maticu (φ)_{α,β} o nulový ståpec.

Z tvrdenia 8.5.4, presnejźie z formuly odvodenej poèas jeho dôkazu, a z tvrdenia 8.5.8 s pou¿itím výsledkov paragrafov 6.4 a 7.2 vyplýva náź závereèný výsledok. 8.5.9. Tvrdenie. Nech U, V , W sú koneènorozmerné vektorové priestory nad poţom

K a α, β, γ sú nejaké bázy priestorov U, V , resp. W .

(a) Ak g : W → V , f : V → U sú a˛nné zobrazenia, ktoré majú v prísluźných bázach rozźírené matice (g)_{β,γ} = (B | b), (f)_{α,β} = (A | a), tak ich kompozícia f ∘ g : W → U má v bázach γ, α rozźírenú maticu (f ∘ g)_{α,γ} = (A · B | A · b + a). (b) Ak f : V → U je a˛nná bijekcia rozźírenou maticou (f)_{α,β} = (A | a) v bázach β, α, tak k nej inverzné zobrazenie je a˛nná bijekcia f�^1 : U → V , ktorá má v bázach α, β rozźírenú maticu ( f�1^)_{β,α =}^(_A�1_{| − A}�1_{· a}^)_.