3. SÚSTAVY LINEÁRNYCH ROVNÍC

V tejto kapitole sa predbe¿ne zoznámime so sústavami lineárnych rovníc nad vźeobecným poţom K a nauèíme sa ich rieźiż. Vyu¿ijeme pri tom zápis sústavy pomocou istej matice. ľtruktúrne vlastnosti mno¿iny vźetkých rieźení danej sústavy a ich dôsledky preźtudujeme a vyu¿ijeme a¿ neskôr, keï sa bli¿źie oboznámime so źtruktúrou vektorových priestorov.

3.1. Maticový zápis sústavy lineárnych rovníc

Pod lineárnou rovnicou o n neznámych x_1, . . . , x_n nad poţom K rozumieme formulu tvaru a_1x_1 + a_2x_2 + . . . + a_nx_n = b,

kde a_1, a_2, . . . , a_n, b ∈ K, v premenných x_1, x_2, . . . , x_n. Sústavou m lineárnych rovníc o n neznámych x_1, x_2, . . . , x_n nad poţom K rozumieme konjunkciu formúl tvaru

a_{11}x_1 + a_{21}x_2 + . . .+ a_{1n}x_n = b_1 a_{21}x_1 + a_{22}x_2 + . . .+ a_{2n}x_n = b_2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a_{m1}x_1+ a_{m2}x_2+ . . .+ a_{mn}x_n= b_m,

kde a_{ij} , b_i, pre 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, sú skaláry z poţa K. Maticu A = (a_{ij} ) ∈ K^{m×n} nazývame maticou sústavy, ståpcový vektor b = (b_1, . . . , b_m)^T ∈ K^m nazývame jej pravou stranou. Koneène rozźírenou maticou sústavy nazývame blokovú maticu (A | b) ∈ K^{m×(n+1)}. Sústava sa nazýva homogénna, ak b = 0; v opaènom prípade sa nazýva nehomogénna.

Uvedenú sústavu mo¿no struène a úsporne zapísaż v maticovom tvare A · x = b, prípadne, ak ide o homogénnu sústavu, v tvare A · x = 0. Rieźením sústavy A·x = b nazývame ţubovoţný vektor-ståpec x = (x1, x2, . . . , x_n)^T ∈ K^n, ktorého zlo¿ky vyhovujú ka¿dej z rovníc tejto sústavy, t. j. platí preò A · x = b. Vyrieźiż sústavu znamená nájsż vźetky jej rieźenia, t. j. popísaż mno¿inu vźetkých jej rieźení.

Dve sústavy A · x = b a B · x = c, kde A, B ∈ K^{m×n}, b, c ∈ K^{m×1}, sa nazývajú ekvivalentné, ak majú rovnakú mno¿inu rieźení, t. j. ak pre vźetky x ∈ K^n platí A · x = b práve vtedy, keï B · x = c.

Skôr ne¿ prikroèíme k otázke rieźenia sústav lineárnych rovníc, pova¿ujeme za potrebné upozorniż èitateţa na dve veci. 1

(a) Podèiarkujeme, ¿e rieźením sústavy rozumieme v¿dy vektor x a nie jeho zlo¿ky. Tak napríklad sústava

2x + 3y = 12 3x − 2y = 5

nad poţom R má, ako ţahko nahliadneme, jediné rieźenie (_x y ) = (_3 2 ) a nie dve rieźenia x = 3, y = 2. Keï si toto poriadne uvedomíme, mô¿eme (a samozrejme aj budeme) sa naïalej vyjadrovaż obvyklým spôsobom. Budeme teda hovoriż, ¿e sústava má jediné rieźenie x = 3, y = 2.

(b) Vźimnite si, ¿e poèet rovníc sústavy a poèet neznámych sa nemusia rovnaż. V obvyklom prípade, keï rovníc je rovnaký poèet ako neznámych, oèakávame, ¿e sústava bude maż jediné rieźenie. Keï je rovníc menej ne¿ neznámych, mô¿eme oèakávaż, ¿e sústava bude maż viacero (prípadne i nekoneène mnoho) rieźení. Naopak, keï je rovníc viac ako neznámych, mô¿e sa staż, ¿e sústava nebude maż nijaké rieźenie. Napriek tomu, ¿e tieto oèakávania vyjadrujú nieèo ako "prevládajúci trend\, ţahko mo¿no nájsż príklady, keï sa nemusia splniż. Zatiaţ len poznamenajme, ¿e homogénna sústava A · x = 0 má (bez ohţadu na poèet neznámych a poèet rovníc) v¿dy aspoò jedno rieźenie { je ním nulový vektor x = 0.

Nie je dôle¿ité, akými znakmi sú oznaèené neznáme v sústave A · x = b. Na jej rieźenie nemá nijaký vplyv, èi si vektor neznámych oznaèíme x = (x_1, . . . , x_n)^T alebo y = (y_1, . . . , y_n)^T alebo nejako inak. To znamená, ¿e celá informácia o tejto sústave, potrebná na nájdenie vźetkých jej rieźení, je obsiahnutá v rozźírenej matici sústavy (A | b), prípadne, ak ide o homogénnu sústavu, len v matici sústavy A. Preto i metóda rieźenia sústav lineárnych rovníc, s ktorou sa teraz zoznámime, bude zalo¿ená len na úprave tejto matice.

Struène povedané, rozźírenú maticu (A | b) sústavy A · x = b budeme upravovaż tak, aby sme dostali nejakú inú maticu (B |c), ktorá zodpovedá novej sústave B·x = c, prièom táto spåòa nasledujúce dve podmienky:

(a) Je ekvivalentná s pôvodnou sústavou A·x = b, t. j. má rovnakú mno¿inu rieźení. (b) Vźetky jej rieźenia mo¿no priamo vyèítaż z jej rozźírenej matice (B | c). V takom prípade hovoríme, ¿e sústava B · x = c je vyrieźená.

3.2. Redukovaný stupòovitý tvar matice

Naźou prvou úlohou teda bude vyjasniż si, ako by mala vyzeraż matica (B | c), aby sme prísluźnú sústavu B · x = c mohli pova¿ovaż za vyrieźenú. Za tým úèelom teraz zavedieme niekoţko pojmov.

Hovoríme, ¿e prvok a_{ij} matice A ∈ K^{m×n} je vedúci prvok i-teho riadku matice A, ak a_{ij} ≠ 0, a j = 1 alebo a_{il} = 0 pre vźetky 1 ≤ l < j. Inak povedané, vedúci prvok nenulového riadku je prvý nenulový prvok tohto riadku. Nulový riadok nemá vedúci prvok.

Hovoríme, ¿e matica A = (a_{ij} ) ∈ K^{m×n} je v redukovanom stupòovitom tvare, ak spåòa nasledujúce źtyri podmienky: (a) Ak r_i(A) ≠ 0 a r_k(A) = 0, tak i < k;

t. j. ka¿dý nenulový riadok matice A le¿í nad ka¿dým jej nulovým riadkom.

(b) Ak a_{ij} , a_{kl} sú vedúce prvky i-teho resp. k-teho riadku a i < k, tak aj j < l;

t. j. vedúci prvok vyźźieho riadku le¿í viac vţavo ne¿ vedúci prvok ni¿źieho riadku. (c) Ak a_{ij} je vedúci prvok i-teho riadku, tak a_{ij} = 1;

t. j. vedúci prvok ka¿dého nenulového riadku je 1.

(d) Ak a_{ij} je vedúci prvok i-teho riadku, tak a_{kj} = 0 pre ka¿dé k ≠ i;

t. j. v ståpci, v ktorom sa nachádza vedúci prvok nejakého riadku, sú vźetky ostatné prvky rovné 0.

Pokiaţ matica A spåòa len podmienky (a), (b), hovoríme, ¿e je v stupòovitom tvare. Pou¿íva sa tie¿ názov (redukovaný) schodovitý tvar.

Napríklad z uvedených matíc nad poţom R

0 2 1 1 0 0 0 0 0

2 3 0 1 0 0 1 4 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

1 2 3 4 0 1 2 3 0 0 1 2 0 0 0 1

1 0 1 0 0 1 2 0 0 0 0 1 0 0 0 0

ani jedna z matíc vţavo nie je v stupòovitom tvar; obe matice v strednom ståpci sú v stupòovitom tvare, nie vźak v redukovanom stupòovitom tvare; koneène, obe matice vpravo sú v redukovanom stupòovitom tvare. (V ka¿dom jednotlivom prípade si podrobne premyslite preèo.)

Taktie¿ ka¿dá jednotková matica I_n, ako aj vźetky nulové matice 0_{mn} sú v redukovanom stupòovitom tvare.

Uvedomme si teraz, akej sústave lineárnych rovníc zodpovedá rozźírená matica v redukovanom stupòovitom tvare. Napríklad (B | c) = 1 0 −2 0 0 0 1 6 0 0 0 0 0 1 0

| | | | | | | | | | 3 0 1 je matica v redukovanom stupòovitom tvare nad R. Táto matica zodpovedá sústave

x_1 − 2x_3 = 3 x_2 + 6x_3 = 0 x_4 = 1

v neznámych x_1, x_2, x_3, x_4, x_5. Hneï vidíme, ¿e táto sústava má nekoneène mnoho rieźení. Ka¿dej voţbe parametrov s, t ∈ R toti¿ zodpovedá jedno rieźenie

x_1 = 3 + 2s x_2 = − 6s x_3 = s x_4 = 1 x_5 = t.

Asi sa zhodneme na tom, ¿e preznaèenie neznámych za parametre x_3 = s, x_5 = t a ich presun na pravú stranu, je úprava natoţko bezprostredná, ¿e sústavu prislúchajúcu k matici (B | c) u¿ mo¿no pova¿ovaż za vyrieźenú. Na napísanie jej rieźenia nemusíme písaż prísluźnú sústavu, mô¿eme ho napísaż priamo na základe matice (B | c).

Dohodneme sa teda, ¿e sústavu lineárnych rovníc B · x = c nad poţom K budeme nazývaż vyrieźenou sústavou, ak jej rozźírená matica (B | c) je v redukovanom stupòovitom tvare. V prípade homogénnej sústavy sa, samozrejme, staèí obmedziż na maticu B. Teraz si predvedieme, ako mo¿no k danej blokovej matici (B | c) v redukovanom stupòovitom tvare, nájsż vźetky rieźenia sústavy B · x = c.

Najprv si ujasníme, kedy je taká sústava rieźiteţná, t. j. má aspoò jedno rieźenie. Odpoveï na túto otázku je jednoduchá: Sústava B · x = c má rieźenie práve vtedy, keï sa v matici (B | c) nenachádza riadok tvaru (0, . . . , 0 n-krát | 1).

Taký riadok toti¿ zodpovedá rovnici 0 = 1, ktorá oèividne nemá rieźenie. To, ¿e neprítomnosż takého riadku je i postaèujúcou podmienkou rieźiteţnosti sústavy, vyplýva z nasledujúceho postupu, ako toto rieźenie nájsż.

Ak sa v j-tom ståpci matice B nenachádza vedúci prvok ¿iadneho riadku, tak si neznámu x_j zvolíme za parameter; ak sa v j-tom ståpci nachádza vedúci prvok nejakého riadku, tak neznámu x_j si vyjadríme pomocou parametrov tak, ¿e ståpce matice B prislúchajúce týmto parametrom "prehodíme s opaèným znamienkom na druhú stranu\.

Presnejźiu formuláciu celého postupu vo vźeobecnej podobe si odpustíme. Názornejźie bude osvetliż ho na eźte jednom príklade.

(B | c) = 1 0 0 2/3 −1/2 0 1 0 3/4 0 0 0 1 −4 −2/5

| | | | | | | | | | 5 2 −2 je reálna matica v redukovanom stupòovitom tvare. Vidíme, ¿e sa v nej nenachádza riadok tvaru (0, 0, 0, 0 | 1), teda sústava B · x = c by mala maż rieźenie. Vedúce prvky riadkov matice B sa nachádzajú v ståpcoch 1, 2 a 3. Za parametre si teda zvolíme neznáme x_4 a x_5. Rieźením sústavy je ka¿dý vektor (x_1, x_2, x_3, x_4, x_5)^T ∈ R tvaru

x_1 = 5 −^2_3 s +^1_2 t

x_2 = 2 −^3_4 s

x_3 = −2 + 4s +^2_5 t x_4 = s x_5 = t,

kde parametre s, t ∈ R mô¿u nadobúdaż ţubovoţné hodnoty. Pre estétov eźte poznamenajme, ¿e zlomkov pri parametroch sa mo¿no jednoducho zbaviż. Je toti¿ jedno, èi si parametrické premenné zvolíme v tvare x_4 = s, x_5 = t alebo v tvare x_4 = 12s, x_5 = 10t, kde s, t ∈ R. Pri takejto voţbe parametrov dostaneme vźetky rieźenia sústavy v tvare bez zlomkov

x_1 = 5 − 8s + 5t x_2 = 2 − 9s x_3 = −2 + 36s + 4t x_4 = 12s x_5 = 10t.

3.3. Elementárne riadkové a ståpcové operácie (ERO a ESO)

Zatiaţ sme si ujasnili, na aký tvar treba upraviż rozźírenú maticu (A | b) sústavy A · x = b, aby sme získali s òou ekvivalentnú vyrieźenú sústavu B · x = c: rozźírená matica (B | c) novej sústavy musí byż v redukovanom stupòovitom tvare. Teraz si uká¿eme, ako to mo¿no urobiż. Maticu (A | b) budeme na redukovaný stupòovitý tvar upravovaż pomocou tzv. elementárnych riadkových operácií.

Elementárnou riadkovou operáciou, skrátene tie¿ ERO, na matici A ∈ K^{m×n} rozumieme

I. výmenu dvoch riadkov matice A;

II. vynásobenie niektorého riadku matice A nenulovým skalárom z poţa K; III. pripoèítanie skalárneho násobku niektorého riadku matice A k jej inému riadku. Matice A, B ∈ K^{m×n} sa nazývajú riadkovo ekvivalentné, oznaèenie A ∼ B, ak jednu z nich mo¿no upraviż na druhú koneèným poètom elementárnych riadkových operácií.

Prenechávame èitateţovi, aby si sám sformuloval analogické pojmy elementárnych ståpcových operácií (ESO) a ståpcovej ekvivalencie matíc, oznaèenie A≀B. Ich význam vyjde najavo a¿ v neskorźích kapitolách.

Výmenou i-teho a k-teho riadku v matici

A = r_1(A) . . r_i(A) . . r_k(A) . . r_m(A) dostaneme maticu r_1(A) . . r_k(A) . . r_i(A) . . r_m(A)

.

Opätovnou výmenou i-teho a k-teho riadku v tejto matici získame zasa maticu A.

Vynásobením i-teho riadku matice A skalárom c ≠ 0 dostaneme maticu

r_1(A) . . cr_i(A) . . r_k(A) . . r_m(A)

.

Vynásobením i-teho riadku tejto matice skalárom c^{−1} ≠ 0 získame opäż maticu A.

Koneène, pripoèítaním c-násobku i-teho riadku matice A k jej k-temu riadku z nej dostaneme maticu r_1(A) . . r_i(A) . . r_k(A) + cr_i(A) . . r_m(A)

.

Vźimnite si, ¿e i-ty riadok pri tom zostáva nezmenený. Maticu A z tejto matice získame pripoèítaním (−c)-násobku jej i-teho riadku k jej k-temu riadku.

Ak A · x = b je sústava s rozźírenou maticou (A | b) a bloková matica (A^′ | b^′) vznikne z (A | b) vykonaním jednej (nezále¿í ktorej) ERO, tak sústava A^′ · x = b^′ je ekvivalentná s pôvodnou sústavou A · x = b. Elementárne riadkové operácie na matici (A | b) toti¿ zodpovedajú postupne zámene poradia dvoch rovníc sústavy, vynásobením niektorej rovnice nenulovým skalárom a pripoèítaním nejakého násobku jednej rovnice k inej rovnici (presnejźie nahradením dojice rovníc r_i(A) · x = b_i, r_k(A) · x = b_k dvojicou rovníc r_i(A) · x = b_i, (r_k(A) + cr_i(A)) · x = b_k + cb_i). Z pred chvíţou vykonaných úvah vyplýva, ¿e ide o ekvivalentné úpravy, ktorými sa mno¿ina rieźení sústavy nezmení { od novej sústavy A^′ · x = b^′ sa mo¿no vhodnou ERO vykonanou na jej rozźírenej matici opäż vrátiż k pôvodnej sústave A · x = b.

3.3.1. Tvrdenie. Nech K je pole, A, B ∈ K^{m×n}, b, c ∈ K^m. Ak sú blokové matice (A | b), (B | c) riadkovo ekvivalentné, tak i sústavy lineárnych rovníc A · x = b, B · x = c sú ekvivalentné.

Dôkaz. Podţa predpokladu existuje postupnosż blokových matíc (A | b) = (C0 | d0), (C_1 | d_1), . . . , (C_p | d_p) = (B | c) typu m × (n + 1) takých, ¿e pre ka¿dé l < p matica (C_{l+1} | d_{l+1}) vznikne vykonaním jedinej ERO z matice (C_l | d_l). Potom vźetky sústavy C_l · x = d_l majú tú istú mno¿inu rieźení, t. j. sú ekvivalentné.

3.3.2. Veta. Ka¿dá matica nad poţom K je riadkovo ekvivalentná s nejakou maticou v redukovanom stupòovitom tvare.

Poznámka. Mo¿no dokonca dokázaż, ¿e ka¿dá matica nad K je riadkovo ekvivalentná s práve jednou maticou v redukovanom stupòovitom tvare. Inak povedané, spomínaný redukovaný stupòovitý tvar danej matice je jednoznaène urèený.

Namiesto dôkazu uvedenej vety vo vźeobecnej podobe sa radźej len na konkrétnych príkladoch nauèíme, ako mo¿no k danej matici A nájsż s òou riadkovo ekvivalentnú maticu v redukovanom stupòovitom tvare. Náź prístup má navyźe tú výhodu, ¿e z radu mo¿ných postupov, medzi ktorými si mo¿no pru¿ne voliż podţa okolností, nám nesugeruje jedinú stratégiu, na jednu z ktorých by sme sa nevyhnutne museli obmedziż pri vźeobecnom dôkaze. Ambicióznejźí èitateţ v uvedených príkladoch ţahko i sám zahliadne myźlienku vźeobecného dôkazu. Napokon, aby sme sa nebavili iba o maticiach, zaèneme zaka¿dým s nejakou sústavou lineárnych rovníc. Tým sa zároveò nauèíme rieźiż ţubovoţnú sústavu lineárnych rovníc nad daným poţom pomocou elementárnych riadkových operácií na jej rozźírenej matici, prípadne rozpoznaż, ¿e daná sústava nemá rieźenie.

3.3.3. Príklad. Je daná sústava

2x_1 + 3x_2 − x_4 = 1 3x_1 + 2x_2 + 4x_3 − 2x_4 = 0 x_1 − x_2 + 4x_3 − x_4 = 2

troch rovníc o źtyroch neznámych nad poţom R. Jej rozźírená matica je

2 3 0 −1 3 2 4 −2 1 −1 4 −1

| | | | | | | | | | 1 0 2 .

Pri jej úprave na redukovaný stupòovitý tvar (podobne ako i v ïalźích príkladoch) budeme vynechávaż niektoré medzikroky a zaznamenáme len niektoré výsledky viacerých vykonaných ERO. Posledný riadok matice dáme na prvé miesto, potom jeho (−2)-násobok pripoèítame k pôvodnému prvému riadku, ktorý posunieme na druhé miesto, a (−3)-násobok toho istého riadku pripoèítame k pôvodnému druhému riadku, ktorý posunieme na tretie miesto. Dostaneme tak maticu

1 −1 4 −1 0 5 −8 1 0 5 −8 1

| | | | | | | | | | 2 −3 −6 .

Pripoèítaním (−1)-násobku druhého riadku k tretiemu dostaneme maticu

1 −1 4 −1 0 5 −8 1 0 0 0 0

| | | | | | | | | | | | 2 −3 −3 .

U¿ z tohto tvaru vidíme, ¿e sústava zodpovedajúca poslednej matici nemá rieźenie { obsahuje toti¿ rovnicu 0 = −3. Teda ani pôvodná sústava (hoci neznámych je v nej viac ne¿ rovníc) nemá rieźenie. Z cvièných dôvodov vźak dokonèíme úpravu na redukovaný stupòovitý tvar, ktorý dostaneme vynásobením tretieho riadku skalárom −1/3, pripoèítaním (−2)-násobku resp. 3-násobku tohto nového riadku k prvému resp. druhému riadku a, koneène, vynásobením druhého riadku skalárom 1/5:

1 0 12/5 6/5 0 1 −8/5 1/5 0 0 0 0

| | | | | | | | | | 0 0 1 .

Èitateţ by si mal vźimnúż, ¿e po nastavení vedúceho prvku niektorého riadku na hodnotu 1 okam¿ite pristupujeme k nulovaniu zvyźných prvkov ståpca, v ktorom le¿í tento vedúci prvok.

3.3.4. Príklad. Rieźme sústavu

x + 2iy = 5 + 4i (3 − i)y + (6 − 2i)z = 10 2x − z = 5 + 3i x + y + z = 5 + 2i

źtyroch rovníc o troch neznámych nad poţom C . Jej rozźírená matica je 1 2i 0 0 3 − i 6 − 2i 2 0 −1 1 1 1

| | | | | |

| | | | | | 5 + 4i 10 5 + 3i 5 + 2i .

Prehoïme jej posledný riadok na prvé miesto a zvyźné riadky posuòme o jedno miesto nadol. V takto získanej matici pripoèítajme (−1)-násobok prvého riadku k druhému riadku a (−2)-násobok prvého riadku k źtvrtému riadku. Koneène vynásobme tretí riadok skalárom (3 + i)/10. Dostaneme maticu

1 1 1 0 −1 + 2i −1 0 1 2 0 −2 −3

| | | | | |

| | | | | | 5 + 2i 2i 3 + i −5 − i .

(−1)-násobok tretieho riadku pripoèítame k prvému riadku, jeho (1 − 2i)-násobok k druhému a 2-násobok k źtvrtému. Nakoniec výmenou druhého a tretieho riadku dostaneme maticu 1 0 −1 0 1 2 0 0 1 − 4i 0 0 1

| | | | | |

| | | | | | 2 + i 3 + i 5 − 3i 1 + i . Pripoèítajme posledný riadok k prvému, (−2)-násobok posledného riadku k druhému a jeho (−1 + 4i)-násobok k tretiemu. Zostáva vymeniż tretí a źtvrtý riadok { výsledná matica je u¿ v redukovanom stupòovitom tvare 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

| | | | | |

| | | | | | 3 + 2i 1 − i 1 + i 0 .

Vidíme, ¿e pôvodná sústava (hoci obsahuje viac rovníc ne¿ neznámych) má jediné rieźenie x = 3+2i, y = 1−i, z = 1+i, teda presnejźie vektor (3+2i, 1−i, 1+i)^T ∈ C^3 .

3.3.5. Príklad. Uva¿ujme sústavu

x_1 + x_2 + 2x_3 + 3x_4 = 0 2x_1 + 4x_3 = 0 x_1 + 2x_2 + x_3 + 3x_4 = 0 3x_3 + 4x_4 = 0

źtyroch rovníc o źtyroch neznámych nad poţom Z_5. Keï¿e ide o homogénnu sústavu (ktorej ţavá strana je nulový ståpcový vektor, teda sa nemení pri ¿iadnej ERO), staèí upravovaż jej (nerozźírenú) maticu 1 1 2 3 2 0 4 0 1 2 1 3 0 0 3 4 .

(−2)-násobok, t. j. 3-násobok prvého riadku pripoèítame k druhému riadku a jeho (−1)-násobok, t. j. 4-násobok pripoèítame k tretiemu riadku. Dostaneme tak maticu 1 1 2 3 0 3 0 4 0 1 4 0 0 0 3 4 .

(−1)-násobok, t. j. 4-násobok tretieho riadku pripoèítame k prvému riadku a jeho (−3)-násobok, t. j. 2-násobok pripoèítame k druhému riadku. Koneène výmenou druhého a tretieho riadku dostaneme maticu 1 0 3 3 0 1 4 0 0 0 3 4 0 0 3 4 .

Tretí riadok odpoèítame od prvého aj od źtvrtého riadku. Ïalej ho vynásobíme skalárom 3^{−1} = 2. Napokon jeho (−4)-násobok, t. j. priamo tento nový tretí riadok pripoèítame k druhému riadku. Výsledná matica je u¿ v redukovanom stupòovitom tvare 1 0 0 4 0 1 0 3 0 0 1 3 0 0 0 0 . Premennú x_4 si zvolíme za parameter. Vźetky rieźenia sústavy majú potom tvar x_1 = t, x_2 = 2t, x_3 = 2t, x_4 = t, kde t ∈ Z. Vidíme teda, ¿e pôvodná sústava (hoci poèet jej rovníc je rovnaký ako poèet neznámych) má viac ne¿ jedno rieźenie; nie je ich vźak nekoneène veţa ale len 5. Práve toţko je toti¿ mo¿ných volieb parametra t, t. j. prvkov poţa Z_5.

Zaznamenajme eźte jeden oèakávaný dôsledok tvrdenia 3.3.1, vety 3.3.2 a spôsobu, ako napísaż rieźenie sústavy s (rozźírenou) maticou v redukovanom stupòovitom tvare, uvedeného v paragrafe 3.2.

3.3.6. Tvrdenie. Nech A ∈ K^{m×n}, b ∈ K^m a m < n, t. j. sústavy A · x = 0, A · x = b obsahujú menej rovníc ne¿ neznámych. Potom (a) homogénna sústava A · x = 0 má popri rieźení x_0 = 0 aspoò jedno rieźenie x ≠ 0;

(b) ak existuje aspoò jedno rieźenie sústavy A · x = b, tak táto sústava má viac ne¿ jedno rieźenie.

Dôkaz. (a) Upravme maticu sústavy A na redukovaný stupòovitý tvar B. Uvedomme si, ¿e matice A aj B majú m riadkov a n ståpcov. Riadky matice B majú nanajvýź m vedúcich prvkov. Keï¿e m < n, aspoò v jednom ståpci matice B nele¿í vedúci prvok ¿iadneho riadku. Nech je to napr. j-ty ståpec. Potom voţbe parametra x_j = t ∈ K, t ≠ 0 zodpovedá aspoò jedno nenulové rieźenie sústavy A · x = 0.

(b) prenechávame ako cvièenie èitateţovi.

3.4. Gaussova eliminaèná metóda

Hlavne z historických dôvodov eźte struène spomenieme tzv. Gaussovu eliminaènú metódu rieźenia sústav lineárnych rovníc. Pri rieźení touto metódou upravíme rozźírenú maticu sústavy len na stupòovitý (teda nie nevyhnutne redukovaný stupòovitý) tvar. U¿ z tohto tvaru mo¿no ţahko spoznaż, èi sústava má nejaké rieźenie (prísluźná matica nesmie obsahovaż riadok tvaru (0, . . . , 0 | d), kde 0 ≠ d ∈ K). V tom prípade mo¿no vźetky rieźenia sústavy získaż voţbou parametrov (opäż si za ne volíme neznáme x_j také, ¿e j-tom ståpci sa nevyskytuje vedúci prvok ¿iadneho riadku) a spätným dosadzovaním, t. j. elimináciou neznámych pomocou parametrov.

3.4.1. Príklad. Predpokladajme, ¿e rozźírenú maticu nejakej sústavy nad R sme u¿ pomocou ERO upravili na stupòovitý tvar

0 2 3 0 −1 4 0 0 0 −2 5 4 0 0 0 0 3 1

| | | | | | | | | | 1 0 4 .

Táto matica zodpovedá sústave

2x_2 + 3x_3 − x_5 + 4x_6 = 1 − 2x_4 + 5x_5 + 4x_6 = 0 3x_5 + x_6 = 4.

Za parametre si zvolíme premenné x_1, x_3 a x_6. Spätným dosadzovaním postupne dostaneme vźetky rieźenia v parametrickom tvare

x_6 = t

x_5 =^1_3 (4 − x_6) =^4_3 −^1_3 t

x_4 =^1_2 (5x_5 + 4x_6) =^{10}_3 −^7_6 t x_3 = s

x_2 =^1_2 (1 − 3x_3 + x_5 − 4x_6) =^7_6 −^3_2 s −^{13}_6 t x_1 = r, kde r, s, t ∈ R. Prípadne, po trochu "źikovnejźej\ voţbe parametrov, v tvare x_6 = 6t, x_5 =^4_3 − 2t, x_4 =^{10}_3 − 7t, x_3 = 2s, x_2 =^7_6 − 3s + 13t, x_1 = r.

Pozorný èitateţ si iste vźimol, ¿e spätné dosadzovanie mo¿no nahradiż ïalźou úpravou rozźírenej matice sústavy pomocou ERO na redukovaný stupòovitý tvar. Staèí toti¿ vynásobiż nenulové riadky prevrátenými hodnotami ich vedúcich prvkov a pripoèítaním vhodných násobkov týchto riadkov vynulovaż zvyźné nenulové prvky v ståpcoch obsahujúcich vedúce prvky jednotlivých riadkov.

I tak vźak mô¿e byż Gaussova eliminaèná metóda v niektorých prípadoch u¿itoèná { najmä keï nám nejde ani tak o explicitný tvar rieźení, ako skôr o samotnú otázku rieźiteţnosti sústavy, prípadne o poèet parametrov, ktoré sa v nich vyskytujú. Vźetko to mo¿no toti¿ spoznaż u¿ na základe nejakej matice v stupòovitom tvare, riadkovo ekvivalentnej s pôvodnou rozźírenou maticou sústavy. V takom prípade si teda mô¿eme odpustiż nielen ïalźiu úpravu na redukovaný stupòovitý tvar, ale aj spätné dosadzovanie.