19. SPEKTRUM LINEARNEHO OPERATORA

V tejto kapitole budeme pokracovat v $tadiu Struktiry linedrnych operatorov na
kone¢norozmernych vektorovych priestoroch. Zavedieme dolezity, eSte v predchadza-
jucej kapitole avizovany pojem spektra linearneho operatora, ako i pojmy algebraickej
a geometrickej nasobnosti vlastnej hodnoty, ktoré ndm umoznia klasifikovat pripadné
prekézky jeho diagonalizovatelnosti.

Dalej si ujasnime, aky vplyv ma riesitelnost polynomickych rovnic v zdkladnom poli
na spektrum linedrneho operatora. Vhodnym rozsirenim tohto pola mozno dosiahnut,
aby kazdy linedrny operator na n-rozmernom priestore mal n vlastnych hodnét, ak
kazda z nich pocitame tolkokrat, aka je jej algebraickd nasobnost.

19.1. Spektrum linearneho operatora a matice

Aby sme sa mohli pohnut dalej, je potrebné si pripomentt par zékladnych poznatkov
o polynémoch. Aspon v pripade poli Q a R, a mozno aj C, by malo ist o zalezitosti
zname zo stredogkolskej matematiky; prechod k Tubovolnému polu vSak nepredstavuje
ziadnu tazkost.

Hovorime, ze polyném f(z) € K|[z| deli polyném g(z) € K|[z], ak existuje polyném
p(z) € K|x] taky, ze g(x) = f(x) p(x). Zrejme, ak f(x) deli g(x), tak stupen f(x) je
mensi alebo rovny stuptiu g(x).

Nech f(z) € K[z| je polyném stuptia n > 1. Skalar A € K je koreniom polynému
f(z) (t.j. f(A) = 0) prave vtedy, ked polyném z — A deli polyném f(z). Hovorime,
ze skalar A € K je m-ndsobny koren polynomu f(z) € K|z|, ak (z — A\)™ je naj-
vysSia mocnina polynému z — A, ktora este deli f(x). Miesto 1-ndsobny hovorime
jednoduchy koreri. Z tvahy o stuptioch vyplyva, Ze polyném f(x) stuptia n > 1 mé
nanajvys n korenov, ak kazdy z nich pocitame aj s jeho nasobnosfou. Presnejsie, ak
A1,y ..., Ak st vSetky navzajom rozne korene polynému f(z) stuplia n a mq,...,my
st ich nasobnosti, tak my + ...+ mg < n.

Dalej budene striedavo hovorit raz o maticiach a inokedy o lineadrnych operatoroch,
podla toho, ¢o bude pre nas v danej chvili vyhodnejsie. Na citatela nechédvame, aby
si podla potreby sam urobil preklad z maticovej reci do operatorovej alebo naopak.

Skalar A € K sa nazyva m-ndsobnd vlastnd hodnota matice A € K™*", ak A je
m-nasobnym korenom jej charakteristického polynému ch 4 (z); hovorime tiez, ze al-
gebraickd ndsobnost vlastnej hodnoty \ matice A je m. Miesto 1-ndsobnd hovorime
jednoduchd vlastnd hodnota. Podobne definujeme aj pojem m-nasobnej vlastnej hod-
noty a algebraickej nasobnosti vlastnej hodnoty pre linedrne operatory na konecno-
rozmernych priestoroch.

Z na$ich uvah o korefioch polynémov vyplyva, Zze ak matica A € K"*" méa k
navzajom roznych vlastnych hodnot Aq,..., A\x € K s algebraickymi nésobnostami
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m,...,mg, tak my + ... + mp < n. Inak povedané, matica rddu n ma nanajvys n
vlastnych hodnot, ak kazda z nich pocitame s jej nadsobnostou.

Spektrom linedrneho operatora ¢ na kone¢norozmernom vektorovom priestore na-
zyvame mnozinu vSetkych jeho vlastnych hodnoét a oznacujeme ju Spec . Podoty-
kame, ze takto definujeme spektrum len v kone¢norozmernom pripade; definicia spek-
tra linearneho operatora na nekonec¢norozmernom vektorovom priestore je podstane
zlozitejsia zalezitost, ktora presahuje ramec linearnej algebry. Rovnako definujeme aj
spektrum matice A € K™*", ktoré znacime Spec A.

Algebraickou vahou spektra Spec ¢ nazyvame sicet algebraickych nasobnosti vset-
kych vlastnych hodnot A € Spec ¢. Hovorime, ze linedrny operator ¢ ma jednoduché
spektrum, ak sa jeho algebraickd vaha rovnéa poctu jeho prvkov, t.j. prave vtedy, ked
vSetky vlastné hodnoty operatora ¢ st jednoduché.

Popri algebraickej nadsobnosti zavedieme aj tzv. geometrick ndsobnost. Spomenme
si, ze mnozina vsetkych linedrnych operatorov na vektorovom priestore V' sama tvori
vektorovy priestor £(V, V) nad polom K, ktorého prvkom je aj identicky operator
idy: V. — V (pozri paragraf 6.5). Preto pre ¢ € L(V,V) a A € K aj zobrazenie
¢ — Aidy, dané predpisom x — @(x) — Az, je linedrny operator na V; stru¢ne ho
budeme znacit ¢ — \. Zrejme 0 # v € V je vlastny vektor operatora ¢ prisluchajici
k jeho vlastnej hodnote A prave vtedy, ked v € Ker(p — A).

Linedrny podpriestor Ker(p — A\) C V nazyvame vlastny podpriestor linedrneho
operdtora p: V — V prislichajuci k jeho vlastnej hodnote A € K. Zrejme pre vSetky
v € Ker(¢ — \) plati p(v) = Av, teda Ker(¢ — \) je invariantny podpriestor opera-
tora .

Geometrickou ndsobnostou vlastnej hodnoty A linedrneho operatora ¢ nazyvame
dimenziu dim Ker(p — \) jeho vlastného podpriestoru prislichajiceho k .

Geometrickd nésobnost vlastnej hodnoty A matice A € K™*" sa zrejme rovna ¢islu
dim R(A —\I). Pripominame, Ze R(A —AI) oznacuje podpriestor rieSeni homogénnej
stustavy s maticou A — \I, takze plati

1<dmR(A—-AN)=n—-—h(A—-X)<n

(pozri paragraf 9.1).

Geometrickou vahou spektra linedrneho operatora ¢ na konecnorozmernom vek-
torovom priestore nazyvame sucet geometrickych nasobnosti vsetkych jeho vlastnych
hodnét.

Pojmy ako vlastny podpriestor, algebraicka ¢i geometricka nasobnost (ak za nu pri-
pustime aj nulu) mozno forméalne rovnako zaviest pre linedrny operator ¢ a fubovolny
skalar A € K, nielen pre jeho vlastné hodnoty. No A € K je vlastnd hodnota prave
vtedy, ked Ker(¢—\) # {0}, ¢o je ekvivalentné s nenulovostou tak geometrickej ako aj
algebraickej nasobnosti A vzhladom na . Tak napr. ,nevlastné hodnoty“ linedrneho
operatora neprispievavju k algebraickej ani geometrickej vahe jeho spektra.

Poktisme sa teraz nejako ustvzfaznit mnoZstvo novych pojmov, ktoré sme prave
definovali. Za¢neme jednym pomocnym tvrdenim.

19.1.1. Lema. Nech ¢ je linedrny operator na konecnorozmernom vektorovom prie-
store V.a S C V je jeho invariantny podpriestor. Oznacme p1 = ¢ [ S zuZenie
linedrneho operdtora ¢ na podpriestor S. Potom charakteristicky polynom chy, (x)
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deli charakteristicky polynom ch,(z). Ak navyse T' C V je invariantny podpriestor
taky, 2e V=S@®T, a s = ¢ |T, tak ch,(z) = ch,, (z) chy, (x).

Dokaz. Nech (wq,...,ug, Ukt1,-..,Uy,) je baza priestoru V, pricom jej prvych k
¢lenov tvori bazu podpriestoru S. Ako sme si ujasnili v paragrafe 18.2, vzhladom
na taktto bazu mé ¢ maticu v blokovom tvare

_ _ Ay M
A= (90)04 - (On—k,k A2> )

kde A; € K*** je matica operatora ;: S — S v baze (uy,...,ur) a M € Kkx(n—k)
Ay € K(n=k)x(n=k) Pomocou tvrdenia 10.2.2 dostavame

A1 —:L'Ik M

chy(x) =cha(z) =|A —2I,| = ‘ 00 vn Ay —al, 1

= |A1 — ka‘ ‘Ag — :cIn_k|
= cha, (x)cha,(z) = chy, (z) cha,(x).

Druhé cast lemy je uz trividlnym dosledkom nasich avah.

19.1.2. Tvrdenie. Nech A\ je vlastna hodnota linedrneho operdtora ¢ na konecno-
rozmernom vektorovom priestore V.. Potom jej geometrickd ndsobnost je mensia alebo
rovnda jej algebraickej nasobnosti.

Doékaz. Nech S = Ker(¢ — A) je vlastny podpriestor operatora ¢ prislachajici k A a
p1 = @[S. Potom k = dim S je geometricka nasobnost A vzhladom na ¢; algebraicka
nasobnost A vzhladom na ¢ ozna¢ime m. Nech 3 = (vy,...,vx) je lubovolna béaza S.
Kedze kazdé v; je vlastny vektor operatora ¢ prislichajici k A, zrejme (¢1)g = Al}.
Preto chy, (z) = (A — z)*. Podla predchadzajtcej lemy tento polyném deli chy(z).
Nakolko (z — A)™ je najvyssia mocnina « — A, ktord deli chy,(x), plati & < m.

Ak algebraicka nasobnost skalara A vzhladom na operator ¢ je > 1, t.j. ak A je
vlastnd hodnota, tak aj geometrickd nasobnost A vzhladom na ¢ je aspon 1 (teda nie
je 0). Ako ukazuje nasledujuci velmi dolezity priklad, az na toto minimalne obmedzenie
moze byt rozdiel medzi algebraickou a geometrickou nésobnostou vlastnej hodnoty
linedrneho operatora Iubovolne velky.

19.1.3. Priklad. Oznacéme J,, € K"*" Stvorcovi maticu radu n, ktorej prvky na
miestach (7,7 + 1) st rovné 1 pre 1 < ¢ < n — 1 a vSetky ostatné prvky sa rovné 0.
Zrejme h(J,) = n — 1. Dalej polozme

A1o0 0
0 A 1 ... 0
JnA) =AM+ dn =0 0 0 ]
0 0 A1
0 0 0 A
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pre A € K. Teda J, () je tvorené diagonalou z n lambd, vedlajSou diagonélou vpravo
od nej z n — 1 jednotiek a zvysok su nuly. Tak napriklad

\ 1 A1 0
=0 2= (5 3) m=[0 A1),
0O 0 X

Kazda matica tvaru J,(\) sa nazyva Jordanova bunka, pripadne Jordanov blok radu
n prislachajuci skalaru A. Zrejme aj J,, = J,,(0) je Jordanova bunka.
Charakteristicky polyném Jordanovej bunky J, () je

det(J,(\) —zI,) =det J,(A —z) = (A —z)".

Téato matica ma jedini vlastni hodnotu z = A s algebraickou nasobnostou n. Na
druhej strane, podpriestor rieSeni homogénnej ststavy s maticou J,,(\) — A\I,, = J,, je
jednorozmerny, generovany vlastnym vektorom e; = (1,0,...,0)T. Teda geometricka
nasobnost vlastnej hodnoty A matice J,,(\) je stéle len 1, bez ohladu na to, aké velké
je n. Preto J,,(\) pre n > 2 nie je podobné so ziadnou diagonélnou maticou.

Ako sme uz spominali, podobné matice st maticami toho istého linearneho opera-
tora. Tvrdenie 18.2.1 tak mozno zosilnit do nasledujtcej podoby.

19.1.4. Tvrdenie. Podobné matice maju rovnaké spektrum, vratane algebraickej 4
geometrickej nasobnosti kaZdej vliastnej hodnoty.

Pomocou pojmov spektra a algebraickej a geometrickej ndsobnosti teraz mézeme
podstatne spresnit charakteriziciu diagonalizovatelnych operéatorov z vety 18.2.2.

19.1.5. Veta. Nech ¢ je linearny operdtor na konecnorozmernom vektorovom prie-
store V dimenzie n. Potom nasledujice podmienky su ekvivalentné:
(i) ¢ je diagonalizovatelny;
(ii) geometrickd vaha spektra Spec  sa rovnd n;
(iii) algebraickd viha spektra Spec ¢ sa rovnd n a algebraickd ndsobnost kazdej vlast-
nej hodnoty sa rovnd jej geometrickej nasobnosti;
(iv) algebraickd i geometrickd vaha spektra Spec p sa rovnd n.

Dokaz. Z vety 18.2.2 vyplyvaju implikacie (iv) = (i) = (ii); (ii) = (iii) = (iv) st zasa
dosledkom tvrdenia 19.1.2.

Préave vyslovend veta ndm umoziuje rozdelit prekazky, ktoré brania diagonalizacii
nejakého linearneho operatora ¢ na n-rozmernom vektorovom priestore V', do dvoch
kategorii:

(1) algebraickd vaha spektra Specy je mensia nez n = dimV, inak povedané, ¢
mé ,malo* vlastnych hodnét v poli K, i ked kazda z nich pocitame aj s jej
algebraickou nasobnostou;

(2) geometrickd vaha spektra Spec ¢ je mensia nez jeho algebraicka véha, ¢ize geo-
metrickd nasobnost niektorych vlastnych hodnot nedosahuje ich algebraicki né-
sobnost.
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Uvedené dva typy prekazok sa moézu u linedrnych operatorov vyskytovat kazda
zv1ast i obe stcasne. V druhej polovici tejto kapitoly si ukdZeme, ako mozno prekazky
prvého typu prekonat prechodom do ,,bohatsieho* pola (nieco také sme uz naznacili
v priklade 18.4.2). Prekazky druhého typu maji zasadnejsi charakter a definitivne vy-
lucujt diagonalizaciu. Ako vSak uvidime v nasledujtcej kapitole, i v tomto pripade sa
mozno do zna¢nej miery priblizit diagondlnemu tvaru pomocou blokovo diagonalnych
matic zlozenych z Jordanovych buniek.

19.2. Schurova veta o triangularizacii

Zatial aspon dokazeme, Ze v maticiach s ,dostatoéne mnoho“ vlastnymi hodnotami
mozno vynulovat vSetky prvky pod diagondlou. Z toho priamo vyplyva, ze kazdy
linedrny operator s plnou algebraickou vahou spektra ma vo vhodnej baze hornu
trojuholnikovi maticu (pozri koniec paragrafu 10.2), ktorej diagonalu tvori spektrum
operatora, vratane algebraickej nasobnosti kazdej vlastnej hodnoty.

19.2.1. Veta. (Schurova veta o triangularizdcii) Nech matica A € K™*" md spek-
trum algebraickej vdhy n. Potom A je podobnd s hornou trojuholnikovou maticou
C =P '. AP, ktorej diagondlu tvoria vietky vlastné hodnoty matice A, pricom
kazda sa tu vyskytuje tolkokrdt, akd je jej algebraickd mdsobnost. Navyse mozZno za-
bezpecit, aby matica prechodu P bola v pripade pola K = R ortogondlna a v pripade
pola K = C unitdrna.

Dokaz. Najprv sa sustredime iba na prva Cast vety. DokaZeme len existenciu hornej
trojuholnikovej matice C' ~ A. Zvysok vety je uz nevyhnutnym ddésledkom jej tro-
juholnikového tvaru. Budeme postupovat indukciou podla n.

Pre n = 1 ma uz samotnéd matica A = (a) ziadany tvar. Nech teda n > 2 a pred-
pokladajme, 7e kazda matica z K (»~1D*(=1) g plnou algebraickou vdhou spektra je
podobné s nejakou hornou trojuholnikovou maticou. Nech A je niektora z vlatnych
hodno6t matice A. KedZe k nej prislusny vlastny vektor generuje A-invariantny pod-
priestor, A je podobnd s blokovou maticou

Az
B_(O Bl>’

kde 0 € K(n=Dx1 5 ¢ gKix(n=1) B, ¢ K(=Ux(n=1) Preto B = R"'-A-R
pre nejaka regularnu maticu R € K"*". Kedze A aj B maju spektrum algebraickej
vahy n, algebraicka véha spektra B je n — 1. Podla induk¢éného predpokladu B; je
podobn4 s hornou trojuholnikovou maticou C, teda C; = Q! - By - Q pre vhodnt
regularnu maticu Q@ € K™ Vx(=1) Potom aj diag(l,Q) € K™*" je regularna.
Pomocou pravidla pre nésobenie blokovych matic (pozri paragraf 2.2.3) dostavame

A~ (R-diag(1,Q))" - A- (R-diag(1,Q))
= dlag(l, Q)_l . 1%_1 -A-R- d1ag(1, Q)

= diag(1,Q ") - <3 ;1) - diag(1,Q)

(A z-Q (A z-Q
~\0 Q@'Bi-Q) \0o C )’
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¢o je opét horna trojuholnikova matica.

Podla prvej ¢asti vety existuje reguldrna matica P taka, ze maticaC = P~1. A-P
je horné trojuholnikova. V pripade pola R resp. C ozna¢me S maticu, ktora vznikne
ortogonalizaciou stlpcov matice P podla Gramovho-Schmidtovho procesu (vzhladom
na Standardny skalarny stcéin v R” resp. v C") a ich naslednym znormovanim. Potom
S je ortogonélna resp. unitarna matica, a vzhladom na to, Ze k-ty vektor vznikajuci pri
Gramovom-Schmidtovom procese je vzdy linedrnou kombinéciou prvych k —1 pévod-
nych vektorov, § = P - T pre jednoznac¢ne urcent regularnu hornt trojuholnikovt
maticu T'. Potom

T'!Cc.T=T"'P' AP T=S'!A.-8

je horna trojuholnikva matica, podobna s maticou A prostrednictvom ortogonalnej
resp. unitarnej matice S.

Preformulovanim prave dokazanej vety do reci linedrnych operatorov okamzite
dostavame nasledujtci dosledok.

19.2.2. Désledok. Nech ¢ je linedrny operdtor na n-rozmernom vektorovom prie-
store V' nad polom K so spektrom s algebraickou vdhou n. Potom existuje bdza 3
priestoru V', vzhladom na ktori md @ horni trojuholnikovi maticu s diagondlou tvore-
nou jeho vlastnymi hodnotami. V pripade pola K = R a euklidovského priestoru V
resp. pola K = C a unitdrneho priestoru V. moZno navyse zabezpecit, aby bdza B bola
ortonormdalna.

Charakteristicky polyném hornej trojuholnikovej matice C' € K™*™ s diagonalou
()\1, . .,)\n) je

che(z) = (M —2)... (A — )
=X — DT O+ )T 4 (D) e

a jeho koeficienty pri mocninach z° a 2" ~! mo#no tentokrat (na rozdiel od vSeobecnej

matice) nahliadnut naozaj bez fazkosti. Taktiez plati
detC = A1 ... \p, trC =AM +...4+ A\,

Kedze podobné matice maju rovnaky determinant, stopu aj charakteristicky polyném,
z prave vety 19.2.1 taktiez vyplyva

19.2.3. Tvrdenie. Nech matica A € K™ " ma n vlastngch hodnot \i,...,\,,
pricom kaZdd z nich sa v tejto postupnosti vyskytuje so svojou algebraickou ndsob-
nostou. Potom

det A=)\ ...\,, trA=X4...+\,

a v charakteristickom polynome cha(z) st koeficienty u mocnin 2° a "1 rovné

det A resp. (—1)""1tr A.
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19.2.4. Priklad. Uvazujme realnu maticu

12 0 -—28
A=1[11 1 -29
7 0 -—-16
Jej charakteristicky polyném
12—z 0 —28
cha(z)=| 11  1—-2 —29 |=4-32"—2°=(1—2)2+2)?
7 0 —-16 — x
ma jednoduchy korenn 1 = 1 a dvojnasobny koren xs3 = —2. Homogénna sustava
s maticou
11 0 -—-28 1 00
A—-Is=111 0 29|~ |0 0 1
7T 0 -17 0 0 O

mé jednorozmerny podpriestor rieseni generovany vektorom (0,1,0)?. Homogénna
sustava s maticou

14 0 —28 1 0 -2
A+2I;=|11 3 -29|~|0 1 -7/3
7 0 —14 00 0

m4 opit len jednorozmerny podpriestor rieSeni generovany vektorom (6,7,3)7.

Matica A teda méa jednoduché vlastné ¢islo 1, ku ktorému prislicha vlastny vektor
(0,1,0)T a algebraicky dvojnasobné vlastné ¢&islo —2 s geometrickou nasobnostou 1,
ku ktorému prislicha vlastny vektor (6,7,3)7. Preto A nie je podobn4 so ziadnou
diagonalnou maticou. UkaZeme, ako k nej mozno najst podobnt horna trojuholnikova
maticu.

Vlastny vektor (0,1,0)7 prisltchajtci k vlastnému &slu 1 doplnime do bazy R?
tvorenej stlpcami matice

010
P=|1 0 0
0 0 1
Potom
1 11 —29
A~P 1. A-P=|0 12 -28| =B.
0 7 -—16

O matici B; € R?*2 tvoriacej pravy dolny matice B uz vieme, Zze ma jediné al-
gebraicky dvojnasobné vlastné ¢islo —2. K nemu prislusny vlastny vektor ndjdeme
rieSenim homogénnej ststavy s maticou

14 —28 1 -2
Bl+212:<7 —14)”(0 o>‘
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Podpriestor rieseni je generovany vektorom (2,1)7. Doplnenim tohto vektora do bazy
priestoru R? dostaneme (napr.) maticu

2 1
=(i )
12 —28 L (12 —28 —2 7
(7 —16)“621'(7 —16)'Q:(0 —2>'

Vsimnite si, ze vlastnd hodnota —2 sa ndm zakonite objavila aj v pravom dolnom
rohu ,sama od seba“.
Stipce matice

Potom

R =P -diag(1,Q) =

O = O
— o N
SO =

tvoria bazu, vzhladom na ktort ma linedrny operator & — A - & na R® hornt troj-
uholnikov maticu. Kedze

(11,-29) - Q = (-7,11)

(z = (11, —29) je prvy riadok matice B bez prvého ¢lena), bez dalsieho nasobenia
vidime, Ze tato matica ma tvar

1 -7 11
R'"A-R=(0 -2 7 |=~A.
0 0 -2

Este poznamenajme, ze pre maticu A radu n > 3 by sme museli procediru vycleno-
vania vlastnych ¢isel a prislusnych vlastnych podpriestorov opakovat viackrat, pokym
by sme sa nedopracovali k hornej trojuholnikovej matici radu 2 (ak by sme ndhodou
nemali Stastie a nedospeli uz skor k hornej trojuholnikovej matici véiésieho radu). Az
potom by sme mohli zacat z diel¢ich matic prechodu spitne skladat vyslednii maticu
prechodu a pomocou nej ziskat hornt trojuholnikovii maticu podobnt s A.

19.3. Rozsirenia poli, algebraicky uzavreté polia

Pri dalsom studiu spektra linedrnych operatorov sa nezaobideme bez niektorych hlb-
sich vedomosti o Struktiare poli a polynémov nad nimi. Ak by sme trvali na tplnosti
a sebestacnosti nasho vykladu, museli by sme v tejto chvili zna¢ne odbo¢it od nasej
hlavnej témy a zacat rozvijat int ¢ast algebry. Miesto toho iba sformulujeme niekolko
zékladnych vysledkov, o ktoré sa budeme dalej opierat. Ich dokazy vynechame, takze
ich vlastne len predlozime ¢itatelovi na uverenie. Ich formulacia si vSak vyzaduje
zaviest niekolko novych pojmov, pri ktorych ndm pridu vhod i niektoré poznatky
z linearnej algebry.

Pripominame (pozri paragraf 1.2), Ze pole K sa nazyva podpolom pola L, pripadne
pole L sa nazyva rozsirenim pola K, ak K C L, obe polia maji ta ist nulu 0 a
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jednotku 1 a pre vsetky a,b € K sa ich sucet a + b a stc¢in ab v K rovna ich suctu
a+ b resp. sucinu ab v L. Z toho uz vyplyva, Ze pre 0 # a € K sa inverzny prvok a~*
v K zhoduje s inverznym prvkom a~! v L.

Ak pole L je rozsirenim pola K, tak L mozno povazovat za vektorovy priestor nad
polom K (pozri priklad 1.6.1). Hovorime, Ze pole L je konecngm rozsirenim pola K,
ak L je kone¢norozmerny vektorovy priestor nad K; jeho dimenziu nazyvame stupriom
rozsirenia L nad K a znacime ju

[L: K] = dimg L.

Teda konecné rozsirenie je také, ktoré ma konecny stupen. Prvok c¢ € L sa nazyva
algebraicky nad K, ak ¢ je koreniom nejakého polynému f(z) € K[z] stupnia > 1.
Rozsirenie L pola K sa nazyva algebraické, ak kazdy prvok ¢ € L je algebraicky
nad K.

19.3.1. Tvrdenie. KaZdé konecné rozsirenie pola K je algebraické nad K.

Dokaz uvddzame ako jednoducha ukdzku pouzitia metdd linearnej algebry v tedrii
poli. Nech L je koneéné rozsirenie pola K stupiia [L : K| = n. Zvolme lubovolné
c € K. Potom (n + 1)-tica (1,¢,c?,...,c") prvkov z L nemoZe byt linedrne nezavisla
nad K, preto existuju ag,a,...,a, € K, nie vSetky rovné 0, také, ze

ap+aic+...+ay,c" =0.

Ale to znamend, Ze ¢ je korefiom polynému f(x) = ap + a1z + ... + ap,z™ € K|x|.

Poznamenajme, Ze obratena implikacia neplati, t.j. algebraické rozsirenie daného
pola moze mat nekoneény stupen. Z dokazu navySe vyplyva, ze kazdy prvok kone¢ného
rozSirenia L pola K stupiia [L : K] = n je korefiom polynému f(x) € K|[x] stupiia
<n.

Pre naSe potreby mé klacovy vyznam nasledujiica skuto¢nost.

19.3.2. Tvrdenie. Nech f(x) = ap + a1z + ...+ apz™ € K[z], a, # 0, je polynom
stupria n > 1 nad polom K. Potom ezistuje konecné (teda nutne algebraické) rozsire-
nie L pola K také, Ze f(x) ma v L[x] rozklad na linedrne faktory

f@)=an(z—A1)...(x = Ap).

Inak povedané, f(x) md prave n koreriov Ay,..., A\, € L, ak kaZdy z nich pocitame aj
s jeho ndsobnostou.

Rozsirenie L mozno navySe zvolit tak, ze kazdy jeho prvok ma tvar G(\q, ..., \,)
pre nejaky polyném G(xi,...,z,) v n premennych s koeficientmi z K — pole L,
ktoré je tymito podmienkami urcené jednoznac¢ne az na izomorfizmus poli, nazyvame
rozkladové pole polynomu f(x). Pre stupen rozkladového pola plati [L : K] < nl.
(Prenechavame ¢itatelovi, aby si sdm sformuloval pojem izomorfizmu poli.)

Pole L sa nazyva algebraicky uzavreté, alebo tiez algebraicky upiné, ak kazdy
polyném f(x) € L[x] stupia asponl 1 ma v L aspon jeden koren. Pomerne jednodu-
cho mozno nahliadnut (pripadne dokazat matematickou indukciou podla stupna n),
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ze pole L je algebraicky uplné prave vtedy, ked kazdy polyném f(x) € L[x| stupiia
asponl 1 ma v L[z] rozklad na linedrne faktory (skuste sami).

Algebraické rozsirenie pola K, ktoré je navySe samo algebraicky uzavreté, sa nazyva
algebraicky uzdver pola K. Nie celkom elementarnymi prostriedkami mozno dokazat
nasledujtcu vetu.

19.3.3. Veta. Ku kaZdému polu K ezistuje jeho algebraicky uzdver.

Podobne ako rozkladové pole polynému, aj algebraicky uzaver daného pola je
uréeny jednoznacne az na izomorfizmus poli.

Na druhej strane, algebraicky uzaver daného pola nemusi byt jeho koneénym rozsi-
renim. V jednom dolezitom pripade vSak tomu tak je. Pole C vsetkych komplexnych
¢isel ma ako rozsirenie pola R vSetkych realnych ¢isel stupen [C : R] = 2. Aby sme
sa teda utvrdili v tom, Ze je algebraickym uzaverom pola R, sta¢i sa odvolat na
nasledujuci klasicky a hlboky vysledok, znamy ako zakladnd veta algebry.

19.3.4. Veta. Pole C vsetkych komplexnych cisel je algebraicky tuplné.

Zhrnme si teraz strucne niektoré dosledky prave vykonanych tvah pre spektra
matic. PredovSetkym, spektrum matice A € K"*" zavisi na prislusnom poli. Pres-
nejsie, takto maticu mozno povazovat aj za maticu A € L™*", kde L je Tubovolné
rozsirenie pola K. Ak ozna¢ime Specy A, Spec; A prislusné spektra (t.j. mnoZiny
vlastnych hodnot matice A v poli K resp. L), tak zrejme Specy A C Spec; A. Na
druhej strane, kazdé A\ € Specy A méa zrejme rovnaku algebraickt i geometricka na-
sobnost, ktord nezavisi na prislusnom poli.

Z tvrdenia 19.3.2 priamo vyplyva

19.3.5. Tvrdenie. Ku kaZdej matici A € K"*™ existuje konecné rozsirenie L pola K
také, Ze charakteristicky polynom matice A mozno v L{zx] rozloZit na sicin linedrnych

faktorov
cha(z) =M —2)...(\p — ).

Inak povedané, A md n vlastnych hodnot \i,..., A\, € L, vrdatane ich algebraickej
ndasobnosti. Potom pre kaZdé rozsirenie M pola L uZ plati Spec,; A = Spec; A.

Aplikaciou tvrdenia 19.3.5 na Schurovu vetu 19.2.1 okamzite dostavame

19.3.6. Tvrdenie. Ku kazdej matici A € K"*" existuje konecné rozsirenie L pola
K takeé, ze A je nad L podobnd s hornou trojuholnikovou maticou B € L™*"™, ktorej
diagondlu tvoria vlastné hodnoty matice A v L, vrdtane ich algebraickej ndasobnosti.

Napokon si este uvedomme, Ze tvrdenia 19.3.5 a 19.3.6 si automaticky (t.]. pre
L = K) splnené pre $tvorcové matice nad algebraicky uzavretym polom K. Specialne
to plati pre Stvorcové matice nad polom C.

19.4. Komplexifikacia

Pozrime sa teraz na vysledky sformulovné v zavere predchadzajiceho paragrafu z hla-
diska veduceho zameru tejto kapitoly, ktorym je diagonalizacia matice linedrneho
operatora ¢: V — V na konecnorozmernom vektorovom priestore V. Zda sa, ze sme
na tejto ceste naozaj kus pokrocili a skuto¢ne ukazali, ako mozno prekonat pripadni
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prekdzku spoc¢ivajucu v nedostato¢nej algebraickej vahe spektra. Pokial by sme sa
zaujimali len o samotné matice, bolo by tomu tak. Nezabudajme vsak, Ze v prvom
rade nam ide o lineadrne operatory a matice pouzivame len ako viac-menej pomocné
objekty sluziace na ich popis.

Ak L je rozsirenie pola K, tak kazda matica A € K™*™ C L™*" prirodzene urcuje
linedrny operator operator ¢: K™ — K™ ako aj linedrny operator ¢: L™ — L".
Hoci ¢ aj 1 st oba definované tym istym predpisom x — A - @, (okrem trividlneho
pripadu, ked L = K) st to rozne operatory, lebo operuji na roznych vektorovych
priestoroch, navySe nad roznymi polami. Napriek tomu akosi podvedome citime, Ze
tym ,,spravnym* analégom vektorového priestoru K™ nad polom K je prave vektorovy
priestor L™ nad polom L. Potom operatoru ¢: K" — K™ kde p(x) = A - x pre
x € K",  prirodzene“ zodpoveda operator ¢: L™ — L™ kde ¢)(x) = A-x pre ¢ € L".
No v situécii, ked ¢: V' — V je linedrny operdtor na ,abstraktnom* vektorovom
priestore V nad polom K, otézka, akym vektorovym priestorom W nad polom L
méame nahradit V' a aky linearny operator ¢: W — W by mal zodpovedat operatoru
©, uz nie je zdaleka také jasna.

Prislusni konstrukciu mozno elegantne popisat v jazyku tenzorovych stcinov. Aj
elementarnymi prostriedkami, ktoré mame v tejto chvili k dispozicii vSak dokazeme
zvladnut pre nas najdélezitejsi Specidlny pripad — totiz prechod od R k C. Budeme si
poc¢inat v podstate rovnako ako pri doverne znamej konstrukeii pola C z pola R.

Komplexifikaciou vektorového priestoru V nad polom R nazveme vektorovy prie-
stor V€ nad polom C, ktorého prvkami st vietky formalne linedrne kombinécie tvaru
z=x+iy,kde x,y € V aie C je imaginarna jednotka. Pre x,y,u,v € V kladieme

rtiy=u+iv & z=u&ky=wo.

PiSeme tiez * = Rez, y = Im z a vektory x,y € V nazyvame redlnou resp. imagi-
ndrnou castou vektora z € VC. Séitanie takjchto vektorov definujeme ,po zlozkach®,
Cize

(x+iy) + (u +iv) = (x + u) +i(y + v).

Konec¢ne nésobenie skaldrom a + ib € C, kde a,b € R, definujeme vztahom
(a +ib)(x + iy) = (ax — by) + i(ay + bx).

Citatel si uré¢ite aj sam Tahko overi, Ze komplexifikacia VC redlneho vektorového prie-
storu V' s takto definovanou rovnostou a operaciami naozaj tvori vektorovy priestor
nad polom C. Este dodajme, Ze — rovnako ako v samotnom poli C — komplexne
zdruzengm vektorom k vektoru z =  + iy € VC nazyvame vektor Z = = — iy.

Pozndmka. Komplexifikdcia VC vektorového priestoru V sa tiez zvykne oznacovat
C ®gr V, pripadne len C ® V, t.]j. ako tenzorovy suc¢in C a V nad polom R. V tejto
chvili vsak ide naozaj len o ,nevinné“ oznacenie a prave popisand konstrukcia ani jej
dalsie vyuzitie si nijak znalost tenzorovych stcinov nevyzaduju.

19.4.1. Tvrdenie. Nech V je redlny vektorovy priestor. Potom

dime V€ = dimg V.
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Dokaz. Nech dimg V' = n a uq,...,u, je nejakd baza priestoru V nad R. Ponechéa-
vame na Citatela, aby si sam overil, Ze tie isté vektory w1, ..., u, tvoria aj bazu VC
nad C.! Taktiez lahko nahliadneme, Ze dimg V = oo ma za nasledok dim¢ VC = co.

Komplexifikacia vektorového priestoru nad R je v istom zmysle opa¢nou konstruk-
ciou k zredlneniu vektorového priestoru nad C (pozri paragraf 17.1). Vztahu oboch
konstrukcii sa budeme podrobnejsie venovat v cviceniach.

Komplezifikaciou linedrneho zobrazenia ¢: V — U medzi redlnymi vektorovymi
priestormi V', U nazfvame linearne zobrazenie ©: V¢ — U® dané predpisom

" (x +iy) = p(x) + ip(y),

pre x,y € V. Specidlne p*(x) = ¢(x) pre € V. Opit sa lahko overi, Ze ¢ je
naozaj linedrne zobrazenie medzi vektorovymi priestormi nad C. Taktiez nasledujtce
tvrdenie je zrejmé z prave vyslovenej definicie a predchadzajiceho tvrdenia.

19.4.2. Tvrdenie. Nech U, V su redlne vektorové priestory s bdzami o resp. 3 a
p: V. — U je linedrne zobrazenie. Potom

(P)ap = () 45

Inak povedané ¢ a jeho komplezifikicia o©: VC — UC maju ti istd maticu vzhladom
na bdzy 3, c.
Ak Tubovolny vektor z = (x1 + iy1,..., 7, + iyn)?T € C™ rozlozime na redlnu a
imaginarnu cast
z=x+iy=Rez+ilmz,

kde € = Rez = (21,...,2,)7, y = Imz = (y1,...,yn)? st redlne vektory tvorené
realnymi resp. imaginarnymi ¢astami kanonickych stiradnic vektora z, prirodzene tym
stotoznime komplexifikaciu (R™)C priestoru R” s priestorom C”. Za takyjchto okolnosti
je komplexifikdciou linearneho zobrazenia ¢: R™ — R s maticou A (vzhladom na
kanonické bazy) zobrazenie ¢*: C* — C™, ktoré m4 (v kanonickych bézach) rovnaki
maticu A. Vidime teda, Ze nasa ,abstraktna“ konstrukcia komplexifikacie sa plne
zhoduje s ,konkrétnou komplexifikaciou* C™ priestorov R™ a linedrnych zobrazeni
medzi takymito priestormi.

Z hladiska vediceho zdmeru tejto kapitoly spoc¢iva hlavny vyznam komplexifikacie
v nasledujucom tvrdeni.

19.4.3. Veta. Nech V je vektorovy priestor konecnej dimenzie n nad polom R a
©: V. =V je linedrny operdtor. Potom linedrny operdtor o©: V€ — VC md, vrdtane
algebraickej nasobnosti, n vlastnych cisel A\1,...,\, € C.

Samozrejme, redlne spomedzi vlastnjch ¢isel A, ..., \, operdtora ¢* st priamo
vlastnymi ¢islami pévodného operatora . S istou davkou zjednodusenia vSak nazy-
vame aj hodnoty A; s nenulovou imaginarnou ¢astou kompleznymi vlastnymi cislami
(redlneho) operatora .

IStriktne podla definicie by sme mali hovorif o vektoroch uj + i0, ..., U, + i0. Prirodzene viak
piseme X +i0 = X, 0 + iy = iy, a V stotoziiujeme s mnozinou {X +i0; X € V} C VC.
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Inak povedané, prekazku diagonalizacie matice linearneho operatora na konecno-
rozmernom vektorovom priestore nad R, spocivajicu v nedostatocnej algebraickej
vahe jeho spektra, vieme prekonat komplexifikidciou prislu§ného priestoru a operéa-
tora. Poznamenajme, Ze nahradenim pola C rozkladovym polom prislusného charak-
teristického polynému a istym zovseobecnenim metdédy komplexifikdcie mozno rov-
naky ciel dosiahnut aj pre linedrne operatory na konec¢norozmernych vektorovych
priestoroch nad Iubovolnym polom. Tieto vysledky vSak uz presahuju ramec nasho
kurzu.

19.5. Geometricky vyznam komplexnych vlastnych ¢isel

Geometricky vyznam realnych vlastnych ¢isel linearnej transformacie ¢ vektorového
priestoru V' nad polom R je zrejmy: ak A € R je vlastné ¢islo, tak prislusny vlastny
vektor v € V (i kazdy vektor vlastnej priamky [v]) sa zobrazenim ¢ zobrazi na
svoj A-nésobok. Pri nasej ,podvedomej* geometrickej interpretacii priestoru V' (ked
dofiho mimovolne vnasame euklidovski $truktiru), sa dlzka vektora v zmeni na jej
|A|-ndsobok; ak A > 0, tak orientacia vektora v sa zachova, ak A < 0, zmeni sa na
opa¢ni. Tentokrat sa vSak nemusime odvolavat na nijaké ,podvedomé“ geometrické
stvislosti. Z podmienky homogenity (pozri paragraf 13.3) totiz vyplyva, Ze rovnost
lo(v)]| = |A| ||v]| plati pre lubovolni normu na V.

V priklade 18.4.2 sme sa vSak videli, Zze aj linearna transforméacia realneho vek-
torového priestoru moéze mat komplexné vlastné ¢isla. Cielom tohto paragrafu je
ukéazat, Zze uvedeny priklad je svojim sposobom typicky, presnejsie, za vyskytom kom-
plexnych vlastnych ¢isel redlnej linearnej transformacie sa vzdy skryva nejaké otocenie
(pri spominanej mimovolnej euklidovskej interpretécii). Tym by sa mal z tlohy kom-
plexnych vlastnych ¢isel definitivne vytratit akykolvek mysticky raz.

19.5.1. Tvrdenie. Nech A € C je vilastné c¢islo matice A € R"™"™ a w je k nemu
prislichajici viastny vektor. Potom aj X je vlastné ¢islo matice A a prislicha k nemu
vlastny vektor w. Navyse vlastné ¢isla X a X\ maji rovnakd algebraicki i geometricki
nasobnost.

Dokaz. Najprv dokdzeme, ze komplexné ¢islo A je m-nasobnym korefiom polynému
f(x) = ap + a1z + ... + a,z™ € R[z] prave vtedy, ked X je jeho m-nisobnym ko-
retiom. Stac¢i ukazat, Ze z delitelnosti f(z) mocninou (x — \)™ vyplyva jeho delitelnost
mocninou (z — A\)™. Nech teda f(x) = (x — A\)™p(z) pre nejaky polyném p(z) =
co+c17 + ... + cpa® € Clz]. Potom zrejme

(x—N)"(Co+ ez +...+G2") =T+ @z + ... +apa" = f(w),

lebo pre koeficienty polynému f(z) € R[z| plati @; = a;. Ak teda A je algebraicky
m-nasobné vlastné ¢islo matice A € R™*™, tak aj A je jej vlastné ¢islo s tou istou
algebraickou nasobnostou.

Nech w € C™ je vlastny vektor prislichajuci k A, ¢ize A -w = Aw. Potom tiez
A w = \w. Kedze A = A je redlna, vyplyva z toho A-w = \w, t. j. W je vlastny vek-
tor matice A prislichajtci k A. Teda zobrazenie w — W je semilinearny izomorfizmus
(pozri cvicenia ku kapitole 17) vlastnjch podpriestorov R(A — AI) — R(A — A1),
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preto tieto priestory maji rovnaku dimenziu a vlastné cisla A, A maju rovnaka geo-
metrick(l nasobnost.

Teda komplexné vlastné ¢isla s nenulovou imaginarnou ¢astou realnych matic resp.
linearnych transformacii redlnych vektorovych priestoroch sa vzdy vyskytuja v kom-
plexne zdruzenych paroch X, \, rovnako ako k nim prislugné vlastné vektory. Ukazeme
si, ze za takymto vyskytom sa vzdy skryva dvojrozmerny invariantny podpriestor, na
ktorom prislusnad matica operuje ako rotacia o uhol « zloZenda s rovnolahlostou s ko-
eficientom 7 > 0, kde A = r(cosa + isin «) je goniometricky tvar ¢isla A.

Nech teda ¢: V — V je linedrny operator na redlnom vektorovom priestore V,
A=a+1ib, A = a —1ib, kde a,b € R, b # 0, st komplexne zdruzené vlastné ¢isla jeho
komplexifikacie ¢C: V€ — VC aw € VC resp. w € VC st k nim prislichajice vlastné
vektory. Potom ztizenie operatora ¢* na jeho dvojrozmerny invariantny podpriestor
[w,w] C VC ma v baze (w, w) maticu diag(\, \). Ozna¢me

1
u:Rew:Rewzi(w—kE), v=—Imw=Imw=—(w—w)

vektory z povodného redlneho priestoru V. Potom w = u — iv, w = u + iv. Lahko
nahliadneme, Ze u, v s linedrne nezavislé (nad R), teda tvoria bazu dvojrozmerného
podpriestoru [u,v] C V. Po¢itajme

(Aw + A\w) = Re(A\w) = au + bv,

p(v) = % (v) = E(cp(c(ﬁ) — % (w)) = %(XE —\w) = Im(\w) = —bu + av.

(¢“(w) + ¢“(w)) =

,_L[\')|D—‘
DN | =

Vidime, ze [u,v] C V je dvojrozmerny invariantny podpriestor operatora ¢ a zuzenie
¢ na [u,v] mé v baze (u,v) redlnu maticu, ktort mozno pomocou goniometrického
vyjadrenia vlastnych ¢isel A = r(cosa +isina) = rel®, A = r(cosa —isina) = re™ ¢
(t.j. a = rcosa, b =rsin«) zapisat v tvare

a —b rcosa —rsino cosa —sina R
= ) =r| . =rR,.
b a rsina rcosa sina  cosa @
Tym sme vlastne dokazali nasledujicu vetu.

19.5.2. Veta. Nech ¢ je linedrna transformdcia redlneho vektorového priestoru V,
A =a+ib = r(cosa +isina) je jej komplexna vlastnd hodnota s nenulovou imagi-
ndrnou castou, ku ktorej vo VC prislicha vlastny vektor u — iv, kde w,v € V. Potom
(u,v) je bdzou invariantného podpriestoru [u,v] CV a ziZenie ¢ na [u,v] md v tejto

bdze redlnu maticu (Z _ab> =rR,.

V tvode ku kapitole 13 sme zdérazinovali, ze hovorit o kvantitativnhych geometric-
kych veli¢inach ako dlzka & uhol v abstraktnych vektorovych priestoroch, hoc aj nad
polom R, nedava dobry zmysel. AZ pritomnost skaldrneho stc¢inu v takomto priestore
nam to umoznuje. Teda, prisne vzaté, zatial stdle neméme pravo tvrdit, Ze ¢ na inva-
riantnom podpriestore [u, v] pdsobi ako kompozicia otoéenia o uhol a a rovnolahlosti



19. SPEKTRUM LINEARNEHO OPERATORA 15

s koeficientom r a stredom v pociatku. Na [u, v] si v8ak mozno (navySe jednoznacne)
zvolit skalarny suéin tak, aby vektory u, v vzhladom nan tvorili ortonormalnu bazu.
Potom linedrna transformécia ¢ | [u,v] euklidovského priestoru [u,wv| naozaj zod-
poveda kompozicii rotacie R, a rovnolahlosti 1.

Ak si uvedomime, ze kazdy polyném f(x) € R[x] neparneho stupnia ma aspon
jeden realny koren, mdzeme zaznamenat eSte jeden dosledok vety 19.5.2.

19.5.3. Désledok. Nech ¢ je linearny operator na konecnorozmernom vektorovom
priestore V' nad polom R. Potom ¢ md aspon jeden invariantny podpriestor dimen-
zie 1 alebo 2. Ak dim V' je mepdarne cislo, tak ¢ md aspon jedno redlne vlastné cislo a
k nemu prislichajict invariantny podpriestor dimenzie 1.



