18. VLASTNE HODNOTY A VLASTNE VEKTORY

Touto kapitolou zac¢iname najdolezitejsiu partiu nasho kurzu linearnej algebry a geo-
metrie. Jej Gstredné pojmy ako vlastnd hodnota, vlastny vektor a spektrum linedar-
neho operdtora hraji klicovt dlohu nielen v samotnej linearnej algebre, ale aj v jej
aplikaciach — ¢1 uz v inych oblastiach matematiky, vo fyzike, 1 v dalsich disciplinach.

Po siestich kapitolach, ktoré sa odohravali nad polom R pripadne C, sa opat vra-
ciame k vektorovym priestorom nad Iubovolnym polom K.

18.1. Matica linedrneho operatora a podobnost matic

Pripomenme, ze linedrnym operatorom na vektorovom priestore V alebo tiez linedrnou
transformdciou priestoru V nazyvame [ubovolné linearne zobrazenie ¢: V. — V. Ak
V' je kone¢norozmerny, tak linearny operator ¢: V' — V je injektivny prave vtedy, ked
je surjektivny, ¢o je ekvivalentné s rovnostou h(p) = dim V' (pozri dosledok 6.2.4).
Maticou linedrnej transformacie ¢: V. — V vzhladom na bazu a = (uq,...,u,)
nazyvame maticu

(P)a = (P)aa = (PU1)as- - (PUn)a) € K",

tvorent stradnicami obrazov ¢(u;) vektorov w; bazy a vzhladom na t¢ istd bazu o

Jednym z vedicich zamerov tejto 1 nasledujicich dvoch kapitol bude dosiahnut
vhodnou volbou bazy a ¢o najjednoduchsi tvar matice A = (¢)q linedrneho ope-
ratora . Poznamenajme, Ze pokial by sme netrvali na prirodzenej poziadavke vy-
jadrovat stradnice vzorov aj obrazov vektorov & € V vzhladom na ti usti bazu
priestoru V', 8lo by o $pecidlny pripad vety 7.6.4: vidy by sme mohli (navyse jedno-
duchym sposobom) zvolit bazy a, B priestoru V tak, aby matica ¢ vzhladom na ne

mala blokovy tvar
(@) = ( I, Onn—n >
B On—nn Opn—nn-n/’

kde h = h(p). Nieto jednoduchsie si tazko mozno predstavit — my by sme uz tradiéne
boli spokojni s diagonélnou maticou A = (¢)q. Zdanlivo nevinné poZiadavka a = 8
vsak znafne zuzuje moznosti nasej volby, ¢o — ako uvidime — dramaticky komplikuje
situaciu.

Analogickt dlohu sme uz riesili v kapitole 11 pre symetrické bilinearne formy:;
vtedy sa nam vsak podarilo ukazat, ze (az na pripad poli charakteristiky 2) mozno
volbou vhodnej bazy vidy dosiahnut diagonalny tvar matice prislusnej formy. Po-
znamenajme uz vopred, Ze pre linearne operatory sa nam ni¢ podobné nepodari.
Jednako preskimame struktaru linearnych operatorov na konecnorozmernych vek-
torovych priestoroch do takej miery, ze dokazeme charakterizovat operatory diagona-
lizovatelné vo vhodnej béaze ako aj identifikovat (ba ¢iastoéne tiez odstranit — ale to
az v nasledujicej kapitole) prekazky diagonalizovatelnosti u tych ostatnych.

Na zadiatok si uvedomme vzfah medzi maticami linearneho operatora vzhladom
na rozne bazy. Ako zvlastny pripad vety 7.6.1 dostavame:
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18.1.1. Veta. Nech ¢:V — V je linearna transformacia konecnorozmerného vek-
torového priestoru V. a a, 3 su jeho dve bazy. Potom

Stvorcové matice A, B € K™*" sa nazyvaju podobné, oznacenie A &~ B, ak existuje
reguldrna matica P € K"™*"™ taka, Ze plati

B=P ' . A.P.

Zrejme podobné matice maji rovnaki hodnost. Citatel si iste sdm bez tazkosti overi,
ze pre lubovolné matice A, B, C € K"*™ plati

A~ A,
A~x~B = B= A,
AxB&B~C = A~xC.

To znamena, ze vztah podobnosti je reflexivny, symetricky a tranzitivny, ¢ize je to
ekvivalencia na mnozine ™ *", Ekvivalencia podobnosti nam asi pripomina int1 ekvi-
valenciu na mnozine K"*": totiz kongruenciu matic A = B, s ktorou ju v$ak neslo-
bodno zamiehat (pozri paragraf 11.3).

Kedze Pg o = P(;i3 a kazda regularna matica je maticou prechodu medzi vhodnou
dvojicou baz, nasledujica veta je bezprostrednym dosledokom vety 18.1.1.

18.1.2. Veta. Nech V je n-rozmerny vektorovy priestor nad polom K. Potom pre
Iubovolné matice A, B € K™*™ nasledujice podmienky st ekvivalentné:
(i) A, B su maticami tej istej linearnej transformécie ¢: V — V vzhladom na
nejaké dve (mozno no nie nutne rézne) bazy priestoru V;
(ii)) A~ B.
Stopu matice A € K™*" oznacenie tr A (z anglického trace), definujeme ako stéet
jej diagonélnych prvkov, t.].
n
trA=ay1+...+ap, = Za”'
=1
18.1.3. Tvrdenie. Nech A € K™*" B € K"*™. Potom
tr(A-B)=tr(B- A).

Dokaz. Oznaéme A - B = (¢ij)mxm, B - A = (djk)nxn. Jednoduchym vypocétom

dostavame
"

:ZC” Zzal] ]l_zzb]zaz]—zd]]—trB A)
1=1

=1 =1 7=1 =1

Vety 10.3.2 a 10.3.3 o determinante sti¢inu matic a determinante inverznej matice,
resp. tvrdenie 18.1.3 maju nasledujtci bezprostredny

18.1.4. Désledok. Podobné matice maji rovnaky determinant aj stopu.

Hovorime, Ze determinant a stopa st tnvariantmi podobnosti matic. Ak teda matice
A, B € K™*" maji rozne determinanty alebo rozne stopy (pricom najmaé tato druha
podmienku moZno velmi lahko nahliadnut), tak nemoézu byt podobné. Na druhej
strane vsak ani rovnost determinantu a stopy este nezarucéuje ich podobnost.



18. VLASTNE HODNOTY A VLASTNE VEKTORY 3

18.2. Vlastné hodnoty a vlastné vektory

Linedarny operdtor @:V — V na kone¢norozmernom vektorovom priestore V sa
nazyva diagonalizovatelny, ak existuje nejaka baza priestoru V, vzhladom na ktor
ma ¢ diagonalnu maticu.

Nech teda ¢: V — V je diagonalizovatelny linearny operator a 8 = (v1,...,v,) je
taka baza priestoru V, Ze matica B = (p)g je diagonédlna so skalarmi Aq,..., A\, € K
na diagonale. Potom pre bazické vektory v; plati

c,o('vi) = /\Z’UZ

Ukazuje sa, ze tento vztah medzi linearnym operatorom ¢ skalarom A; a vektorom wv;
ma kléovy vyznam.

Vopred zdoraznujeme, ze nasledujice dve definicie sa vztahujt rovnako na konec¢no-
1 nekonec¢norozmerné vektorové priestory.

Hovorime, ze skalar A € K je vlastnd alebo tiez charakteristicka hodnota linearneho
operatora p: V — V, ak existuje vektor 0 # v € V, pre ktory plati ¢(v) = \v. V pri-
pade vektorovych priestorov nad ¢iselnymi polami, ako napr. R alebo C, zvykneme
hovorit o vlastnom ¢isle linearneho operatora.

Hovorime, Ze 0 # v € V je vlastny alebo tiez charakteristicky vektor linedrneho
operatora ¢: V — V ak existuje skalar A € K, pre ktory plati ¢(v) = Av. Ak V je
vektorovy priestor funkcii, zvykneme hovorit o vlastnej funkcir linearneho operatora.

Obe uvedené definicie hovoria vlastne o tom istom. Ak A € K je vlastna hodnota
operatora ¢, tak kazdy nenulovy vektor v € V taky, Ze ¢(v) = \v, je vlastny vek-
tor operatora ¢. Naopak, ak v € V je vlastny vektor, tak skalar A, pre ktory plati
©(v) = Av, je vlastna hodnota. Hovorime, Ze v je vlastny vektor prislichajict k vlast-
nej hodnote A, resp. ze A je vlastnd hodnota prislichajica k viastnému vektoru v. Este
si véimnite, ze vlastna hodnota prislichajica k danému vlastnému vektoru je uréena
jednoznac¢ne; na druhej strane, ako uvidime, k danej vlastnej hodnote moze prislichat
viacero, dokonca linearne nezavislych vektorov.

Vlastnou (charakteristickou) hodnotou (vlastnym ¢islom), resp. vlastnym (charak-
teristickym) vektorom $tvorcovej matice A € K"™*" nazyvame vlastni hodnotu, resp.
vlastny vektor linearneho operatora K™ — K" daného predpisom @ — A -®. Vlastna
hodnota A € K a k nej prislichajtci vlastny vektor 0 # v € K" matice A su tak
zviazané vztahom A - v = \v.

Z tvrdenia 18.1.2 vyplyva, ze vlastné hodnoty podobnych matic st vlastnymi hod-
notami toho istého linedrneho operatora, preto

18.2.1. Tvrdenie. Podobné matice maji rovnaké vlastné hodnoty.

Jednorozmerny podpriestor [v] generovany vlastnym vektorom v linedrneho operéa-
tora je specialnym pripadom tzv. invariantného podpriestoru. Hovorime, Ze linearny
podpriestor S vektorového priestoru V je invariantnym podpriestorom linearneho ope-
ratora ¢: V. — V, ak plati p(S) C 9, t.j. ¢(x) € S pre kazdé & € S. Ak linedrny
operator ¢ je fixovany kontextom, hovorime jednoducho o invariantnom podpriestore.

Trivialny podpriestor {0} a nevlastny podpriestor V st vzdy invariantné. Zrejme
jednorozmerny podpriestor [v] je invariantny prave vtedy, ked v je vlastny vektor
prislusného operatora. Jednorozmerné podpriestory generované vlastnymi vektormi
linearneho operatora st teda prikladmi netrivialnych, a ak dim V' > 1, tak i vlastnych
invariantnych podpriestorov.
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Ak S je invariantny podpriestor linearnej transformacie ¢: V. — V, tak z(zenie
@ na S je opat linearnou transformaciou ¢ [ S: S — S na vektorovom priestore 5.
Ak oo = (uq, ..., up, Ugy1,...,uy) je baza priestoru V taka, Ze jej prvych k vektorov
tvori bazu invariantného podpriestoru S, tak matica ¢ v tejto baze ma blokovy tvar

(A M
A= (o = <0n—k,k Az) ’

kde A; € K*** je matica linearnej transformécie ¢ [ S: S — S v béze (uy,...,ux) a
M € KH<(n=h) Ay ¢ Kn=k)x(n=h),

Ak V = S& T je dokonca priamym stu¢tom invariantnych podpriestorov S, T', tak
V mé bazu a = (uy1,..., Uk, Uky1,...,Uy,), ktorej prvych k vektorov tvori bazu S a
zvysnych n—k vektorov tvori bazu T. Vzhladom na takito bazu ma matica ¢ blokovo
diagonalny tvar

Ay Ok n—k

A=(p)a= (0 " ) = diag( Ay, Ay),

n—k,k
kde A; € K**F je matica linearnej transformacie ¢ [ S: S — S v baze (uy,...,ux)
a Ay € K(=Rx(n=k) je matica linedrnej transformécie ¢ [ T: T — T v béze
(Ugt1,-..,Up). Toto pozorovanie mozno zrejmym sposobom zovseobecnif na priamy
stcet lubovolného koneéného poétu invariantnych podpriestorov. (Detaily prenecha-
vame na samostatné premyslenie ¢itatelovi.)

Z vykonanych ivah priamo vyplyva nasledujiica charakterizacia diagonalizovatel-
nych linearnych operatorov.

18.2.2. Veta. Nech ¢ je linearny operator na konecnorozmernom vektorovom prie-
store V. Potom nasledujice podmienky su ekvivalentné:
(i) ¢ je diagonalizovatelny:;
(ii) existuje béza priestoru V pozostavajica z vlastuych vektorov operétora o;
(ii) V je priamym stc¢tom jednorozmernych invariantnych podpriestorov linedarneho
operatora .

Samozrejme, matica operatora ¢ v baze vlastnych vektorov 8 = (vq,...,v,) mé
tvar (¢)g = diag(A1,...,A,), kde A; je vlastné hodnota prislichajica k vlastnému
vektoru v;.

Podé¢iarkujeme, Ze nasledujiice tvrdenie plati aj bez predpokladu koneénorozmer-
nosti priestoru V.

18.2.3. Tvrdenie. Nech \1,...,\; st navzajom rozne vlastné hodnoty linearneho
operatora ¢: V — V. Potom k nim prislachajice vlastné vektory wvq,...,v; su
linedrne nezavislé.

Dokaz. Predpokladajme, Ze vy, ..., vy su linedrne zavislé. Potom existuje 5 < k také,
ze vektor v; je linedarnou kombinéciou predchéadzajicich; zvolme najmensie také j.
Kedze v1 # 0, j > 2 a ziaden z vektorov vq,...,v;_1 nie je linearnou kombinaciou
predchadzajtcich, st to linedrne nezavislé vektory. Pre nejaké skalary ci,...,cj—1
plati v; = ¢1v1 + ... + ¢j—1vj_1. Nakolko v; # 0, aspon jeden z tychto skalarov je
# 0. Vektor ¢(v;) si vyjadrime dvoma sposobmi:

g@(’l}]) = 0199(’01) + ...+ C]‘_lgo(’vj_l) = c1/\1v1 + ...+ C]‘_l/\]‘_l’vj_l,
c,o('vj) = /\]"U]‘ = /\]‘(Cl’vl + ...+ Cj_l’vj_l) = Cl/\j’vl + -4 C]‘_l/\]"vj_l.
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V dosledku toho
Cl(/\l — /\]‘)’Ul + ...+ Cj—l(/\j—l — /\]‘)’U]‘_l = 0,

a kedZze A\; # A pre vSetky ¢ < j — 1, aspon jeden z koeficientov ¢;(A; — Aj) je rozny
od nuly. To je vSak spor s nezavislotou vektorov vy,...,v;_1.

Prave dokazané tvrdenie spolu s vetou 18.2.2 maji za bezprostredny dosledok prva
cast nasledujiiceho tvrdenia.

18.2.4. Tvrdenie. Nech ¢ je linearny operator na n-rozmernom vektorovom prie-
store V. Ak ¢ ma n navzajom roéznych vlastnych hodnoét A\, ..., \,, tak je ¢ je dia-
gonalizovatelny v baze im prislichajicich vilastnych vektorov. Navyse kazdy vlastny
vektor v; prishichajici k vlastnej hodnote \; je urceny jednoznacne az na skalarny
nasobok.

Dokaz. Zostava overit zavereént podmienku jednoznacnosti. Nech teda j < n a w je
tiez vlastny vektor prislichajici k vlastnej hodnote A;. Kedze vy, ..., v, tvoria bazu
V,w =3, ¢;v; pre nejaké koeficienty ¢; € K. DokéZeme, %e w = ¢;v;. V opaénom
pripade by aj w — ¢;v; # 0 bol vlastnym vektorom operatora ¢ prislichajacim k A;.
Podla predchadzajuceho tvrdenia st vektory w — ¢;v;, a v;, ¢ # j, linedrne nezavislé.
To je vsak spor so skuto¢nostou, ze

w — ;05 = E C;U;

i# ]

je linearnou kombinaciou ostatnych vektorov.

18.3. Charakteristicky polyném

V tomto paragrafe si predvedieme, ako moZno k danej stvorcovej matici A € K™*"

najst jej vlastné hodnoty a k nim prislichajtce vlastné vektory. Reprezentacia line-
arneho operatora na kone¢norozmernom vektorovom priestore pomocou jeho matice
. . > > . 7 7 v ’ M Ve M Ie Ie M
v nejakej (dokonca Iubovolnej) baze nam potom umozni vyriesif analogick tilohu aj
pren.
nxXn,

Maticu A — oI nazyvame charakteristickou maticou matice A € K"*"™; jej charak-
teristickym polynomom nazyvame determinant charakteristickej matice, t.j. polyném

aljl — & aig d1n
az1 aog — X Ce aon
cha(x) =det(A —al,) =
ani an2 Ce Apnpn — T

v premennej x s koeficientmi z pola I, t.j. ch4(2) € K[x]. Charakteristicky polyném
je zrejme polyném stupna n s koeficientom (—1)" pri najvys$sej mocnine 2”. Charak-
teristickou rovnicou matice A nazyvame rovnicu chy(x) =0, t.j.

det(A — aI,) = 0.
Niektori autori definuja charakteristickt maticu ako I — A a charakteristicky poly-
ném ako det(zl — A), &ze ako (—1)" krat ,nas* charakteristicky polyném — zrejme

ide o nepodstatny rozdiel.
Vyznam prave definovanych pojmov je dany nasledujicou vetou.



6 PAVOL ZLATOS: LINEARNA ALGEBRA A GEOMETRIA

18.3.1. Veta. Nech A € K"*". Potom skalar \ € K je vlastnou hodotou matice A
prave vtedy, ked
det(A — A\I,,) =0,

t.j. prave vtedy, ked A\ vyhovuje charakteristickej rovnici matice A.

Dokaz. Skalar A € K je vlastnou hodnotou matice A prave vtedy, ked A - v = \v
pre nejaky vektor 0 # v € K", ¢ize prave vtedy, ked homogénna stistava linedrnych
rovnic (A — AI) - v = 0 méa aspon jedno nenulove riesenie v € K. To nastane prave
vtedy, ked matica A — AT je singulérna, t.j. det(A — A\I') = 0.

Zopakujme si eSte raz, ¢o sme sa naucili v tomto dokaze a nie je zahrnuté v zneni
vety: vlastné vektory stvorcovej matice A prislichajice k jej vlastnej hodnote A st
prave vsetky nenulové riesenia homogénnej ststavy s maticou A — AI; pritom prave
singularita uvedenej matice zarucéuje ich existenciu.

18.3.2. Veta. Nech A, B € K"*", Ak A ~ B, tak chy = chpg; inymi slovami,
podobné matice maji rovnaky charakteristicky polynom.

Dékaz. Nech A, B st podobné a P je regularna matica takd, ze B = P™1 - A - P.
Ked?e aj oI = P~! . 2I - P, s pouzitim rovnost{ pre determinant stiéinu matic a
determinant inverznej matice (vety 10.3.2 a 10.3.3) dostavame

chp(z) =det(B —zI) = det(P_1 A-P—P7' oI P)
= det(P_1 (A —aI) - P) = det P! det(A — 2I)det P
= det(A — aI) = cha(z).

To znamena, ze i charakteristicky polyném je invariantnom podobnosti matic. Tato
jeho vlastnost nam umoziuje korektne zadefinovat aj charakteristicky polyném chy(x)
linearnej transformacie ¢ konecénorozmerného vektorového priestoru V ako charak-
teristicky polyndém matice tejto transformacie vzhladom na Iubovolnt bazu priestoru
V. Vlastné hodnoty takejto linearnej transformacie st potom totozné s vlastnymi
hodnotami jej matice.

Tvrdenie 18.2.1 teraz priamo vyplyva z vety 18.3.2. Keby sme boli schopni na-
hliadnut, ze koeficienty u moenin 2° resp. 2" ~! v charakteristickom polynéme ch 4 (z)
matice A € K"*" st det A resp. (—1)" " tr A, ¢ize

cha(z) =detA—...+ (—1)"_1(a11 + ...+ ann)x"_l +(=1)"a"

(¢o nie je a7 také tazké), mohli by sme okamZite dostat aj dosledok 18.1.4 z préave
dokazanej vety. Ani ¢itatel, ktory to nahliadnut nedokazZe, si véak nemusi zifat. Tieto
vysledky nam totiZz onedlho spadnti do lona samy, ako vedlajsie plody nasho sttdia.

18.4. Priklady

Pokisme sa teraz na niekolkych velmi jednoduchych prikladoch (vsetky sa tykaja
matic najniZsieho netrivialneho rozmeru 2 x 2) ilustrovat metédu vypodtu vlastnych
hodnot A matice A riesenim jej charakteristickej rovnice cha(z) = 0 a nasledny
vypocet vlastnych vektorov riesenim homogénnych ststav so singularnymi maticami
A — M. Zaroven sa pri tom zoznamime s roznymi moznostami, ktoré mozu nastat, a
pripravime si tak podu pre dalsie (ivahy.
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18.4.1. Priklad. Stmernost roviny podla osi prechadzajiicej pociatkom a zvierajiice]
s osou x uhol & je linedrny operator So: R? — R?, ktory mé vzhladom na kanonicki
bazu e = (eq, e3) maticu

S, — (cos 2a sin 2« )

sin2a — cos 2«

(pozri priklad 6.4.4). Charakteristicky polynom

cos2a — sin 2
det(Sq — aly) = :
sin 2« —cos2a — x
= 2% — cos’ 2a — sin* 20 = 2% — 1
méa dva korene x; 5 = 1. K nim prisltchajice vlastné vektory najdeme rieSenim

homogénnych ststav s maticami
S _I— cos2a — 1 sin 2« sinv  —Ccosa
@ o sin 2o —cos2a — 1 0 0 ’

cos2a + 1 sin 2« ) ( cosa Ssino )

resp.

Sa_l_IZ( sin 2« —cos2a +1 0 0

Oba podpriestory rieseni st jednorozmerné, generované vektormi (cos a,sina)? resp.
(—sin a, cos @) To znamend, #e operator operator S, mé vzhladom na bazu tvorent

cosa —sin«
sina cos«
diagonalnu maticu diag(1, —1). Este si véimnite, Ze (cos a,sina)? je smerovy vektor

nasej osi stimernosti a (—sina, cosa)? je smerovy vektor kolmice na hu v podiatku.
Uvedomte si, Ze tento vysledok sa presne zhoduje s geometrickym nazorom.

stipcami matice

18.4.2. Priklad. Otocenie roviny okolo poéiatku o uhol « je linedrny operator
R, : R? — R? ktory mé v kanonickej baze € = (e1, e2) maticu

R. — <c9sa —sina)
sinav cosa
(pozri priklad 6.4.3). Charakteristicky polynom

det(Ra—l‘Iz): cCoOsxy — — Sin«

sin o CoOs — T

= 2?2 —2:1;cosoz—|—cos20z—|—sin20z::1;2 —2xcosa+1

mé diskriminant D = 4cos’a — 4 = —4sin? @. Okrem trividlneho pripadu, ked
sina =0, t.j. R, = I, ktorym sa dalej nebudeme zaoberat, je D < 0, teda charak-
teristicky polyném nemd realne korene. Preto ani R, nema realne vlastné hodnoty a
nie je podobnd so ziadnou diagonalnou maticou nad R.
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Na druhej strane, kedze R C C, na R, sa moZeme divat ako na komplexni
maticu z C**%; ako takd uréuje vzhladom na kanonickti bazu e = (e1,ez) v C?
linearny operator C* — C2?. V poli C jej charakteristicky polyném uz ma dva ko-
rene ri = cosa £isina = et ktorym zodpovedajice vlastné vektory dostaneme
rieSenim homogénnych ststav s maticami

R, _eo] — —isine  —sina ) 1 — 7
Sin v —lisin« 0 O

i isine  —slnw 1 1
R, —e'%1 = i .. ~ .
sina  1sin« 0 0
Oba podpriestory rieseni sii jednorozmerné, generované vektormi (1, —i)"* resp. (1,1)
To znamena, ze operator C2 — C? dany predpisom @ — R, -# ma vzhladom na bézu

(5 5)

18.4.3. Priklad. Rovnolahlost v rovine so stredom v pociatku a koeficientom podob-
nosti ¢ € R je linedrny operator R* — R?, ktory ma v kanonickej bdze € = (e1, e3)
diagonalnu maticu eIy (pozri priklad 6.4.5). Jej charakteristicky polyném

resp.

T T

tvorenu stlpcami matice

diagonalnu maticu diag(el®,e™%).

det(cly — 21) = (¢ — z)?

ma jeden dvojnasobny realny koren x1 o = ¢. Podpriestor rieseni homogénnej ststavy
s maticou cly — cIy = 055 je samozrejme celé R2. To znamend, %e nasa rovnolahlost
dovodov nedame prednost inej volbe, si v takom pripade zvykneme vybrat kanonick
bazu e = (eq,ez).

18.4.4. Priklad. Skosenie roviny v smere osi x s parametrom a € R je linedrny
operator R? — R? s maticou
10
[ 9)

vzhladom na kanonick bazu € = (e, e2) (pozri priklad 6.4.6). KedZe pre a = 0 ide
o identické zobrazenie, ktoré ma v lubovolnej baze maticu Iy (o je $pecialny pripad
predoslého prikladu), budeme dalej predpokladat, Ze a # 0. Charakteristicky polyném

= (1—:1;)2

a 1—=2

‘1—:1; 0

ma jeden dvojnasobny realny koren x; 2 = 1. K nemu prisltchajtce vlastné vektory
najdeme riesenim homogénnej stistavy s maticou

(n o) o)

Podpriestor riefeni je jednorozmerny, generovany vektorom ey = (0,1)7, preto skose-
nie v smere osi = s nenulovym parametrom nie je diagonalizovatelny linearny operator.
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18.4.5. Priklad. Hyperbpolicka rotacia Minkowského ,,¢asopriamky” R o hyper-
bolicky uhol 8 € R je linedrny operator Rhy: R? — R2, ktory mé v kanonickej baze

e = (eg, e1) maticu
cosh@ sinh8
Rhy = ( sinh8 cosh 9)

(pozri paragraf 16.7). Charakteristicky polyném

coshf — x sinh 6
sinh 6 coshf — z

= 22 — 22 coshf 4+ cosh? # — sinh? 6 = 22 — 2z cosh 6 + 1

det(Rhg — aly) =

mé diskriminant D = 4 cosh? 8 — 4 = 4sinh®? # > 0 a dva redlne korene
r1 = coshf £ sinhf = el
Pre 8 = 0 je Rhy = I, takze ide o algebraicky i geometricky dvojnasobné vlastné

éislo €2 = 1. Pre § # 0 dostdvame dve jednoduché vlastné &sla. Prislugné vlastné
vektory najdeme riesenim homogénnych ststav s maticami

_ 6q _ [coshf— e? sinh 8 [ —sinhé  sinh6 1 -1
Rhy —e" I = ( sinh 8 coshf —e? | — sinhf® —sinhé 0o 0 )’
resp.
_ —6y _ [coshf— e ? sinh 8 ([ sinhé sinh6 1 1
Rhy —e "I, = ( sinh 8 coshf® —e™? ) 7 \ sinh# sinhé 0 0/

Oba podpriestory riefeni st jednorozmerné, generované vlastnymi vektormi (1,1)7,
resp. (1,—1)7. V&imnite si, Ze ide o svetelné vektory. V nimi tvorenej béze, danej

(4,

mé hyperbolické rotacia Rhg diagonalnu maticu diag(e?, e=?).

stlpcami matice

18.5. Linearne operatory na nekone¢norozmernych priestoroch

V tomto paragrafe (ako napokon ani v celom kurze) nie je nasim cielom systematické
stidium linearnych operatorov na nekone¢norozmernych priestoroch. Obmedzime sa
len na dva pouéné priklady, na ktorych sa vyrazne prejavia rozdiely medzi konec¢no-
a nekoneénorozmernym pripadom.

18.5.1. Priklad. Symbolom C(“)(R) sa zvykne oznacovat mnozina vsetkych funkeii
f: R — R, ktoré maji na celom R spojité derivacie vSetkych radov. Zrejme C(“)(R) je
linearny podpriestor realneho vektorového priestoru C(R) vsetkych spojitych funkeii
R — R s operaciami definovanymi po zlozkich (pozri priklady 4.1.3 a 6.1.8). Potom
pre kazda funkciu f € C™)(R) aj jej derivacia D(f) = f' patri do C(*®)(R), teda
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D: C1®)(R) — C>)(R) je linedrny operéator. Podmienka D(f) = Af pre jeho vlastnt
hodnotu a prislusnt vlastni funkeiu nie je ni¢ iného nez diferencidlna rovnica

filx) = Af(=),

ktora ma pre kazdé A rieSenie

A
f(x) = f(0)e™.

To vsak v reé¢i tejto kapitoly znamena, Ze kazZde realne ¢islo A je vlastnou hodnotou
operatora D a prislicha mu jednorozmerny vlastny podpriestor generovany funkciou
e

18.5.2. Priklad. Urdity integral chapany ako funkecia hornej medze, ktory spojite]
funkeii f: (a,b) — R priradi predpisom F(x f f(t)dt jej primitivnu funkeiu
I(f) = F, definuje linearny operator I: C(a b> — C(a, b) na vektorovom priestore
C(a,b) vsetkych spojitych redlnych funkeii na intervale (a,b) (pozri priklad 6.1.9).
Podmienka I(f) = Af pre jeho vlastnd hodnotu a prislusnt vlastnt funkciu mé tvar

| fmar =g

Ak )\ = 0, tak derivovanim oboch stran podla x zistime, Ze jedina spojita funkcia f,

integralnej rovnice

ktora ju spiﬁa, je identicky rovna nule. Teda 0 nie je vlastné ¢islo operatora I.
Nech teda A # 0. KedZe funkcia na pravej strane je diferencovatelnd, musi byt
diferencovatelna aj f, a po derivovani oboch stran podla z dostavame diferencialnu

rovnicu f(x) = Af'(x), ¢ize ,
Flr) = L)

ktora, podobne ako v predchadzajicom priklade, ma riesenie

flz) = fla)e™ s

Dosadenim & = a do povodného vztahu dostavame

o= [ s

teda f(a) =0, ¢o mé opat za nasledok f(x) = 0 pre kazdé x. Teda ani Ziadne realne
A # 0 nie je vlastnym ¢islom operatora I.

Pouceni prikladom 18.4.2 by sme sa mohli pokusat najst nejaké komplexné vlastné
disla operatora I. Ale uz zbeiny pohlad na prave vykonané tvahy nam ukaze, Ze
realnost skalara A v nich nehrala podstatn ilohu. Teda z rovnakych dovodov I nema
ani komplexné vlastné ¢isla.

Na druhej strane, linedrny operator I, : C{a,b) — C{a,b) dany predpisom

L)) = )+ [ s
pre [ € C{a,b), € (a,b) méa jediné vlastné ¢islo A = 1. VSetky rieSenia prislusne;j

integralnej rovnice I,(f) = f majua tvar

f@) = fla)e*™".
To znamena, Ze tvoria jednorozmerny vlastny podpriestor generovany vlastnou fun-
keiou e*~*. Presvedcte sa o tom.



