17. UNITARNE PRIESTORY

V paragrafe 12.1 sme videli, Ze kanonicky diagonalny tvar Tubovolnej symetrickej bi-
linedrnej formy na kone¢norozmernom vektorovom priestore nad polom C vsetkych
komplexnych ¢isel je jednoznac¢ne urceny jej hodnostou. Zavadzat pre takéto formy
nieco na spodsob signatiry a hovorit o ich defitnosti vobec nemé zmysel. Téato jednodu-
chost v porovnani s tedriou symetrickych bilinedrnych foriem na vektorovych prie-
storoch nad polom R mé za néasledok, Ze symetricka reguldrna bilinearna forma na
komplexnom vektorovom priestore nevytvara geometricka struktiru analogickt real-
nemu pripadu. Ukazuje sa vSak, ze zdanlivo nepatrnou modifikdciou pojmu bilinearne;j
formy mozno tato prekazku geometrizacie preklenuf.

Kapitolu za¢neme stadiom tzv. poldruhalinedrnych foriem na komplexnych vek-
torovych priestoroch. Pre takéto formy spliiajiice isti mierne pozmenenti podmienku
symetrie uz mozno prirodzene zaviest pojmy signatiry a definitnosti a rozsirit na
ne platnost tvrdeni z kapitoly 12. Najdodlezitejsi bude pre nés opiit kladne definitny
pripad, kedy hovorime o (kompleznom) skaldrnom sucine. Tedria (koneénorozmer-
nych) unitdrnych priestorov, t.j. komplexnych vektorovych priestorov vybavenych
skalarnym suc¢inom, je natolko priamodciarym zovSeobecnenim teérie euklidovskych
s malymi redakénymi tipravami. Preto miesto systematickej vystavby tedrie unitar-
nych priestorov iba struéne naznacime, ako to mozno urobit.

Zaver kapitoly je venovany stru¢nému nacrtu tlohy unitarnych priestorov v kvan-
tovej mechanike. Tomu bude predchadzat kratke odbocenie do klasickej mechaniky
a pojednanie o tazkostiach, ktoré sa stavaju do cesty pokusom vytvorit adekvatny
fyzikalny obraz javov mikrosveta a matematicky popis jeho zakonitosti.

17.1. Poldruhalinearne formy

Zatneme bandlnym pozorovanim: Absolttna hodnota |z| redlneho ¢isla, ¢ize jeho
vzdialenost od podiatku, je so su¢inom zy, t.j. s najzdkladnejSou bilinedrnou for-
mou, zviazand vztahom |x|? = xz. Taktiez absolitna hodnota |z| komplexného &sla
mé geometricky vyznam jeho vzdialenosti od podiatku, uvedeny vztah vSak plati
v modifikovanej podobe |z|? = 7. Ak teda chceme budovat geometriu umoziujtcu
vyjadrit vzdialenosti pomocou vhodnych komplexnych analégov redlnych bilinedrnych
a kvadratickych foriem, st¢in xy bude treba nahradif vyrazom z7. Kedze 7 = v, a
xy = xy pre x,y € R, ide o prirodzené zovseobecnenie realneho pripadu.

Poldruhalinearnou formou na komplexnom vektorovom priestore V' nazyvame zob-
razenie F': V x V — C také, ze pre vsetky x,y,z € V, ¢ € C plati

Flx+y,z)=F(x,z)+ F(y, 2), F(ecx,z) = cF(x, z),
Flx,y+z)=F(z,y) + F(x, z), F(x,cy) =¢F(x,y).
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Hovorime, ze F' je linedrne v prvej premennej a semilinedrne v druhej premennej.
Ak V je kone¢norozmerny a a = (uq,...,u,) je jeho baza, tak maticu

A = [Fla = (F(uj,u;)) € C™",

rovnako ako v redlnom pripade, nazyvame maticou poldruhalinedrnej formy F v baze
a. Potom pre Tubovolné vektory =,y € V so stradnicami (¢)o = (71,...,7,)7

(Y)a = (Y1,---,yn)T plati

Flz,y)=(@)h A - W)= >_ > a2l

j=1k=1

Y

kde @a = (Uy,---,Y,)T. Pritom A = (@jk)nxn = [Fla je jedind matica s touto
vlastnostou.
Ak B = (v1,...,v,) je druhd béaza priestoru V, tak matice A = [Fq, B = [Fg
st zviazané vztahom
B=Pl;-A P,pg,

kde P, g = (p;;) je matica komplexne zdruzend k matici prechodu Py g = (pji).
Z toho vyplyva, ze A, B € C"*" st maticami tej istej poldruhalinearnej formy
vzhladom na (mozno) rézne bazy «, B prave vtedy, ked B = PT . A - P pre ne-
jaku reguldrnu maticu P € C™*", t.j. prave vtedy, ked existuje regularna matica
Q € C™*" taka, ze

B=Q -A-Q,

kde Q* = w = QT oznacuje maticu transponovant a komplexne zdruzena k matici
QQ — hovorime, Ze Q™ je hermitovsky zdruZend alebo tiez adjungovand matica k matici
Q. Naozaj, ak polozime Q = P, tak Q* = PT. V takom pripade hovorime, 7e matice
A, B € C™"*" st hermitovsky kongruentné a piseme A = B.

KedZe pole C vsetkych komplexnych ¢isel je rozsirenim pola R vSetkych realnych
Cisel, kazdy vektorovy priestor V' nad polom C mozno zaroven povazovat za vektorovy
priestor nad polom R (pozri priklad 1.6.1). Tento vektorovy priestor budeme znacit
Vkr a nazyvat redalnym zuzZenim alebo tiez zredlnenim priestoru V.

Kazdé zobrazenie F': V x V — C urcuje predpismi

Fo(w,y)=ReF(:U,y), Fl(m7y):ImF(w7y)a

pre x,y € V, dve zobrazenia Fy = Re F, F; = Im F': V xV — R; potom, samozrejme,
F(ma y) = Fo(-’L‘, y) + iFl(w7 y)
Dokaz nasledujiceho tvrdenia prenechdvame ako jednoduché cvicenie ¢itatelovi.

17.1.1. Tvrdenie. Nech F: V x V — C je lubovolné zobrazenie. Potom F je pol-
druhalinedrna forma prave vtedy, ked Fo = Re F', F} = Im F' su bilinedrne formy na
realnom vektorovom priestore Vg a pre vsetky x,y € V plati

Fo(z,y) = Fi(iz,y), Fi(x,y) = Fy(x,iy).

To okrem iného znamena, ze kazda zo zloziek F{, F} poldruhalineidrnej formy F'
jednoznacne urcuje druhu.
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17.2. Hermitovské formy a hermitovské matice

Hovorime, Ze poldruhalinedrna forma F na komplexnom vektorovom priestore V je
hermitovska alebo tiez kososymetricka, ak pre vsetky o,y € V plati

F(z,y) = F(y, ).
Nasledujuce tvrdenie je bezprostrednym dosledkom nasej definicie.

17.2.1. Tvrdenie. Poldruhalinedrna forma F:V x V — C je hermitovskd prdve
vtedy, ked jej zlozky Fy = Re F, Fi =Im F spliiaji podmienky

Fo(il?,’y) :FO(y7w)7 Fl(m7y) :_Fl(y’w)

pre vsetky x,y € V.

Podla tvrdeni 17.1.1 a 17.1.2 mozno teda kazda hermitovska formu F': V xV — C
rozlozit na sucet ' = Fy + iF; dvoch bilinedrnych foriem Fy, Fi: Vg X Vg — R,
z ktorych prvé je symetrickd, druhé antisymetricka a plati Fy(x,y) = Fy(x,iy) alebo,
¢o vyjde vdaka (anti)symetrii narovnako, Fy(x,y) = Fi(iz, y).

Stvorcova matica A € C"*" sa nazyva hermitovskd alebo tiez kososymetrickd,
ak A = A* t.j. ajy = ax; pre vietky j,k < n. Speciélne, aj; = aj;, ¢ize vietky
diagonalne prvky hermitovskej matice st realne. Zrejme A je hermitovska prave vtedy,
ked poldruhalinedrna forma F(x,y) = ” - A-y na (stipcovom) vektorovom priestore
C™ je hermitovska.

Ak F:V xV — C je hermitovska forma, tak F(x,x) = F(x,x) pre kazdé « € V,
¢ize vSetky hodnoty F'(x,x) st realne, teda mé zmysel pytat sa na ich znamienko. To
nam v komplexnom pripade umoziuje zaviest pre hermitovské formy a hermitovské
matice vSetky pojmy stuvisiace s definitnostou a so signattirou rovnako, ako v redlnom
pripade pre symetrické bilinearne formy a symetrické matice (pozri paragrafy 12.1 a
12.2). Navyse, v dosledku antisymetrie formy F; = Im F plati

F(x,x) = Fy(x,x), Fi(z,x) =0,

takze na F'(x,x) sa mozno divaf ako na kvadratickt formu na redlnom vektorovom
priestore Vg.

Signattru hermitovskej matice A € C"*", a tym aj hermitovskej formy F': V2 — C
na koneénorozmernom vektorovom priestore V nad C, mozno zistit jej tpravou na
diagonalny tvar podla schémy

I, ESO | p
Na matici A teda vidy vykoname jednu ERO a jej zodpovedajiucu ESO s komplexne
zdruzenym skaldrom (teda vymene dvoch riadkov zodpoved4 vymena prislugnych stip-
cov, avSsak vynasobeniu j-teho riadku nenulovym skalarom ¢ € C zodpoveda vyna-
sobenie j-teho stipca skaldrom € a pripo¢itaniu c-nasobku j-teho riadku ku k-temu
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riadku zodpovedé pripoéitanie ¢-ndsobku j-teho stipca ku k-temu stipcu). Na jed-
notkovej matici vykoname prislusni ESO s povodnym skalarom. (Porovnaj s podob-

nou schémou z paragrafu 11.3). Potom A =B=PT.A.Pa stipce matice P tvoria
bazu 3 priestoru C", vzhladom na ktortt ma hermitovska forma x” - A -y diagonalnu
(preto tiez nevyhnutne redlnu) maticu B. Ak A bola maticou hermitovskej formy
F' na n-rozmernom vektorovom priestore V' v baze a, tak diagonalna matica B je
maticou formy F' v baze 8 = a - P, ¢ize P = P, g je maticou prechodu z bazy 3 do
bazy c.

V podstate rovnako ako v paragrafe 11.3 sa da dokazat, ze uvedeny postup vedie
vzdy k cielu. NavySe mozno dosiahnuf, aby matica B mala na diagonale len skalary
+1 a 0. Napriek istej nejednoznacnosti vyslednych matic B a P, i v tomto pripade
plati Sylvestrov zakon zotrvacnosti, teda signatiira hermitovskej formy ¢i matice je
dobre definovana a si splnené jednoduché analdgie vysledkov pre realne symetrické
bilinearne formy a matice z paragrafu 12.1. Detaily prenechavame na samostatné
premyslenie ¢itatelovi.

17.3. Komplexny skalarny saéin a unitarne priestory

Skaldrnym alebo tiez vnutornym sucinom na komplexnom vektorovom priestore V'
nazyvame Tubovolni kladne definitn hermitovska poldruhalinedrnu formu na V; jej
hodnotu na vektoroch &,y € V budeme znacit opit (x,y). Komplexny vektorovy
priestor V' vybaveny skaldrnym stc¢inom nazyvame unitdrny priestor.

Nezavisle na znalosti uvedenych pojmov mozno skalarny staéin na V' definovat ako
binarnu operaciu V x V' — C, ktora kazdej dvojici (x,y) vektorov z V priradi kom-
plexné ¢islo (x,y) také, ze pre vSetky x,y,x1,x2 € V a lubovolné ¢ € C plati:

(1 + 2, y) = (%1, Y) + (22, 9) (aditivita),
(cx,y) = c(z,y) (homogenita),
(@,y) = (y,x) (kosa symetria),
r#0 = (z,z)>0 (kladna definitnost).

Spojenie aditivity a homogenity skalarneho stacinu dava jeho linearitu ako funkcie
prvej premennej (pri pevnej druhej premennej). Vdaka kosej symetrii z toho vyplyva
semilinearita skaldrneho stéinu ako funkcie druhej premennej (pri pevnej prvej pre-
mennej), t.j. rovnosti

(T, Y1+ Y2) = (T, Y2) + (T, Y2),
(z, cy) =c(z, y),
pre vSetky x,y1,y2 € V a ¢ € C. Rovnako z kosej symetrie vyplyva realnost vyrazu

(x,x) = (x,x) pre kazdé & € V, o teprv dava zmysel podmienke kladnej definitnosti;
z poldruhalinearity potom vyplyva jej nasledujtci podrobnejsi rozpis

(,x) >0 & ((w,2) =0 & = =0)

pre kazdé x € V.



17. UNITARNE PRIESTORY 5

Ako sme naznacili predchadzajicimi dvoma odstavcami, ktoré verne sleduju for-
mulécie prvych dvoch odstavcov z paragrafu 13.1, tedria konecnorozmernych uni-
tarnych priestorov je pomerne priamociarym zovSeobecnenim teérie euklidovskych

.....

.....

priestoroch mozno s malymi modifikdciami dokézat aj pre (kone¢norozmerné) unitér-
ne priestory. S istou déavkou zjednodusenia mozno povedat, ze jediny formalny rozdiel
spoCiva v tom, Ze v komplexnom pripade si musime davat pozor na poradie ¢initelov
v skalarnom st¢ine, obéas nad niektoré skalary primalovat pruh a rozlisovat medzi c?
a |c|®. Z toho dévodu nebudeme &itatela unavovat systematickym budovanim tedrie
unitarnych priestorov; miesto toho sa obmedzime len na zopar zékladnych pojmov
a vysledkov, a kde to bude mozné, odvolame sa na zodpovedajiuce analdgie z eukli-
dovskych priestorov.

Kedze 0 < (x,x) € R, dizku alebo tiez normu vektora = v unitdrnom priestore V
mozno definovat ako nezaporné realne ¢islo

] = (@, ).

Zrejme ||z| je norma na vektorovom priestore Vg pochadzajica od redlneho ska-
larneho stéinu (x,y)o = Re(x,y), teda st pre nu splnené vsetky tri definujice
podmienky (trojuholnikova nerovnost, pozitivna homogenita, oddelitelnost) z para-
grafu 13.3. Navyse podmienka pozitivnej homogenity

ez = |cf |||
plati pre vSetky « € V| ¢ € C (a nielen pre ¢ € R). Naozaj,

lez||* = (ca, ca) = ce(w, x) = |cf |||

ako modifikacia bilinearnych foriem, boli vymyslené len nato, aby nam v prave vyko-
nanom vypocte presiel trik so skalarom c. Az na casticu ,len* mu toto podozrenie
nehodldme vyvracat.

Z Cauchyho-Schwartzovej nerovnosti (tvrdenie 13.2.3) pre realny skalarny sacin
dostavame nerovnost |Re(u, v)| < ||ul| [|[v||, z ktorej uz vyplyva trojuholnikova nerov-
nost pre normu. S trochou tusilia v8ak mozno dokazat silnejsi odhad.

17.3.1. Tvrdenie. (Cauchyho-Schwartzova nerovnost) Nech V je unitdrny priestor.
Potom pre lubovolné vektory u,v € V plati

[{w, v)] < [lu][lv],

pricom rovnost nastane prdve vtedy, ked w, v su linedrne zdvislé.

Dokaz. Oznacme si ¢ = cosa + isina, kde (u,v) = |(u,v)| (cosa +isina) je vyjad-
renie ¢isla (u,v) € C v goniometrickom tvare. Potom |c| =1, ¢! =¢C a

[(u,v)| = ¢ H{u,v) = ¢lu,v) = (u, cv) = Re(u, cv),
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lebo ide o reélne ¢islo. Kedze Re(u,v) je kladne definitna bilinedrna forma na Vg,
podla redlnej verzie Cauchyho-Schwartzovej nerovnosti plati

[{w, v)| = Re(u, cv) < [ul| [[ev]| = [e] |[w] [[v]} = [[u[[[v]].

Rovnost nastane prave vtedy, ked vektory u, cv st linedrne zavislé nad R. Z toho
zrejme vyplyva linedrna zavislost vektorov u, v nad C. Naopak, ak u, v st linedrne
zavislé nad C, tak rovnost |(u,v)| = ||ul/||v]] mozno jednoducho overit priamym
vypoctom.

Pre nenulové vektory u,v € V predstavuje vyraz (u,v)/ ||ul| ||v|| komplexné ¢islo
s absolutnou hodnotou < 1. Analdgia s redlnym pripadom nés zvadza pokusit sa na
jeho zéklade nejako zadefinovat uhol vektorov w, v. Nikaji sa ndm tri moznosti:

(1) Vychadzajuc z toho, ze redlna ¢ast Re(u,v) skalarneho st¢inu (u,v) je skalér-
nym sucinom na realnom zizeni Vi unitarneho priestoru V', ktory plne urcuje
jeho normu, mozeme sa sustredit len na 1iu a ignorovat imaginarnu ¢ast. V takom
pripade

Re(u, v)

Qv = arccos
[l floll

predstavuje uhol, ktory zvieraju vektory u, v v priestore Vi.

(2) Uhol vektorov u, v modzeme definovat ako uhol priamok [u], [v], t.]. ako redlne
¢islo

[{u, v)|

Qv = arccos .
[l o]l

V readlnom pripade by také nieco zodpovedalo nahradeniu odchylky vektorov
<(u,v) odchylkou priamok <([u], [v]); to znamend, Ze medzi odchylkami dvojic
(u,v) a (u, —v) by sme nerozliSovali a z povodnych uhlov <(u,v), <(u, —v) by
sme vybrali ten mensi. (Nezabudajme vSak, Ze priamky [u], [v] v komplexnom
vektorovom priestore V' st z redlneho hladiska dvojrozmerné, t.j. st to vlastne
roviny vo Vg.)

(3) Prostriedkami tedrie funkcii komplexnej premennej mozno definiény obor realnej
funkcie arccos, t.j. interval (—1, 1), rozsirit na jednotkovy kruh {c € C; |¢| < 1}
(dokonca na celt komplexnt rovinu C). Potom odchylka <((u,v) by bola kom-
plexné cislo

_ (u,v)
Q = arccos
[l [[v]
také, ze . .
el® f el (u,v)
cos o = = .
2 [Jwl] [Jv]]

Tento sposob by bol, samozrejme, matematicky najcistejsi, hoci z geometrického

hladiska pre nas zatial nie priliS nazorny. NavySe by si vyZadoval isti znalost
tedrie funkcii komplexnej premennej, ktorti u ¢itatela nepredpokladame.

My sa vSak nebudeme rozhodovat medzi uvedenymi troma alternativami, teda

uhol dvoch nenulovych vektorov v unitdrnom priestore vobec nebudeme skiimaf ani

definovat. NajdolezitejSou interpretacia vyrazu (u,v)/ ||u|| ||v|| v unitdrnom priestore
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je totiz jeho interpretacia v kvantovej mechanike. Tou vSak nie je kosinus uhla, ale —
akokolek ¢udne to znie — ,amplitida pravdepodobnosti“. K tejto otdzke sa vratime
az v zaverecnom paragrafe 17.7.

I ked na uhol dvoch vektorov v unitdrnom priestore sme rezignovali, nemienime
rezignovat na vztah ortogonality (kolmosti)

rly < (r,y)=0
pre vektory x,y € V a operaciu ortokomplementu
Xt ={yeV; Ve X)(z Ly)}

mnoziny X C V, ktoré maju rovnaké vlastnosti ako v redlnom pripade. Aj pojmy
ortogondlnej ¢i ortonormdlne; mnoziny alebo usporiadanej k-tice vektorov, a najméi
ortogondlnej a ortonormdlnej bdzy st definované rovnako.

Gramovym-Schmidtovym ortogonalizaénym procesom — ¢i uz ho vykoname podla
vety 13.4.5 alebo diagonalizaciou Gramovej matice G(a) = ((uj,uk>) nejakej bazy
a = (uq,...,u,) priestoru V — mozno dokazat, ze kone¢norozmerny unitarny priestor
V mé ortonormélnu bézu. Vzhladom na takato bazu B8 = (vi,...,v,) nadobuda
skalarny stcin na V tvar tzv. standardného komplexného skaldrneho siucinu na C",
t.j. pre lubovolné vektory x,y € V so sturadnicami (z)g = (z1,...,2,)7, (y)g =
(Y1, -, yn)" plati

(@, y) = ()5 (y)g = Zﬂ?jﬂj = (@, v))(v), ),

j=1

kedZe jednotlivé zlozky stradnic vektorov x, y si

x; = (x,vj), y; = (y,v;).

Specialne pre = y dostavame Parsevalovu rovnost
n n
2 — 2 2
lz)* = (@)5 - (@) =D la;1" = > (@, v5)|
j=1 j=1

(porovnaj s vetou 13.4.4).

17.4. Unitarne matice

Unitarne matice st komplexnou analégiou ortogonédlnych matic. Matica A € C"*"

sa nazyva unitdrna, ak plati
A" A=1,,

t.j. A=! = A*. Prva podmienka je zrejme ekvivalentna s rovnostou A7 - A = I,,,
ktora opaf hovori, Ze stlpce matice A tvoria ortonormalnu bazu unitidrneho priestoru
C™ so standardnym skaldrnym st¢inom. Potom rovnako A - A* = I,,, teda aj riadky
matice A tvoria ortonorméalnu bazu v C”.

Podobne ako ortogonalne matice, aj unitarne matice mozno charakterizovat jednak
ako matice prechodu medzi ortonormalnymi bazami v kone¢norozmernych unitarnych
priestoroch, jednak ako matice, nasobenie ktorymi zachovava standardny skalarny
stéin resp. dizku v C™.

Dokaz nasledujicej vety mozno dostat nepatrnou modifikdciou dokazu vety 13.5.1.
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17.4.1. Veta. Nech V' je n-rozmerny unitdrny priestor, o je ortonormdlna a 3 je
lubovolnd bdza priestoru V. Potom bdza B3 je ortonormdlna prave vtedy, ked matica
prechodu Py g z bdzy B do bdzy a je unitdrna.

17.4.2. Veta. Nech C" je stipcovy unitdrny priestor so standardnym skaldrnym sici-
nom a A € C™. Potom nasledujiice podmienky siu ekvivalentné:

(i) A je unitdrna matica;

(ii) pre vsetky x,y € C" plati (A-x, A y) = (x,y);

(iii) pre vsetky x € C" plati || A - x| = ||z||.

Dokaz. Implikécie (i) = (ii) a (ii) = (i) mozno dokazat (takmer) rovnako ako v dokaze
vety 13.5.2 a implikacia (ii) = (iii) je opét trividlna. Stac¢i teda dokéazat (iii)=- (ii).

Kedze ||x|| je zaroveil norma na zrealneni unitarneho priestoru C™ pochadzajica
od reédlneho skalarneho sucinu Re(x, y), pre fubovolné x,y € C™ plati

1
Re(z,y) = 5 (= +yll* - ll=[* - lly[*),
a podla tvrdenia 17.2.1 tiez Im(x, y) = Re(x,iy). Teda z podmienky (iii) vyplyva
Re(A -z, A-y)=_(|[A-z+ A y|* —[|A x| - A y|?)

(A~ (@ +yl* — Azl ]| A y|?)

N RN RN

(lz+yll> = =)* - [ly]?) = Re(e,y).
V désledku toho

teda (A -y, A-y) = (z,y).

Podrobnejsi popis Struktary unitarnych matic opaf podame len pre rady n < 2.
Unitarne matice rozmeru 1 x 1 zrejme splyvaju s komplexnymi ¢islami s absolatnou
hodnotou 1.

17.4.3. Veta. Matica A € C?>*2 je unitdrna prdve vtedy, ked md tvar

a b el cos v e'f sin v
A= T — = i(w—0) o i(w—a) )
—bu  au —e sind e cos ¥
kde &isla a,b,u € C vyhovujii podmienkam |al® + |b]? = |u| = 1, resp. a, 3,9,w € R
st lubovolné.
Dokaz. Priamym vypoc¢tom sa moZno presvedcit, Ze kazdé matica v lubovolnom z uve-
denych dvoch tvarov vyhovuje podmienke A* - A = I, teda je unitarna.

Nech naopak A = (Z Z) je unitarna. Potom matica A* - A = I ma na mieste

(1,1) prvok |a|? +[b|? = 1. Ozna¢me u = det A. Lahko mozno overit, 7ze |u| = 1, preto
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aj matice diag(l,u) a B = diag(1,u) - A = <caa ;ﬂ) st unitarne (pozri cvicenie ...).
Potom det B = 1, preto

B*:(dﬂ_ _b> a B*:<§ Eu).

—cu  a b du

Kedze B~! = B*, porovnanim prislusnych zloziek oboch matic dostdvame ¢ = —bu,
d = au.

Ak &isla a, b, u zapiseme v goniometrickom tvare a = |a|el®, b = |b|e!®, u = ¥,
kde o, 8,w € R, a uvedomime si, Ze z podmienky |a|? + |b|?> = 1 vyplyva existencia
¥ € (0,7/2) takého, ze |a| = cos¥, |b| = sin), vidime, Ze maticu A mozno vyjadrit
aj v druhom z uvedenych tvarov.

*17.5. Stavové priestory v klasickej mechanike

Cielom tohto paragrafu nie je systematicky vyklad klasickej mechaniky. Hodldme len
zbezne zaviest a motivovat pojem stavového priestoru a strucne naznacit prednosti
v nom fungujiceho Hamiltonovho formalizmu. Hlavne ndm vsak ide o vybudovanie
aspon akej-takej ndzornej predstavy, ¢i aspon analdgie, o ktorti by sme sa mohli
opriet v poslednom paragrafe, kde sa chystame zaviest stavové priestory v kvantovej
mechanike, ¢o je oblast, kde nasa intuicia z viacerych dovodov zlyhava.

Uvazujme hmotny bod pohybujici sa vo fyzikdlnom priestore, ktory prostred-
nictvom volby nejakej pravouhlej stiradnicovej sustavy zvykneme stotoziiovat s eu-
klidovskym priestorom R3. Priestorové stiradnice (radius-vektora) jeho polohy v ¢ase
t ozna¢me x(t) = (x1(t), x2(t), z3(t)). Jeho okamzita rychlost v ¢ase t je potom dana

ako derivacia
_dx (d:z:l dxs darg)

W=~ @ @

Ak navySe pozname jeho hmotnost m, tak jeho pohybovy stav v ¢ase t je jednoznac¢ne
urc¢eny dvoma vektormi: polohovym vektorom x(t) a vektorom hybnosti p(t) = mwv(t),
t.j. jednotlivé zlozky v; rychlosti a p; hybnosti v smere stradnych osi st zviazané
vztahmi p; = mv; = m(dx;/dt) pre j = 1,2, 3. Inak povedané, okamzity pohybovy
stav hmotnej Castice je jednoznacne urceny jedinym v Case premennym vektorom
(bodom) (x,p) v stavovom priestore RS. Tento priestor chdpeme ako priamy stcin
R3 x R3 dvoch exemplarov euklidovského priestoru R3 (so $tandardnym skaldrnym
st¢inom), z ktorych prvy slizi na zaznamendavanie polohy a druhy hybnosti.

Kvoli jednoduchosti dalej predpokladajme, Ze pohyb nasho hmotného bodu sa
odohrava v tzv. konzervativnom silovom poli, t.j. potencidlna energia U = U(x)
hmotného bodu v niom je iba funkciou jeho polohy x a nezavisi od ¢asu. Sila posobiaca
na casticu v danom mieste teda je

F:_gradU:_(aU oU 8U).

8901 ’ 8952 ’ 8903
S vyuzitim Newtonovej pohybovej rovnice

d(mv) dp

F = —
dt dt
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dostavame
dp dx 1
—_— = dU. — == —D.
ac e Ty TV T P

Celkova energia hmotného bodu v danom mieste a case je suctom jeho kinetickej a
potencialnej energie

1 1
H = Smlol’ +U) = 5 |Ipl* + U ().

Vyraz H = H(x,p) nazyvame Hamiltonovou funkciou prislusnej pohybujicej sa su-
stavy. Jednoduchy vypocet dava

OH _oU _ _dp;
5’xj _8.Tj a d?f7
oH 1 d|p|> _ 1 op}+p3+p}) 1 dz;

% ~ 2m Op; 2m Ip; BT AT

pre j = 1,2,3. Ak si eSte zavedieme skratené oznacenie

OH OH OH\ OH OH OH OH oH
Ox1’ Oxy’ Ox3 oz’ Op1’ Opy’ Ops op’

dostavame parcialne diferencidlne rovnice, popisujice pohyb hmotného bodu, v tzv.
Hamiltonovom tvare

de OH dp  OH
dt  op’ dt oz’
ktory vynikéd mimoriadnou eleganciou, symetriou a jednoduchostou.
Podobne, okamzity stav sustavy pohybujicich sa n hmotnych bodov je jedno-

znacne uréeny dvoma usporiadanymi n-ticami: (x1,...,x,) ich polohovych vektorov
a (p1,-..,Prn) ich hybnosti, ktoré mozno vyhodne reprezentovat ako blokovii maticu
1 P 11 Z12 213 P11 P12 P13
(X, P)=| = i i i |eRrRvY
Ln Pn Tnl Tn2 Tn3 Pnl Pn2 Pn3

pricom jednotlivé zlozky x;; = z;;(t) matice X = X(t), resp. p;; = p;;(t) mati-
ce P = P(t) predstavuji j-tu stradnicu polohy resp. hybnosti i-tej Castice a st
zviazané vztahom p;; = m;(dz,;/dt), kde m; je jej hmotnost. Teda okamzity pohy-
bovy stav sustavy n hmotnych bodov sme zachytili ako jediny od casu zavisly bod
¢i vektor (X, P) v 6n-rozmernom stavovom priestore R™"*® chipanom ako priamy
stéin 2n exemplarov euklidovského priestoru R3, zodpovedajtcich zlozkdm matice
(i, pi) € (R3)"X2 nazyvanym tieZ zovieobecnené siradnice a zovseobecnené hybnosti
stustavy.
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Celkom analogicky ako v pripade jedinej Castice, i pre n hmotnych bodov v konzer-
vativnom silovom poli (dokonca aj za podstatne vSeobecnejsich predpokladov) mozno
odvodit, Ze ich pohyb sa riadi parcidlnymi diferencidlnymi rovnicami

dX 0oH dP  90H
dt  oP’ dt 90X’

ktoré nazyvame Hamiltonovymi rovnicami. Uvedené vyrazy oznacuju matice

dX _ (day oH _(oH
dt¢ N dt n><3’ 0X N 8l‘z‘j n><3’
dP _ (dp, oH _ (oH
dt N dt n><37 8P N (‘3pij n><3’

a H = H(X,P) je opiat Hamiltonova funkcia, vyjadrujuca celkovi energiu ststavy.
Jej explicitny tvar je

H=Y" o pil + 3 Uslw) + 3 Ui — ),
i=1 v i=1

1<J

kde prvy c¢len predstavuje sucet kinetickych energii jednotlivych castic, druhy stcet
ich potencialnych energii U;(x;) vo vonkajSom silovom poli a treti sti¢et potencidlnych
energii U;;(x; — ;) vzajomného pdsobenia i-tej a j-tej Castice, ktoré (vdaka tretiemu
Newtonovmu zakonu) zavisia len od vektora x; — ;.

Cislo 3n udéava pocet stupriov volnosti danej stistavy. Keby sme miesto hmotnych
bodov uvazovali readlne pevné telesa, ktoré sa okrem translacného pohybu mézu navyse
otacat okolo Iubovolnej osi, pohybovy stav kazdého z nich by bol okrem polohy a
hybnosti charakterizovany eSte troma uhlami a troma momentmi hybnosti vzhladom
na dané siuradné osi. Celd sustava n telies by tak mala nie 3n ale 6n stupiiov volnosti
a jej okamzity stav by predstavoval nejaky bod v 12n-rozmernom priestore (maticu
rozmeru n X 12).

Na konkrétnej dimenzii stavového priestoru vsak teraz nezalezi. Nas vyklad kla-
sickej mechaniky totiz v tejto chvili ukon¢ime a stistredime sa len na struc¢né zhod-
notenie prinosu jej matematického modelovania v mnohorozmernom priestore. Pred-
stavme si, ze by sme pohyb ststavy n hmotnych bodov ¢i telies popisovali v troj-
rozmernom priestore. Prislo by ndm rozpletat motanicu n trajektorii a pre kazdu
z nich zvlast sledovat ¢asovy vyvoj rychlosti resp. hybnosti, nehovoriac uz o uhloch
a momentoch. Namiesto toho sme cely tento spletenec zakdédovali do trajektorie je-
diného bodu v priestore dimenzie 2d, kde d je pocet stupnov volnosti celej stustavy.
Casovy vyvoj tejto trajektdrie sa riadi Hamiltonovymi rovnicami, to znamena, Ze na
predpoved budiceho alebo rekonstrukciu minulého stavu sta¢i poznat Hamiltonovu
funkciu ststavy a jediny okamzity stav — tzv. pociatocni podmienku.

Teda opustenim trojrozmerného fyzikalneho priestoru a vyuzitim matematickych
priestorov vyssich dimenzii mozno ziskat i¢inné prostriedky aj na popis dejov odohréa-
vajucich sa v povodnom trojrozmernom priestore. Rozbitie okov, ktorymi nés putaju
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tri rozmery fyzikalneho priestoru, a nasledny rozlet do vyssich dimenzii, vedeny potre-
bami klasickej mechaniky, je dodnes plne nedocenenym titanskym vykonom genidl-
neho intelektu Lagrangeovho. Bol to precedens, ktory mal za nasledok, ze sa mate-
matika i fyzika v priestoroch Iubovolnych dimenzii postupne pevne a natrvalo usa-
dili a zaroven tento ich ,ulet“ plne legalizoval. Nasledné dotvorenie Lagrangeovej
mechaniky Hamiltonom do uvedenej definitivnej podoby — akokolvek matematicky
elegantnej — uz nenesie onu pecat oslobodzujiceho titanského ¢inu.

*17.6. Kvantova mechanika

Kvantovd mechanika je tedriou mikrosveta — popisuje spravanie atéomov, elemen-
tarnych castic (elektrénov, proténov, neutrénov atd.) a svetelnych kvant (foténov),
teda objektov, s ktorymi fudstvo nemalo a nemé nijak( priamu, bezprostreni zmys-
lovii sktisenost. V dosledku toho si pre javy mikrosveta nemohlo vytvorit nélezité
porozumenie ani jazykové pojmy, pomocou ktorych by sa o tychto javoch dalo prime-
rane hovorit. Zostavaju teda len analdgie vypracované na zaklade klasickych fyzikal-
nych predstav a makroskopickych prejavov atomarnych a subatomérnych objektov.
Tieto prejavy st vSak znac¢ne roznorodé, ba priam protichodné, takze klasické fyzikalne
tedrie st schopné adekvatne popisat vzdy len istti ich stranku. Skibenie ich dieléich
popisov do jedného logicky konzistentného celku sa v ramci klasickej fyziky ukazuje
ako principidlne nemozné.

Este Newton si svetlo predstavoval ako prud malych svetelnych ciastociek, tzv.
korpuskil. Rad javov, ako interferencia, lom, spektralny rozklad, ohyb ¢i polarizacia
svetla vsak jasne svedc¢i o jeho vinovej povahe. Preto svetlo dnes chapeme prevazne ako
elektromagnetické vlnenie o vinovej dizke z istého rozsahu. Ale napr. tzv. fotoelektricky
jav (t.]j. uvolnenie elektrénov z atémov pdsobenim svetla) sa v rdmci vlnovej tedrie
svetla nepodarilo vysvetlit. Podarilo sa to az Einsteinovi pomocou Planckovej kvan-
tovej hypotézy. Za tym ucelom vsak bolo potrebné povazovat svetlo za prud diskrét-
nych energetickych kvant (s energiou E = hv, kde h ~ 6,63 - 1073* J s je Planckova
konstanta a v je frekvencia prislusného svetelného Ziarenia). Tieto svetelné kvanta
dostali nazov fotony. Svetlo ma teda — aspon v ramci stcasnych fyzikalnych pred-
stav — zaroven vlnovu i korpuskularnu povahu. No ¢estnejsie by asi bolo povedat, Ze
pravdepodobne nie je ani jednym ani druhym, len sa prejavuje raz ako vlnenie, raz
ako prud foténov.

Naopak, elektrony si predstavujeme ako malé, hmotné, elektricky nabité gulocky,
obiehajice okolo atémového jadra, podobne ako planéty okolo Slnka, alebo sa len tak
volne ,poflakujice* v kovoch. Ale v mnohych pripadoch sa elektrény spravaja ako
vlnenie: napr. homogénny zvizok elektréonov sa pri prechode krystalickou mriezkou,
rovnako ako svetelny la¢, ohyba a vytvara difrakény obrazec. Napokon i samotny
planetarny model atému je v rozpore s predstavou elektrénu ako nabitej castice. Elek-
trén pohybujuci sa po uzavretej krivke (teda premennou rychlostou) v elektrickom
poli jadra by totiZz musel vyzarovanim stracat energiu a rychlo spadntat na jadro.
stabilitu vysvetlit. Podobne je tomu aj s inymi elementarnymi casticami — tak ako
svetlo sa raz prejavuju ako vlnenie, inokedy ako castice. Najskor nebudi ani jedno
ani druhé, presnejsSie otazka, ,zmensenim akého makroskopického javu st naozaj“,
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zrejme vobec nema zmysel. AvSsak prave vlnovo-korpuskularny dualizmus kvantovej
mechaniky umoziuje opisat a vysvetlit ich prejavy podstatne tplnejsim spdsobom,
nez je v silach ktoréhokolvek jedného z oboch hladisk.

Fyzikdlne experimenty maju v zasade Statisticky charakter. Aj pri zabezpeceni
prakticky identickych podmienok sa pri opakovani pokusu objavuje isty rozptyl na-
meranych hodno6t pozorovanych veli¢in. V klasickej fyzike zvykneme malé odchylky od
priemeru pripisovat na vrub nepresnosti meracich pristrojov alebo si ich vykladame
ako dosledky istych (malych) zmien v podmienkach pokusu, ku ktorym dochadza
pri jeho opakovani a ktorym nevieme zabranit. Stale si zachovavame presvedcenie,
Ze s ,absolitne presnymi“ pristrojmi a pri ,,absolitne identickych“ podmienkach by
rozptyl nameranych hodnoét bol nulovy. Velké odchylky nas vedu k hypotézam o skry-
tych parametroch, t.j. neznamych fyzikalnych veli¢inach ktoré, spolu s veli¢inami fixo-
vanymi podmienkami pokusu, maja tiez vplyv na jeho vysledok. Neraz vedu takéto
pokusy k objaveniu dovtedy skrytjch parametrov a ich zahrnutiu do novoformulo-
vanych fyzikalnych zakonov. Kratko povedané, ani zna¢ny rozptyl nameranych hodnét
pri klasickych experimentoch nijako nenartisa nasu déveru v kauzalitu a matematicky
determinizmus zékonitosti fyzikalneho sveta.

Na atomarnej a subatoméarnej irovni vSak tato nasa viera uz dalej neobstoji. Sdm
vysledok kvantovomechanického experimentu je vlastne prirodou uskuto¢nenym stati-
stickym spracovanim (spriemerovanim) velkého mnoZstva individudlnych pokusov
s identickymi casticami. Napriklad difrakény obrazec vytvoreny homogénnym zviz-
kom elektréonov prechadzajicich krystdlom ndm vlastne premennou intenzitou zob-
razuje cosi ako rozdelenie pravdepodobnosti dopadu jednotlivého elektréonu na rézne
miesta detekénej plochy. Podobne, intenzity spektralnych ¢iar nejakého atému pred-
stavuju, velmi zjednodusene povedané, rozdelenie pravdepodobnosti pobytu jeho elek-
trénov na rozliénych orbitach, t.j. energetickych hladinach.

Doteraz vSetky pokusy vysvetlit chovanie elementarnych ¢astic v ramci determi-
nistickej paradigmy klasickej fyziky zlyhali. Napr. zavedenie skrytych parametrov do
kvantove] mechaniky sa ukdzalo matematicky nezlucitelné s lokdlnym charakterom
tedrie, ¢ize s podmienkou, ktord — obrazne povedané — nepripista okamzité (t.j. Si-
riace sa nekone¢nou rychlostou) vzajomné pésobenie ¢astic na dialku. Navyse pokusy
o spresnenie podmienok experimentu alebo vysledkov merania narazili na principialne
neprekonatelni bariéru. Kazdé meranie totiz ovplyviiuje skimany jav. Tieto vplyvy
mozno na makroskopickej irovni zanedbat, no na atomarnej a subatomarnej trovni
uz hraju vyznamnu ulohu. Napriklad Ia¢ svetla prakticky nijako neovplyvni pohyb
letiaceho kamena, no z hladiska elektrénu, ktorého polohu zistujeme pomocou svetel-
ného Ziarenia, je energia nan dopadajtcich foténov nezanedbatelni. Cim presnejsie

.....

.....

foténu a jeho vplyv na ,osvetleny“ elektron. K tymto otdzkam sa este vratime, ked sa
budeme zaoberat vztahom meranych veli¢in a istych linedarnych operatorov v kvan-
tovej mechanike.

Kvantova mechanika teda nepopisuje spravanie elementarnych castic ,,ako takych®,
ale vysledky ich merani, t.j. ich interakcii s vhodnymi makroskopickymi objektmi —
meracimi pristrojmi. Vysledkami takychto merani (okrem vynimocénych pripadov)
nie st konkrétne hodnoty meranych velicin ale pravdepodobnostné rozdelenia, urcu-
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juce s akou pravdepodobnostou nadobtida merand veli¢ina ti-ktortt hodnotu. Pri-
radovat objektom mikrosveta jednoznac¢ne uréené ,,objektivne* hodnoty makroskopic-
kych veli¢in (ako poloha, hybnost, rychlost, energia a pod.), ktoré by im prislichali
nezavisle od sposobu merania, nemé podla vSeobecne prevladajiceho pomatia kvan-
tovej mechaniky vobec ziadny zmysel. V zhode s tym nie je tlohou kvantovej mecha-
niky predpovedat uréité hodnoty a ¢asovy vyvoj meranych veli¢in, ale predpovedat
ich pravdepodobnostné rozdelenia a Casovy vyvoj tychto rozdeleni. Ten je podria-
deny Schrédingerovej rovnici (t.j. istej parcidlnej diferencidlnej rovnici, ktora je kom-
plexnym analégom vlnovej rovnice) pre tzv. vinovi funkciu (t.j. uréity druh v case
premennej amplitidy pravdepodobnosti).

Zakladné postulaty kvantovej mechaniky nemaja charakter v ndzornych pojmoch
sformulovanych a experimentalne overenych axiém. Prave naopak, niektoré z tychto
principov zo zasadnych dévodov ani experinentélne overit nemozno. Kvantovej mecha-
nike vlastne poriadne nerozumieme a diskusie o tej ,pravej“ interpretacii jej matema-
tického formalizmu sprevadzajt ttto disciplinu od &as jej vzniku az podnes. Citatel
by preto nemal k $tudiu tohto a nasledujiceho paragrafu pristupovat s prili§ optimi-
stickym ocakavanim, ze po ich precitani nebodaj kvantovej mechanike porozumie. Nas
ciel je daleko skromnejsi. Autor tejto u¢ebnice si bude povazovat za tispech, ak sa mu
podari citatela presved¢it, ze komplexny skalarny stcin a unitarne priestory st naozaj
na nieco dobré, a nie st to len vyplody bezuzdnej fantazie zovseobecnovaniachtivych
matematikov.

Kvantova mechanika totiz — a to je na nej asi to najzahadnejsie — skvele funguje.
Jej makroskopicky overitelné predpovede sa plnia s udivujicou presnostou, siahaji-
cou zrejme dalej nez presnost nasich merani. Prave na tomto fakte je zaloZend naSa
dovera v jej matematicky formalizmus. Aplikacie kvantovej mechaniky sa dnes uz
stali neoddiskutovatelnou realitou nasho sveta. Pritom neméme na mysli len tie naj-
znamejsie priklady vojenského pouzitia, ako st nuklearne zbrane, ani znac¢ne kontro-
verzné vyuzitie v jadrovej energetike, ale tiez aplikacie daleko subtilnejsie, napr. lasery,
masery, polovodice, supravodivost, diagnostické a terapeutické vyzitie radioizotopov
v medicine, ¢i znamu uhlikovii metédu urcovania veku skamenelin a archeologickych
nalezov. V stcasnosti zna¢nu pozornost vzbudzuje zatial prevazne v teoretickej rovine
sa rozvijajuca oblast informatiky znama pod nazvom quantum computing. UZ teraz
vSak mozno povedat, Ze zostrojenie fungujiceho kvantového pocitaca by asi od za-
kladu zmenilo vSeobecne uznavané nazory na moznosti pocitacov a, okrem iného,
by si zrejme vynutilo fundamentélne prepracovanie pouzivanych systémov kédovania,
dekédovania a ochrany informacii.

*17.7. Stavovové priestory v kvantovej mechanike

Matematicky model kvantovej mechaniky sa zakladd na troch postulatoch, nazy-
vanych principom superpozicie, principom amplitid pravdepodobnosti a principom
pozorovatelnych velic¢in. V tomto paragrafe sa stru¢ne zoznamime len s prvymi dvoma;
treti z nich odlozime az na dobu, ked podrobnejsie preskiimame Struktiru a vlastnosti
tzv. samoadjungovanych linedrnych operdtorov v unitarnych priestoroch, ktorymi
hodlame tieto veli¢iny reprezentovat.

V analdgii s klasickou mechanikou je kazdému kvantovomechanickému systému
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(ako napr. elektrén, atém vodika a pod.) priradeny isty stavovy priestor V', ktorého
prvky nazyvame stavovymi vektormi. V tomto pripade vSak ide o unitarny priestor,
v typickom pripade nekone¢norozmerny. Kone¢norozmerné unitarne priestory sa vy-
skytuju len ako stavové priestory pevne lokalizovanych castic — takym je napr. dvoj-
rozmerny priestor spinovych stavov elektréonu. V nekonec¢norozmernom pripade navyse
pristupuje poziadavka uplnosti priestoru V', ktort tu nebudeme vyslovovat. Pozna-
menajme len, Ze ma topologicky charakter a v kone¢norozmernom pripade je splnena
automaticky. Dodajme, Ze Uplny unitarny priestor sa nazyva aj (komplexny) Hilber-
tov priestor. Popri nich sa studuju aj realne Hilbertove priestory t.j. Gplné realne
vektorové priestory so skaldrnym stc¢inom.

Stavy kvantovomechanického systému vSak nezodpovedaju priamo vektorom jeho
stavového priestoru V, ale jeho jednorozmernym podpriestorom, t.j. priamkam [u],
kde 0 # u € V. Linearne zavislé nenulové vektory u,v € V tak reprezentuju ten isty
stav. Uvedené stavy sa presnejsie nazyvaju cistyms stavmi; okrem nich sa vyskytuja
eSte tzv. zmiesan€ stavy, ktorymi sa tu ale nebudeme zaoberat. Kazdy (¢isty) stav
kvantovomechanického systému tak mozno reprezentovat nejakym vektorom wu jeho
stavovového priestoru jednotkovej dizky ||u| = 1. Tato reprezentécia je jednoznacna
aZ na tzv. fdzovy cinitel, t.j. &islo tvaru eV = cos? + isind, kde 0 < ¥ < 27. Trochu
nepresne nazyvame (Gistymi) stavmi aj jednotkové vektory u € V.

Linearnu kombinaciu a;u; + ... + a,u, nazyvame superpoziciou stavovych vek-
torov ui,...,u, s koeficientmi a4, ..., a,. Podobne ako stavové vektory u;, ani koe-
ficienty a; nie st urcené jednozna¢ne a nemaji bezprostredny fyzikalny vyznam.
Znacne reduntantna reprezentacia stavov kvantovomechanického systému unitarnym
priestorom V je vedena viiéSmi potrebou zabezpecit hladké fungovanie vypoctov, nez
snahou o ,bezprostredné“ zobrazenie ,skutocnosti“.

Predstavme si kvoli jednoduchosti hypotetickii elementarnu casticu, ktora moze
zaujimat n roznych poloh v priestore, pripadne n energetickych hladin, ktoré odis-
lujeme od 1 po n. Zdanlivo, t.j. z klasického hladiska, by jej stavovy priestor mal
byt totozny s mnozinou {1,2,...,n}. No kvantovd mechanika vo vSeobecnosti neu-
moznuje urcif, v ktorom zo stavov 1,...,n sa Castica nachiddza. Moze nam poskytniut
len pravdepodobnosti p1, ..., p, vyskytu v jednotlivych stavoch. Takéto pravdepodob-
nostné rozdelenie p = (p1,...,pn), teda novy kandidat na to, ¢o by sme mohli nazvat
stavom systému, lezi vo vektorovom priestore R". Takze sa zda, ze pri pravdepodob-
nostnej formulacii kvantovej mechaniky by sme mali vystacit s redlnymi vektorovymi
priestormi (a s redlnym skalarnym suc¢inom). Komplexné unitarne priestory, v nasom
pripade to bude C", st potrebné na zachytenie vlnového charakteru kvantovomecha-
nickych javov. Pri zobrazeni v R™ (¢i v inom realnom vektorovom priestore), by boli
vSetky vinenia nevyhnutne vo faze, takze typické vlnové javy, ako napr. interferenciu,
by nebolo mozné zachytif. Normovany stavovy vektor u = (uy,...,u,) € C" teda
v sebe nesie informéaciu nielen o pravdepodobnostnom rozdeleni p = (Ju1]?, ..., |un|?)
ale aj o fazach ,pravdepodobnostnej viny“, presnejsie amplitidy pravdepodobnostsi,

u = (|ui] e L uy eiﬁ“).

V typickom pripade sa stavovy priestor kvantovomechanickej ststavy realizuje ako

nekonec¢norozmerny Hilbertov priestor istych komplexnych funkcii definovanych na
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klasickom ,,fyzikdlnom* priestore stistavy. Napriklad stavovy priestor V' pre realistic-
kejsiu ¢asticu — elektrén ,uviizneny v krabici“ (0,1) x (0,1) x (0,1) C R3 — pozostéva
z urditjch ,dostato¢ne dobre* integrovatelnych komplexnych funkcii! f: (0,1)3 — C
so skalarnym stc¢inom

(f,g) = / 1 / 1 / ' fy.2) 3,y 2 dedy dz,

Istotne netreba zvlast podotykat, Ze ide o nekone¢norozmerny priestor. Pravdepodob-
nost, ze sa elektrén s normovanou stavovou funciou f nachadza v nejakej (meratelnej)
mnozine A C (0,1)3, t.j. v istej casti krabice, je vyjadrené trojnym integralom

/// F (g, )2 do dy .

(z,y,2)€A

Samotna funkcia f takd, ze ||f||*> = (f,f) = 1, predstavuje svojimi jednotlivymi
hodnotami f(x,y, 2) hustotu amplitidy pravdepodobnosti, ze sa dana Castica naché-
dza v tom-ktorom bode (z,y, z) krabice (0,1)3.

Ak sa kvantovomechanicky systém, reprezentovany stavovym priestorom V', naché-
dza v istom okamihu v stave [u], tak pravdepodobnost, ze ho vzapéti ndjdeme v stave
[v], sa rovna ¢islu
2 2

[{u, v) [{u, v)

lul* ol (w,u)(v,v)’

Vsimnite si, Ze uvedeny vyraz naozaj zavisi len na stavoch [u], [v] a nie na samot-
nych vektoroch u, v. KedZze ide o nezaporné realne ¢islo, ktoré je podla Cauchyho-
Schwartzovej nerovnosti < 1, mdéZeme ho opravnene interpretovat ako pravdepodob-
nost. Pre normované vektory u, v je tato pravdepodobnost rovna priamo |(u,v)|?,
¢o je vlastne druhd mocnina dizky kolmého priemetu priy)(u) = (u,v)v vektora u
do podpriestoru [v]. Samotné komplexné ¢islo (u,v), nazyvané amplitudou pravde-
podobnosti prechodu zo stavu uw do stavu v, nema ani v tomto pripade bezprostredny
fyzikalny vyznam. Umoznuje vSak elegantné vypocty.

Ak je stavovy priestor V kone¢norozmerny a v = (ws,...,w,) je jeho ortonor-
mélna béaza, tak lubovolny vektor v = ajwi + ... + a,w, z V je normovany prave
vtedy, ked pre jeho stradnice a; = (u, w;) plati

lar|* + ...+ |an]? = 1.

Pravdepodobnost, Ze systém v stave u prejde do niektorého z béazickych stavov wj,
teda je |a; 2, a vietky tieto pravdepodobnosti davajt v stcte jednotku. Ak aj vektor

IKomplexnt funkciu realnej premmennej h: {a,b) — C mozno pisat v tvare h = hg + ih1, kde
ho(xz) = Reh(z) a hi(z) = Im h(z), ¢ize hg, h1: {(a,b) — R. Potom h je integrovatelna (v akomkolvek
blizsie Specifikovanom zmysle) prave vtedy, ked ho aj hi1 st integrovatelné, pri¢om f; h(z)dzx =

f,f ho(z) dz + if; hi(z) dz.
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v =bijwy + ...+ b,w, je normovany, tak pre amplitidu pravdepodobnosti prechodu
zo stavu u do stavu v dostavame

n

(u,v) = Z<u7'wj><wj7’v> = Zajgj'

j=1

Inak povedané, amplitida pravdepodobnosti prechodu w — v je stctom sucinov
amplitid pravdepodobnosti prechodov u — w; — v cez jednotlivé bazické stavy.
Poslednd formula umoznuje dalekosiahle zovSeobecnenie.

Lubovolnt koneéni postupnost (u, 1, @2, .. ., T, v) normovanych vektorov v sta-
vovom priestore V nazjvame trajektoriou dlzky k+1 z u do v. Tato postupnost zrej-
me predstavuje obdobu klasickej trajektorie. Jej amplitiidou pravdepodobnosti rozu-
mieme suéin (w,x1)(x1,x2) ... {(Tr_1,xk) (K, v), chdpany ako ,komplexna pravde-
podobnost® prechodu systému zo stavu w do stavu v po naznacenej trajektorii.
Matematickou indukciou podla k mozno dokézat, ze pre Iubovolné stavy w, v a
ortonormalne bazy v1 = (wi1,...,Ww1p), .-, Y& = (Wk1,. .., Wk, ) plati

n

(W) = > (w,w, (Wi, wag,) - (W, Wi, ) (W, ).

J1see k=1

Inak povedané, amplitidu pravdepodobnosti prechodu 4 — v moZno vypocitat ako
stcet amplitid pravdepodobnosti cez vSetky trajektérie (u, wij,, ..., Wy, ,v) pevnej
dlzky k + 1.

Na znacne sofistikovanom nekonec¢norozmernom zovseobecneni poslednej formuly je
zalozené vyjadrenie amplittid pravdepodobnosti pomocou tzv. Feynmanovho integrdlu
cez trajektorie v stavovom priestore. Ako zaujimavost poznamenajme, ze hoci fyzici
pri svojich vypoctoch Feynmanov integral hojne a tispesne pouzivaji, matematikom sa
dodnes nepodarilo prefi vypracovat plne uspokojiva tedriu a zaradit ho do teoreticko-
mnozinového ramca sucasnej matematiky.



