14. ORTOGONALNE PROJEKCIE A PODPRIESTORY

V tejto kapitole budeme pokracovat v $tudiu euklidovskych priestorov s ciefom po-
dat kvantitativny popis vzajomnej polohy afinnych podpriestorov v takomto priestore
pomocou dvoch zakladnych parametrov — ich vzdialenosti a odchylky (uhla). Nasim
hlavnym néastrojom pri tom budt linedarne operatory kolméeho priemetu, zvané tiez
ortogondlne projekcie, vektorov do linedrnych podpriestorov. V druhej casti kapitoly
predvedieme tri aplikacie rozpracovanych pojmov a metéd — vyuzijeme ich jednak na
zavedenie tzv. sferickych suradnic v euklidovskych priestoroch, jednak pri konstrukcii
snajlepsich pribliznych rieSeni“ nerieSitelnych ststav linedrnych rovnic a linedrnej re-
gresii, a napokon sa oboznamime s formulaciu zakladnych pojmov tedrie pravdepodob-
nosti v jazyku euklidovskych priestorov.

14.1. Ortokomplement a ortogonalna projekcia

Relacia ortogonality (kolmosti) vo vektorovom priestore so skaldrnym sic¢inom ma
niekolko zrejmych vlastnosti, ktoré tu zaznamename bez ddkazu.

14.1.1. Tvrdenie. Nech V je vektorovy priestor so skaldrnym sucinom. Potom pre
lubovolné x,y,z € V, ¢,d € R plati:

(a) ¢ L 0O;

(b)) x Lz & x=0;

(c)xly & ylux

d (rly&xzlz) = xl(cy+dz).

Ortogondlnym doplnkom alebo tiez ortokomplementom Tubovolnej mnoziny X C V/
vo vektorovom priestore so skalarnym sti¢inom nazveme mnozinu

X+ = {lyeV;, Ve X)(x Ly)}

vSetkych vektorov y € V' kolmych na kazdy vektor « € X.

14.1.2. Tvrdenie. Nech V je vektorovy priestor so skaldirnym siucinom. Potom pre
lubovolné mnoziny X,Y CV plati:

(a) 0= ={0}* =V, V+={0}

(b) X+ = [X]* = [X1];

(c) XCY = Y+ C X+

(d) X C XLL’.

(e) XJ_J_J_ — XJ_;

(f) XNXLt={0}, ak0€X, a XNXt=0, ak 0¢ X;

(g) (XUY)t=(X+Y)t=XtnYyt

Dokaz. Jednotlivé podmienky st priamymi désledkami predoslého tvrdenia, ich jed-
noduché dokazy preto prenechavame ako cvicenie ¢itatelovi. Na ukézku predvedieme,
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ako vyplyva (e) z podmienok (c) a (d). Podla (d) plati X C X+, z ¢oho podla (c)
vyplyva X+++ C X+, Obratens inkltzia X+ C X+ je opit dosledkom (d).

Z podmienky (b) okrem iného vyplyva, ze X+ je linedrnym podpriestorom vo V
pre kazZdiu podmnozZinu X C V.

Nech S C V je linedrny podpriestor priestoru so skalarnym stcinom V a x € V.
Hovorime, ze vektor z € S je kolmym priemetom alebo tiez ortogondlnou projekciou
vektora & do podpriestoru S, ak * — z € S*. Tento vektor (ak existuje) budeme
znadit z = prg(x) = xg.

14.1.3. Veta. Nech V je vektorovy priestor so skaldrnym sucinom, S C V je jeho
konecnorozmerny linedrny podpriestor a @ € V. Potom
(a) kolmy priemet vektora x do podpriestoru S existuje a je jednoznacéne urceny

rovnostou .
prg(z) = w5 = Y (@, u;)u;,
i=1
kde (u1,...,uy) je lubovolnd ortonormdlna bdza podpriestoru S;

(b) pre lubovolny vektor y € S plati
|z —zs|| < |lz -yl
pricom rovnost nastane prave vtedy, ked y = xg;
(c) akx # 0 a S # {0}, tak pre lubovolny vektor 0 # y € S plati
s _ |9l
el llll lyll
pricom rovnost nastane prdve vtedy, ked vektory xg, y st linedrne zdvislé.

Dokaz. (a) Nech (uq,...,ux) je lubovolna ortonormalna baza podpriestoru S. Ak ma
kolmy priemet vektora & do S existovaf, musi mat tvar £g = ciuy + ... + cpug pre
nejaké ci,...,c; € R. Podmienka & — xg € S+ je podla predchiddzajtceho tvrdenia
ekvivalentna s konjunkciou podmienok * — xg 1 u; pre kazdé i < k. Z toho vyplyva
k
0= (x—xs,u;) = (T,u;) — Zci<uj,ui> = (x,u;) — ¢,
j=1

teda linearna kombinacia ciui +. . . + cpui je kolmym priemetom x do S prave vtedy,
ked ¢; = (x,u;), pre kazdé i.

(b) Nech y € S. Potom tiez y — xg € 5, teda (x — xs) L (y — xg). Podla
Pytagorovej vety plati

2 2 2 2 2
lz —yl” = l[(® —zs) + (y —2s)|” = l& —zs]|” + |y —zs|” = [|& —zs]",
pridom rovnost nastane prave vtedy, ked y = xg.
(c) Pre y € S mame (z —xs) L y, preto (z,y) = (x5, y) + (x — s,y) = (T5,9).
Ak y # 0, tak s pouzitim Cauchyho-Schwartzovej nerovnosti z toho dostavame

(=)l _ [zs,y)| _ [leslllyll _ [[=sl]

Il yll el iyl = iyl =]
Rovnost zrejme nastane prave vtedy, ked vektory g, y st linedrne zéavislé.

Podmienka (a) prave dokdzanej vety ma nasledujuci dosledok.
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14.1.4. Désledok. Nech V' je vektorovy priestor so skalarnym sucinom a S, T CV
st jeho konecnorozmerné linedarne podpriestory. Potom

(a) S=85++, (SNT)Lt =8+ +T+ a V=SSt

(b) prg: V — V je linedrny operdtor;

(c) VxeV)(xeS & pg(x) =x);

(d) Imprg = S a Kerprg = S*;

(e) T — x5 je kolmym priemetom vektora x do podpriestoru S*.

Linearny operator prg nazyvame ortogondlnou projekciou na podpriestor S.

Pozndmka. Ak V' je euklidovsky priestor, tak veta 14.1.3 a dosledok 14.1.4 samo-
zrejme platia pre lubovolny podpriestor S C V. Za istych okolnosti, ktorych roz-
bor vSak presahuje rdmec linedrnej algebry (tzv. uplnost priestoru V' a uzavretost
podpriestoru S), spominané vysledky platia aj pre nekone¢norozmerné podpriestory.
V cviceniach uvedieme priklad vektorového priestoru so skaldrnym suc¢inom V' a jeho
nekonec¢norozmerného podpriestoru S # V takého, ze S+ = {0}. Potom pre Ziaden
vektor £ € V.S nemdze existovat jeho kolmy priemet do S; rovnako S®S+ =S £ V.

r— g

Predpokladajme, ze kolmy priemet vektora @ do linearneho podpriestoru S existu-
je. Vysvetlime si, ako mozno za tohto predpokladu definovat vzdialenost aj odchylku
vektora x od kazdého z podpriestorov S, S*. Situicia je znazornena na obrazku.
Vektor € — g je kolmy na kazdt priamku v podpriestore S, Specidlne trojuholnik
tvoreny vektormi @, xg, * —xg je pravouhly, s pravym uhlom pri , konci“ vektora xg.

Podmienka (b) vety 14.1.3 nas opraviiuje nazvat dizku vektora x —x s vzdialenostou
vektora x od podpriestoru S. Budeme ju znacit

dist(z, S) = || — zs|| = min{||x — y||; y € S}.

Vzhladom na podmienku (e) dosledku 14.1.4 je vzdialenost (anglicky distance) vek-
tora & od podpriestoru S+ dané vztahom

dist(z, S*) = ||lzs].
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Podobne, kedze kosinus je na intervale (0,7) klesajuca funkcia, podmienka (c)
vety 14.1.3 nas opraviiuje nazvat vyraz

= min{<(x,y);0 # y € S}

odchylkou vektora & # 0 od podpriestoru S # {0}, pripadne uhlom vektora x a
podpriestoru S. Odchylka <(x,S) je teda jednoznacéne urcéena ako také reélne ¢islo
a € (0,7/2), pre ktoré plati

cosa = 25| alebo ekvivalentne, sina =

el

Zrejme opét ide o neorientovany uhol. Ak xg # 0, tak <(x, S) = <(x,xg); ak xs = 0,
t.j. ak © € S*, tak samozrejme <((x,S) = 7/2. Este si vSimnite, ze zatial ¢o uhol
dvoch vektorov nadobtida hodnoty z intervalu (0, 7), hodnoty, ktoré nadobida uhol
vektora a podpriestoru, st obmedzené na interval (0, 7/2). Vzhladom na podmienku
14.1.3 (e), ak St # {0}, tak odchylka vektora & # 0 od podpriestoru S+ je dana
vztahom

|z —zs|| _ [z

<(x. S*) = arccos
(,57) El El

Konecne ¢ast (a) vety 14.1.3 nam dava priamy navod, ako najst kolmy priemet vek-
tora  do konecnorozmerného podpriestoru S C V, a tym aj vzdialenosti dist(x, S),
dist (CI:, SL) a odchylky <(x,5), <I(:c, SL) — potrebujeme vSak poznat aspon jednu
ortonormalnu bazu v S. Ak mame k dispozicii len nejaku ,jobycajnt“ bazu pod-
priestoru S, je potrebné ju najprv ortonormalizovat, az potom mozno pouzif spomi-
nany vzorec. Diagonalizaciu Gramovej matice si vSak mozeme odpustit, rovnaky vysle-
dok sa totiz z nej da ziskat aj priamo.

14.1.5. Tvrdenie. Nech V je vektorovy priestor so skaldrnym siucinom, S je jeho
konecnorozmerny linedrny podpriestor s bazou o« = (uq,...,u) a € V. Potom pre
c=(c1,...,cx)T € R* plati xg = cyuy + ... + cpuy, prdve vtedy, ked c je riesenim
sustavy linearnych rovnic

G(a)-c=(z,a)",
kde (z, o) oznacuje riadkovy vektor ((x,u1),..., (@, ui)) € R¥.

Dékaz. Pre ¢ = (cq,...,c;)t € R¥ plati &g = ciuy + ... + cpuy, prave vtedy, ked pre
kazdé i < k mame

0=(x—crus + ...+ cpug, u;) = (T, u;) — c1 (w1, u;) — ... — cp{Ug, u;).
Inymi slovami, ¢ musi vyhovovat ststave
G)" c=(z,a)T.

Ale G(a)? = G(a) vzhTadom na symetriu Gramovej matice. Vdaka regularite matice
G(a) (a je baza S) ma tato ststava jediné riesenie.
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Este si vSimnime, Ze rozsiren matica (G(a) | (z, a)”) uvedenej ststavy je vlastne
Gramovou maticou G(uq,...,ux, ) radu k + 1, z ktorej sme vynechali posledny
riadok. Ak a je ortonormalna baza, tak G(a) = I, t.j. prislusna ststava je uz vo
vyrieSenom tvare ¢ = (x, )T, presne v zhode s podmienkou (a) vety 14.1.3.

Poznamka. Tvrdenie zostéva bezo zmeny v platnosti, aj ked a je lubovolny koneény
(teda nie nutne linedrne nezavisly) systém generatorov v S. Jediné, ¢o sa zmeni, je
nejednoznacnost vyjadrenia kolmého priemetu g = ciuy + ... + cpug ako linedrnej
kombinacie vektorov systému «. Samotny kolmy priemet xg je, samozrejme, urceny
jednoznac¢ne. Rozmyslite si, preco je to tak.

14.1.6. Priklad. V R* so standardnym skaldrnym stcinom je dany vektor x =
(1,1,1,1)T a rovina S = [u,v], kde u = (0,—1,0,1)T, v = (1,-2,1,-3)T. N4jdeme
kolmy priemet vektora @ do roviny S a vypocéitame vzdialenost dist(x,.S) a odchylku
<(z,S). Kolmy priemet budeme hladat v tvare xs = cu + dv, kde (c,d)T € R2?
vyhovuje ststave s rozsirenou maticou

() (2 —-110

(x,v)y )\ -1 15| -3 )"

Jej rieSenim dostaneme ¢ = —3/29, d = —6/29, teda kolmy priemet vektora x do
roviny [u,v] je

0 1 —2

25 = (u v)_(c>: -1 -2 (—3/29):3 5
’ d 0 1 —6/29) 29 | -2

1 -3 5

Ako sktsku spravnosti si overte rovnosti (x—xg,u) = (x—xg,v) = 0. Pre vzdialenost
resp. odchylku & od S potom dostavame

7 7
' = ||z — = |—(5.2.5. )7 = —+/
dist(x, S) = ||z — xs|| H29(5, ,5,2) 59 58,
) |l —xs|| 7 7
sin<(x,5) = = VhH8 = —.
( ) ||| 2-29 V58

S pozitim kalkulacky mozno zistit

7
<(z,S) = arcsin — = 1, 1659 rad ~ 66° 48’ 5".

V58

14.1.7. Priklad. Nech A € R™*" pricom m > nah(A) = n, t.j. stlpce matice A su
linedrne nezavislé vektory v euklidovskom priestore R™ so Standardnym skaldrnym
sti¢inom. Ozna¢me S C R™ linedrny podpriestor generovany stipcami matice A.
Potom ortogonalna projekcia na podpriestor S je linedrny operator prg: R™ — R™.
N4jdeme jeho maticu B = (prs)e . € Rmxm vzhladom na kanonickd ortonormélnu
bazu € priestoru R™. ’
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Ak stotoznime maticu A s usporiadanou n-ticou jej stipcov, tak A je bazou S.
PodTla tvrdenia 14.1.5 obraz y = prg(x) vektora & € R™ dostaneme v tvare

y=A4A-c
kde ¢ € R" je (jediné) rieSenie sustavy
G(A) - c= (z, A)T.
Uvedomme si, ze G(A) = AT - A je reguldrna matica. Dalej plati (z, A) = =T - A,
¢ize (x, A)T = AT . x. Z toho dostavame
c=GA) ! (x, )T = (AT ). AT g,
y=A.c=A-(AT-A)" . AT ..

Teda hladana matica ortogonélnej projekcie prg je

AT,

B= (o), =4 (47 4)
14.2. Vzdialenost dvoch afinnych podpriestorov

Nech V' je vektorovy priestor so skalarnym stc¢inom a X, Y st jeho dve neprazdne
podmnoziny. Vzdialenostou mnoZin X, Y vo V nazyvame ¢islo

dist(X,Y) = inf{||z —y||; z € X & y e V).

Problematikou vzdialenosti mnozin v plnom rozsahu sa tu zaoberat nebudeme. Ob-
medzime sa len na vzdialenosti konec¢norozmernych afinnych podpriestorov. Ulohu
prevedieme na urcenie vzdialenosti vektora od linearneho podpriestoru.

14.2.1. Lema. Nech V je vektorovy priestor so skaldrnym sicinom a M, N si jeho
afinné podpriestory. Potom pre lubovolné body p € M, q € M plati:

dist(M, N) = dist(p — q, Dir M + Dir N).
Dokaz. Ozna¢me S = DirM, T = Dir N zamerania podpriestrov M, N. Potom
M =p+ S, N =q+T. Podla definicie vzdialenosti plati

dist(M,N) = inf{||(p+u) — (g+v)||; ue S &veT},
dist(p—q, S+ T)=inf{|[(p—q) — (u+v)|;ucS&veT}.

Staci teda overit rovnost mnozin na pravych stranich. Tato jednoducht tlohu prene-
chéavame ako cvicenie ¢itatelovi.

Hovorime, Ze body p € M, q € N tvoria priecku afinnych podpriestorov M, N, ak
dist(M, N) = |[p — 4,

t.j. ak sa vzdialenost podpriestorov M, N realizuje ako dlzka vektora p — q.
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14.2.2. Tvrdenie. Nech M, N su konecnorozmerné afinné podpriestory vektorového
priestoru so skalarnym sucinom V. Potom
(a) bodyp € M, q € N tvoria priecku podpriestorov M, N prdve vtedy, ked p—q €
(Dir M + Dir N)+;
(b) pre lubovolné body p € M, q € N a vektory u € Dir M, v € Dir N plati: body
p+u, g+ v tvoria priecku podpriestorov M, N prdve vtedy, ked vektor v — u
je kolmym priemetom vektora p — q do linedrneho podpriestoru Dir M + Dir N;
(c) existuji body p € M, q € N tvoriace priecku podpriestorov M, N.

Doékaz. (a) je bezprostrednym dosledkom vety 14.1.3 (b) a lemy 14.2.1; (b) priamo
vyplyva z (a). Koneéne (c) dostaneme z (b) a vety 14.1.3 (a).

14.2.3. Désledok. Pre konecnorozmerné afinné podpriestory M, N C V' wvektorove-
ho priestoru so skaldrnym sucinom plati dist(M, N) = 0 prave vtedy, ked M NN # ().

Podmienky 14.1.3 (a) a 14.2.2 (b) nam spolu s tvrdenim 14.1.5 poskytuji priamy
névod ako najst priecku a vzdialenost lubovolnych konecénorozmernych afinnych pod-

priestorov. Ak M = p+ [uy,...,up|, N = q+ [v1,...,v,] s zadané parametricky,
stac¢i najst jedno riesenie ¢ = (c1,...,Cm, Cmi1s--+)Cmin)t € R™H" stistavy
G()-c=(p—q)",
kde v = (w1, ..., Up,v1,...,V,), a polozit
U=CiUuy +...CnUpnm, V= Cn4+1V1+ ...+ CmynUn.

Potom vektor w = u + v = 7 - ¢ je kolmym priemetom vektora p — q do linedrneho
podpriestoru Dir M + Dir N = [uq, ... U, v1,...,v,]| a priecka podpriestorov M, N
je tvorena bodmi p — u, ¢ + v. V désledku toho

dist(M, N) = [[(p —u) = (¢ +v)[ = [[p— g —w].

Rozmyslite si, pre¢o — napriek formulacii tvrdenia 14.1.5 — si nemusime robit starosti
s linedrnou nezavislostou vektorov u, ..., Uy, 1, ..., Vy.

14.2.4. Priklad. V euklidovskom priestore R* so standardnym skaldrnym st¢inom
najdeme vzdialenost rovin

M = (1, 1,2, _2)T + [61 +ez,e; + ez + 63]7
N =(0,0,5,—1)7 + [es + €4, €3 + €3 + e4)].

Z prislusnych skalarnych stéinov zostavime (takmer Gramovu) rozsireni maticu sis-
tavy G(v) -c= (p — q,~)T a upravime ju na redukovany stuptiovity tvar

2 2 1 1] 2 1 00 —1713/3
2 3 1 2|-1 010 1| -3
11220 7{oo0 1 1]|-2/3
1 2 2 3[-3 000 01 0
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So zretelom na poslednii otazku si riesenie ststavy napiSeme vo vSeobecnom tvare
ci = (13/3+t,—-3 —t,—2/3 —t,t)T s parametrom ¢ € R. Polozme
u; = ci(e] + e3) + ca(er + ez +e3) = (4/3,4/3, -3 —t,0)7,
vy = c3(ex +ey) +c3(es +e3 +ey) = (0,-2/3,t,—2/3)T
Potom pre kazdé ¢t € R dvojica bodov
pr=(1,1,2,-2)7 —w; = (—1/3,-1/3,5 +t,-2)7
q: = (0,0,5, -7 + v, =(0,-2/3,5+t,-5/3)T
tvori priecku podpriestorov M, N. Vektory

1
U + vy = (4/372/37 _37 _2/3)T7 Dt — gt = g(_la 1707 _1)T

vSak od parametra ¢ nezavisia (a nie je to ndhoda), rovnako ako vzdialenost

) 1
dist(M, N) = [|pt — q:|| = 7
Pokial by nas teda zaujimala len vzdialenost podpriestorov M, N, pripadne by sme
cheeli najst len akikolvek ich jednu priecku, skutocne by stacilo pouzit iba jedno
rieSenie ¢ uvazovanej sustavy. Este si rozmyslite, ako zo ziskanych vysledkov vyplyva
¢iasto¢na rovnobeznost podpriestorov M, N (pozri paragraf 8.4).

14.3. Odchylka dvoch afinnych podpriestorov

Odchylku alebo uhol dvoch netrividlnych konecnorozmernych afinngch podpriestorov
ve vektorovon priestrore so skaldrnym stc¢inom V' znac¢ime <((M, N) a definujeme ju
ako odchylku <(Dir M, Dir N) ich zamerani. Sta¢i teda povedat, ¢o rozumieme pod
odchylkou alebo uhlom <(S,T) dvoch netrivdalnych konecnorozmerngch linedrnych
podpriestorov S, T C V. Pre S CT alebo T C S polozime

<(S,T) = 0.
Ak SNT = {0}, kladieme
(S, T) =inf{<(x,y); 0 L2z S&0£yecT}.

Ak by sme takymto sposobom definovali odchylku <(S,T), aj ked SNT # {0},
lubovolny spolo¢ny nenulovy vektor @ € S N T by sa postaral o to, aby platilo
(S, T) = <«(x,z) = 0, ¢o nevyzerd prili§ rozumne. Preto pokial S NT # {0},
SEZT ani T ¢ S, polozime

S =8SN(SNT)t, T =Tn(SNT)*.

Zrejme Sy, T3 C V st netrivalne linedrne podpriestory a S; N1y = {0} (za predpo-
kladu SN7T = {0} dokonca plati S; = 5, T1 = T'). Preto mozeme konec¢ne definovat
<(Sv T) = <I(Slv Tl)

Takto definovany uhol podpriestorov S, T' je ¢islo z intervalu (0,7/2) a plati pren

(S, T) = <«(T,95), teda je to neorientovany uhol.
Je uzitoéné si uvedomit, Ze na vypocet odchylky dvoch podpriestorov sta¢i mini-
malizovat odchylku vhodnych vektorov z jedného podpriestoru od druhého z nich.



14. ORTOGONALNE PROJEKCIE A PODPRIESTORY 9

Tvrdenie 14.3.1. Nech V je vektorovy priestor so skaldrnym siucinom a S, T st
jeho konecnorozmerné linedrne podpriestory, pricom S €T ani T € S. Potom

<(S,T) =inf{<(z, T); 0 £z € SN(SNT)*"}.

Doékaz. Pre lubovolné ¢ #0jexr € Tax —xr € TH. Prex € SN (SNT)* viak
plati
xr=x— (x —xr) € (SNT): +T+=(SNT)*,

lebo z inklazie S N'T C T podla podmienky 14.1.2 (c) vyplyva T+ C (SN T)*L.
Teda 7 € TN (SNT)L, preto <(S,T) je mensia alebo rovna, ako vyraz na pravej
strane. Kedze arccos je klesajuca funkcia, opac¢na nerovnost je dosledkom rovnosti
<(x,T) = arccos(||zr|| Haszl) a vety 14.1.3(c).

Vypocet odchylky dvoch vseobecnych kone¢norozmernych podpriestorov si teda
vyzaduje minimalizovat hodnotu istého vyrazu. To naznacuje moznost jej vypoctu
s pouzitim diferencidlneho poc¢tu ako extrému funkcie viac premennych. Nebudeme
sa vSak pustat touto cestou, lebo neskor hodlame predviest elegantnejsi sposob vy-
jadrenia odchylky. Prostriedkami, ktoré mame zatial k dispozicii, dokdZeme zratat
len odchylku Tubovolného netrividlneho kone¢norozmerného podpriestoru od priamky
alebo nadroviny, pripadne odchylky podpriestorov, ktoré mozno na tieto pripady pre-
viest.

Ako vyplyva z vety 14.1.3 (c), odchylka priamky [x], kde  # 0, a kone¢norozmer-
ného linearneho podpriestoru S # {0} je dané vztahom

|zs]| { <z, xs5), ak xg #0,t.j.ak ¢ ¢ S+,

<[x], S) = <(x,5) =
([z], §) = <(x, S) = arccos /2, ak g =0, t.j. ak @ € S+,

Tato tlohu uz vieme riesit (pozri tvrdenie 14.1.5 a priklad 14.1.6).

14.3.2. Priklad. Vypoéitame odchylku rovin M, N C R* z prikladu 14.2.4. Podla
definicie <(M, N) = <«(S,T),kde S = [e1 +e2,e1+ex+es3], T = [ea+eq, ea+e3+€y].
Lahko nahliadneme, ze SNT = [e3], teda (SNT)L = [e1, €2, e4]. V ddsledku toho

S =8n(SNT)*t = [e; + ey, T =TN(SNT)" =[es + ey].
Kedze (e; + e2,e2+e4) =12>0,

1
I(M,N) = <(e1 + e2, es + e4) = arccos 5= g = 60°.

Podla doésledku 14.1.4 (a) mé kazdy (n — 1)-rozmerny linedrny podpriestor S v n-
rozmernom euklidovskom priestore V' tvar S = [a]’ pre vhodny nenulovy vektor
a € V; potom kazd4 nadrovina N C V so zameranim S mé tvar N = p + [a]* pre
nejaké p € N. Vektor a sa nazyva normdla alebo normadlovy vektor nadroviny N.
Normala nadroviny je zrejme urcend jednoznacne az na skaldrny nasobok. Vypocet
odchylky nadroviny a netrividlneho vlastného afinného podpriestoru mozno previest
na vypocet odchylky norméaly nadroviny a tohto podpriestoru. Tento prevod sa za-
kladé na nasledujicom tvrdeni.
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14.3.3. Tvrdenie. Nech S je netrividlny, vlastny linedarny podpriestor euklidovského
priestoru’V a 0 # a € V. Potom
T
<(la]*, 5) = 5 <(a,S) = <(a,ST).

Dokaz. Kedze druhd rovnost je zrejmd, stac¢i dokdzaf prvi. Podmienky ag = 0,
a € St a S C[a]t st ekvivalentné. Podobne, [a]t C S je ekvivalentné s podmienkou
S+ C [a]. V oboch pripadoch plati <([a]*, S) =0 = <(a,St), <(a,S) = 7/2.

Nech teda ags # 0 a [a], St ani [a]t, S nie st vo vztahu inkltzie. Oznaéme asr
kolmy priemet vektora as do podpriestoru 7' = [a]. Postupne dokaZeme rovnosti

lasr|l =
= - —<(a,S).
las]| 2

<I([a]L, S) = arccos
Prva z nich dokazme v dvoch krokoch. Najprv si uvedomme, Ze z dosledku 14.1.4 (a)
vyplyva ([a]* N S)l = [a] + 57, teda
as=a—(a—ag) € [a]+ S* = ([a]* OS)L.

Takze <([a]*, S) < arccos(||asr| [|as ||_1) na zaklade tvrdenia 14.3.1. Na dokaz opac-
nej nerovnosti sta¢i podla toho istého tvrdenia overit

lastll _ [lzs]]

lasll — =]l

pre vietky 0 # z € [a]* N ([a]* ﬂS)L. Zrejme (x,as) = (x5, as), lebo ¢ —xg € S*.
Kedze x € [a] + S+, vektory =g, ag st linedrne zavislé (rozmyslite si preco); preto

(zs,as)| = ||zs||||as|. Nakolko = € [a]t = T, s pouzitim vety 14.1.3 (c) z toho
vyplyva

lzsl _ [(zs,as)| _ [(z,as)| _ |lasz|

=l Azl lasll =] llasll — llas|l

Druhti rovnost overime priamym vypoctom

5 —<(a.8) =2 —<(as,a) = 7 - <(as,[a))
last]

las|| -

= <(as, [a]L) = arccos

Ako zvlastny pripad pre odchylku dvoch nadrovin dostavame

14.3.4. Doésledok. Nech M, N su dve nadroviny v euklidovskom priestore V' s nor-
malami a, resp. b. Potom

<(M,N) = <(a, [b]) = min{<(a,b), <(a,—b)}.

V euklidovskom priestore R™ so standardnym skalarnym stc¢inom vystupuje nor-
malovy vektor danej nadroviny priamo v jej (vSeobecnej) rovnici. Ak je totiz nadrovina
M dané rovnicou

aix1+...+apxy, =0,

tak @ = (ay,...,a,)" # 0 je jej norméala a uvedend rovnicu mozno skratene zapisaft
v tvare (x,a) = b.
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14.3.5. Priklad. V euklidovskom priestore V' vypocitame odchylku roviny S = [u, v]
a nadroviny T = [a]*. Podla tvrdenia 14.3.5 plati

S, T) = T <(a, S) = arcsin HHG;HH

2
Sturadnice ¢, d kolmého priemetu ag = cu+ dv vzhladom na bézu (u, v) podpriestoru

S ziskame rieSenim sustavy
c (a,u)
G . =
o) (3) = (i)

podla Cramerovho pravidla v tvare

(a,u) (v,u) ‘ (u,u) (a,u)
. (a,v) (v,v) g (u,v) (a,v)
|G(u,v)] |G(u,v)|

Spétné dosadenie do vzorca pre odchylku <(S,T") si odpustime. Tieto vzorce mozno
zrejmym sposobom zovSeobecnif aj pre odchylku k-rozmerného podpriestoru S a
priamky, resp. nadroviny. vo V. Pre k > 3 vSak vypocet pomocou Gramovych de-
terminantov uz nie je vyhodny.

14.3.6. Priklad. Podaktory ¢itatel si mozno kladie otéazku, preco sme miesto tvrde-
nia 14.3.3 nedokéazali silnejsi vysledok, totiz rovnost

<(S7T) + <I(SJ_7T) = g;
pre kazdy netrivdlny vlastny (teda nie len jednorozmerny) linedrny podpriestor S a
kazdy netrividlny linedrny podpriestor 1" euklidovského priestoru V. Uvedené tvrde-
nie, ako aj nas geometricky nézor ndm totiz napovedaju, ze také nieco by malo platit.
O to bizarnejsi sa ndm preto bude zdat nasledujtci velmi jednoduchy priklad, ktory
v Iubovolnej dimenzii n > 3 nasu domnienku vyvracia.

V euklidovskom priestore R" so standardnym skaldrnym stc¢inom st dané linedrne
podpriestory S = [e1,es], T = [e1, e3]. Zrejme SNT = [e;], teda SN [e1]t = [es]
a TN lei]t = [es]. V désledku toho

™

(S, T) = <([e2], [es]) = 5

Na druhej strane S+ = [e1,es]" = [es,...,e,]. Takze St NT = [e3], z ¢oho dosta-
vame St N[es]t = [e4,...,e,] a TNles]t = [e1]. Konecne
7T

<I(SL,T) = <I([e4, ceyenl, [el]) =3
Teda hodnota suctu <(S,7T) + <I(SL,T) je tentokrat m, a nie m/2, ako sme ocaké-
vali. Volne povedané, podpriestor T' je kolmy tak na podpriestor S, ako aj na jeho
ortokomplement S+. Samozrejme, plati tiez <I(S, SL) =m/2.
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14.4. Polarne a sférické sturadnice

Ortonormalne bazy umoznuju zaviest v euklidovskych priestoroch aj iné typy sturad-
nic, ako sme pouzivali doteraz.

Polarne suradnice v rovine sit obdobou goniometrického vyjadrenia komplexnych
¢isel. Ak o = (u1,u2) je nejakd ortonormalna baza dvojrozmerného euklidovského
priestoru V', tak poldrne (pripadne tiez sférické) suradnice vektora x € V, so stradni-
cami () = (71, 72)T vzhladom na bazu «, tvori usporiadana dvojica (r, ) realnych
¢isel r > 0, —m < 6 < 7 takych, ze

r1 = 1rcoséb,

To = 7sinb.

(Rovnako dobre by sme mohli vziat 6 z intervalu (0,27).) Inak povedané, r = ||z||
je dlzka vektora x a pre x # 0 je 6 je orientovany uhol vektorov wy, @, t.j. uhol,
o ktory treba otoéif vektor u;, aby splynul s vektorom r~'x; pri otodeni v kladnom
zmysle (proti smeru hodinovych ruédiciek) je 6 > 0, v zdpornom zmysle 6 < 0. Pripad
x = 0 je singuldrny: jeho polarne suradnice tvori kazda usporiadana dvojica tvaru
(0,0), kde 6 € (—m, 7). (Pozri obrazok vlavo.)

[u,] [u]

X3

0 X [ul] 0 X [”2]

X, X
[u,]

Sférické stiradnice v priestore maju nazornt geografick interpretaciu: Najdeme ich
tak, ze koncovym bodom daného vektora x prelozime ,,glébus® so stredom v pociatku
a polomerom r = |||/, a uréime ,zemepisnt $irku“ 6 a ,zemepisnt dizku“ w tohto
koncového bodu. (Pozri obrazok vpravo.)

Presnejsie, ak o = (w1, u2, u3) je nejakd ortonormalna baza trojrozmerného eukli-
dovského priestoru V, tak sférické siradnice vektora € V so stradnicami () =
(71,72, 23)T vzhladom na bazu « tvori usporiadand trojica (r,6,w) redlnych &isel
r >0, —7T<9§7T,—%7T§w§%7rtakych,ie

r1 =rcosfcosw,
T9 = rsinfcosw,

T3 = rsinw.
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Teda r = ||z|| je opit dlzka vektora . Ak x ¢ [us3], t.j ak (z1,72) # (0,0), tak 0
je orientovany uhol, ktory zviera vektor w; a kolmy priemet xg vektora x do roviny
S = [u1,us], a w je orientovany uhol, ktory zviera tento kolmy priemet a pévodny
vektor . Inak povedané, (||xs||, ) st polarne suradnice vektora xgs € S vzhladom na
ortonormalnu bazu (uq,us) roviny S. Priamka [ug] je singuldrna: ak 0 # x € [ug],
tak 0 € (—m, ) mdze byt lubovolné a w = ﬁ:%w, podla toho, ¢i z3 = 0; ak = 0, tak
aj w € (—m/2,7/2) moze byt lubovolné.

Ak sa obmedzime len na sféricka plochu s danym polomerom r a stredom v pociat-
ku, staci, samozrejme, sférické suradnice bodov na jej povrchu udavat v tvare dvojice
,zemepisnych sturadnic* (0, w).

Pozorny citatel v prechode od polarnych k sférickym sturadniciam asi zahliadol

vSeobecnejsiu rekurentnt schému. Ak n > 3 a a = (uy,...,u,) je ortonormalna
baza n-rozmerného euklidovského priestoru V', tak sfericke suradnice vektora x € V'
vzhladom na bazu « tvori usporiadand n-tica (r, 0, w1, ..., w,_2) redlnych ¢&isel r > 0,

—7r<9§7r,—%Wgwig%Wprelgz’gn—Q,takych,ie

x1 = r cos f coswy Cosws COSW3 . .. COSWy_2,
Lo = r8in 6 cos wy COS Wy COSWS3 . . . COSWp_2,
T3 = rsinwi COSWy COSW3 . .. COS Wy, 2,

T4 = T SIN Wy COSW3 . ..COSWp_2,

Tp_1 = rsinw,_zcosl,_s,

Ty = rsinw,_s.

Inak povedané, r = ||x|| a pre ¢ [u,] st (||zs],0,w1,...,w,_3) sférické suradnice
kolmého priemetu xg vektora & do nadroviny S = [ui,...,u,_1] vzhladom na jej
ortonormalnu bazu (w1, ..., u,_1); wy—_2 je orientovany uhol vektorov g a x. Disku-

siu singularneho pripadu « € [u,] prenechdvame ako cvicenie ¢itatelovi. (Uvedomte
si, ze singularny je vlastne cely (n — 2)-rozmerny podriestor [u;, us]™!)

Sférické stradnice mozno s vyhodou pouzit pri rieSeni tloh so sférickou symetriou.
Ako priklad méze posluzit vypocet n-rozmernych integralov

/.../f(a:l,...,xn)dxl...dxn

cez n-rozmernt gulu BM™(R) = {x € R"; ||| < R} s polomerom R v euklidov-
skom priestore R" so standardnym skaldrnym sté¢inom.! Tie totiz mozno substiticiou
sférickych suradnic previest na integraly tvaru

/.../F(r,é’,wl,...,wn_z)

ISledovanie dalsieho textu a nasledujiceho prikladu si od &itatela vyzaduje zakladné znalosti

O(z1,...,2n)

o(r,0,w1,...,wn,)

drdfdw;i...dw,_o

z integralneho poctu funkcii viac premennych.
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cez karteziansky saéin intervalov (0, R) x (—m,7) x (—m/2,7/2)"~2, kde

F(r,0,wy,...,wn_2) = f(x1,...,25),

pricom pdévodné suradnice 1, ..., x, su chapané ako funkcie sférickych staradnic r, 6,
9 n
Wi,y Wn—2, & VyTaZ 5,(1”(933;’1—3?)) je tzv. jakobian, t.j. determinant Jacobiho matice

sférlckeJ transformécie stradnic

Ory Oz Oz Oz,
or 06 Owq e Own_o
Oxy  Oxy  Ozg Oz
or 00 Ow1 T Owp—a
Ozn  Oxn  On Ozy
or o0 Ow1 e Own_o

Priamym vypoc¢tom, ktory prenechéavame ako cvicenie ¢itatelovi, sa mozno presvedcit,
ze jakobian sférickych sturadnic je

a T1y...,T — -
( s ’ n) =y 1 COS W1 COS2 wo ... cos” 2 Wp—2.
A(r,0,w1,. .., wn,)

14.4.1. Priklad. Vypoéitame objem &tvorrozmernej gule B (R) v euklidovskom
priestore R*. Tento objem je dany §tvorrozmernym integralom

= //// dl’l dQL‘Q dil,’g dl‘4,
B@ (R)

Po substiticii sférickych stradnic

x1 = r cos 6 cos wy cos wsy,
L9 = rsin 6 cos wi coswa,
T3 = rsinwi coswa,

T4 = 7 Sinwsy

a s vyuzitim Fubiniho vety prejde tento integral na sicin Styroch jednoduchych inte-

gralov
/2
/ /TF/T('/Z /71'/2

w/2
= / r3dr / do coswi dwq / cos? wo dwo
— —7/2 —7/2

R . /2
r o x/2 [ 2w + sin QwQ}

== |0 sin w l—
|:4:|0 [ }—w[ 1} —7/2 4 )2
R4 7'('2

T
— 9r.9. - — R4
g g =gk

(21, %2, 23, T4)

dr df dw; dws
a(r,0,wy,ws)
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14.5. RieSenie nerieSitelnych ststav a linearna regresia

V celom tomto paragrafe ozna¢ujia m, n pevné kladné celé ¢isla. Stipcové vektorové
priestory R™ a R" st vybavené standardnym skalarnym stucinom, takze to st eukli-
dovské priestory.

Nech A € R™*™ b € R™. Uvazujme sustavu linedrnych rovnic

A-xz=b

a ozna¢me S = [s1(A),...,s,(A)] linedrny podpriestor v R™ generovany stlpcami
matice A. Podla Frobeniovej vety nasSa ststava mé nejaké rieSenie x € R™ prave
vtedy, ked b € S. Zlozky rieSenia x = (z1,...,7,)T € R™ st potom koeficienty
linearnej kombinacie

r181(A)+ ...+ z,8,(A)=A -z =0

Noiv pripade, ked b ¢ S, t.j. rieSenie sustavy neexistuje, sa mézeme pokusit nahradit
jej pravu stranu b ¢o najbliz§im vektorom podpriestoru S. Takto ziskand nova sastava
uz ma rieSenie, ktoré mozeme pravom povazovat za najlepsie mozné priblizné riesenie
povodnej sustavy. Podla vety 14.1.3 (b) je najblizsi vektor podpriestoru S k vektoru
b urceny jednoznacne, a je to jeho kolmy priemet bg do tohto podpriestoru. Pseu-
doriesenie neriesitelnej (hovori sa tiez preurcenej) ststavy A -x = b teda definujeme
ako rieSenie (tento raz uz istotne riesitelnej) stustavy

A-w:bs.

Ak je povodné ststava riesitelnd, t.j. ak b € S, tak bg = b a obe sustavy splyvaju,
takze kazdé jej pseudoriesenie je priamo riesenim poévodnej stustavy.

14.5.1. Tvrdenie. Nech A € R™*"™ b € R™. Potom x € R"™ je pseudoriesenim
sustavy A - x = b prdve vtedy, ked x je rieSenim sustavy

AT . A.2=A" b
so §tvorcovou maticou AT - A € R ™ q lavou stranou AT -b € R".

Dokaz. Najprv si uvedomme, ze AT - A = G(s1(A),...,s,(A)) je Gramovou mati-
cou prislichajicou stipcom matice A. Podla tvrdenia 14.1.5 a za nim nasledujicej
poznamky je linedrna kombinacia x1s81(A)+...+2,8,(A) = A-x kolmym prieme-
tom vektora b do podpriestoru S = [s1(A),...,s,(A)], t.]. plati A-x = bg, prave
vtedy, ked AT - A-x = AT -b.

PseudorieSenie preurcenej stustavy A - x = b teda hladdme ako rieSenie zarucene
riesitelnej stustavy AT - A-x = AT - b. V typickom pripade mé pdévodna stistava viac
rovnic nez neznamych, ¢ize m > n a A je obdlznikova matica, ,vyssia ako Sirsia“.
Potom je velmi pravdepodobné, Ze $tvorcova matica AT - A radu n (ako Gramova
matica ,malého* poé¢tu stipcovych vektorov v euklidovskom priestore , velkej* dimen-
zie) je regularna, teda k nej existuje inverznd matica (AT . A)_l. V takom pripade
je pseudoriesenie povodnej sustavy urcené jednoznacne:

-1

z=(AT-A)7 . AT b,
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Samozrejme, ak m = n a uz samotna matica A je regularna, dostavame

-1

(AT-A) - AT =A""1

ax=A"!b je priamo jedinym riesenim pévodnej sustavy.

V dlohéch linedrnej regresie mame zadané hodnoty yi,...,y, neznamej funkcie
f v bodoch x1,...,x,, jej definicného oboru, ziskané vicsinou meranim. Funkciu
f chceme aproximovat linedrnou kombinéciou funkcii fq,..., f,, ktoré pozname, i
asponl s nam zname ich hodnoty a;; = f;(x;) v bodoch z1,...,z,,. ZvyCajne je m

.....

f=cifi+...+c,f, priamo ako linedrnu kombindciu funkcii f; tak, aby f v bodoch
x; nadobudala vopred predpisané hodnoty y;, t.]j.

vi = flw) =Y eifilw) = age;.
j=1 j=1

Ak ozna¢ime A = (a;j) € R™", y = (y1,...,Ym)’ € R™, ¢ = (c1,...,c,)T € R™,
vidime, Ze vlastne hladame rieSenie ¢ ststavy

A-c=uy.

Tato sustava je v typickom pripade preurcend, teda jej riesenie neexistuje. Uloha
linearnej regresie potom splyva s metodou najmensich stvorcov a spociva v najdeni
takych koeficientov c;, ktoré minimalizuja vyraz

m

S (=Y aues) =y~ A-el.
j=1

=1

Toto minimum sa nadobtuda pre ¢ také, ze A-c = yg, kde S je podpriestor v R™ gene-
rovany stipcami matice A. Inak povedané, hladani linearnu kombinéciu dostaneme
pre pseudoriesenie ¢ sustavy A - ¢ = y. Pre hodnoty pochadzajice z rozumne po-
stavenych praktickych tloh je takmer isté, Ze matica A7 - A je reguldrna. V takom
pripade

c=(AT-A)""

AT .y,
¢ize hladana linedrna kombinécia f = c1f1 + ... + ¢ fn = (f1,.-., fn) - € je uréend
jednoznacne.

Metdédu linearnej regresie, ako aj to, o priblizne rozumieme pod ,rozumne posta-
venou ulohou®, si ilustrujeme na jednom typickom a dolezitom priklade.

14.5.2. Priklad. V rovine R? je danych m > 2 bodov (x1,41),.. ., (Tm,Ym), zis-
kanych meranim hodndét nejakej neznamej funkcie f vo vybranych bodoch z; jej
defini¢ného oboru. Tato funkciu hodldme aproximovat priamkou s rovnicou y = a-+bx
tak, aby vyraz > . (y; — a — bx;)® bol minimalny. Ak si uvedomime, Ze funkcia
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y = a + bx je linedrnou kombinaciou konstantnej funkcie y = 1 a identickej funkcie
y = x, hned vidime, Ze ide o tlohu linedrnej regresie. Stuistava

1 1
1 x,, Ym

je okrem trividlneho pripadu, ked vSetky body (x;,y;) lezia na jednej priamke, pre-
urcena. Koeficienty a, b teda najdeme ako pseudoriesenie tejto stustavy. Jej maticu si
oznaC¢ime A. Jednoduchy vypocet dava

mo Yy
POETDIE 5

AT . A=

det(AT - A) = mix? —~ (éx)z = (@i —x;)”.

i=1 i<j

Teda det (AT . A) = 0 préave vtedy, ked 1 = x5 = ... = x,,. Asi sa zhodneme na tom,
7e v takomto pripade by Slo, mierne povedané, o velmi nerozumne postavena tlohu.
Naopak, na zéklade jej formulacie je prirodzené ocakavat, ze vietky hodnoty x; budu
navzajom rozne. V ¢o len trochu rozumnom pripade teda dostdvame jednoznacne
urcené koeficienty a, b v tvare

@\ _ (AT AV AT g — 1 Yai o =y > Yi
R A T M

) ST Y — DTy, Tl
Zi<j(xi o mj)z MY Tl — > Ti Y. Yi

1 2ici(@i = x5)(wiy; — 25yi)

Zi<j(mi —x;)° ZKJ-(%' —x)(Yi — Y5)

V kratkosti preskimame aj dudlnu situdciu. Ak mé sastava A - x = b viac, t.].
nekone¢ne mnoho rieseni (hovorime tiez, ze je podurcend), moze nam velkost riese-
nia (v zmysle euklidovskej normy) poslazit ako dodato¢né kritérium vyberu toho
najvhodnejsieho (napr. najlacnejsieho) z nich. Hovorime, ze & € R"™ je minimdlne
riesenie uvedenej sustavy, ak je jej rieSenim a pre kazdé riesenie y tejto stustavy plati
||| < ||lyl|. Samozrejme, ak ma ststava jediné rieSenie, tak je to zaroven jej minimalne
rieSenie.
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14.5.3 Tvrdenie. Nech A € R™*" b € R™. Potom x € R" je minimdlnym
riesenim sustavy A - x = b prdve vtedy, ked md tvar x = AT - z, kde z € R™ je
rieSenim sustavy

A-AT . z=1b

so Stvorcovou maticou A - AT € R™*™ o [avou stranou b € R™.

Dokaz. Pripomenme si, ze mnozina rieseni R(A |b) sustavy A - x = b tvori afinny
podpriestor v R™ a jeho zameranim je linedrny podpriestor R(A) vSetkych rieSeni
homogénnej ststavy A - x = 0. Podla definicie vektor € R"™ je minimélnym
rieSenim povodnej ststavy prave vtedy, ked body 0 a « tvoria priecku afinnych
podpriestorov {0} a R(A|b), ¢o je podla tvrdenia 14.2.2(a) ekvivalentné s pod-
mienkou x € R(A)*. Ak si uvedomime, ze R(A) = R* pre linedrny podpriestor
R=[ri(A)T,...,rn(A)T] v R" generovany stlpcami s;(AT) = r;(A)T matice AT,
a podla dosledku 14.1.4 (a) plati R(A)+ = R+ = R, vidime, ze  musi byt tvaru

x =21 (AT +.. 4+ 2, (A)T = AT 2

pre nejaké z € R™. Takyto vektor x je rieSenim povodnej ststavy prave vtedy, ked
A-AT .z =0.

Minimélne rieSenie & podurcenej stustavy A - @ = b teda hladame tak, Ze najprv
najdeme nejaké (fubovolné) riesenie z ststavy A - AT -z = b a polozime x = AT - z.
V typickom pripade ma povodna sustava menej rovnic nez neznamych, ¢ize m < n
a A je obdlZnikova matica, ,Sirsia ako vyssia“. Potom je velmi pravdepodobné, ze
Stvorcova matica A - AT radu m (ako Gramova matica ,,malého® poc¢tu riadkovych
vektorov v (riadkovom) euklidovskom priestore ,velkej“ dimenzie) je reguldrna, teda

k nej existuje inverzna matica (A . AT)_l. V tom pripade je tak
z=(A-AT)" b,
ako aj minimalne rieSenie pévodnej sustavy
z=AT.z=AT . (A-AT)"" b
urcené jednoznacCne. Samozrejme, ak m = n a uz samotna A je regularna, dostavame
AT (A-AT) T =A7!

ax=A"! b je priamo jedinym riesenim pdévodnej sustavy.
Oba pristupy mozno kombinovat. Ak totiz ststava A - x = b nema rieSenie, avSak
ma viac pseudorieseni, jej minimadlne pseudoriesenie dostaneme v tvare

x=AT. Az,

kde z je rieSenie stustavy
(AT.A)°. 2= AT b
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Detaily si premyslite samostatne.

Na zaver este poznamenajme, ze pomocou podmienok tvrdeni 14.5.1 a 14.5.3 mozno
definovat pojmy pseudorieSenia a minimélneho rieSenia ststav linedrnych rovnic nad
lubovolnym polom. Operacia transponovania matice totiz nie je nijako viazana na
struktiru euklidovského priestoru. Vo vseobecnom pripade vSak uvedené pojmy stra-
caju svoj nazorny geometricky vyznam. Neskor uvidime, zZe tento vyznam mozno
zachovat v pripade pola komplexnych ¢isel, ale toto zovseobecnenie uz bude trochu
menej priamociare, nez sme naznacili.

14.6. Geometria pravdepodobnosti

V tomto paragrafe si predvedieme, ako mozno zakladné pojmy teérie pravdepodob-
nosti formulovat v jazyku skaldrneho sti¢inu a euklidovskych priestorov. Kvoli jedno-
duchosti sa obmedzime len na konec¢né pravdepodobnostné priestory. Bude to zaroven
kratka a jednoduchéd ukézka toho, ¢o sa zvykne nazyvat ,vnutornou jednotou ma-
tematiky“, prejavujicou sa mnohorakymi stuvislostami a hlbokou spitostou jej jed-
notlivych disciplin. V tomto konkrétnom pripade dodava geometricka interpretacia
tedrii pravdepodobnosti novy nazorny rozmer.

Pravdepodobnostny priestor bude pre nas konecna mnozina X, vybavena funkciou
p: X — R takou, ze

VzeX)(px)>0) a > p)=1,

reX

nazyvanou rozdelenim pravdepodobnosti na X. Ako typicky priklad si predstavte
rovnomerné pravdepodobnostné rozdelenie p(x) = 1/n pre kazdé x € X, kden = # X.
Podmnoziny mnoziny X nazyvame javmi a jej prvky (ktoré stotoziiujeme s jedno-
prvkovymi podmnozinami) elementdrnymi javmi. Pravdepodobnostou javu A C X

rozumieme ¢islo
P(A)=> p(z).
rEA

Javy A C X také, ze P(A) = 0 nazyvame nemozngmi. Kedze nemozné javy su uz zo
svojej definicie tie, ktoré nemdzu nastat, lebo maji nulovi pravdepodobnost, bez ujmy
na vseobecnosti mozeme prijat zjednodusujici predpoklad, Ze medzi prvkami mnoziny
X sa nevyskytuju nemozné javy, t.j. plati p(z) > 0 pre kazdé z € X (v opa¢nom
pripade mézZeme nemozné elementarne javy z mnoziny X jednoducho vylu¢it).? Inak
povedané, A = () je jediny nemozny jav A C X.

Ndhodnou premennou na pravdepodobnostnom priestore X rozumieme fubovolnt
funkciu f: X — R. Mnozina RX vSetkjch nahodnych premennych tvori vektorovy
priestor nad polom R (pozri odstavec 1.6.5). Zrejme dimR¥ = # X. Vdaka na$mu
predpokladu, podla ktorého p(x) > 0 pre kazdé = € X, je rovnostou

(f.9) =" f@)g()p(z),

rzeX

2Treba poznamenat, ze v nekoneénom pravdepodobnostnom priestore X by uz takjto predpoklad
sposobil nielen zna¢nd ujmu na vSeobecnosti ale i dalsie vazne tazkosti.
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kde f, g st ndhodné premenné, definovany skaldrny saéin na RX . Priestor R vSetkych
nahodnych premennych je tak euklidovskym priestorom. Mnozina

C={feRY; (Vo,y € X)(f(z) = f(y)}

vSetkych konstantnych ndhodnych premennych tvori jednorozmerny linedrny pod-
priestor priestoru R¥. KedZe zobrazenie, ktoré redlnemu ¢islu a priradi konstantnt
ndhodni premennt f € R™ takd, ze f(x) = a pre kazdé = € X, je linedrny izomorfiz-
mus R = C', mdzeme si dovolit stotoznit toto ¢islo s prislusnou konstantnou ndhodnou
premennou.

Nakolko konstantné ndhodnd premenné 1 tvori zrejme ortonormélnu bazu podprie-
storu C, linedrny operator pr. ortogonalnej projekcie na podpriestor C ma tvar

E(f) =pio(f) = (f.1) = Y _ f(x)p(x)

reX

pre f € R¥X. Vyraz E(f) nazyvame strednou alebo aj oc¢akdvanou hodnotou ndhodnej
premennej f (oznacenie operatora E: RX — R¥ pochadza z anglického slova expect-
ation).

Ortokoplementom podpriestoru C' je podla dosledku 14.1.4 (d) linedrny podpriestor

N = C+ =KerE = {f ¢ R*; E(f) =0},

tvoreny vsetkymi ndhodnymi premennymi s nulovou strednou hodnotou. Potom né-
hodné premennéa f — E(f) je kolmym priemetom f € R* do nadroviny N.
Disperziou alebo tieZ rozptylom nédhodnej premennej f € R¥X nazfvame vyraz

D(f) = Il — E(f)I|*. Zrejme plati

VD(f) = IIf = BNl = dist(f, C).

To znamena, Ze toto Cislo, nazyvané strednd kvadratickd odchylka pripadne smero-
dajnd odchylka ndhodnej premennej f, udava akusi stredn mieru nekonstantnosti f,
presnejsie, vzdialenost f od jej o¢akavanej hodnoty.

Nech f,g € RX st ndhodné premenné s nenulovymi disperziami. Ich korelacniy
koeficient definujeme vzfahom

R(f0) = cos(f ~ EUN 9~ (9D = 7 =2

To znamend, ze arccos R(f, g) je uhol, ktory zvieraju kolmé priemety ndhodnych pre-
mennych f, g do podpriestoru N nadhodnych premennych s nulovou strednou hodno-
tou. Specialne pre f,g € N je

_ {9
171 gl

Niekolko dopliiujucich informécii o ,geometrii pravdepodobnosti® méze ¢itatel ndjst
v cviceniach.

R(f,g) = cos<(f, g)




