12. BILINEARNE A KVADRATICKE FORMY NAD POLOM R

V tejto kapitole budeme pokracovat v stidiu bilinearnych a kvadratickych foriem.
Obmedzime sa vSak na bilinearne a kvadratické formy na vektorovych priestoroch
nad polom realnych ¢isel. Tento zvlastny pripad je zaroven najdolezitejsi z hladiska
aplikacii linearnej algebry v geometrii a matematickej analyze. Ako priklad toho
si v poslednom paragrafe predvedieme vyuzitie realnych kvadratickych foriem pri
hladani a klasifikacii extrémov a sedlovych bodov funkcii viac premennych.

Pole R mé charakteristiku oo, teda char R # 2. To nam umoznuje plne vyuzit vsetky
vysledky predchadzajtcej kapitoly. MnoZina realnych ¢isel je vsak popri struktire pola
vybavena aj relaciou usporiadania, ktora je vhodne zladena so s¢itanim a nasobenim
na R. Navyse, pre a € R plati a > 0 prave vtedy, ked existuje nejaké b € R také,
7e a = b*. Préave tato vlastnosf ndm umoZni hlbsie objasnif a jemnejsie klasifikovat
struktaru bilinearnych a kvadratickych foriem nad R.

12.1. Signatara

Nech A € R™*" je symetrickd matica. Podla vety 11.3.5 A je kongruentnd s nejakou
diagonalnou maticou B € R™*". Potom A a B maji rovnak hodnost h(A) = h(B),
ktora sa zrejme rovna po¢tu nenulovych prvkov na diagonale matice B. Popri hodnosti
su vsak 1 pocty kladnych a zapornych prvkov na diagonale matice B invariantmi,
spoloénymi pre navzajom kongruentné matice.

Pre Iubovolnt diagondlnu maticu A € R™*" polozme

U(A) = (3-1-73—730)7

kde s je pocet kladnych, s_ pocet zapornych a sy pocet nulovych prvkov na diagonale
matice A. Usporiadant trojicu o(A) = (s4,s_, $¢) nazyvame signatirou matice A.
Vsimnite si, Ze tri zlozky signatiry o(A) nie st nezavislé. Plati totiz

sy +s- =h(A) a S+ +s_+ s =n,

to znamena, %e pri znalosti rozmeru n a hodnosti h(A) je signattira jednoznacéne
urcena uz jednym z ¢isel s4, s_. Z tohto dovodu niektori autori definuja signatiuru
len ako pocet s.

Teraz uz mozeme sformulovat tvrdenie o invariantnosti signattary presnejsie.

12.1.1. Veta. (Sylvestrov zédkon zotrvacnosti) Nech A, B € R"*" su diagonalne
matice. Potom

A=B = o(A)=o0(B).

Dokaz. Nech A = B. Oznaéme h = h(A) = h(B) hodnost oboch matic a k, [ pocty
kladnych diagonalnych prvkov v maticiach A resp. B. Potom o(A) = (k, h<k,n<h)
ao(B)=(l,h<ln&h), takie staéi dokdzat rovnost k = [. Kedze poradie prvkov
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na diagonale mozno prehadzovat pri zachovani vztahu kongruencie, mézeme si dovolit
predpokladat, Ze nase matice maju tvar

A = diag(ay,...,a, Sgt+1,...,Sap,0,...,0),
B:diag(bl,...,bl,@bl+1,...,@bh,o,...,()),

kde a; > 0, b; > 0 pre ¢« < h. KedZze A = B, existuje regularna matica P € R"*"
takd, z7e B = PT.A-P. Jej stlpce tvoria bazu 8 = (vy,. .., v,) vektorového priestoru
R™ Potom A ja maticou kvadratickej formy

gz)y=aT A x
na R™ v baze e, zatial ¢o B je jej maticou v baze 3 (pozri vetu 11.3.3). Oznaéme
S=let,...,exl, T =[vi41,-..,05]

linearne podpriestory v R™. Pre kazdy nenulovy vektor ® = zye; + ... + zpep € S
plati
gz)=2" A - =a2?+... +az; > 0.

Podobne, pre kazdy vektor y = yj41vi41 + ... + ypv, € T plati

9(y) = ()5 - B-(y)s = biayiy, ... Sbiyj <0.
Z toho vyplyva, ze SNT = {0}, teda
dim(S+7T)=dimS +dimT =k + (n <1).

Kedze S 4+ T C R", zrejme dim(S + T') < n. Z nerovnosti k + n <[ < n okamZite
vyplyva k <. Zo symetrie vztahu kongruencie dostavame tiez [ < k.

Prave dokazana veta umoznuje korektne rozsirit definiciu signatary z diagonélnych
matic na vSetky symetrické matice, a taktiez na symetrické bilinearne a kvadratické
formy.

Signatirow symetrickej matice A € R™* ™, oznacenie o(A), rozumieme signatiru
Iubovolnej s fiou kongruentnej diagonalnej matice B € R™"*™. Signatirou symetrickej
bilinedrnej formy F: V? — R na konefnorozmernom reélnom vektorovom priestore
V', oznadenie o( F'), rozumieme signatiru jej matice vzhladom na Iubovolnd bazu vo V.
Konecne signatirou kvadratickey formy ¢: V — R na kone¢norozmernom vektorovom
priestore nad R, oznacenie o(q), rozumieme signatiru jej polarnej formy.

Vsimnite si, ze pre symetrickt bilnearnu aj pre kvadratickt formu sa prislusna sig-
natura rovna signature nejakej jej diagonalnej matice. Sylvestrov zakon zotrvacnosti
spolu s vetou 11.3.4 nam zarucujt, Ze lubovolné dve diagonalne matice zodpovedajiice,
danej forme vzhladom na rozne bazy, v ktorych ma tato forma diagonalnu maticu,
maju rovnakt signattru.

Kazda realnu symetrick maticu A4 € R™*™ mozno upravit na s nou kongruentni
diagonalnu maticu. T zasa mozno zmenou poradia prvkov na diagonale upravit na
s nou kongruentnu maticu tvaru

diag(dl, e ,dk,@dlﬁ_l, e ,<:>dk+l,0, e ,0),
—_——
m krat
kde o0(A) = (k,I,m) a d; > 0 pre 1 < k + [. Ak teraz pre kazdé ¢ < k + [ vynésobime
i-ty stlpec aj riadok skaldrom 1/+1/d;, vyjde nam matica v blokovo diagonalnom tvare

A = diag(I;, 11,0, ).
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Spojenim tejto tvahy so Sylvestrovym zakonom dostavame

12.1.2. Veta. Nech A, B € R"*" st1 [ubovolné symetrické matice. Potom

A=B & o(A)=o0(B).

12.1.3. Dosledok. Nech V je vektorovy priestor nad R konecnej dimenzie n. Potom
(a) kazdd symetricka bilinedrna forma F: V? — R m4d vhodnej bdze a priestoru V
blokovo diagonalnu maticu tvaru

[F]a = diag(Ik,@Il,Om’m%

kde o(F) = (k,I,m);
(b) kazda kvadraticka forma q: V' — R mé vo vhodnej béaze a priestoru V' diago-
nalny tvar
) =ai+...taj ©ai, & S,

kde o(q) = (k,in &k &) a (®)a = (v1,...,7,)7.

Pre porovnanie si este uvedieme par poznamok o symetrickych bilinearnych a
kvadratickych formach na vektorovych priestoroch nad polom C vsetkych komplex-
nych ¢isel a polom Q vsetkych racionalnych ¢isel.

KedZe charC = charQ = oo # 2, kazd symetricki maticu A typu n X n nad
jednym i druhym polom moZno upravit na s nou kongruentnii diagonalnu maticu

A = diag(ds, ..., dy,0,...,0),

kde h = h(A) a d; # 0 pre j < h.
V komplexnom pripade si kazdy z prvkov d; moézeme vyjadrit v goniometrickom
tvare
dj =rj(cosaj +isina;),

kde r; = |d;| > 0 a0 < a; < 27. Ak pre kazdé j < h vynéasobime j-ty stipec 1 riadok

skalarom
1 7 I
C; = ——=| COS — <=1sin — |,
2

Vo 2

pre ktory plati c?dj =1, dostaneme
A = diag(In,0pm,m),

kde m = n<h. Z toho vidime, Ze nad polom C sa ni¢ podobné rozdeleniu nenulovych
prvkov na kladné a zaporné nekona — vsetky nenulové prvky na diagonale st rovno-
cenné a mozno ich nahradit jednotkou. Jedinym invariantom, ktory jednoznacéne
urcuje kongruenciu symetrickych matic ako aj kanonicky tvar matic symetrickych
bilinearnych 1 kvadratickych foriem nad C, je ich hodnost, ktora tak plne prebera
ulohu signatury v realnom pripade. Nasledujtce tvrdenie je upresnenim a zhrnutim
nasich avah.
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12.1.4. Tvrdenie. (a) Nech A, B € C"*" su symetrické matice. Potom A = B
prave vtedy, ked h(A) = h(B).

(b) Nech V je koneénorozmerny vektorovy priestor nad C, a F: V? — C je symet-
ricka bilinearna forma. Potom F ma vzhladom na nejakt bazu a priestoru V maticu

v blokovo diagonélnom tvare [F|qo = diag(Ip, 0., m), kde h = h(F) am = dimV <h.

Kym situacia nad C je podstatne jednoduchsia nez nad R a dokazali sme ju tplne
popisat, nad Q si tak lahko poradit nevieme. Zékladny problém tkvie v tom, Ze nie
vsetky kladné raciondlne ¢isla maja racionalne druhé odmocniny. Tak uZ pre matice
rozmeru 1 x 1 mame napr. (2) # (1) v désledku iracionality &sla /2. Aby to vsak
nebolo také jednoduché, v rozmere 2 x 2 napr. plati

6 2)=(1)=2( 1)

(Presvedéte sa o tom!) Systematickému $tdiu kongruencie racionalnych symetrickych
matic, ktoré uz nie je ¢iste zélezitostou linearnej algebry ale aj tedrie ¢éisel, sa v tomto
kurze viac venovat nebudeme.

12.2. Definitnost

Nech V je vektorovy priestor nad polom R. Kvadraticka forma ¢: V — R sa nazyva

(a) kladne definitnd, ak ¢(@) > 0 pre kazdé 0 £ @ € V;

(b) kladne semidefinitnd, ak g(@) > 0 pre kazdé @ € V;

(¢) zdporne definitnd, ak q(x) < 0 pre kazdé 0 # & € V;

(d) zaporne semidefinitndg, ak g(x) < 0 pre kazdé @ € V;

(e) indefinitnd, ak existuju &,y € V také, Ze ¢(x) < 0 < ¢(y).
Rovnakt klasifikiciu zaviddzame aj pre symetrické bilinearne formy F: V? — R —
F mé prislusnt vlastnost definitnosti prave vtedy, ked nou indukovana kvadraticka
forma ¢(@) = F(x, ), ma tuto vlastnost. Podobne, symetrickd matica A € R"*" m&
prislusni vlastnost definitnosti prave vtedy, ked tto vlastnost ma kvadraticka forma
q(®) =xT - A -2 na priestore R™.

Na za¢iatok zaznamename niekolko jednoduchych pozorovani: (a)=(b), (¢)=(d),
no kazda z podmienok (a), (¢), (e) vyluéuje zvysné dve. Dokonca (e) vyluéuje kazda
z podmienok (b), (d). Podmienky (b), (d) sa vzajomne nevyluéuji, no jediné kvadra-
ticka forma, ktora je zaroven kladne aj zaporne semidefinitna, je forma identicky rovna
nule na V. V dimenzii n = 1 je to vsak jedina (kladne alebo zéporne) semidefinitné
forma. V dimenzii n = 1 takisto neexistuju nijaké indefinitné formy.

Nasledujtce o¢ividné tvrdenie poskytuje uplny popis definitnosti aj regularity kvad-
ratickych foriem (a zaroven aj symetrickych bilinearnych foriem a symetrickych matic)
v jazyku ich signattry.

12.2.1. Tvrdenie. NechV je n-rozmery vektorovy priestor nad polomR aq: V — R
je kvadraticka forma so signatirou o(q) = (s4,s_, ). Potom

(a) q je kladne definitna prave vtedy, ked o(q) = (n,0,0);

(b) ¢ je kladne semidefinitna préve vtedy, ked o(q) = (h(q),0,n <h(q));

(¢) q je zaporne definitnd prave vtedy, ked o(q) = (0,n,0);

(d) ¢ je zaporne semidefinitna prave vtedy, ked o(q) = (0, h(q),n <h(q));

(e) q je indefinitnd prave vtedy, ked sy > 1 a s_ > 1;

(f) ¢ je reguldrna préve vtedy, ked sy = 0.
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Cast (a) predchadzjiceho tvrdenia v spojeni s dosledkom 12.1.3 okamzite déava

12.2.2. Désledok. Symetrickd matica A € R"*" je kladne definitna prave vtedy,
ked existuje regularna matica P € R"*" taka, ze

A=P".P.

Tvrdenie 12.2.1 nam spolu s algoritmom z dokazu vety 11.3.5 (pripadne Lagrangeo-
vou metédou) dava priamy névod na zistenie charakteru definitnosti nejakej formy
¢i matice. Tak napriklad kvadraticka forma z prikladov 11.3.1, 11.3.6 ma signataru
(2,2,0), teda je indefinitna. Kvadraticka forma z prikladu 11.3.2 ma signattru (2,0, 0),
¢ize je kladne definitna.

Niekedy vsak moze byt uzitoéné, ak dokazeme urcit charakter definitnosti nejake]
symetrickej matice (a tym padom aj nou uréenej kvadratickej ¢éi bilinearnej formy)
priamo, t.]. bez jej predchadzajicej tpravy na s nou kongruentny diagonalny tvar. Za
tym Gcelom najprv zavedieme isttt modifikaciu tprav typu (1) z dokazu vety 11.3.5 —
nazveme ich tpravami typu
(17) Nech ¢ < n je najmensi index taky, %e a; # 0. Potom postupne pre kazdé

J < n také, ze j > 1 a a;; = aj; # 0, pripo¢itame k j-temu stipcu matice

a

<<:>G—Z>—nésobok 1-teho stipca a v takto ziskanej matici pripocitame (@%)—néso—
bok z-teho riadku k j-temu riadku. Inak povedané, pomocou diagonalneho prvku
a;; # 0 vynulujeme vsetky nenulové prvky i-teho riadku aj stipca, ktoré lezia
napravo resp. nadol od prvku a;;.
Uvedomme si, ze matica prechodu, ktora vznikne vykonanim ESO, zodpovedajtcich
nejakym tpravam typu (17) na jednotkovej matici, je vZdy horné trojuholnikovd
matica s jednotkami na diagondle. Navyse, stic¢in dvoch matic takéhoto tvaru ma tiez
takyto tvar (presvedéte sa o tom).
Ak A = (a;j )nxn je matica nad lubovolnym polom K a 1 < k < n, tak pre potreby
zvysku tohto paragrafu A oznafuje maticu tvorent lavym hornym rohom rozmeru

k x k matice A. Teda

Alz(au), A2: (all G12>7 ceey An:A
az1 @22
12.2.3. Veta. (Jacobi) Nech K je Iubovolné pole a 0 # A € K"*" je symetricka
matica hodnosti h. Potom nasledujice podmienky su ekvivalentné:
(i) matica Ay je reguldrna a maticu A mozno upravit na s 1iou kongruentny dia-
gonalny tvar vyluéne pomocou tprav typu (17);

(ii) |Ag| # 0 pre kazdé 1 < k < h, a plati

A A
|”V”,|”,m”w®;
| Ay |Ap—1|

Az&%OAm

(iii) |Ag| # 0 pre kazdé 1 < k < h;
(iv) |Ak| # 0 pre kazdé 1 < k < h a maticu A mozno upravit na s 11ou kongruentny
diagonalny tvar
: | Az | An| )
diag( |Aq|, ——, .-, ,0,....0
{Clirw ety

vyluéne pomocou tiprav typu (171).
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Dokaz. (i)=(ii): Nech plati (i). Podla poznamky, predchadzajicej dokazovant vetu
existuje hornd trojuholnikova matica P € K"*" s jednotkami na diagonale taka, Ze
matica B = PT. AP je v diagonalnom tvare. Zrejme i kazda z matic Py, 1 < k < n,
tvorena lavym hornym rohom rozmeru k x k matice P, je v takomto tvare. Oznacme
B = diag(b,...,b,). Prenechavame ¢itatelovi, aby sa sam presvedéil, ze potom pre
kazdé k < n plati

By, = diag(by,...,b;) = Pl - A}, - Py.

Determinant kazdej z matic Py je suéin jej diagonalnych prvkov, ¢ize |Py| = 1. Preto
|Bi| = by ...bp = |Ak|
pre kazdé k < n. KedZe matica A} je regularna, plati
|An| = |Bp|=by...0, #£0,

teda by # 0 pre vsetky k < h. Z jednotlivych rovnosti |A;| = by, |As| = bybs,
ceoy |AR| = b1by ... by uZ priamo vyplyva nenulovost vetkych minorov |Ag| pre
k < h, ako aj rovnosti by = |Ay|, bs = |Az|/|A1|, ..., by = |Aw|/|An—1] KedZe
h(B)=h(A)=h,pre h <k <n plati by =0 .

(ii) = (iii) plati trividlne.

(iii) = (iv): Nech plati (iii). DokéZeme, Ze maticu A moZno upravit na diagonalny
tvar

A A
,| 2',..., ] ,0,...,0)
| A1 |Ap_1|

len pomocou tprav typu (17). Nakolko plati a;; = |A1| # 0, pomocou a1; moZno

A= diag<|A1|

vynulovat vietky ostatné prvky prvého riadku aj stlpca matice A. KedZe lezia napravo
resp. nadol od ay1, ide o Gpravu typu (11). Dostaneme tak maticu v blokovo diagonél-
nom tvare

A= diag(au, C<1>>,

kde V) = <c£;)> je matica rozmeru (n <1) x (n<1) nad K. Vzhladom na charakter
vykonanych stipcovych a riadkovych dprav plati

ajlr a2 a1 0
Ay = ,
? (azl azz) ( 0 cﬁ?)
a taktieZ |Ay| = allcgll), ¢ize
A A
S0 _ Az Ay

= = 0.
11 |A1| 7£

aijl

Pomocou prvku cgll) # 0 moZno teraz vynulovat vsetky ostatné prvky prvého riad-
ku aj stlpca matice CV). Opit ide o tpravu typu (17) na matici diag <a11,C(1)>.

Dostaneme tak maticu v blokovo diagonélnom tvare

A
A = diag(a1;,CY) = diag<|A1|, :A2: , C<2>>,
1
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kde C® = (cE?) e K(n=2)x(n=2) Roynakou tivahou ako v predoslom pripade dospe-
jeme k zéaveru, ze

2) _ |As]
051) =~ 70

| Az
Takto mozeme pokracovat tak dlho, az kym nedospejeme k blokovo diagonalnemu
tvaru A ™
A = diag| |A,], =2, ... —h ,C<h>>,
S R

kde CW) ¢ K(n=h)x(n=h) §7hTadom nato, ze obe matice maju hodnost A, (pokial
h < n) matica C(" je identicky nulova.
(iv) = (i) je opat trivéalne.

12.2.4. Veta. (Sylvestrovo kritérium) Nech A € R"*" je symetricka matica. Potom
(a) A je kladne definitnd prave vtedy, ked |Ay| > 0 pre vsetky 1 < k < n;
(b) A je zaporne definitna prave vtedy, ked (<1)¥|Ag| > 0 pre vsetky 1 < k < n.

Dokaz. (a) Nech A je kladne definitna. Podla dosledku 12.2.2 existuje regularna ma-
tica P € R™*", takd, ze A = PT . P. Kedze |P| # 0, odtial uz priamo vyplyva

Al = |P"]-|P|=|P|* > 0.

Pre kazdé 1 < k < n oznaéme S; = [eq,...,ex] linedrny podpriestor v.R"™ genero-
vany prvymi k vektormi kanonickej bazy € a qx = ¢ [ Sy zGZenie kvadratickej formy
q(®) = &1 - A-x na podpriestor Si. Zrejme kazdé ¢ je kladne definitné kvadratick
forma, ktora ma v baze (ey,...,ey) podpriestoru Sy maticu Ag. TakZe kazdd z matic
Ap, 1 <k <n, jekladne definitna. Podla prvej ¢asti dokazu z toho vyplyva |Ag| > 0.

Nech naopak vSetky minory |Ax|, 1 < k < n, st kladné. Potom h(A) = n a podla
Jacobiho vety plati

| Az [ An| )

Al T A

A= diag<|A1|,

KedZe vietky diagonalne prvky v poslednej matici st kladné, A je kladne definitna.
(b) vyplyva z (a) na zaklade faktu, Ze A je zéporne definitna prave vtedy, ked <A
je kladne definitnd, a rovnosti | < Ag| = (&1)%|Ag| splnenej pre vietky k& < n.

12.3. Extrémy funkcii viac premennych

V tomto paragrafe si predvedieme, ako nam ¢erstvo nadobunuté poznatky o kvad-
ratickych formach mozu pomoct pri studiu funkeil viac premennych, presnejsie pri
hladani extrémov a sedlovych bodov takychto funkcii a vseobecnejsie pri klasifikacii
ich stacionarnych bodov.

Najprv si zopakujme, ako si poéiname v pripade funkcie jednej premennej. Pre
jednoduchost sa obmedzime len na ,,dostato¢ne hladké” funkcie.

Realnu funkciu jednej premennej f: A — R definovant na nejakej otvorenej mno-
zine! A C R nazveme pre téely tohto paragrafu dostatoéne hladkou, ak f mé na
celej mnozine A koneénu a spojitti prvit 1 druhti derivaciu. 7Z matematickej analyzy

TMnozina A C R sa nazyva otvorend, ak pre kazdé a € A existuje ¢ > 0 také, Ze cely otvoreny
interval (a — €,a + ¢) je obsiahnuty v mnoZine A.
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si pripomenme si, ze pre takuto funkciu f mame v kazdom bode a € A k dispozicii
Taylorov rozvoj

flx) = fla) + fa)(x <a) + %f”(a)(fﬂ a)’ +6(z)(z <a)’

pre x z istého okolia? N C A bodu a, pricom funkecia 8: N — R je spojité a vyhovuje
podmienke 6(a) = 0, teda absolitna hodnota zvyiku 8(x)(x <a)? je v dost malom
okoli M C N bodu a v porovnani s ostatnymi ¢lenmi uvedeného rozvoja zanedbatelne
mala. Pre x z tohto malého okolia bodu a teda moézeme pisat

o) (@) + (@) 5a) + 5 F"(a)(e <a)?

Ak f'(a) # 0, tak linearny ¢len f'(a)(x <a) meni v bode a znamienko a v dosta-
toéne malom okoli bodu a prevazuje nad kvadratickym ¢lenom  f"'(a)(x <a)?. Preto
dostatoéne hladka funkcia (dokonca uz funkeia s koneénou a spojitou prvou deriva-
ciou) moZe nadobtdat na otvorenej mnozine extrémy len bodoch a, pre ktoré plati
f'(a) = 0; hovorime im staciondrne alebo tieZ kritické body funkcie f. Ak a € A je
stacionarny bod, tak uvedeny Taylorov rozvoj ma v tomto bode tvar

) = () + 5 f(@)e S0l +8)e S0l ~ fla) + 31" (0)(x a)

pre x € M.

Ak f'"(a) > 0, tak f(a) < f(x) pre vSetky = # a z nejakého okolia L C M bodu a,
teda f ma v bode a ostre lokdlne minimum.

Ak f'"(a) <0, tak f(a) > f(x) pre vSetky © # a z nejakého okolia L C M bodu a,
teda f ma v bode a ostre lokalne mazimum.

Ak f"(a) = 0, tak v bode a sa moze diat v podstate ,cokolvek®, presnejsie, len
na zaklade prvej a druhej derivacie nevieme uréit, ¢i f méa v bode a extrém, ani
charakter pripadného extrému. Ak f ma aj derivacie vySich radov, ich znalost nam
moze pomoct. No tym sa uz zaoberat nebudeme.

Podobne si budeme pocé¢inat aj pri skimani funkeii viac premennych. Namiesto
sobycajnej” derivacie vsak musime uvazovat derivacie podla réznych premennych
funkcie f — hovorime im parcidlne derivacie. Pre Citatela, ktory sa s parcidlnymi de-
rivaciami dosial nestretol, poznamenavame, Ze parcialnu derivaciu 0f/0x; funkcie f
podla premennej x; dostaneme tak, %e f jednoducho derivujeme podla x; ako funkciu
jednej premennej, pricom vsetky ostatné premenné povazujeme za konstanty. Druht
parcialnu derivaciu funkcie f, najprv podla premennej x; a potom podla premennej
x;, znalime 9% f /Ox;0x ;. Namiesto 02 f/Ox;0x; piseme 02 f/Ox?. Pre jednoduchost sa
opat obmedzime len na ,dostato¢ne hladké* funkcie.

Realnu funkciu n premennych definovant na otvorenej mnozine® A C R™ nazveme
pre Ucely tohto paragrafu dostatoéne hladkou, ak f ma na celej mnozine A koneéné a
spojité vsetky parcialne derivacie prvého i druhého radu.

?Mnozina N C R sa nazyva okolim bodu a € R, ak existuje ¢ > 0 také, e (a —,a +) C N.
3Mnozina A C R® sa nazyva otvorend, ak pre kazdé a € A existuje ¢ > 0 také, Ze celd otvorena
gula B(a,e) = {@ € R"; 2? + ...+ 22 < &?} je obsiahnutd v mnoZine A.
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Nech teda f: A — R je dostatoéne hladka funkcia definovana na otvorenej mnozine
ACR™aa € A. Prvou (totalnou) deriviciou alebo tiez gradientom funkcie f v bode
a nazyvame vektor

F'(a) = gradf(a) = (5‘;(“) . 5‘;(“))

ktorého zlozky tvoria prvé parcidlne derivacie funkcie f v bode a. Druhow (totdlnou)
deriwdaciou funkcie f v bode @ nazyvame maticu

0’ fla
f'(a) = (81‘?2:1;3) ’

tvorent vsetkymi druhymi parcialnymi derivaciami funkcie f v bode a. V diferencial-

nom pocte funkeii viac premennych sa dokazuje, Ze zo spojitosti druhych parcialnych
derivacii vyplyva

*flz) P f(=z)

8:1;i8xj N 8:1;]8:1;1

pre vietky i,7 < nax € A. To znamen4, Ze druha derivacia f''(a) dostato¢ne hladkej
funkcie f je symetricka matica, teda je maticou kvadratickej formy

av)=v-fla) v = v (gif(gg) o7

na (riadkovom) vektorovom priestore R™ vzhladom na kanonickt bazu e, UkdZeme
si, ze prave signattura druhej derivacie f"(a) rozhodujtcim (a v pripade jej regularity
dokonca jednoznaénym) sposobom uréuje chovanie funkcie v jej kritickych bodoch.

Podobne ako v pripade jednej premennej, aj dostato¢ne hladka funkeiu viac pre-
mennych mo’no v kazdom bode* a = (ai,...,a,) € A pisat v tvare Taylorovho
rozvoja

fx) = fla)+ f'(a) (2 =a)’ + % (z<a) f'(a) (xsa)' +(xsa) Oz) (zea)’
pre € = (21,...,2,) z istého okolia® N C A bodu a, kde O(x) = <9ij(a3)>an
je matica, ktorej zlozky tvoria hodnoty spojitych funkecii 6;;: N — R v bode @.
Tieto funkeie navyse vyhovuji podmienke 6;;(a) = 0, teda absolutna hodnota zvysku
(xa) O(z) (xwa)! je v dost malom okoli M C N bodu a v porovnani s ostatnymi
¢lenmi uvedeného rozvoja zanedbatelne mala. Pre @ z tohto malého okolia bodu a
teda mozeme pisat

1
f@) = fla)+ f'(a)- (z wa)’ + 5 (2 =a)- (@) (z <a)'.
Ak %5:) # 0, tak zlozka %&)(:ﬁi &a;) linedrneho ¢lena f'(a) - (z < a)? meni
v bode a znamienko a v dostatoé¢ne malom okoli bodu a takéto zlozky prevazuji nad
4Vgimnite si, Ze, tak ako je to zvykom v matematickej analyze, prvky priestoru R” zapisujeme

ako riadkové vektory.
SMno#ina N C R” sa nazyva okolim bodu a € R, ak existuje ¢ > 0 také, #e B(a,c) C N.
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kvadratickym ¢lenom %(w &a)- f'(a) - (z <a)l. Preto dostatoéne hladkd funkeia
(dokonca uz funkcia s koneénymi a spojitymi prvymi parcidlnymi derivaciami) moze
na otvorenej mnozine nadobtdat extrémy len v bodoch a, pre ktoré plati f'(a) =0,
t.j. vSetky parcidlne derivacie 0f/0x; v bode a sa rovnaji nule. Takymto bodom
hovorime staciondrne alebo tieZ kriticke body funkcie f. Ak a € A je stacionarny
bod, tak uvedeny Taylorov rozvoj ma v tomto bode tvar

(x<a)- f'(a) (zea) + (z©a) O) (z=a)’

(z &a)- f'(a) (x<a)’

pre vsetky @ z okolia M bodu a.

Ak matica f'(a) je kladne definitna, tak pre vetky @ # a z nejakého okolia L C M
bodu a plati (z a)- f'(a) (£ a)’ >0a f(a) < f(z), teda f ma v bode a ostré
lokdlne minimum.

Ak matica f''(a) je zaporne definitna, tak pre vSetky ® # a z nejakého okolia
L C M bodu a plati (z <a)- f'(a) (x ©a)’ <0a f(a) > f(x), teda f ma v bode
a ostré lokdlne mazimum.

Ak matica f"(a) je indefinitna, tak existuju vektory w, v a ¢éslo ¢ > 0 také, Ze
u-f"(a)u? <0< v fla)vl, obetsecky X = {a+tu; |t| <&}, YV = {at+tv; |t| <&}
su celé obsiahnuté v okoli M a pre vsetky body & € X, y € Y rozne od a plati
f(x) < f(a) < f(y). Hovorime, Ze f mé v bode a sedlo. Tento pripad nemoze nastat
pre funkcie jednej premennej. Zrejme v sedlovom bode funkcia nenadobida extrém.

Ak matica f"(a) je nenulova, singuldrna a semidefinitna, tak nas ¢itatel asi ocakava,
ze f v bode a nadobudne neostré lokdlne minimum (pre kladne semidefinitni maticu)
alebo neostre lokdlne mazimum (pre zaporne semidefinitni maticu). No nie vzdy je
tomu tak. Podobne ako v pripade nulovej druhej derivacie u funkcii jednej premennej,
ak matica f''(a) je singuldrna a (kladne alebo zaporne) semidefinitnd, tak — bez ohladu
nato, ¢ je nulova alebo nie, — v bode a sa moze udiat prakticky ,.cokolvek”. Funkcia
v tomto bode moze, ale nemusi mat extrém alebo sedlo. Nieco vSak predsa len mozeme
povedat: ak uvedena matica je nenulova a kladne semidefinitna, tak f nema v bode
a (ostré ani neostré) lokdlne maximum; ak je nenulova a zaporne semidefinitna, tak
f nemé v bode a (ostré ani neostré) lokalne minimum. Ak f mé aj derivacie vyssich
radov, tak na ich zaklade c¢asto mozeme povedat o nieco viac. Tieto otazky vsak
presahuji rdamec nasho tvodného kurzu linedrnej algebry a geometrie. Pripadnych
zaujemcov o ich podrobnejsie stadium odkazujeme na nejakt uéebnicu diferencialneho
poc¢tu funkeii viac premennych.

12.3.1. Priklad. (Kopéeky a jamky) Preskiimame funkeciu f: R? — R, dant pred-

: L ar e my . ; . c
pisom f(x,y) = sin 5F sin 57, Jej prvé parcidlne derivacie st

of « T . WY of «w . 7wx Y
= — cos — sin —, = —sin — cos —.

dx 2 2 2 dy 22 2

KedZe sinus a kosinus nejakéko ¢isla sa stiéasne nemozu rovnat nule, (2, y) je staciondar-

nym bodom funkcie f prave vtedy, ked cos 22 = cos =2 = 0 alebo sin £ = sin &% =

2 2 2 2
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z = fla,y) = :si1r17r2—:]csi1r1H

Teda stacionarnymi bodmi funkcie f st prave vsetky mrezové body roviny tvaru
(m,n), kde m, n st celé ¢isla rovnakej parity (t.j. m <n je parne éislo).
Vypoéitame 1 druhé parcialne derivacie

f_o*f  w  wx . my o*f  o*f  w? T Y
92 o2 4 g MM 9r0y  oyor 4 o2 o

Vidime, e funkcia f je dostatoéne hladkéd na celej rovine R2. Jej druha derivacia
v stacionarnych bodoch ma tvar
2 P MT i NT mm nmw
T <Sln —— 81N -  COS —5— COS ——
1"
P = T (TEERE 2 )

4 cos % cos "2—” <sin % sin "2—”

Pre m = 2k, n = 2] obe parne mame

fmmng(@$w"0ﬁf¥>56 Q)-

V kazdom z tychto bodoch je matica indefinitna, teda funkcia f ma v bodoch tvaru
(2k,21), kde k,l € Z, sedla. Hodnota funkcie vo vetkych sedlovych bodoch je 0.

Pre m =2k + 1, n = 2]l + 1 obe neparne mame

pran= (A ) scaren (3 ).

Tato matica je zaporne definitnd, ak k41 je parne ¢islo, a kladne definitnd pre neparne
E+1

Funkcia f teda nadobida ostré lokdlne maxima v bodoch (2k + 1,27+ 1), kde k, 1
st celé ¢isla a k + [ je parne. Hodnota vsetkych tychto maxim je 1.

V bodoch (2k + 1,21 + 1), kde k,] € Z a k + | je nepéarne ¢éislo, nadobuda f ostré
lokdlne minima, ktorych hodnota je vidy <1.

Na obréazku je graf funkcie f na ¢asti defini¢éného oboru (0,4) x (0,4). Vidno na hom
maxima v bodoch (1,1), (3,3), minima v bodoch (1,3), (3,1) a sedlo v bode (2,2).
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Nakolko vsetky typy kritickych bodov, ktorych charakter mozno uréit na zaklade
druhej derivacie funkcie, sa nam podarilo ilustrovat na jedinom priklade, v dalsich
ukazkach sa zameriame na funkcie so singularnymi semidefinitnymi druhymi deri-
vaciami v kritickych bodoch. KedZe v takom pripade nam toho nasa tedria mnoho
nepovie, zvolime si funkcie, pri ktorych nam charakter kritickych bodov bude jasny
z nazoru, ako napokon aj v prvom priklade. Najprv jeden priklad, kde vsetko dopadne
podla oc¢akavania.

12.3.2. Priklad. (Vinity plech) Je dané funkcia ¢: R* — R, kde g(z,y) = cos(rz).
Jej prvé parcidlne derivacie su

g—i = & sin(ma), Z—Z =
Stacionarne body funkcie g teda vytvaraju systém ekvidistantnych rovnobeznych pria-
mok (s rovnicami) @ = k, kde k je Iubovolné celé &islo.

Druhé parcialne derivacie funkcie ¢ st

&g &g B &g B 9%q B
Oz? oy?  0x0y  Oydx

teda funkcia ¢ je dostato¢ne hladka. Druha derivacia v stacionarnych bodoch teda

vyzera takto
" B o [ cos(km) 0 9 (<:>1)k 0
g (kvy) = <7 ( 0 0 = <7 0 0 .

Pre k parne dostavame
" _ <l 0
g"(k,y) = ( 0 0>,

¢o je zaporne semidefinitna singularna matica. Podobne, pre k neparne mame

st =(g o).

¢o je kladne semidefinitna singularna matica. V takom pripade nam nasa tedria
neposkytuje nijaké zavery. Z grafu funkcie na casti (<2, 2) x (0,2) defini¢ného oboru

0.

= &2 cos(ma), 0,

272
a z periodi¢nosti funkcie cos(ma) vSak mozno usidit, Ze pre parne k € Z nadobuda
funkcia ¢ na priamkach ¢ = %k neostré lokalne maximum hodnoty 1 a pre neparne

k € Z nadobuda ¢ na priamkach @ = k neostré lokdlne minimum hodnoty <1.

z=g(x,y) = cos(ma)

2 NN
7 N\
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Na zaver si predvedieme, ¢o vsetko sa v kritickom bode moze este stat.

12.3.3. Priklad. (Kreslo, siet a sedlo) Uvazujme reédlne funkcie dvoch premennych
hi(z,y)=a"+y°,  ha(w,y) =2" +y*,  hs(a,y) =2° Syt

Lahko mozno nahliadnut, Ze vsetky maji jediny a ten isty stacionarny bod (0,0),
v ktorom nadobudaju ta isti hodnotu 0. Taktiez maji v tomto bode rovnaku druhu
derivaciu

20
BY(0,0) = h4(0,0) = hY(0,0) = (0 0) ,

(presvedéte sa o tom sami). TakZe uvedend matica je nenulovd, singularna a kladne
semidefinitna. Z obrazkov grafov funkeii v istych okoliach bodu (0,0) vsak vidno, Ze
(1) hy nemé v bode (0,0) extrém ani sedlo — v tomto bode sa totiZ pretina krivka
z = 2%, y = 0, pre ktort, je (0,0) bodom ostrého lokdlneho minima, s krivkou
=0, z = y*, ktord ma v bode (0,0) inflexny bod;
(2) hz ma v bode (0,0) ostré lokdlne minimum;

(3) hs ma v bode (0,0) sedlo.

z = ho(z,y) = 2% +y* z = h3(z,y) = 2% &yt
ol A i
: \ y il
) Q:s\‘\ ! %‘%’0
A0 201 N\ i
22 ] '.".":};';“%‘40’»‘%5519&1#!\;‘;‘;‘;;‘::““
: . "',"l',',’,',"l'l’i;b%’éiﬁ%:if?ﬁ\‘\‘\‘&“‘“
0 N | haqin
== 4 iy



