1. AFINNT PODPROSTORY

1.1. Motivace. Uvazujme R3. Jeho vSechny vektorové podprostory jsou pocatek,
pfimky a roviny prochdzejici pocatkem a celé R3. Chceme-li v R? délat ,,geometrii
potfebujeme i jiné body, piimky a roviny. VSechny tyto tvary budou zahrnuty v pojmu
afinni podprostor.

1.2. Afinni podprostor vektorového prostoru. Necht U je vektorovy prostor
nad polem K. Afinni podprostor prostoru U je neprazdna mnozina M tvaru:

M=A+V={A+v,veV}
kde A € U aV C U je néjaky vektorovy podprostor.

Piiklad. U/ = R% Kazdy bod v R? je tvaru A+{6>} a je tedy afinni podprostor.
Kazda ptimka M v R? je tvaru:

r1 = ay +tug
To = Qo + tUz
tedy
(aq, a2)T + [(v1, Uz)]T
A+V

Priklad. &/ = R"™ neprazdnd mnozina feseni soustavy Az = b.

R(A,b) = {z € R", Ax = b} je afinni podprostor, nebot je tvaru
R(A,b) = z9+ R(A,0)
kde z( je né€jaké Teseni a
R(A,0) ={y e R", Ay =0}
je vektorovy podprostor.
Piiklad. U = Ry[z] M = {p € Ry[z],p'(1) = 2} je afinni podprostor, nebot
M = {2°N + {q € Ry[z],¢'(1) = 0}

Véta. Vektorovy podprostor V v definici afinniho podprostoru M je urcen jedno-
2Znacne.

Diikaz. Necht M = A; + YV, = Ay + Vy, kde Ay, Ay € U a V1, Vs jsou vektorové
podprostory v U. Potom existuje wy € Vs tak, ze Ay = Ay+wy Tedy Ay —As = wy € Vy
Necht v; € V;. Pak existuje vy € V, tak, ze

Ay +v = As+ vy
v :(AQ—A1)+U2:—<A1—A2)+ V2 GVQ
—_—— ~~

€Vs €Vs

Dostavame V; C V, a analogicky Vs C V. O
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Definice. V v definici M nazyvame zaméreni afinniho podprostoru M, piseme
Z(M) =V
dim M =dim V
1.3. Afinni kombinace bodu. A, B € U/ urcuji pfimku
A+t(B—A)=(1—-t)A+1tB
Linearni kombinace
sA+tB, t+s=1

se nazyva afinni kombinace bodu.

Necht Ay, Ay, ..., A, € U. Afini kombinace bodi Ay, Ay, ..., A je bod
k

k
1=0

=0

Tento bod lze pasat

(I—ty—---—tg) Ao+ t1 A1+ -+t Ar = Ag+t1(A1— Ag) +Hta(Az—Ag)+- - -+t (Ar— Ap)
Véta. Jestlize M C U je afinni podprostor, pak s kazdymi (k+1) body Ay, A1, ..., Ax €
M lezi v M 1 jejich afinni kombinace.

Dikaz. M =A+V, A, = A+

k

k k k
1=0 =0

i=0 i=0
nebot Zf:o t; = 1. O
Obracena véta. Necht M je neprdzdnd podmnoZina ve vektorovém prostoru U, kdes
kaZdymi dvéma body leZi i jejich afinni kombinace. Pak je M afinni podprostor.
Dikaz. Necht A € M. potom
M=A+{B—-A, Be M}

Dokézeme, ze V = {B — A, B € M} je vektorovy podprostor.
Necht B— A€V, B € M. Potom nasobek tohoto vektoru

t(B-—A)=0tB+(1—-t)A)—AecV
Necht B—AeV,C—-AecV, B,C € M. Potom soucet téchto vektort

emM
1 1
(B=A)+(C—A)=(B+C—A) —A={2(;B+50) A} A€V

———
eM
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Geometricka interpretace predchozich vét. Neprazdna mnozina M je afinni podpro-
stor, pravé kdyz s kazdymi dvéma body A, B, lezi v M i pfimka jimi urcena.

1.4. Parametricky popis afinniho podprostoru M C U Necht M = A + V Necht
V1, Vs, ...,V je baze vektorového podprostoru V. Potom kazdy vektor v € V lze psat
jednoznacné ve tvaru

U:t1U1+t2U2+"‘+tkvk
Tedy dazdy bod X € M lze psat jednoznacné ve tvaru

XIA—l—U:A—i—tlUl—FtQUz—'—"'—l—tk’l}k (*)

k-tici (t1,ts,...,t)T nazfvdme soufadnice bodu X v afinni bazi (A, vy, vs, ..., v;) afin-
niho podprostoru M. Popis bodi afinniho podprostoru ve tvaru (x) se nazyva para-
metricky popis. Bod A se nazyva pocatek souradnic. Kazdy bod B B € M miiZze byt
pocatkem soufadnic, nebot

M=A+V=B+YV

Priklad. p: X = A+ tv; - pfimka
Priklad. p: X = A + tv; + tovs - rovina
1.5. Popis pomoci soustavy linearnich rovnic (implicitni popis) Necht &/ mame
né&jakou bézi (uy,us, ..., u,) = a se soutadnicemi (1,9, ..., x,)T. Necht A je matice
r+n. Potom mnozinu bodt X € U jejichz souradnice spliiuji soustavu linedrnich rovnic
Az = b, ozna¢me ji R(A, b), je, pokud je neprazdnd, afinni podprostor v . Necht M €
U mé soufadnice z, které spliiuji rovnici Az = b. Nechf R(A,0) = {v e U, A(v), = 0}.
To je vektorovy podprostor a plati

R(A,b) =M +R(A,0)
Popis afinniho podprostoru pomoci soustavy rovnic se nazyva nékdy implicitni popis
Piiklad. Rovnice 271 — 35 + 53 = 4 popisuje rovinu v R3. Soustava

2[L‘1 — 31‘2 +5l‘3 =4

.§L’1+.T2—.§C3:3

popisuje piimku v R3. Piesvédéime se o tom tak, Ze soustavu vyfesime. ReSeni napsané
pomoci parametrii dava parametricky popis afinniho podprostoru.

Zavér. Soustava rovnic Az = b zadava afinni podprostor pravé kdyz h(A) = h(Alb).
Pokud je tato podminka splnéna, pak dimenze tohoto podprostoru je n — h(A), kde n

je pocet neznamych. Pouziji se véty o feSeni soustav rovnic.

Véta. Kazdy afinni podprostor M vU je zaddn jako mnoZina bodu, jejichZ souradnice
X1, Toy. .., Ty Vbdzi o = (ug, usg, ..., uy,) prostoruld spliugi néjakou soustavu linedrnich
rovnic Ax = b.

Dikaz. M = M + tjvg + tavg + « -+ + tyvg, kde (v1,vs,...,vx) je baze zaméfeni V.
Pro soutadnice bodi X € M tedy plati

xr=m+ Ct,
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kde v = (21, 29,...,2,)%, m = (my,ma,...,m,)T, C je matice soufadnic vektorti
V1,V2,...,VL, t= (tl,tg, e ,tk)T.
Algoritmus Fx = Ct+m

4 7 Al Cl bl
(E|Clm) — tlepensirnt —_, ( 1]

Al0[b
Operace provadime tak, aby C pfesla do schodovitého tvaru, vsechny fadky C'; jsou
nenulové.

Ex=Ct4+m <=> Aix=Cit+b

Ar=b
Tedy souradnice x kazdého bodu X € M spliuji rovnice Az = b. Necht y je feSenim
vyse uvedené rovnice. Polozme
Cil(Ay —by) =t

Pro toto t jsou splnény obé rovnice vpravo. Tedy y jsou souradnice bodu z M. Il

1.6. Vzajemna poloha afinnich podprostoru M a N

(1) Jeden je podprostorem druhého
M C N, pokud MNN #0 a Z(M)C Z(N)
(2) Rovnobézné
MNON=0aZ(M)C ZN)nebo Z(N) C Z(M)
(3) Riznobézné
MNN #( aneplati ani Z(M) C Z(N) ani Z(N) C Z(M)
(4) Mimobézné
MNN =0 aneplati ani Z(M) C Z(N) ani Z(N) C Z(M)

1.7. Operace s afinnimi podprostory M a N
(1) Prinik M NN je afinni podprostor, pokud je neprézdny, se zaméfenim

ZM)NZ(N).
(2) Spojeni MUN = nejmensi afinni podprostor obsahujici afinni podprostory M
a N. Pokud
M = M+YV
N = N+Z
pak

MUN=M+[N-M+V+Z2

~
vekt. podprostor

Pouziva se takto: rovina urcena bodem a piimkou je spojenim téchto dvou
afinnich podprostori.

1.8. Ukoly, které je tfeba umét Fesit

prechod od implicitniho popisu k parametrickému a obracené
prunik afinnich podprostort

spojeni afinnich podprostort

vzajemna poloha afinnich podprostori
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e nalezeni afinniho podprostoru danych vlastnosti (napf.: najit pfimku p proché-
zejici dandm bodem A, protinajici danou pfimku ¢ a danou rovinu p, mimobéz-
nou s q.)

1.9. Afinni zobrazeni mezi podprostory M C U a N C V je zobrazeni ¢ : M — N
tvaru, ze 9(M+u) = N+p(u) kde M e M, ue Z(M), N e Nayp: Z(M) — Z(N)
je linearni.
P¥iklad. M =R", N = R¥. Zobrazeni
¢(x) =Ax+b
kde A je matice k x n a b= (by,bs,...,b)T, je afinni, nebot
p(0+2)=0+ Az

lin. zobr.



