
1. Spektrálńı rozklad samoadjungovaných operátor̊u

1.1. Motivace
Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory symetrické matice

A =
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)

|A − λE| = (1− λ)(2− λ)− 1 = λ2 − 3λ+ 1 =
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Vlastńı č́ısla jsou λ1 = 3+
√

5
2

, λ2 = 3−
√

5
2

. Pro tato vlastńı č́ısla nalezneme vlastńı
vektory v1, v2. (
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)
x1 − x2 = 0

v1 =

(
1,
−1−

√
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)T

v2 =

(
1,
−1 +

√
5

2

)T

Tyto vektory jsou na sebe navzájem kolmé. Tedy k symetrické maticiA =

(
1 −1
−1 2

)

existuje ortonormálńı báze tvořená vlastńımi vektory.

TOTO NENÍ NÁHODA!

1.2. Adjungované zobrazeńı
Necht’ U a V jsou euklidovské nebo unitárńı prostory. Necht’ ϕ : U → V je lineárńı.
Adjungované zobrazeńı k zobrazeńı ϕ je zobrazeńı

ϕ∗ : V → U
takové, že

〈ϕ(u),v〉V = 〈u, ϕ∗(v)〉U .
Věta. Necht’ α je ortonormálńı báze v U , β ortonormálńı báze ve V. Necht’ ϕ : U → V
a (ϕ)β,α = A. Potom matice adjungovaného zobrazeńı je

(ϕ∗)α,β = ĀT v unitárńım př́ıpadě
AT v euklidovském př́ıpadě.

D̊ukaz. Necht’ u ∈ U , v ∈ V jsou libovolné a (u)α = x, (v)β = y. Potom plat́ı

(ϕ(u))Tβ .(v)β = 〈ϕ(u),v〉 = 〈u, ϕ∗(v)〉 = (u)Tα .(ϕ
∗(v))α

((ϕ)β,α(u)α)T .(v)β = (u)Tα .(ϕ
∗)α,β(v)β

(AxT )ȳ = xT (ϕ∗)α,βȳ

xTAȳ = xT (ϕ∗)α,βȳ

Tedy

AT = (ϕ∗)α,β

(ϕ∗)α,β = ĀT .
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Plat́ı i obrácené tvrzeńı: Je-li ϕ : U → V a [ϕ]α,β = A, ψ : V → U a [ψ]α,β = ĀT , pak

ψ = ϕ∗.

�
1.3. Samoadjungovaný operátor
Necht’ ϕ : U → U je lineárńı operátor na euklidovském nebo unitárńım prostoru.
Ř́ıkáme, že ϕ je samoadjungovaný, jestliže ϕ = ϕ∗, tj.

〈ϕ(u),v〉 = 〈u, ϕ(v)〉
pro všechna u,v ∈ U .

Věta. Operátor ϕ : U → U je samoadjungovaný, právě když pro matici v ortonormálńı
bázi α plat́ı

(ϕ)α,α = A = ĀT .
Definice. Reálná matice A se nazývá symetrická, jestliže A = AT . Komplexńı matice
A se nazývá hermitovská, jestliže A = ĀT .

1.4. Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory samoadjungovaných operátor̊u

Lemma. Necht’ ϕ : U → U je samoadjungovaný operátor s invariantńım podprostorem
V. Potom V⊥ je rovněž invariantńı.

D̊ukaz. Necht’ w ∈ V⊥. Pro všechna u ∈ V plat́ı

〈ϕ(w),u〉 = 〈w, ϕ(u)〉 = 0,

tedy ϕ(w) ∈ V⊥. �

Věta. Necht’ ϕ : U → U je samoadjungovaný operátor v unitárńım prostoru U .

(1) Vlastńı č́ısla zobrazeńı ϕ jsou reálná.
(2) Vlastńı vektory př́ıslušné r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou navzájem kolmé.

D̊ukaz. (1) Necht’ λ je vlastńı č́ıslo s vlastńım vektorem v:

λ̄||v||2 = 〈v, λv〉 = 〈v, ϕ(v)〉 = 〈ϕ(v),v〉 = 〈λv,v〉 = λ||v||2.
Odtud plyne λ = λ̄.

(2) Necht’ ϕ(v1) = λ1v1, ϕ(v2) = λ2v2, v1 6= 0, v2 6= 0. Potom

λ1 〈v1,v2〉 = 〈ϕ(v1),v2〉 = 〈v1, ϕ(v2)〉 = 〈v1, λ2v2〉 = λ̄2 〈v1,v2〉 = λ2 〈v1,v2〉 .
Protože λ1 6= λ2, muśı být v1⊥v2. �

Spektrum lineárńıho operátoru je množina jeho vlastńıch č́ısel.

Věta. Pro každý samoadjungovaný operátor ϕ : U → U existuje ortonormálńı báze
α prostoru U tvořená vlastńımi vektory, v ńı̌z má ϕ diagonálńı matici s reálnými
vlastńımi č́ısly na diagonále.
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D̊ukaz. (1) Je-li U komplexńı prostor, pak má charakteristický polynom ϕ určitě ale-
spoň jeden kořen. Ten je vlastńım č́ıslem (je tedy reálný) s vlastńım vektorem v1

velikosti 1. [v1]⊥ je invariantńı v̊uči ϕ, ϕ/[v1]⊥ : [v1]⊥ → [v1]⊥ je samoadjungovaný a
pokračujeme indukćı.

(2) Je-li U reálný vektorový prostor, pak v nějaké ortonormálńı bázi má ϕ matici A,
která je reálná. A reprezentuje zobrazeńı

Cn → Cn x→ Ax.
Toto zobrazeńı je samoadjungované, nebot’ A = AT = ĀT . Tedy A má reálné vlastńı
č́ıslo λ s vlastńım vektorem

x + i y ∈ Cn Ax+ iAy = λx+ iλy.

Porovnáńım reálné a imaginárńı části dostaneme

Ax = λx

Ay = λy

Tedy A má vlastńı vektor v Rn, proto ϕ : U → U má rovněž vlastńı vektor k λ
(jeho souřadnice v dané ortonormálńı bázi jsou vlastńım vektorem x matice A). [v]⊥

je invariantńı v̊uči ϕ a můžeme pokračovat indukćı stejně jako v (1). �
Důsledek 1.5. Necht’ ϕ : U → U je samoadjungovaný operátor s vlastńımi, navzájem
kolmými vektory u1, . . . ,un a vlastńımi č́ısly λ1, . . . λn. Necht’ Pk : U → U je kolmá
projekce na [uk]. Potom

ϕ = λ1P1 + λ2P2 + · · ·+ λnPn.
D̊ukaz. Pro libovolný vektor u =

∑
i xiui je

ϕ

(∑

i

xiui

)
=
∑

i

xiϕ(ui) =
∑

i

λixiui.

Protože

Pi(uj) = 0 i 6= j
Pi(uj) = ui i = j,

je (∑

j

λjPj
)(∑

i

xiui

)
=
∑

i

λiPi(xiui) =
∑

i

λixiui = ϕ

(∑

i

xiui

)
.

�
1.6. Samoadjungované operátory a kvadratické formy

Důsledek 1.7. Pro každou reálnou symetrickou matici A existuje ortogonálńı matice
P tak, že

PTAP = P−1AP
je diagonálńı.
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D̊ukaz. Podle věty o spektrálńım rozkladu existuje v Rn ortonormálńı báze tvořená
vlastńımi vektory matice A. V této bázi α je matice D zobrazeńı x 7−→ Ax diagonálńı

D = P−1AP.
P = (id)ε,α je matice přechodu od báze α ke standardńı bázi ε. Tato matice je orto-
gonálńı, nebot’ jej́ı sloupce jsou tvořeny vektory ortonormálńı báze α. Tedy

P−1 = PT .
�

Důsledek pro kvadratické formy. Každá kvadratická forma f na euklidovském
prostoru U dimenze n má ve vhodné ortonormálńı bázi analytický tvar

f(x) = λ1x
2
1 + λ2x

2
2 + · · ·λnx2

n.

D̊ukaz. Necht’ A je matice kvadratické formy f . Najdeme bázi α tvořenou vlastńımi
ortonormálńımi vektory. V této bázi má kvadratická forma matici

PTAP, kde P = (id)ε,α.

Protože PT = P−1, je PTAP = P−1AP diagonálńı matice. �
Př́ıklad. Vyšetřujme v rovině množinu bod̊u, které jsou zadány rovnićı

x2
1 + 2x2

2 − 2x1x2 = 1.

Úpravou na čtverce dostaneme kvadratickou formu v diagonálńım tvaru

(x1 − x2)2 + x2
2 = 1.

Nové souřadnice jsou x′1 = x1 − x2, x′2 = x2 a dávaj́ı matici přechodu

(
1 −1
0 1

)
·

Pro p̊uvodńı bázi e1 =

(
1
0

)
, e2 =

(
0
1

)
a novou bázi u1, u2 plat́ı

e1 = u1

e2 = −u1 + u2.

Tedy nové souřadnice jsou v bázi u1 =

(
1
0

)
, u2 = e2 + e1 =

(
1
1

)
,

(x′1)2 + (x′2)2 = 1.

Tato báze nám neurčuje osy elipsy (ty jsou k sobě vždy kolmé).
Najdeme diagonálńı tvar kvadratické formy v nějaké ortonormálńı bázi.

Matice kvadratické formy je A =

(
1 −1
−1 2

)
· Spoč́ıtáme jej́ı vlastńı č́ısla.

|A − λE| = λ2 − 3λ+ 1 =
(
λ− 3+

√
5

2

)(
λ− 3−

√
5

2

)

λ1 = 3+
√

5
2

s vlastńım vektorem v1 =
√

2
5+
√

5

(
1, −1−

√
5

2

)

λ2 = 3−
√

5
2

s vlastńım vektorem v2 =
√

2
5−
√

5

(
1, −1+

√
5

2

)

V souřadnićıch ortonormálńı báze α = (v1,v2) má elipsa rovnici

λ1x
2
1 + λ2x

2
2 = 1.
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Vektory v1 a v2 určuj́ı směr os. V́ıce o kuželosečkách v Lineárńı algebře III.

v1

v2

u1

u2


