1. SPEKTRALNI ROZKLAD SAMOADJUNGOVANYCH OPERATORU

1.1. Motivace
Vlastni ¢isla a vlastni vektory symetrické matice

1 -1
A=(4)
|A—Ag|:(1—A)(2—A)—1:A2—3A+1=(A—%) (A—%)

Vlastni cisla jsou Ay = %, Ay = 3’T\/5 Pro tato vlastni ¢isla nalezneme vlastni
vektory vy, vs.

. (1, ﬂ) v (1ﬂ>
2 2

. . , . - 1 -1
Tyto vektory jsou na sebe navzajem kolmé. Tedy k symetrické matici A = ( )
existuje ortonormalni baze tvorena vlastnimi vektory.

TOTO NENI NAHODA!

1.2. Adjungované zobrazeni
Necht U a V jsou euklidovské nebo unitdrni prostory. Necht ¢ : & — V je linedrni.
Adjungované zobrazeni k zobrazeni ¢ je zobrazeni

eV —-U
takové, ze
<90(u)7 V>V = <u7 90*(V)>u .

Véta. Necht o je ortonormdlni bdze vU, 3 ortonormdini baze ve V. Necht ¢ : U — V
a () = A. Potom matice adjungovaného zobrazeni je

(0 )ap = AT v unitdrnim pripadé
ATy euklidovském pripadé.

Diikaz. Necht u € U, v € V jsou libovolné a (u), = z, (v)z = y. Potom plat{
((w)5.(v)s = (p(u), v) = (u,¢"(v)) = (u)5-(¢"(V))a

(P)paa)"-(V)s = (WE(p)as(V)s
(Az")g = 27 (¢")asy
T Ay = xT(go*)a,ﬁgj

Tedy

AT = (90*)04,/3
(Qp*)a,ﬁ = AT-



2
Plat{ i obrdcené tvrzenf: Je-li o : U =V a[plas=A, ¢ :V = U a [{Y]as = AT, pak
="
U

1.3. Samoadjungovany operator
Necht7 @ : U — U je linedrni operator na euklidovském nebo unitarnim prostoru.
Rikame, ze ¢ je samoadjungovany, jestlize p = ¢*, tj.

(p(u),v) = (u, (v))
pro vSechna u,v € U.

Véta. Operdator ¢ : U — U je samoadjungovany, pravé kdyz pro matici v ortonormadlni
bazi o plati

(P)ae =A=A".

Definice. Redlna matice A se nazyvda symetrickd, jestlize A = AT, Komplexn{ matice
A se nazyvé hermitovskd, jestlize A = A”.

1.4. Vlastni ¢isla a vlastni vektory samoadjungovanych operatoru

Lemma. Necht ¢ : U — U je samoadjungovany operdtor s invariantnim podprostorem
V. Potom V* je rovnéz invariantnd.

Diikaz. Necht w € V1. Pro viechna u € V plati
(p(w), 1) = (w, p(u)) =0,
tedy p(w) € V*. O

Véta. Necht ¢ : U — U je samoadjungovaniy operdtor v unitdrnim prostoru U.

(1) Viastni éisla zobrazent ¢ jsou redlnd.
(2) Viastni vektory prislusné ruzngm vlastnim cislim jsou navzdjem kolmé.

Diikaz. (1) Necht \ je vlastni ¢fslo s vlastnim vektorem v:

VI = (v, Av) = (v, 0(v)) = {p(v),v) = (Av,v) = AV
Odtud plyne A = .
(2) Necht ¢(vy) = M\vy, ©(va) = Aavy, vi # 0, vy # 0. Potom
AV, va) = (p(V1), va) = (Vi,9(va)) = (Vi AaVa) = Ao (Vi, Vo) = Ao (V1, V) -
Protoze Ay # Ao, musi byt v 1 vs. O
Spektrum linedrntho operatoru je mnozina jeho vlastnich ¢isel.

Véta. Pro kaZdy samoadjungovany operdator ¢ : U — U existuje ortonormdlni bdze
a prostoru U tvorend vlastnimi vektory, v niZ md ¢ diagondlni matici s redlnymsi
vlastnimi c¢isly na diagondle.
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Dikaz. (1) Je-li U komplexni prostor, pak ma charakteristicky polynom ¢ urcité ale-
spon jeden koten. Ten je vlastnim ¢islem (je tedy redlny) s vlastnim vektorem vy
velikosti 1. [v]* je invariantni vici ¢, o/[vi]* : [vi]t — [vi]* je samoadjungovany a
pokracujeme indukei.

(2) Je-li U redlny vektorovy prostor, pak v néjaké ortonormalni bézi mé ¢ matici A,
ktera je realna. A reprezentuje zobrazeni

cCr—-cC" Tz — Az.

Toto zobrazeni je samoadjungované, nebot A = AT = A”. Tedy A m4 redlné vlastni
¢islo A s vlastnim vektorem

r+iyeC” Ar +i1Ay = Ax +1i)y.
Porovnanim realné a imaginarni ¢asti dostaneme
Ar = Mz
Ay = Ny

Tedy A ma vlastni vektor v R™, proto ¢ : U — U ma rovnéz vlastni vektor k A
(jeho soutadnice v dané ortonormdlni bazi jsou vlastnim vektorem z matice A). [v]*
je invariantni vuci ¢ a muzeme pokracovat indukei stejné jako v (1). O

Dusledek 1.5. Necht o : U — U je samoadjungovany operdtor s vlastnimi, navzdjem
kolmayjmi vektory uy, ..., u, a vlastnimi ¢isly A1, ... \,. Necht P, : U — U je kolmd
projekce na [uy]. Potom

Y= )\1731 +)\27D2++)\n7)n

Diikaz. Pro libovolny vektor u =), z;u; je

® (Z %‘lli) = Z%’w(ui) = Z \iziu;.
Protoze
Pi(u;) = 0 i #
Pi(u;) = w L=,

je

1.6. Samoadjungované operatory a kvadratické formy

Dusledek 1.7. Pro kazdou redlnou symetrickou matici A existuje ortogondlni matice
P tak, zZe
PTAP =P AP

je diagondlni.
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Diikaz. Podle véty o spektralnim rozkladu existuje v R™ ortonormalni baze tvorend
vlastnimi vektory matice A. V této bazi a je matice D zobrazeni x — Ax diagonalni

D =P 'AP.

P = (id)co je matice pfechodu od baze « ke standardni bazi e. Tato matice je orto-
gondlni, nebot jeji sloupce jsou tvoreny vektory ortonormalni béze «. Tedy

Pt =P
O

Dusledek pro kvadratické formy. KazZdd kvadratickd forma f na euklidovském
prostoru U dimenze n md ve vhodné ortonormdlni bazi analyticky tvar

f(X) = Mad + doxs + -+ A2l

Diikaz. Necht A je matice kvadratické formy f. Najdeme bézi o tvofenou vlastnimi
ortonormalnimi vektory. V této bazi ma kvadratickd forma matici

PTAP, kde P = (id)c..
Protoze PT = Pt je PTAP = P~1AP diagonilni matice. O
Priklad. Vysetfujme v roviné mnozinu bodu, které jsou zadény rovnici
22+ 202 — 22129 = 1.
Upravou na ¢tverce dostaneme kvadratickou formu v diagondlnim tvaru

2 2
(x1 —xe)* + 5 = 1.
, .. . . 1 -1
Nové soufadnice jsou =, = z; — x9, T, = 9 a davajl matici prechodu .
1 ) 2 0 1

Pro puvodni béazi e; = < é ), e, = < ? ) a novou bdazi uy, uy plati

e = U

€ = —Uuj + Us.

Tedy nové soutadnice jsou v bazi u; = ( (1) ), u —e,+e = ( } ) ,

(21)" + (23)* = L.

Tato béze ndm neurcuje osy elipsy (ty jsou k sobé vzdy kolmé).

Najdeme diagondlni tvar kvadratické formy v néjaké ortonormalni bazi.
1 -1
-1 2

\A—)\S\:AQ—3)\+1:(A—%> (A—%)

A = 3+T‘/5 s vlastnim vektorem v; = \/ﬁ (17 _1?@)

_ 36 : _ 2 —1+v5
Ay = 2522 s vlastnim vektorem vy = Y (1, 5 )
V soutadnicich ortonormalni baze o = (vy, vy) mé elipsa rovnici

All‘% + )\21‘3 =1.

Matice kvadratické formy je A = - Spocitame jeji vlastni ¢isla.
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Vektory v a vy urcuji smeér os. Vice o kuzeloseckach v Linedrni algebie III.




