
1. Ortogonálńı a unitárńı operátory

1.1. Ortogonálńı a unitárńı zobrazeńı
Necht’ U a V jsou vektorové prostory se skalárńım součinem nad R (resp. nad C).
Zobrazeńı ϕ : U → V se nazývá ortogonálńı (resp. unitárńı), jestliže pro všechna
u1,u2 ∈ U plat́ı

〈ϕ(u1), ϕ(u2)〉V = 〈u1,u2〉U .
Lemma. Je-li ϕ : U → V ortogonálńı nebo unitárńı, pak

(1) ||ϕ(u)|| = ||u||
(2) ϕ je prosté
(3) ϕ zobrazuje ortonormálńı bázi na ortonormálńı seznam vektor̊u.

D̊ukaz. (1) ||ϕ(u)||2 = 〈ϕ(u), ϕ(u)〉 = 〈u,u〉 = ||u||2
(2) Je-li ϕ(u) = 0, pak ||u|| = ||ϕ(u)|| = 0, tedy u = 0.
(3) plyne z definice a z (1). �

Věta. Necht’ α = (u1,u2, . . . ,un) je ortonormálńı báze v prostoru U a necht’ ϕ : U →
U je lineárńı operátor. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

(1) ϕ je ortogonálńı (nad R) resp. unitárńı (nad C)
(2) ϕ(u1), ϕ(u2), . . . , ϕ(un) je ortonormálńı báze
(3) Pro matici (ϕ)α,α = A plat́ı

A−1 = AT resp. A−1 = ĀT

(pruh znamená matici komplexně sdružených č́ısel).

D̊ukaz. Provedeme pro U nad C.
(1) ⇔ (3) Podmı́nku 〈ϕ(u), ϕ(v)〉 = 〈u,v〉 lze v souřadnićıch báze α přepsat takto:

xT (AT Ā)ȳ = (Ax)TAy = xT ȳ.

Odtud AT Ā = E , což je ekvivalentńı s ĀTA = E , tedy A−1 = ĀT .
(1) ⇒ (2) bylo dokázáno v předchoźım
(2) ⇐ (1) poč́ıtáme v souřadnićıch báze α

〈ϕ(u), ϕ(v)〉 =

〈∑

i

xiϕ(ui),
∑

j

yjϕ(uj)

〉
=
∑

i

xiȳi = xT ȳ = 〈u,v〉

�

1.2. Ortogonálńı a unitárńı matice
Reálná čtvercová matice se nazývá ortogonálńı, jestliže

A−1 = AT neboli AAT = E .
Př́ıklad.
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Unitárńı matice Komplexńı čtvercová matice se nazývá unitárńı, jestliže

A−1 = ĀT neboli AĀT = E .
Každá ortogonálńı matice je unitárńı.

Jak na matici A poznáme, že se ortogonálńı (unitárńı)?

- jej́ı sloupce tvoř́ı ortonormálńı bázi v Rn(Cn)
- jej́ı řádky tvoř́ı ortonormálńı bázi v Rn(Cn)

1.3. Determinant ortogonálńı matice
Plat́ı

AAT = E .
Odtud

(detA)2 = detA. detAT = det E = 1.

Tedy determinant ortogonálńı matice je ±1.

Determinant unitárńı matice
Plat́ı

AĀT = E .
Odtud

| detA|2 = (detA).(detA) = detA. det Ā = detA. det ĀT = detAĀT = det E = 1.

Tedy determinant unitárńı matice je komplexńı č́ıslo, které má absolutńı hodnotu 1.

1.4. Vlastńı č́ısla unitárńıch operátor̊u

Lemma.

(1) Vlastńı č́ısla unitárńıho operátoru maj́ı absolutńı hodnotu 1.
(2) Vlastńı vektory př́ıslušné r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou na sebe kolmé.

D̊ukaz. (1) Necht’ ϕ(u) = λu. Potom

〈u,u〉 = 〈ϕ(u), ϕ(u)〉 = 〈λu, λu〉 = λλ̄ 〈u,u〉 = |λ|2 〈u,u〉 .
Protože 〈u,u〉 > 0, je |λ|2 = 1.
(2) Necht’ λ1 6= λ2 a ϕ(u1) = λ1u1, ϕ(u2) = λ2u2.

〈u1,u2〉 = 〈ϕ(u1), ϕ(u2)〉 = 〈λ1u1, λ2u2〉 = λ1λ̄2 〈u1,u2〉
Pokud 〈u1,u2〉 6= 0, pak λ1λ̄2 = 1. Protože |λ1| = |λ2|, je λ̄2 = λ−1

2 , tedy λ1 = λ2, to
je spor. �
1.5. Věta Necht’ ϕ : U → U je unitárńı operátor. Potom v U existuje ortonormálńı
báze α tvořená vlastńımi vektory. V této bázi

(ϕ)α,α =




λ1

λ2

. . .
λn


 ,

kde λ1, λ2, . . . , λn ∈ C jsou vlastńı č́ısla tvaru

λk = cosαk + i sinαk.
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D̊ukaz. Charakteristický polynom operátoru ϕ má v C aspoň jeden kořen λ1. Tento
kořen je vlastńım č́ıslem operátoru ϕ s vlastńım vektorem u1 velikosti 1. Dokážeme,
že {u1}⊥ je invariantńı v̊uči ϕ. Necht’ v⊥u1, pak

λ1 〈u1, ϕ(v)〉 = 〈ϕ(u1), ϕ(v)〉 = 〈u1,v〉 = 0.

Protože λ1 6= 0, je ϕ(v) kolmé na u1. Tedy {u1}⊥ je invariantńı a ϕ/{u1}⊥ je opět
unitárńı operátor. Vezmeme U2 = {u1}⊥ a uvažujme ϕ/U2. Takto pokračujeme indukćı
až dostaneme ortonormálńı bázi tvořenou vlastńımi vektory. �

1.6. Invariantńı podprostory ortogonálńıch operátor̊u
V př́ıpadě ortogonálńıch operátor̊u je situace složitěǰśı. Pro jednoduchost uvažujme
pouze ortogonálńı operátory v Rn zadané pomoćı matic.

Lemma. Necht’ ϕ : Rn → Rn je lineárńı operátor zadaný matićı A, tj. ϕ(x) = Ax.
Tato matice zadává lineárńı operátor ϕC : Cn → Cn stejným předpisem ϕC(x) = Ax.
Jeslǐze λ = a+ ib je vlastńı č́ıslo matice A nad C s vlastńım vektorem u = u1 + iu2 ∈
Cn, kde u1,u2 ∈ Rn, pak λ̄ = a − ib je rovněž vlastńım č́ıslem s vlastńım vektorem
ū = u1 − iu2.

D̊ukaz. Plat́ı

Au = λu.

Jestliže všechny složky vektor̊u na levé i pravé straně zaměńıme komplexně sdruženými
č́ısly, dostaneme

Āū = λ̄ū.

A je reálná matice, proto Ā = A, tedy

Aū = λ̄ū.

�

Každou ortogonálńı matici A můžeme chápat rovněž jako unitárńı matici, která
zadává unitárńı operátor

ϕC(x) = Ax : Cn → Cn.
S využit́ım vlastnost́ı unitárńıch operátor̊u dokážeme.

Lemma. Necht’ ϕ : Rn → Rn je ortogonálńı operátor zadaný ve standardńı bázi or-
togonálńı matićı A, tj. ϕ(x) = Ax. Necht’ λ = cosα + i sinα 6= ±1 je vlastńı č́ıslo
matice A nad C. Necht’ u = u1 + iu2 ∈ Cn, u1,u2 ∈ Rn, je vlastńı vektor operátoru
ϕC(x) = Ax v Cn. Potom plat́ı

(1) ||u1|| = ||u2|| a u1⊥u2

(2) Dvourozměrný prostor V = [u1,u2] ⊆ Rn je invariantńı v̊uči ϕ a ϕ je na tomto
podprostoru otočeńım o úhel α od vektoru u2 k vektoru u1.

D̊ukaz. (1) λ a λ̄ jsou dvě r̊uzná vlastńı č́ısla unitárńıho operátoru ϕC(x) = A(x)
s vlastńımi vektory u a ū ∈ Cn. Ty jsou na sebe kolmé. Proto

0 = 〈u1 + iu2,u1 − iu2〉 = 〈u1,u1〉 − 〈u2,u2〉+ i(〈u1,u2〉+ 〈u2,u1〉).
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Porovnáńım reálné a imaginárńı části dostaneme

||u1||2 − ||u2||2 = 〈u1,u1〉 − 〈u2,u2〉 = 0
2 〈u1,u2〉 = 〈u1,u2〉+ 〈u2,u1〉 = 0 (nebot’ u1,u2 ∈ Rn).

λ = cosα+ i sinα = a+ ib. Plat́ı

Au = λu

A(u1 + iu2) = (a + ib)(u1 + iu2)

Au1 + iAu2 = (au1 − bu2) + i(bu1 + au2)

Porovnáńım reálné a imaginárńı části dostáváme

Au1 = au1 − bu2

Au2 = bu1 + au2

Tedy V = [u1,u2] je invariantńı podprostor. Protože ||u1|| = ||u2||, můžeme předpok-
ládat, že oba vektory u1 i u2 jsou jednotkové. V ortonormálńı bázi β = (u2,u1) má ϕ
matici

(ϕ/V)β,β =

(
a −b
b a

)
=

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
,

což je matice otočeńı o úhel α od prvńıho vektoru báze u2 k druhému vektoru báze
u1. �
Věta. Necht’ ϕ : U → U je ortogonálńı zobrazeńı. Potom U je direktńım součtem
navzájem kolmých invariantńıch podprostor̊u dimenze 1 a 2. V podprostorech dimenze
1 p̊usob́ı ϕ jako identita nebo −identita, v podprostorech dimenze 2 p̊usob́ı ϕ jako
otáčeńı.

D̊ukaz. Předpokládejme ϕ : Rn → Rn, ϕ(x) = Ax, kde A je ortogonálńı. A má nad R
vlastńı č́ısla 1, −1. Těm odpov́ıdaj́ı jednorozměrné invariantńı podprostory. Nad C
má A vlastńı č́ısla cosα + i sinα 6= ±1. Těm odpov́ıdaj́ı dvourozměrné invariantńı
podprostory. Stač́ı ukázat, že tyto prostory jsou navzájem kolmé. Necht’ k vlastńım
č́ısl̊um λ 6= ±1, µ 6= ±1 má A vlastńı vektory u = u1 + iu2 a v = v1 + iv2. Ty lze
vybrat tak, že jsou na sebe navzáje kolmé v Cn. Tedy

0 = 〈v1 + iv2,u1 + iu2〉 = 〈v1,u1〉 − 〈v2,u2〉︸ ︷︷ ︸
0

+i(〈v2,u1〉 − 〈v1,u2〉︸ ︷︷ ︸
0

).

Rovněž u1 − iu2 je vlastńı vektor k λ̄, tedy

0 = 〈v1 + iv2,u1 − iu2〉 = 〈v1,u1〉+ 〈v2,u2〉︸ ︷︷ ︸
0

+i(〈v2,u1〉+ 〈v1,u2〉︸ ︷︷ ︸
0

).

Z těchto rovnic plyne

〈v1,u1〉 = 〈v1,u2〉 = 〈v2,u1〉 = 〈v2,u2〉 = 0.

�
Důsledek 1.7. Každá ortogonálńı matice 3×3 reprezentuje geometricky otáčeńı kolem
osy složené př́ıpadně se symetríı podle roviny kolmé k této ose. Osa otáčeńı je určena
vlastńım vektorem k vlastńımu č́ıslu +1 nebo −1.
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D̊ukaz. Charakteristický polynom stupně 3 má aspoň jeden reálný kořen. Tedy každá
ortogonálńı matice 3× 3 má aspoň jedno vlastńı č́ıslo +1 nebo −1. Daľśı dvě vlastńı
č́ısla jsou tvaru cosα+ i sinα, cosα− i sinα (mohou být i reálná). Necht’ v je vlastńı
vektor k ±1 a u1 + iu2 vlastńı vektor ke cosα + i sinα, pokud cosα + i sinα 6= ±1.
Potom v bázi β = (v,u2,u1) má ϕ(x) = Ax matici



±1 0 0
0 cosα − sinα
0 sinα cosα


 ·

Rovina [u2,u1] je kolmá k v a ϕ/[u2,u1] je otočeńı o úhel α. V př́ıpadě +1 jde tedy
o otáčeńı kolem osy [v] o úhel α, v př́ıpadě −1 jde o otáčeńı kolem osy [v] a reflexi
podle roviny [u2,u1]. Př́ıpad cosα + i sinα = ±1 dává otáčeńı o úhel 0 nebo π. �

Př́ıklad. A =




2
3
−1

3
2
3

2
3

2
3
−1

3
−1

3
2
3

2
3


 je ortogonálńı matice.

|A−λE| = −λ3 +2λ2−2λ+1 = (1−λ)(λ2−λ+1) = (1−λ)
(
λ− 1+i

√
3

2

)(
λ− 1−i

√
3

2

)

Vlastńı vektor př́ıslušný k λ = 1 je t(1, 1, 1)T . Vezměme ho jednotkový

v =

(
1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)T

Ten určuje osu otáčeńı. Vlastńı vektor k λ = 1+i
√

3
2

. Řeš́ıme rovnici
(
A− 1 + i

√
3

2
E
)

= 0.

Po vynásobeńı všech řádk̊u 6 dostáváme matici soustavy:



1− i3
√

3 −2 4

4 1− i3
√

3 −2

−2 4 1− i3
√

3


 ∼




1− i3
√

3 −2 4

0 9− i3
√

3 −i6
√

3

−2 4 1− i3
√

3




Z druhé rovnice

(9− i3
√

3)x2 = i6
√

3x3

x3 = −1 + i
√

3

2
x2

x1 spoč́ıtáme z 3. rovnice. Pro volbu x2 = −2 dostaneme

x2 = −2

x3 = 1 + i
√

3

x1 = 1− i
√

3

Vlastńı vektor v C3 je tedy

u =




1− i
√

3
−2

1 + i
√

3


 =




1
−2

1


+ i



√

3
0√
3
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Zvolme u1,u2 jako jednotkové

u1 =

(
1√
6
,− 2√

6
,

1√
6

)
u2 =

(
1√
2
, 0,

1√
2

)

Přitom 1+i
√

3
2

= cos π
3

+ i sin π
3
. Tedy matice A představuje lineárńı operátor v R3,

který je otočeńım o úhel π
3

kolem osy zadané vektorem (1, 1, 1) ve směru od vektoru
u2 k vektoru u1.

Př́ıklad. Najděte matici následuj́ıćıho zobrazeńı ϕ : R3 → R3 ve standardńı bázi: ϕ
je otočeńım kolem osy zadané rovnicemi x1 = x2, x3 = 0 o úhel π

2
tak, že ϕ(1, 0, 0) má

všechny složky kladné.

1. zp̊usob řešeńı: Osa je zadána jednotkovým vektorem v1 =
(√

2
2
,
√

2
2
, 0
)T

. Ten doplňme

do ortonormálńı báze

v2 =

(√
2

2
,−
√

2

2
, 0

)T

,v3 = (0, 0, 1)T

Plat́ı

ϕ(v1) = v1

ϕ(v2) = v3

ϕ(v3) = −v2

(Představte si geometricky.)
Tedy v bázi β = (v1,v2,v3) má ϕ matici

(ϕ)β,β =




1 0 0
0 0 −1
0 1 0


 ·

V bázi ε = (e1, e2, e3) bude mı́t ϕ matici
(ϕ)ε,ε = (id)ε,β(ϕ)β,β(id)β,ε = (id)ε,β(ϕ)β,β((id)ε,β)T =

=



√

2
2

√
2

2
0√

2
2
−
√

2
2

0
0 0 1






1 0 0
0 0 −1
0 1 0





√

2
2

√
2

2
0√

2
2
−
√

2
2

0
0 0 1


 =




1
2

1
2
−
√

2
2

1
2

1
2

√
2

2√
2

2
−
√

2
2

0




2. zp̊usob řešeńı: Z geometrického popisu spoč́ıtáme

ϕ(1, 0, 0) =
(
a, a,
√

1− 2a2
)T

.
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1

√
2

2

√
2

2
2a2 = 1⇒ a =

√
2

2
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Tedy

ϕ(1, 0, 0) =

(
1

2
,
1

2
,

√
2

2

)T

.

Analogicky

ϕ(0, 1, 0) =

(
1

2
,
1

2
,−
√

2

2

)T

ϕ(0, 0, 1) =

(
−
√

2

2
,

√
2

2
, 0

)T

(ϕ)ε,ε =




1
2

1
2
−
√

2
2

1
2

1
2

√
2

2√
2

2
−
√

2
2

0


 ·


