4. BILINEARNI A KVADRATICKE FORMY II

4.1. Jiny zpusob diagonalizace kvadratické formy — tiprava na ¢tverce. Necht
g je kvadratickd forma na vektorovém prostoru U. Necht v soufadnicich baze a =
(ug,ug,...,u,) méa vyjadfeni:
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g(x1, T2, .., xy) = 1127 + 20127122 + 20137123 + . . . + 241,01 T, + - . .

Tento vyraz upravime na linearni kombinaci ¢tverc.
1. Pokud aq; # 0, potom mtizeme upravy provadét takto:
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9(ZT1, T, ..., Ty) = ann®] + A(ZTa, ..., Ty)

a kvadratickou formu h budeme upravovat stejné jako g.

2. Pokud ay; = 0, ale existsuje i tak, ze a;; # 0, postupujeme stejné jako v prvnim

kroku pouze misto x; piSeme x;.

3. Pokud a;; = 0 pro vSechna 4, a pfitom a;; # 0 pro néjaké j a k, provedeme substituci
ZL‘j = ZL‘j — Tk

Z; = x; pro vSechna [ # j.
Potom
_ N _92 R
QLT = Cij(SL’j + SL’k)SL’k = ATy + QLT
a v téchto novych soutradnicich mtizeme pokracovat podle 2.
Timto postupem dostaneme nakonec nové souradnice 41, 9o, . .., Y, V nichz

g(yluy27 ... 7yn) == Zbllly?u
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Nové souradnice jsou soufadnice v néjaké bazi 5 = (vq,va,...,v,). Jak tuto bézi

najdeme? Matice () je matici pfechodu (id)g,. Plati tedy:

(ul,u2,...,un) = (Vl,Vz,...,Vn) Q
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Spocteme-li Q7! = (id), s, miZzeme urcit bazi 3 ze vztahu

(Vl, Vo,... ,Vn) = (111, Ug, ... ,U.n) Qil.
Piiklad. Diagonalizujte kvadratickou formu g : R* — R, kterd m4 ve standardni bazi
(e1, €9, €3) vyjadieni g(z1, x3, x3) = dx129 + 81123 + 123973.

Zavedme nové souradnice
Y1 =T1 — T2, Y2= T2, IT3=Y3-

Dosazenim

r1=y1+Y2, Y= —2, Yys=u3
do g dostaneme

g(z1, w2, 23) = 4(y1 + y2)y2 + 8(y1 + y2)ys + 12y2y3 = 4ys + 4y1y2 + 20y2y3 + 8y1y3

1 5 1 25 5

= 4(y3 + y1y2 + Syays) + Sy1yz = 4 {(y2 tomt §y3)2 - Z@Jf - Zy?’ - §y1y3} + 8y1ys

1 5 1 5
= 4(y2 + 5+ 5s)* — y7 — 2505 — 10y1ys + 8yrys = 4(va + 5y1 + 5us)” — (U1 + 201s) — 2543

1 5 1 5
= 4(y2 + Jut 593)2 —{(y1 +y3)® — 3} — 2505 = 4(y2 + St 593)2 — (y1 + y3)® — 24y3.
Definujme nové soutadnice:

AT I T PO
z1 = 2?/1 Y2 293 = 2$1 2$2 X3

Zg =Y1+ Y3 =21 —Ta+ T3
<23 = Yz = 3.

V nich g(z1, 29, 23) = 42% — 22 — 2422. Protoze
11
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vypocteme novou bazi tvorenou vektory (vi, vs, v3) pomoci inverzni matice takto:
1 1 5\ ! 1
3 2 3 by =3
(Vi,v2,v3) = (er,e,e3) [ 1 —1 1 = (e, ez,e3) [ 1 -3 —2
0 0 1 0 0 1

Tedy vi = (1,1,0), vo = (1/2,—-1/2,0), v3 = (—3,-2,1).

4.2. Kvadratické formy nad realnymi cisly a signatura
Hodnost kvadratické formy, je hodnost jeji matice. Tato definice nezavisi na volbé
béze, nebot transformacni vztah mezi dvéma maticemi téze kvadritické formy je B =

PTAP, kde P # 0. Tedy h(B) = h(A).

Véta. (Sylvestriv zakon setrvacnosti) KaZdou kvadratickou formu na redlném vekto-
rovém prostoru U dimenze n, lze vyjadrit v soutadnicich vhodné bdze ve tvaru

9L Y2 ) =YY — Yo — o — s, T <,
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pricemz pocet koeficientu 1 a —1 je nezavisly na volbé baze.
Definice. Signatura kvadratické formy g je trojice ¢isel (s4,s_, so), kde s, je pocet 1,

s_ je pocet —1, so pocet 0, ve vyjadreni z predeslé véty. Signatura symetrické matice
je signatura odpovidajici kvadratické formy:.

Dikaz. Jiz vime, Ze g lze prevést na diagonalni tvar

n

E 2
g(.rl,.rQ,...,.Tn): Q35 -

=1

(1) Je-li a;; > 0, provedeme substituci y; = \/a;x; a dostaneme aiix? = yf.

(2) Je-li a;; < 0, provedeme substituci y; = \/—ayx; a dostaneme
az‘z‘fb’? = —(\/Iim)z = —yf-
Tim je prva (jednodussi) ¢ast véty dokazana. Dokazeme druhou ¢ast.
Predpokladejme, Ze v soufadnicich baze a = (uy, ug, ..., u,) je
91 Y2, ) =Y =Y —
zatimco v soufadnicich baze § = (v, Vs, ..., Vv,) mé g vyjadieni
(21,29, 2n) =20 2l — 2R —
pfi¢emz p > s. Polozme W = [uy, ug,...,uy] a V = [Vey1,...,Vy]. Plati g(w) > 0 pro
vSechna w € W — {O} a ¢g(v) < 0 pro vSechna v € V. UkdZeme, ze prunik W NV
mé kladnou dimenzi.
dimW NV =dimW +dimV —dimW +V >p+(n—s)—n=p—s>0.
Tedy pro nenulovy vektor u z priniku W N V plati
0<g(u) <0,
Spor. 0
Poznamka. Mezi signaturou, hodnosti a dimenzi prostoru jsou tyto vztahy:
St+s_-=h, si+s_+sy=n.
Véta. Dvé symetrické matice jsou kongruentni, pravé kdyz maji stejnou signaturu.

Diikaz. Maji-li matice A a B stejnou signaturu, pak existuji matice P a () regularni
tak, ze PTAP = QT B(Q je diagonalni matice s &isly 1, —1 a 0 na diagonale. Odtud
B = (PQ YHTAPQ™, tedy A a B jsou kongruentni. Diikaz obraceného tvrzeni se dél4
podobné. O

Definice. Necht U je redlny vektorovy prostor dimenze n, g kvadratickd forma na U.
Rekneme, ze g je:
(1) positivné definitni, jestlié pro vSechny vektory u € U — {O} plati g(u) > 0.,
jestlié pro vSechny vektory winif plati g(u) > 0.
(2) negativné definitni,jestlié pro vSechny vektory u € U — {O} plati g(u)
(3) positivné semidefinitni, jestlié pro vSechny vektory u € U plati g(u)
(4) negativné semidefinitni, jestlié pro vSechny vektory u € U plati g(u)
(5) indefinitni, existuji-li vektory u,v € U tak, ze g(u) > 0 a g(v) < 0.

< 0.
> 0.
<0.
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Véta. Necht U je redlny vektorovy prostor dimenze n, g kvadratickd forma na U se
signaturou (sy,s_, So). Potom je g

(1) positivné definitni, pravée kdyz s, = n.

(2) negativné definitni, pravé kdyz s_ = n.

(3) positivné semidefinitni, prave kdyz s_ = 0.

(4) negativné semidefinitni, prave kdyz s, = 0.

(5) indefinitni, prave kdyz s, >0 a s_ > 0.

Hlavni minor |A;| matice A tvaru n X n je determinant matice ¢ X i vytvorené z
prvnich ¢ fadkt a z prvnich 7 sloupci matice A.

Véta. (Sylvestrovo kritérium.) Kvadratickda forma je positivné definitni, pravé kdyz
vsechny hlavni minory jeji matice jsou kladné. Kvadratickd forma je negativné defi-
nitni,pravé kdyz pro hlavni minory |A;| plati

(—1)4] > 0.
Cvideni. Diagonalizujte kvadratickou formu ¢ : R® — R
g(1, 02, v3) = 323 + 27175 + 75 + 411733 + T3

Zjistéte jeji signaturu. Zjistite, Ze je rovna (3,0,0). Tedy g je pozitivné definitni.
Totéz zjistéte s pomoci Sylvestrova kriteria.



