1. BILINEARN{ A KVADRATICKE FORMY [

1.1. Motivace
Budeme se zabyvat zobrazenimi ¢ : R” — R tvaru

n

g(T1, 20, ... xy) = g ;5.
ij=1

Ta se nazyvaji kvadratické formy. K tomu budeme potiebovat bilinearni formy f :
R"” x R" — R
Fy) =) aiziy;.
ij=1
1.2. Bilinearni formy
Definice. Necht U, V), Z jsou vektorové prostory nad K. Zobrazeni ¢ : U x V — Z se
nazyva bilinearni, jestlize pro kazdé pevné u € U je zobrazeni
o(u,—) : V — Z linedrni,
pro kazdé pevné v € V je zobrazeni
o(—,v) : U — Z linedrni.
Totéz jinak:
e(u,avy +bvy) = ap(u,vy) + bp(u, vs)
plauy +buy,v) = ap(uy,v)+ bp(ug,v)
Piiklad. U =V = R3?, Z = Mat3,3(R)

I n T T1Yr T1Y2 T1Y3
2 T2 | Y2 = T2 (Y1, Y2, y3) = Toy1 T2Y2 T2Y3
T3 Ys T3 T3Yr T3Y2 T3Y3
je bilinearni zobrazeni
p(xy) =xy"

px+xy)=x+x)y" =xy’ +xy" =p(x,y) + (X))
My se budeme zabyvat bilinearnimi formami, kde i =V a Z = K.
Definice. Bilinearni zobrazeni f : U x U — K se nazyva bilinedrni forma na U.

Priklad. U = R?

x
f <( xl ) ; < o )) = 2x1y1 + T1Y2 + 3T2y1 + 272Y2
2 Y2

je bilinedrni forma na R2.

) () (o) =) ()=
=2(z1 + T1)y1 + (x1 + T1)ye + 3(22 + T2)y1 + 2(x2 + To)ys =

= 2x1y1 + 2Z1y1 + T1Y2 + T1y2 + 3x2y1 + 3Ta2y1 + 222y2 + 2Tays =
1
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= 2x1y1 + T1Y2 + 3T2y1 + 2T2y2 + 2T1Y1 + T1y2 + 3T2y1 + 2T2y2 =

() () () ()

f lze vyjadrit také timto zpusobem:

2 1
f(x,y) = 22191+ 21Y2+322y1 +222y2 = (2214322, 1+272) ( z; ) = (21, 22) ( 3 9 ) ( 332 )

Priklad. Bilinearni forma na R"

aix a2 -+ Qip
( ) TA ( ) 21 Qg2 -+ QA2 N i
J(x,y) =x" Ay = (z1,%2,...,%p S . Y2 | = Ty =
: : .. . y3 1,7=1
An1 QApo - Ann
n
= Z ;5 ;Y4
i,j=1

Dukaz bilinearity
flax + bx,y) = (ax + bx)T Ay = (axT + bxT) Ay = axT Ay + bxT Ay = af(x,y) +
bf(%,5)

Piiklad. Bilinedrni forma na R[]
flagz® + a1 + ag, box® + bz + by) = ag.by
je bilinedrni forma na Ry[z].
Piiklad. Na Ry[z]
flagx® + arx + ag, byx® + b1x + by) = as.by + ay
NENT BILINEARNT FORMA!
f(agx® 4+ ayx + ag, byx® + bix + by) = as.by.by
NENT BILINEARNT FORMA!

1.3. Matice bilinearni formy v bazi «
Necht o = (uy, ..., u,) je baze prostoru U. Matice bilinedrn{ formy f: U x U — K
je matice A s

Aij = f(ui, uy).
Priklad. Najdéte matici bilinedrn{ formy f : R? x R3 — R, f(x,y) = 2z1y; + 3x2y3 —
211y, ve standardni bazi € = (e, ey, €3).
—2
A=

(el el \V)
o w o

0
0
Vyjadieni bilinearni formy v soufadnicich. Necht f : U xU — K méa v bazi o matici

A = (f(w;,u;)). Potom pro u =" z;u;, v= Y = y;u; dostdvdame
i=1 =1
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f(u,v) = f(zlxz‘lli, Zl?/juj) = Zlf(; Tiu;, u;)y; = 21 1xif(uiauj)yj = (21,...,2y)
i= J= =1 i= j=1li=
Y1
(f(ui7 uj))?,j:l - XTAy
Yn
1.4. Matice bilinearni formy pti zméné baze
Béze o = (uy,...,u,) urcyje soufadnice x,y : u = > z;u;,v = »_ y,u;. Baze
i=1 j=1
B = (v1,...,v,) uruje soutfadnice X,y : u = Y Z;u;,v= »_ y;u;. Plati
i=1 j=1

f(u,v) =x" Ay v bézi o
f(u,v) =x"By v bazi
Necht P = (id),4 je matice pfechodu od 3 k a. Potom
X = (u)a = P(u)g = Px

Yy =)a=P(v)s =Py
Plati
x'By = f(u,v) = x" Ay’ = (Px)T A(Py) = x' PT APy
Tedy
x"By = x"(PTAP)y
Zvolme x* = (0,...,0, 1 ,0,...,0), ¥y =(0,...,0, 1 ,0,...,0). Potom
~

~—
i-té misto j-té misto
xT By = B;; ¢len v i-tém Fadku a j-tém sloupci
xI(PTAP)y = (PTAP),; ¢len v i-tém fadku a j-tém sloupci
Tedy
B =PTAP.
Tuto ivahu budeme pouzivat casto, takze jesté jednou:
(VX,y) x'By =x'Cy implikuje B=C.

Zavér. Matice B bilinearni formy v bazi ( je
B = ()1 yA(id),.,

kde A je matice bilinedrni formy v bazi a.

Definice. Matice A, B se nazyvaji konguentni, jestlize existuje regularni matice P
takova, ze

B=PTAP.

Domaci tloha. Dokazte, ze relace kongruence je ekvivalence.
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Pripomenout. Matice A, B jsou podobné, jestlize
B=P 'AP.
Podobnost se uplatiuje pti transformaci matic linedrnich zobrazeni ¢ : U — U.
(©)ss = (id); 5(#)aalid)as:

1.5. Symetrické a antisymetrické bilinearni formy
Bilinedrni forma je symetrickd, pravé kdyz

flu,v) = f(v,u).
Matice symetrické bilinedrni formy je symetricka, nebot
Aij = [, u5) = f(uy,w;) = Ajs.

Antisymetrickd matice A =—-A
Jsme-li nad R nebo C, pak

i jt

Ai=—-Ay — 24;=0 — A;=0

0 -1 -2
1 0 3 je antisymetricka matice.
2 -3 0

Bilinedrni forma je antisymetrickd, prave kdyz

f(ll, V) = _f<va 11).
Matice antisymetrické bilinearni formy je antisymetricka
Aij = [, ) = —f(uy,w) = —Ajs.
Veéta. Kazdd bilinedrni forma je soucten symetrické a antisymetrické bilinedrni formy.

1.6. Algoritmus

Ke kazdé symetrické matici A nalezneme reguldrni matici P tak, ze matice D =
PT AP je diagonalni.
Pted dikazem: Elementarni matice je matice, ktera realizuje radkovou nebo sloupcovou
elementarni operaci:

(1) Vymeéna 1. a 2. fadku u matice A
0 1
10

1 A =PA (fddky ndsobime zleva), P = PT.

Vyména 1. a 2. sloupce u matice A
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(2) Vyndasobeni 1. fadku ¢islem a # 0

a

1 A=PA, P="7T.

Vynasobeni 1. sloupce ¢islem a # 0

a

AP = A 1

(3) K 1. fadku pficteme a-nésobek 2. radku

P =

1
0
0 ,A— PA

O = Q
i e N )

K 1. sloupci pricteme a-nasobek 2. sloupce

1 0 0
Arapt—a| 22 Y
0 0 1

Zavér. Mame-li matici A a na tu provadime stejné tadkové a sloupcové operace,
dostaneme matici

Pr . Py PIPLAPPP; ... P = PTAP,

kdeP:P1P2...Pk, PT: (7)173273k)T:fPIZ“732T731T



Algoritmus: Pro symetrickou matici A napiseme

(er7) = (1)

(provadime stejné radkové a sloupcové operace).
Potom

B =Pl AP
Upravy provadime tak, aby B byla diagondlni.

Piiklad.
02 4]1 0 0 2 2 101 1 0
20 6/0 10 20 6|0 10
46 0[0 0 1 46 0/0 01
10 0 1 0 0 ~
01 0 01 0
00 1 00 1

(2. tddek pricteme k 1., aby v poloze a;; bylo nenulové ¢islo) (totéz se sloupci)

4 2 1011 1 O 4 2 10|11 1 0

2 0 6(]0 10 4 0 1210 2 0

10 6 0|0 0 1 10 12 0|0 0 2

1 0 0 “171T 0 0 -

1 1 0 1 1 0

0 0 1 0O 0 1

(2. a 3. fadek vyndsobime dvéma)(totéz se sloupci)

4 4 2011 1 O 4 4 20 1 1 0
4 0 2410 2 0 0 —4 4 -1 1 0
20 24 0|0 0O 2 0 4 -—-100|-5 -5 2
I 0 0 A ) ~
1 2 0 1 2 0
0O 0 2 0 O 2

4 0 0 |1 1 0 4 0 011 1 0

0 -4 4 |—-1 1 0 0 4 4 |-1 1 0

0 4 —100|-5 —5 2 0 0 —96|—-6 —4 2

1 -1 —5 A R N R ~
1 1 -5 1 1 -5

0 0 2 0 0 2
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(k 3. fadku pricteme 2. fadek)(totéz se sloupci)

4 0 0 1 1 0
0O -4 0 |—-1 1 0
0 0 —-9|-6 —4 2
1 -1 -6
1 1 —4
0 0 2
Plati
4 0 0 1 10 1 -1 —6
B=|10 —4 0 =1 -1 10 |A[1 1 -4
0 0 -9 —6 4 2 0 0 2

1.7. Diagonalizace bilinearni formy

Véta. Necht f:U x U — K je symetrickd bilinedrni forma. Potom ezistuje bdze (3
prostoru U tak, Ze matice f v bazi B je diagondlni. Tedy v souradnicich bdze 3 je

f(X,¥) = b11Z191 + boaZayo + - . . + bpnTnUn.-

Diikaz. Necht a = (uy, ..., u,) je néjakd béze prostoru U. Necht matice f v bazi a je
A. Podle predchoziho algoritmu najdeme matici P regularni tak, ze
B =P AP

je diagondlni. Zvolme bézi f = (vy,...,v,) tak, aby P byla matici prechodu do [ k a,
tj.

(Vl, .. .,Vn) = (111, ce ,lln)P.
Potom matice bilinearni formy f v béazi 3 je

bll

b22

PTAP =B =
bnn
diagonalni matice. O
Piiklad. Necht &/ = R3 a f : R?® x R® — R je bilinedrn{ forma
f(X, y) = 2I1y2 -+ 2.§L’2y1 —+ 4I1y3 —+ 4])33/1 -+ 6.1’2y3 —+ 6]}33/2.

Najdéte bazi § = (vy, vy, v3), v niz ma f diagonalni matici. Matice f ve standardni
bazi o = (el, €9, 83) je

0 2 4

A=12 0 6
4 6 0

7, ptedchoziho ptikladu vime, ze

4 0 0 1 -1 —6 1 -1 —6
B=|0 —4 0 =11 1 -4 Al 1 1 —4
0 0 =96 0 0 2 0 0 2
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Tedy hledanda baze je

1 -1 —6
Vi = 1 Vo = 1 V3 = —4
0 0 2

Presvédcme se, ze

f(vi,ve) =2114+21.1441.0+4.01+6.1.0+6.0.1=14

fvi,ve) =2114+21.(-1)+41.0+4.0.(-1)+6.1.0+6.01=2-2=0
atd.

1.8. Kvadratické formy Necht I/ je vektorovy prostor nad K. Zobrazeni g : U — K
se nazyva kvadraticka forma, jestlize existuje symetrickd bilinearni forma f : U xU —
K tak, ze
g(a) = f(u,u).
Priklad. g : R® — R, g(x) = 2?2 + 7125 + 73 — 37973 je kvadratickd forma, nebot
vznikla z bilinedrni formy
1 1 3 3
f(xy) = z1y1 + o T1Y2 5Tl T L3Ys — 5Ty — SA3Ya.
Presvédéme se a tom:
f(X, X) =T1r1+ %.Tll’g + %1’2371 +T3T3— %.Tgl’g — %.Tgl’g = SL’% +21Z2 —|—.T§ — 35621’3 = g(X)
Véta. Necht K =R nebo C. Symetrickd bilinedrni forma je pak urcena kvadratickou

formou jednoznacne.

Diikaz. Necht g(u) = f(u,u), kde f je symetrickd bilinedrn{ forma. Potom plat{

flu,v) = i(f(u—irv,u—i—v) — flu—v,u—v)).

Pocitejme pravou stranu:

f(u+v,u+v) —f(u—v,u—v) = f(u,u)+f(v,v)+f(u,v)+f(v,u)— (f(uvu)+

f(v,v)—f(u,v)—f(v,u)):4f(u,v) O
Matice kvadratické formy je matice prislusné bilinearni formy. Vyjadieni kvadratické

formy v soutadnicich baze « je

n

g() = f(u,u) = (WEAW) = x"Ax = Y ayziw; (4 = aj).

ij=1

Veéta. Ke kazdé kvadratické fomré g existuje bdze 3, v jejichZ souradnicich je

9(x) = Z b}
i=1

Diikaz. Vezmeme prislusnou symetrickou bilinearni formu f a pro tu najdeme vhodnou

bazi § tak, aby
f(x,y) = Z biiZiYi-
i=1
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Definice. Baze s vySe uvedenou vlastnosti se nazyva poldarni bdze kvadratické formy:.

Priklad. Najdéte polarni bazi ke kvadratické formé
g(X) = 4371372 + 8]}11’3 -+ 12272373.

0 2 4
Matice prislusné bilinearni formy je A= | 2 0 6 |. Pouzijme ptredchozi piiklad a
4 6 0
dostaneme, ze polarni béaze je
1 —1 —6
Vi = 1 Vo = 1 V3 = —4

0 0 2



