
1. Jordan̊uv kanonický tvar

Obecně nelze pro zadaný lineárńı operátor ϕ : U → U naj́ıt bázi α takovou, že (ϕ)α,α
by byla diagonálńı.
Obecně však plat́ı, že pro každý lineárńı operátor ϕ : U → U nad komplexńımi č́ısly
lze naj́ıt bázi α takovou, že (ϕ)α,α má tzv. Jordan̊uv kanonický tvar. Co to je?

Jordanova buňka dimenze k × k tvaru

Jk(λ) =




λ1 1
λ1 1

. . .

λ1 1
λ1



·

Jestliže ϕ : U → U má v nějaké bázi α = (v1,v2, . . . ,vk) matici

(ϕ)α.α = Jk(λ),

pak plat́ı:

ϕ(v1) = λ1v1

ϕ(v2) = v1 + λ1v2

ϕ(v3) = v2 + λ1v3

...

ϕ(vk) = vk−1 + λ1vk

To lze přepsat také takto:

(ϕ− λ id)v1 = 0

(ϕ− λ id)v2 = v1

(ϕ− λ id)v3 = v2

...

(ϕ− λ id)vk = vk−1

Posloupnosti v1,v2, . . .vn ř́ıkáme řetězec pro vlastńı č́ıslo λ operátoru ϕ, nebot’

0
ϕ−λ id←−−−− v1

ϕ−λ id←−−−− v2
ϕ−λ id←−−−− v3 · · ·vk−1

ϕ−λ id←−−−− vk.

Obráceně, najdeme-li řetězec pro vlastńı č́ıslo λ a operátor ϕ : U → U délky dimU ,
pak vektory řetězce jsou lineárně nezávislé a v bázi jimi tvořené je

(ϕ)α,α = Jk(λ).
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D̊ukaz lineárńı nezávislosti indukćı:
Necht’ 0← v1 ← v2 ← · · · ← vj jsou lineárně nezávislé. Necht’

j+1∑

i=1

aivi = 0 /(ϕ− λ id)

j+1∑

i=1

ai(ϕ− λ id)vi = 0

j+1∑

i=2

aivi−1 = 0 ⇒ a2 = a3 = · · · = aj+1 = 0.

Z
∑
aivi = 0 plyne a1 = 0. Charakteristický polynom Jordanovy buňky Jk(λ0) je

(λ0 − λ)k.

Jordan̊uv kanonický tvar
Matice je v Jordanově kanonickém tvaru, jestliže je blokově diagonálńı s bloky, které
jsou Jordanovými buňkami

J =




Jk1(λ1)
Jk2(λ2)

Jk3(λ3)
. . .
Jkl(λl)




Věta o Jordanově kanonickém tvaru. Necht’ U je vektorový prostor nad K dimenze
n a necht’ ϕ : U → U je lineárńı operátor, jehož charakteristický polynom má n kořen̊u
včetně násobnosti. Potom existuje báze α v U taková, že

(ϕ)α,α

je matice v Jordanově kanonickém tvaru. Tento Jordan̊uv kanonický tvar je určen
jednoznačně až na pořad́ı buněk.

Věta o Jordanově kanonickém tvaru pro komplexńı prostory. Necht’ U je
komplexńı vektorový prostor a ϕ : U → U lineárńı operátor. Potom v U existuje báze
α taková, že matice

(ϕ)α,α

je v Jordanově kanonickém tvaru.

Maticová verze Jordanovy věty. Každá komplexńı matice je podobná matici v Jor-
danově kanonickém tvaru. Tato matice je určena jednoznačně až na pořad́ı Jordanových
blok̊u.

VÝPOČET JORDANOVA KANONICKÉHO TVARU

(1) Na úhlopř́ıčce Jordanova kanonického tvaru jsou vlastńı č́ısla lineárńıho
operátoru - každé tolikrát, kolik čińı jeho algebraické násobnost.
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Př́ıklad 1a.

A =




3 5 3
−4 −9 −6

6 15 10


 |A − λE| = (2− λ)(1− λ)2

pro vlastńı č́ıslo λ = 2 je vlastńı vektor v1 = (1,−2, 3)T

pro vlastńı č́ıslo λ = 1 je vlastńı vektor v2 = (3, 6,−8)T

pro vlastńı č́ıslo λ = 1 je vlastńı vektor v3 = (1,−1, 1)T

[ϕ]α,α =




2 0 0
0 1 0
0 0 1


 α = (v1,v2,v3)

Př́ıklad 1b.

A =




2 1 −1
0 1 2
0 0 1


 |A − λE| = (2− λ)(1− λ)2

pro vlastńı č́ıslo λ = 2 je vlastńı vektor v1 = (1, 0, 0)T

pro vlastńı č́ıslo λ = 1 je vlastńı vektor v2 = (1,−1, 0)T

(2) Jordan̊uv kanonický tvar má tolik buněk, kolik existuje lineárně
nezávislých vlastńıch vektor̊u.

Jordan̊uv kanonický tvar má dvě buňky, muśı tedy být:

J =




2 0 0
0 1 1
0 0 1


 ·

Hledáme vektor v3 tak, aby v bázi α = (v1,v2,v3) bylo

[ϕ]α,α = J .

Av1 = 2v1 (A− 2E)v1 = 0

Av2 = v2 (A− E)v2 = 0

Muśı platit

Av3 = v2 + v3,

tedy

(A− E)v3 = v2. (Řetězec v3
A−E−−→ v2

A−E−−→ 0.)

Řeš́ıme tuto rovnici: 


1 0 0
0 0 1
0 0 0


v3 =




1
−1

0


 ·

Dostáváme v3 = (1, p,−1). MaticeAmá Jordan̊uv kanonický tvar J v bázi (v1,v2,v3).
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Př́ıklad 2.

A =




13 −28 3
4 −8 1
−1 4 1


 |A − λE| = (2− λ)3

pro vlastńı č́ıslo λ = 2 je vlastńı vektor u1 = (2, 1, 2)T

Jordan̊uv kanonický tvar má tedy jedinou buňku

J =




2 1 0
0 2 1
0 0 2


 ·

Najdeme u2, u3 př́ıslušné báze

Au2 = u1 + 2u2 (A− 2E)u2 = u1

Au3 = u2 + 2u3 (A− 2E)u3 = u2

Řešeńım těchto rovnic dostaneme

u2 = (5, 2, 1)T u3 = (3, 1, 0)T

”
Hádáńım“: Zvoĺıme u3 a spoč́ıtáme u2 = (A − 2E)u3, pokud u2 = 0, změńıme u3.

Pokud u2 6= 0, spoč́ıtáme u1 = (A−2E)u2. Pokud u1 = 0, změńıme u3, pokud u1 6= 0,
jsme hotovi.

u3 =




1
0
0


 A−2E−−−→




11
4
−1


 A−2E−−−→




6
3
6




Hledaná báze neńı určena jednoznačně: zde jsou dvě možné



2
1
2






5
2
1






3
1
0







1
0
0






11
4
−1






6
3
6




Př́ıklad 3.

A =




4 4 0
−1 0 0
−2 −4 2


 |A − λE| = (2− λ)3

pro vlastńı č́ıslo λ = 2 jsou vlastńı vektory u = (2,−1, 0)T , v = (0, 0, 1)T .
Najdeme w

(A− 2E)w = au + bv

A =




2 4 0 2a
−1 −2 0 −a
−2 −4 0 b


 ∼




2 4 0 2a
−1 −2 0 −a

0 0 0 2a+ b




Soustava má řešeńı ⇔ 2a+ b = 0. Necht’ a = 1, b = −2. Potom

w = (−1, 1, 1)T , u− 2v,w,v báze R3.

0 ←− u− 2v ←− w
0 ←− v

řetězce pro λ = 2
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Jordan̊uv kanonický tvar je

J =




2 1 0
0 2 0
0 0 2


 v bázi




2
−1
−2





−1

1
1






0
0
1


 ·

”
Hádáńım“: Zvolme u2 =




1
0
0


 , spoč́ıtejme

u1 = (A− 2E) u2 =




2
−1
−2


 u3 =




0
0
1




Př́ıklad 4.

A =




−13 5 4 2
0 −1 0 0

−30 12 9 5
−12 6 4 1


 |A − λE| = (1 + λ)4

A+ E =




−12 5 4 2
0 0 0 0

−30 12 10 5
−12 6 4 2


 r4 = 6r1 − 2r3, h = 2

pro vlastńı č́ıslo λ = −1 jsou vlastńı vektory u = (1, 0, 3, 0)T , v = (0, 0, 1,−2)T

Najdeme w (A+ E) = au + bv. Soustava má řešeńı pro libovolná a ,b. Řešeńı

(A+ E)u1 = u (A+ E)v1 = v

u1 = (0,−1, 0, 3)T , v1 = (0,−2, 0, 5)T .

A ≈




−1 1 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1


 , př́ıslušná báze




1
0
3
0







0
−1

0
3







0
0
1
−2







0
−2

0
5




”
Hádáńım:“

u1 =




1
0
0
0


 −→ u2 =




−12
0

−30
−12


 −→ 0

v1 =




0
1
0
0


 −→ v2 =




5
0

12
6


 −→ 0
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Př́ıklad 5.

A =




4 3 2 −3
6 9 4 −8
−3 −4 −1 4

9 9 6 −8


 |A − λE| = (1− λ)4

pro vlastńı č́ıslo λ = 1 jsou vlastńı vektory u = (0, 1, 0, 1)T , v = (−2, 0, 3, 0)T .
Najdeme w (A− E)w = au + bv.
Soustava má řešeńı ⇔ a+ 6b = 0




3 3 2 −3 −2b
6 8 4 −8 a
−3 −4 −2 4 3b

9 9 6 −9 a


 ∼




3 3 2 −3 −2b
0 2 −2 10 a+ 6b
0 −1 0 1 b
0 0 0 0 a+ 6b




Zvolme a = −6, b = 1. Potom −6u + v = (−2,−6, 3,−6)T . Řešeńım soustavy (A −
E)w = (−2,−6, 3,−6)T dostaneme w = ( 1

3
,−1, 0, 0)T + a1u + b1v.

Soustava (A− E)z = w má řešeńı ⇔ a1 + 6b1 = 1



3 3 2 −3 1
3
− 2b1

6 8 4 −8 −1 + a1

−3 −4 −2 4 3b1

9 9 6 −9 a1


 ∼




3 3 2 −3 1
3
− 2b1

6 8 4 −8 −1 + a1

−3 −4 −2 4 3b1

0 0 0 0 −1 + a1 + 6b1




Zvolme a1 = 1, b1 = 0. Potom w =
(

1
3
, 0, 0, 1

)T

z =

(
0, 0,

2

3
,
1

3

)T
[−6u + v,v] = [u,v].

Tedy

A ≈




1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 v bázi




−2
−6

3
−6







1
3
0
0
1







0
0
2
3
1
3







0
1
0
1




”
Hádáńım:“

u3 =




1
0
0
0


 −→ u2 =




3
6
−3

9


 −→ u1 =




−6
−18

9
−18


 −→ 0

u4 vlastńı vektor nazávislý na u1: u4 =




0
1
0
1


 ·

”
Metodu hádáńı“ nelze použ́ıt, pokud má matice aspoň dvě r̊uzná vlastńı

č́ısla.
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(3) Velikost největš́ı buňky pro vlastńı č́ıslo λ je nejmenš́ı k takové, že

hodnost (A− λE)k = n − algebraická násobnost λ.


