1. JORDANUV KANONICKY TVAR

Obecné nelze pro zadany linedrni operdtor ¢ : U — U najit bazi o takovou, ze (¢)q.q
by byla diagonélni.

Obecné vsak plati, ze pro kazdy linearni operator ¢ : Y — U nad komplexnimi ¢isly
1ze najit bazi a takovou, ze (¢)a.o ma tzv. Jordanuv kanonicky tvar. Co to je?

Jordanova bunka dimenze k£ x k tvaru

A1
A1
Te(A) =
A1
A1
Jestlize ¢ : U — U ma v néjaké bazi o = (vy, v, ..., vy) matici
(P)aa = Tk(A),
pak plati:
p(vi) = Mivi
p(va) = v+ A1va
p(vs) = Vo + A1v3
(Vi) = Vi-1+ A1vi

To lze prepsat také takto:

(p—Aid)v; = 0
(p—=Aid)vy = vy
(p—Aid)vy = vy

(p—=Aid)vy = vi

Posloupnosti vy, v, ... Vv, fikdme fetézec pro vlastni ¢islo A operatoru ¢, nebot
e—Aid p—Aid p—Aid p—Aid
0 Vi Vo V3 Vp_] ¢ V.

Obracené, najdeme-li fetézec pro vlastni ¢islo A a operator ¢ : U — U délky dimU,
pak vektory fetézce jsou linedrné nezavislé a v bazi jimi tvorené je

(Qp)a,a = Ti(N).
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Dikaz linedrni nezdvislosti indukci:
Necht 0 «— vy «— Vg — -+ v; jsou linedrné nezavislé. Necht

Jj+1

Zaivi =0 /(¢ — Aid)

Jj+1

Zai(go —Aid)v; = 0

=1
Jj+1
ZCLZ'VZ‘,1 = 0 = a2:a3:-~:aj+1:0.
=2

Z > a;v; = 0 plyne a; = 0. Charakteristicky polynom Jordanovy bunky Ji(\o) je
(Mo — N

Jordaniv kanonicky tvar
Matice je v Jordanové kanonickém tvaru, jestlize je blokové diagonalni s bloky, které
jsou Jordanovymi bunkami

Ty (A1)
Ty (A2)
J = jks()‘fi)

jkz(/\l)

Véta o Jordanové kanonickém tvaru. Necht U je vektorovy prostor nad K dimenze
n a necht ¢ : U — U je linedrni operdtor, jehoZ charakteristicky polynom md n koreni
véetné ndsobnosti. Potom existuje baze a vU takova, Ze

(#)aa
je matice v Jordanové kanonickém tvaru. Tento Jordaniv kanonicky tvar je urcen

jednoznacné aZ na poradi bunék.

Véta o Jordanové kanonickém tvaru pro komplexni prostory. Necht U je
komplexni vektorovy prostor a ¢ : U — U linedrni operator. Potom v U existuje bdze
« takovd, Ze matice

(@)
je v Jordanové kanonickém tvaru.

Maticova verze Jordanovy véty. KaZda komplexni matice je podobnd matici v Jor-

danové kanonickém tvaru. Tato matice je urcena jednoznacné az na poradi Jordanovych
blokii.

VYPOCET JORDANOVA KANONICKEHO TVARU

(1) Na uhloptiéce Jordanova kanonického tvaru jsou vlastni éisla linedrniho
operdtoru - kazZdé tolikrdt, kolik ¢ini jeho algebraické ndsobnost.
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Priklad 1a.

3 5 3
A= -4 -9 —6 A= AE] = (2= A)(1— \)?
6 15 10

pro vlastnf ¢islo A = 2 je vlastn{ vektor v = (1, -2, 3)7
pro vlastnf ¢islo A = 1 je vlastn{ vektor vy = (3,6, —8)T
pro vlastnf ¢islo A = 1 je vlastn{ vektor vz = (1, —1,1)T

200
[Plaa=10 10 a = (V1,Va, V3)
001
Priklad 1b.
2 1 -1
A=101 2 A=A = (2—A\)(1—\)?
00 1

pro vlastni ¢islo A = 2 je vlastn{ vektor v, = (1,0,0)7
pro vlastn{ &fslo A = 1 je vlastn{ vektor v, = (1,—1,0)7

(2) Jordaniv kanonicky tvar md tolik bunék, kolik existuje linedrné
nezdvislych vlastnich vektori.

Jordanuv kanonicky tvar ma dvé bunky, musi tedy byt:

200
J=|1 011
0 01

Hleddame vektor v tak, aby v bazi a = (v, vy, v3) bylo

[(p]oz,a = \7
AVl = 2V1 (A - 2$)V1 =0
AV2:V2 (A_g)VQZO

Musi platit
Avs = vy + V3,
tedy
(A —&E)vs = vy. (Retézec vs A v, A5 0.)

Resime tuto rovnici:

1 00 1
0 01 Jvs= -1
0 00 0
Dostéavame v = (1, p, —1). Matice A ma Jordantuv kanonicky tvar J v bazi (vq, va, v3).
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Piiklad 2.
13 -28 3
A= 4 -8 1 A— )N =(2-)\)?
-1 41

pro vlastni ¢islo A = 2 je vlastn{ vektor u; = (2,1,2)7
Jordanuv kanonicky tvar ma tedy jedinou bunku

210
J=10 2 1
00 2
Najdeme usy, ug prislusné béaze
AUQ =u; + 21,12 (A — 28)1,12 = U
AU3 = up + 2113 (A — 2(‘:)113 = U2
Regenim téchto rovnic dostaneme
u, = (5,2, 1)7 us = (3,1,0)7

y,Hadanim*: Zvolime uz a spocitdme uy = (A — 2€)us, pokud uy = 0, zménime us.
Pokud uy # 0, spoéitame u; = (A—2€)uy. Pokud u; = 0, zménime ug, pokud u; # 0,
jsme hotovi.

1 11 6
w=| 0 A-2¢ g | A2 3
0 —1 6
Hledana béaze neni urcéena jednoznacné: zde jsou dvé mozné
2 5 3 1 11 6
1 2 1 0 4 3
2 1 0 0 -1 6
Priklad 3.
4 40
A= -1 0 0 A=)\ = (2—))°
-2 —4 2

pro vlastni &fslo A = 2 jsou vlastni vektory u = (2, —1,0)%, v = (0,0, 1)T.
Najdeme w
(A—28)w =au+bv

2 4 0] 2a 2 4 0| 2a
A=| -1 -2 0|—-a | ~| -1 =2 0] =—a
-2 —4 0] b 0 0 0|2a+0b
Soustava mé feseni < 2a + b = 0. Necht a = 1, b = —2. Potom
w = (—1,1,1)7, u— 2v,w, v baze R3.

8 : E_QV - W fetézce pro A =2
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Jordanuv kanonicky tvar je

210 2 -1 0
J=10 20 v bazi -1 1 0
00 2 —2 1 1
1
,2Hadanim*: Zvolme us = | 0 |, spocitejme
0
2 0
u; = (A— 25) Uy = -1 usz = 0
-2 1
Priklad 4.
—13 5 4 2
B 0 —1.00 - 4
A= 30 12 9 5 JA—=XE| = (1+ )
-12 6 4 1
—-12 5 4 2
0 0 00
A+E= 230 12 10 5 ry=06ry —2r3, h=2
-12 6 4 2
pro vlastni ¢fslo A = —1 jsou vlastni vektory u = (1,0, 3,0)%, v = (0,0, 1, —2)TV
Najdeme w (A+E) =au+bv. Soustava ma feseni pro libovolna a ,b. ReSeni
(A+$)u1:u (A+5)V1:V

w, = (0,-1,0,3)7, v; = (0,-2,0,5)7.

—1 1 0 0 1 0 0 0
0O -1 0 0 SV 0 —1 0 -2
A=~ 0o o0 -1 11 prislusna béze 5 0 1 0
0O 0 0 -1 0 3 -2 )
, Hadanim: “
1 —12
_ |0 — Uy = 0 — 0
M=o 2= 30
0 —12
0 )
_ |1 — vy = 0 —0
iTlo V2712
0 6
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Piiklad 5.
4 3 2 -3
6 9 4 —8

A= 5 1 A - A = (1—N)*
9 9 6 —8

pro vlastni ¢islo A = 1 jsou vlastni vektory u = (0,1,0,1)T, v = (-2,0, 3,0)~.
Najdeme w (A—&E)w =au+bv.
Soustava ma feseni < a + 6b =0

3 3 2 =3|-2b

6 8 4 —-8| «a
-3 —4 -2 4| 3b

9 9 6 -9 a

3 2 =3 —2b

2 =2 10|a—+6b
-1 0 1 b

0 0 O0|a+6b

O OO W

Zvolme a = —6, b = 1. Potom —6u + v = (=2, —6,3, —6)”. Resenfm soustavy (A —
E)w = (—2,—6,3,—6)" dostaneme w = (3, —1,0,0)" + aju+ byv.
Soustava (A — £)z = w ma feSeni < a; + 6b; = 1

3.3 2 =3|3i-2h 33 2 =3 i-2h
6 8 4 —8|—-14a 6 8 4 -8 —14+a
—3 —4 —2 4| 3b | -3 -4 —2 4 30,

9 9 6 —-9| a 0 0 0 0|—14a;+6b

Zvolme a; = 1, by = 0. Potom w = (%,0,0, 1)T

0025)  Coutvivi=juy
7Z — -, = —ou V.V u, v
b 7373 b )
Tedy
1 100 -2 : 0 0
01 10 , —6 0 0 1
A1 001 0 v bazi 3 0 % 0
0001 —6 1 L 1
,Hadanim: “
1 3 —6
U3 = 0 —su 0 —uy = —18 — 0
5710 271 =3 L= 9
0 9 —18
0
uy vlastni vektor nazavisly na uy: uy = (1)
1

,Metodu haddni“ nelze pouZit, pokud md matice aspon dvé riznd vlastni
¢isla.
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(3) Velikost nejvétsi buniky pro vlastni éislo A\ je nejmensi k takové, Ze

hodnost (A — \)* =n — algebraickd ndsobnost ).



