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1 Uvod

Pii feseni diofantickych rovnic je casto uzitecné pracovat s vétsimi okruhy nez jsou cela
c¢isla. Ukazuje se, ze takovymi okruhy jsou okruhy celych algebraickych ¢isel v kone¢nych
rozsifenich racionalnich ¢isel. V téchto okruzich obecné neplati véta o jednoznacnosti roz-
kladu na prvocinitele, plati zde vSak jednoznacnost rozkladu nenulovych idealti na prvo-
idealy. Je proto pfirozené pracovat s hlavnimi idealy namisto prvkt prislusného okruhu.
Z nejednoznacnosti rozkladi téz vyplyva, ze ne kazdy idedl je hlavni. Pologrupu nenulovych
idealtt miizeme rozlozit podle podpologrupy hlavnich idealt a ziskat tzv. grupu ttid ideald.
Grupa tfid idealti neni dana explicitné, proto jsou jakékoli informace o ni uzite¢né. Témito
informacemi mohou byt napt. jeji anihilatory, tj. automorfismy, které aplikaci na libovolny
ideal davaji idedl hlavni. Stickelbergertiv ideél je ideadlem grupového okruhu nad Galoisovou
grupou zminéného algebraického rozsiteni, ktery praveé takovéto anihilatory obsahuje.

Cilem této prace je kompaktni formou prezentovat Stickelbergertv idedl a jeho rozsi-
fenou verzi definovanou W. Sinnottem a dokazat, ze prvky Stickelbergerova idealu jsou
anihilatory grupy tfid ideala.

Od ctenare se predpoklada zakladni znalost algebraickych struktur v rozsahu magis-
terského studia algebry a Galoisovy teorie. Je tfeba se orientovat v teorii grup, okruhti a
téles. Téz je vhodné znat pojmy modul a vektorovy prostor.
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2 Nezbytné minimum z algebry

U étenafe predpoklddame znalosti algebry v rozsahu publikace [7]. Dale predpokladame
zékladni znalosti z teorie rozsireni téles a Galoisovy teorie, pfesto potiebné vysledky stru¢né
shrneme v této kapitole. VSechna tvrzeni uvedeme bez diikazti. Uvod do teorie téles lze
nastudovat napf. z [1]. Zéklady Galoisovy teorie pak napt. z [1] nebo z [6].

2.1 Rozsifeni téles

Pripomenme, Ze téleso F' je komutativni okruh s jednickou, kde méa kazdy nenulovy prvek
inverzi vzhledem k nasobeni.

Definice. Charakteristika télesa char(F) je definovana jako nejmensi pfirozené ¢islo p
spliiujici p - 1 = 0, pokud takové p existuje. V opaéném piipadé klademe char(F) = 0.
Snadno se vidi, Ze charakteristika télesa je bud nula nebo prvodislo.

Definice. Podtéleso télesa F' generované jednickou se nazyva zdkladni teleso télesa F'. Je-1i
char(F') = 0, je zdkladni téleso izomorfni s Q, pro char(F') = p je zékladni téleso izomorfni
se Z/pZ.

Definice. Je-li F' podtéleso néjakého télesa E, fikame, ze E je rozsirenim telesa F', nebo
téz, ze E/F je rozsiteni téles. Vzdy lze E chapat jako vektorovy prostor nad F. Jeho
dimenzi nazyvame stupern rozsirent, znac¢ime [E : F.

Pohled na E/F jako na vektorovy prostor ndm dovoluje pouzivat terminy z linearni
algebry jako jsou napft. baze nebo linedrni nezavislost.

Je-li E/F rozsiteni téles a o € E, pak nejmensi podtéleso F obsahujici F' i o zna¢ime
F(a). Obdobné znaceni rozsifime i pro vice prvku z télesa E.

Definice. Nechf jsou K; a K podtélesa télesa K. Nejmensi podtéleso télesa K, které
obsahuje K7 i Ky nazyvame kompozitum téles K, a K,, znacime K;K,. Zfejmé se jedna
o prunik vSech takovych podtéles télesa K.

Definice. Necht E/F je rozsiteni téles a necht f(z) je polynom s koeficienty v F'. Téleso
E nazveme rozkladové téleso polynomu f(z), pokud se f(z) v E da rozlozit na souéin
linearnich polynomi a v zadném vlastnim podtélese télesa E se takto rozlozit neda.

Plati, Ze pro libovolné téleso F' a polynom f(z) € F|x] existuje rozsiteni E télesa F,
které je rozkladovym télesem polynomu f(z). Toto téleso je navic uréeno jednoznacné az
na izomorfismus, jehoz ztzeni na F' je identita.

Definice. Polynom nad télesem F' se nazyva separabilni, pokud ve svém rozkladovém
télese nemd nasobné koreny. Rozsifeni E/F se nazyva separabilni, je-li kazdy prvek télesa
E kofenem néjakého separabilniho polynomu z f(z) € F|[z].
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Nad télesem charakteristiky 0 je kazdy ireducibilni polynom separabilni. Nad télesem
charakteristiky p je ireducibilni polynom f(z) separabilni, pravé kdyz neni tvaru f(z) =
g(x?) pro zadny polynom g(z).

Kazdé konec¢né rozsifeni konecného télesa je separabilni. Konecna rozsiteni QQ jsou rov-
néz separabilni.

2.2 Zaklady Galoisovy teorie

Galoisova teorie zkoumé automorfismy téles. Presnéji, je-li E/F konefné rozsiteni téles,
Aut(E/F) je mnozina automorfismi F — E, které jsou na F' identické. Snadno se ovéfi,
ze Aut(E/F) spolu s operaci skladéni zobrazeni tvofi grupu.

Je-1i H podgrupa grupy Aut(E/F), tvofi mnozina prvki E, které vSechny automorfismy
z H nechéavaji na misté, podtéleso télesa F. Nazyvame jej fixni téleso grupy H.

Definice. Je-li |Aut(E/F)| = [E : F] € N, fikdme, Ze je rozsifeni E/F Galoisovo a grupu
automorfismi Aut(E/F) nazyvame jeho Galoisovou grupou. Znacime Gal(E/F).

Véta 2.2.1. Rozsiteni E/F je Galoisovo prdvé tehdy, kdyZ je E rozkladovym télesem né-
jakého separabilniho polynomu nad F'.

Véta 2.2.2. Je-li E/F konecné rozsiteni konecnych téles, je Galoisova grupa Gal(E/F)
cyklicka, generovand tzv. Frobeniovym automorfismem, coZ je zobrazeni

aral,
kde ¢ = |F|.

Véta 2.2.3 (Hlavni véta Galoisovy teorie). Necht E/F je Galoisovo rozsiteni s Ga-
loisovou grupou G. Pak existuje bijekce mezi télesy K splnugici F C K C E a podgrupami
H grupy G dand vztahy

podgrupa grupy G obsahugici prvky

K = ktere jsou na K identitami

fixni téleso grupy H < H.

Tyto vztahy jsou navzdjem inverzni a nazyvaji se Galoisova korespondence. Necht téleso
K odpovidd podgrupée H. Plati

(1) Pokud podtélesa K1 a Ky odpovidaji po tadé podgrupam Hy, a Hs, plati K1 C K,
prave tehdy, kdyz Hy O Hs.

(2) [E:K]=|H| a[K:F|=|G: H], kde |G : H| je index podgrupy G v H (tj. pocet
levyjch trid rozkladu G/H ).

(3) E/K je vidy Galoisovo s Galoisovou grupou H.

(4) K/F je Galoisovo, pravé kdyZ je H normdlni podgrupou grupy G. V tomto pripadé
je Galoisova grupa Gal(K/F) izomorfni s faktorgrupou G/H.
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(5) Necht podtélesa Ky a Ky odpovidaji po fadé podgrupam Hy a Hs. Pak prinik K1 N K,
odpovida grupé (Hy, Hy) generované obéma grupami a kompozitum KK, odpovidd
pruniku Hy N Hy. Svaz vsech podtéles télesa E obsahujicich F' je tedy dudlni ke svazu
vsech podgrup grupy G.

Nasledujici tvrzeni bude velmi uzite¢né v kapitole 5

Véta 2.2.4. Necht Ky, Ky jsou podtélesa néjakého télesa K takovd, Ze obé rozsitent
K, /(K1 N K,), Ky/(K1 N K3) jsou Galoisova. Pak jsou Galoisova i rozsiteni K1Ko/K;
a K1K5/ Ky a plati

Gal(K Ky/K)) = Gal(Kx /(K N K,)),  Gal(K, Ky/K>) 2 Gal(K, /(K N K>))

Véta 2.2.5. Necht E/F je Galoisovo rozsiteni a FF C K C FE je takové, Ze K/F je téz
Galoisovo. Pak pro libovolnyg automorfismus o € Gal(E/F) plati, Ze jeho restrikce o je
automorfismus z Gal(K/F).

Definice. Ozna¢me (, = €™/ = cos %’T + isin%’r primitivni n-tou odmocninu z jedné.

Rozsifeni Q(¢,)/Q je Galoisovo (to dokazeme v odstavci 3.5) a budeme jej nazyvat n-té
kruhové rozsirent.

Definice. Rozsifeni F/F nazveme abelovské, je-li grupa Gal(E/F) abelovsk4, tj. komuta-
tivni.

Nésledujici vétu lze najit napt. v [2].

Véta 2.2.6 (Kronecker-Weber). T¢leso F' je abelovské rozsiteni Q pravé tehdy, kdyz je
obsaZeno v néjakém kruhovém rozsireni Q.

Prinik dvou kruhovych rozsifeni je opét kruhové rozsifeni. Nejmensi takové m, ze
F C Q(¢n) nazveme konduktor télesa F.
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3 Algebraicka teorie Cisel

V této kapitole poskytneme zaklady algebraické teorie ¢isel. V prvnich dvou odstavcich
uvedeme zakladni pojmy a jejich vlastnosti. Ve zbytku kapitoly se budeme vénovat fak-
torizaci idealii v konecnych rozsitenich racionalnich cisel. Zvlasté se zamérime na kruhova
télesa.

Vsechny vysledky uvedené v této kapitole lze najit napt. v [3].

3.1 Algebraicka a cela algebraicka cisla

V prvni ¢asti této kapitoly se budeme vénovat algebraickym a celym algebraickym ¢isltim.
Hlavnimi vysledky budou tvrzeni, ze algebraicka cisla tvori téleso a cela algebraicka cisla
okruh.

Definice. Komplexni ¢islo a nazveme algebraické, je-li korenem néjakého polynomu s ra-
cionalnimi koeficienty.

Komplexni ¢islo a nazveme celé algebraicke, je-li korenem néjakého normovaného po-
lynomu (tj. polynomu s koeficientem u nejvyssi mocniny rovnym jedné) s celociselnymi
koeficienty.

Ukéazeme, ze charakteristickou vlastnosti celych algebraickych cisel je to, ze jejich mi-
nimalni polynomy maji celociselné koeficienty.

Lemma 3.1. Necht f(x), g(x) jsou polynomy s celociselnymi koeficienty a necht p je prvo-
¢islo, které déli vsechny koeficienty polynomu fg(z). Pak p déli vSechny koeficienty jednoho
z polynomi f(x), g(z).

Diikaz. Oznacme f(z) = asz® + -+ + a1x + ag, g(x) = b’ + -+ + byx + by. Sporem
predpokladejme, ze existuji i, j takové, Ze p 1 a; a p { b;. Vezméme minimalni takové i, j.
Je ihned vidét, ze koeficient u 2+ polynomu fg(x) neni délitelny p, coZ je spor. O

Tvrzeni 3.1.1. Algebraické cislo a € C je celé algebraické prdavé tehdy, kdyz md jeho
minimalni polynom nad Q celociselné koeficienty.

Diikaz. Pokud méa minimalni polynom pro « celociselné koeficienty, je podle definice o celé
algebraické.

Naopak necht h(x) € Z[z] je normovany polynom, jehoZ kofenem je «, ktery je mini-
mélniho stupné mezi vSemi takovymi polynomy ze Z[x]. Minimalni polynom m(z) prvku
« vSak musi délit h(z) (v opacném piipadé by jejich nejvétsi spoleény délitel mél nizsi
stupeti nez m(z) a mél by kofen «). Sporem predpokladejme, Ze h(x) neni miniméalni, tedy
existuje polynom f(z) € Q[z]| stupné alesponi jedna, takovy, ze h(z) = m(z)f(x). Ziejmé
jsou m(x) i f(z) normované. Necht A, B jsou pfirozend Cisla takova, ze Am(z) a Bf(z)
jsou polynomy s celociselnymi koeficienty, jejichz nejvétsi spolecny délitel je (v kazdém po-
lynomu) roven jedné. Z definice h(z) vidime, ze A > 1, proto existuje prvocislo p délici A.
Celkové tak dostdvame, ze p déli vSechny koeficienty soucinu Am(z) - Bf(x), proto podle
predchoziho lemmatu déli vSechny koeficienty jednoho z polynomtt Am(zx), Bf(x), coz je
spor s volbou A, B. O
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Piimym duisledkem tohoto faktu je nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni 3.1.2. Racionalni ¢islo v je cel€ algebraické pravé tehdy, kdyz je celé.
Definice. Podmnozina V' C C se nazyva Q-modul, jestlize plati

(1) 1,2 € \%4 1mp11kuJe Y1 + Yo € V.
(ii) JelliyeVareQ jeiryeV.
(i) Existuji éisla v1,79,...,m € V takova, ze lze kazdy prvek v € V psat ve tvaru
!
Y= i1 Ti%, kde r; € Q.

Jinak feceno V' C C je Q-modul, pokud je to konec¢nérozmérny vektorovy prostor nad Q.

Jsou-li vq,...,7 € C, snadno se vidi, Ze mnozina {22:1 rivilr: € Q} je Q-modul;
budeme jej znaéit [y, ...,V

Tvrzeni 3.1.3. Necht V = [y1,...,7] a necht a je komplexni ¢islo s vlastnosti ay € V
pro vSechna v € V. Pak je o algebraickeé cislo.

Dikaz. ay; € V proi = 1,2,...,1. Tedy ay;, = Z;Zl a;j7vj, kde a;; € Q. Odsud 0 =
Zé.:l(aij — 0;j0)v;, kde 6;; = 0 pro i # j a 0;; = 1 pro ¢ = j. Matice (a;; — d;j;) je
tedy singularni a jeji determinant je roven nule. Rozepsanim determinantu vidime, ze « je
kofenem polynomu stupné [ a je tedy algebraické ¢islo. O

Tvrzeni 3.1.4. MnoZina vsech algebraickych cisel tvori podtéleso C.

Dikaz. Necht jsou aq, ap algebraicka ¢isla. Ukazeme, Ze pak jsou algebraickd i ¢isla o +
a 19,

Necht je a; kofenem né&jakého polynomu stupné r s raciondlnimi koeficienty a as je
kofenem néjakého polynomu stupné s s raciondlnimi koeficienty. Oznacme Q-modul gene-
rovany souciny ataj, kde 0 <i <r a0 < j < s, jako V. Snadno se ukéze, Ze pro libovolné
vyEVijeary eV aayy e V. Tedyi (o +ag)y €V a (arag)y € V. Pomoci tvrzeni 3.1.3
tak dostavame, ze jsou a; + as i ajas skuteéné algebraicka cisla.

Konecné, je-li o # 0 algebraické ¢islo, musime ukdzat, ze i o' je algebraické. Necht
Q™ + a, 10"+ -+ aja + ag = 0, kde viechna a; € Q. Pak ap(a™)" + a;(a™)"! +
<ot ap_1a”t +a, = 0. Proto je o~ ! také algebraické. O

K diikazu, zZe cela algebraicka ¢isla tvori okruh, stac¢i mirné modifikovat predchozi avahy.
Definice. Podmnozina W C C se nazyva Z-modul, jestlize plati

(1) 1,2 € W 1mp11kuJe Y1 + Yo € w.
(il) Existuji éisla vq,7v2,...,7 € W takova, ze lze kazdy prvek v € W psat ve tvaru
v =3 b, kde b; € Z.

Tvrzeni 3.1.5. Necht W je Z-modul a necht je w komplexni ¢islo s vlastnosti wy € W
pro vsechna v € W. Pak je w cel€ algebraicke cislo.
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Diikaz. Dtkaz se provede stejné jako v pripadé tvrzeni 3.1.3 s tim rozdilem, ze nyni je
a;; € Z. Rozepsanim determinantu v rovnosti det(a;; — d;jw) = 0 dostaneme, Ze w je
kofenem normovaného polynomu c celoc¢iselnymi koeficienty a je tedy celé algebraické. [

Tvrzeni 3.1.6. Mnozina celych algebraickyjch cisel tvori podokruh C.

Dikaz. Diikaz se provede s vyuzitim predchoziho tvrzeni stejnym zptisobem, jako byl pro-
veden dtikaz tvrzeni 3.1.4 s vyuzitim tvrzeni 3.1.3. O

Oznacme ) okruh celych algebraickych cisel . Podobné jako v Z miizeme i zde zavést
pojem kongruence. Pro wy,ws,y € Q je w1 = wy (mod ) pokud plati w; — ws = vav, kde
a € (). Dikazy vsech formalnich vlastnosti celociselnych kongruenci lze snadno rozsitit na
Q.

Jesté poznamenejme, Ze tato definice nekoliduje s definici kongruence v Z. Kazda celo-
¢iselnd kongruence totiz ziejmé plati i v 2. Na druhou stranu, jsou-li a, b, ¢ cela ¢isla, pro
néz plati a = b (mod ¢) v Q, je a — b = ca, kde a € Q. Je tedy a celé algebraické ¢islo a
zaroven racionalni. Podle tvrzeni 3.1.2 musi byt celé.

Tvrzeni 3.1.7. Necht wi,ws,...w; € Q ap € Z je prvocislo. Pak
(witws+- - +w)l =wl +wh+---+w (modp)

Dikaz. Ziejmé staci provést dikaz pro [ = 2, pro vétsi [ lze snadno postupovat indukei.

(w1 +wr)? =30, (Z)wfwg_k. Snadno se vidi, Ze p[(?) pro 1 < k < p — 1, proto jsou
vSechny ¢leny s vyjimkou krajnich délitelné p a cely soucet je kongruentni w? + w? modulo
p. ]

3.2 Norma, stopa, diskriminant

V tomto odstavci zavedeme nékteré dilezité pojmy vztahujici se k obecnym koneénym
rozsifenim téles.

Necht L/K je konecné rozsifeni téles; jeho stupen ozna¢me n = [L : K|. Déle necht
a1, s, ..., a, je baze L jakozto vektorového prostoru nad K a a € L. Nasobeni prvkem «
je zrejmé linearni transformace prostoru L, proto mizeme psat

n

ao; = E ai]'O[j,

j=1
kde a;; € K.

Definice. Normu « vzhledem k rozsifeni L/K, znaceno Ny, i (c), definujeme jako deter-
minant matice (a;;). Stopu o vzhledem k témuz rozsifeni, try,x (o), definujeme jako stopu
matice (a;;), tj. trr/x (@) = ay + age + - - + Gy
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Snadno se ovéfi, ze norma ani stopa nezavisi na volbé baze. Pokud pracujeme s jednim
rozsifenim, zpravidla mluvime pouze o normé ¢i stopé prvku. V dalsich ivahach, pokud
nebude explicitné uvedeno jinak, bude rozsiteni L/K zvoleno pevné, proto nebudeme vy-
znacovat rozsifeni ani v indexech N a tr. Nasledujici tvrzeni jsou téz snadno ovéfitelna.

Je-lia,f €L aac K, plati N(af) = N(a)N (), tr(a + 3) = tr(a) + tr(3), N(aa) =
a"N(«), tr(ac) = atr(a). Pokud je tedy a # 0, je N(a)N(a™!) = N(aa™) = N(1) = 1.
Odsud je-li a # 0, je N(a) # 0 a N(a™) = N(a)™".

Necht L/K je Galoisovo rozsifeni s Galoisovou grupou G. Oznaéme m(x) = bpa® +
bp—12F~1 + .-« + bix + by minimalni polynom pro o € L nad K. Prvky 1,a,a?,...,aF!
tvori bazi rozsifeni K («)/K. Necht v1,72,...,7m € K, kde m = n/k, tvofi bazi rozsifeni
L/K (). Pak prvky a'v; pro 0 < i <k —1al < j < m tvoii jisté bazi rozsifeni L/K.
Vzhledem k této bazi je matice linearniho zobrazeni odpovidajiciho nasobeni prvkem o
blokové diagonalni s m bloky

0 1 0 0
0 0 1 0
B =
0 0 1
—by —b1 —by —bp—1
odkud i
Niji(a) = ((=1)"b)" = [[ " a
=1

k
trr k(o) = —mbj_y = mZai,
i=1

kde «; jsou pravé rizné kofeny polynomu m(x); jisté vSechny lezi v L.

Z Galoisovy teorie vime, ze libovolny automorfismus 7 € G permutuje kofeny m(x)
a navic pro kazdé i € N, 1 < ¢ < k existuje automorfismus, ktery zobrazuje a na «;.
Automorfismus 7 vSak fixuje soucin [[ ., a”, a proto pro libovolné i € N, 1 < i < k
existuje pravé m automorfismti posilajicich o na ;. Odsud dostavame identity

tr(a) = Z a’

ocelG

N(a) = H a’.
gEG

Jestlize je L/K separabilni, tr neni identicky rovno nule. Pokud je char K = 0, plyne
to z toho, zZe tr(1) =n # 0.

Pokud je L/K kone¢né rozsifeni konecnych téles, je podle predchozich vzorci tr(a) =
a+al4---+a" kde g = |K|a |L| = ¢/. Nulovost stopy by znamenala, 7e jsou viechny
prvky télesa L kofeny polynomu stupné ¢/ !, coZ neni mozné.

Poznamenejme, Ze plati i opacny smér, tj. jestlize neni stopa identicky nulova, je pfi-
slusné rozsiteni separabilni.
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Definice. Pro libovolnou n-tici oy, as, ..., a, prvki z L definujeme jejich diskriminant
A(ay,...,ay) jako determinant matice (tr(a;a;)).

Tvrzeni 3.2.1. Je-li Aoy, ..., an) # 0, pak aq,...,q, tvori bazi L/K. Pokud je L/K
separabilni a aq, ..., ay tvort bazi LK, je Aoy, ..., o) # 0.

Dikaz. Predpokladejme, Ze aq, ..., a, jsou linearné zavislé, tj. existuji aq,...,a, € K ne
vSechna rovna nule takovd, Ze >  a;a; = 0. Vynasobme tuto rovnici «; a aplikujme
stopu. Takto dostaneme

n

Zaitr(ai,aj) =0 proj=12,...,n.
i=1
Matice (tr(o;cy)) je tedy singularni a jeji determinant je roven nule.
Naopak predpokladejme, Ze aq,...,q, tvoii bazi L/K a A(aq,...,a,) = 0. Pak ma
ovsem systém lineadrnich rovnic

intr(aiaj) =0 proj=12,...,n

i=1
netrividln{ feSeni z; = a; € K, i = 1,...,n. Nechf o = Y. | a;0y; # 0. Pak tr(aq;) =0
pro j = 1,...,n, a protoze je aq,...,a, baze, je tr(af) = 0 pro vSechna 3 € L. Stopa tr
je tedy identicky nulovd, coZ je spor se separabilitou rozsifeni L/K. O

Tvrzeni 3.2.2. Necht jsou aq,...,qn a (1,...,0, bdze L/K a necht o; = Z?:1 ai;i B,
aij € K. Pak Ao, . .., a,) = det(ai;)?°A(B1, . .., Ba).

Diikaz. Aplikujme stopu na obé strany rovnosti ooy = Z?Zl Y ey aijag ;B Oznacme
A = (tr(qioy)), B = (tr(8:3;)), C = (a;;). Mame tedy rovnost matic A = CBCT, kde CT
je transponovana matice C'. Uvazime-li determinant obou stran, dostavame pozadované
(ziejme det CT = det C). O

Tvrzeni 3.2.3. Necht je L/K Galoisovo a «y,...,a, € L. Oznacime-li prvky Galoisovy
grupy Gal(L/K) jako o1, ..., 0y, plati

Alag, ..., ap) = det(a;’)?.

Diikaz. tr(aioy) = af*aft + -+ 4+ of"af". Oznatme A = (tr(az0;)) a B = (o7). Pak

A = BBT. Porovnanim determinantii obou stran rovnosti dostaneme pozadované. O

Tvrzeni 3.2.4. Necht 3 € L je takovd, Ze jsou 1,83,...,3" ! linedrné nezdvislé nad K.
Oznacme f(x) € K[x] minimdlni polynom pro f nad K. Pak je-li L/ K separabilni, plati

AL B,...,p" 1) = (=)0 DRN(F()),

kde f'(x) je formdlni derivace polynomu f(x).
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Diikaz. Matice ((8%7)"), kde j = 1,...,n ai = 0,...,n je Vandermondeova typu a jeji
determinant je tedy roven
[T =57

1<j

S vyuzitim pfedchoziho tvrzeni méame

A(lv 57 ) ﬁn_l) = (_1)(n(n—1))/2 H(ﬂ”j — ﬁo'i)‘
i#

Konecné, f(z) = H;.Zol (x — 7%), a tedy pro libovolné 1 < j < n plati
fem =167 =67,
i#]

Vezmeme-li soucin téchto identit pies j od 1 do n, dostavame pozadované, nebot f'(5%)

(f' ().

o

3.3 Faktorizace v algebraickych éiselnych télesech

Vv

kladu nenulovych vlastnich idealid na prvoidealy v algebraickych ¢iselnych télesech.
Pro uplnost na zacatku pripomeneme nékteré pojmy tykajici se ideali. Omezime se
pouze na komutativni okruhy, nebot s jinymi se v textu nesetkame.

Definice. Necht R je komutativni okruh. Jeho podmnozina I se nazyva idedl, pokud
a,f €1, r € Rimplikuje a4+ € laracl.

Definice. Prinik libovolného neprazdného systému ideélt je ziejmeé idedl. Ideal generovany
mnozinou prvki M C R je priinikem vsech ideéali obsahujicich M. Ideal nazveme hlavni, je-
li generovan jednoprvkovou mnozinou {a} pro néjaké o € R; znacime jej («). Idedl I # R
se nazyva mazimalni, pokud neexistuje, zadny ideal J, I C J C R. Kone¢né prvoidedl P je
takovy ideal, pro ktery je splnéna podminka, Ze pro libovolna a,b € R takova, ze ab € P
plati a € P nebo b € P.

Definice. Jsou-li I, J idedly komutativniho okruhu R. Definujeme jejich soucet a soucin
vztahy

I+J={a+blacl,be J}
IJ:{a1b1+"‘+CLtbt|CLiGl,biGJ}.

Snadno se ovéri, ze jde opé€t o idedly.

V okruzich celych algebraickych cisel 1ze definovat pojem norma i pro idedly.
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Definice. Necht L/ K Galoisovo rozsifeni, takové, ze je L/Q je kone¢né, D je okruh celych
algebraickych ¢isel télesa L a o je libovolny automorfismus z Gal(L/K). Je-li I ideal okruhu
D, pak je zfejmé mnozina

ol = {oa|a € I}

opét ideédl okruhu D. Normu idedlu I vzhledem k rozsifeni L/K definujeme vztahem
Nywl= [] oI
seGal(L/K)

Snadno se vidi, Ze je Ny kI opét ideal. Mimoto definujeme jesté absolutni normu idealu
I C D, zna¢eno NI, jako pocet prvkia D/I.

Nyni se jiz budeme vénovat konec¢nym rozsifenim racionalnich cisel.

Definice. Podtéleso K komplexnich ¢isel nazveme algebraické ciselné téleso , je-li stupen
rozsifeni [K : Q| kone¢ny.

Vezméme téleso K pevné a oznacme D okruh celych algebraickych ¢isel v K. Pojmy
norma a stopa zavedené v predchozi kapitole budeme nadale pouzivat vzhledem k pevné
zvolenému rozsiteni K/Q, a proto opét nebudeme rozsiteni explicitné vyznacovat v inde-
xech.

D obecné neni okruh s jednoznacnych rozkladem. Ma vsak vlastnost, ze se da kazdy jeho
nenulovy vlastni ideal psat jednozna¢nym zptisobem jako soucin prvoideali. To budeme
nyni dokazovat.

V dalsich tivahach bude pojem ,idedl” vzdy znamenat nenulovy idedl. Nékdy budeme
pouzivat spojeni ,ideal c¢iselného télesa” namisto idealu prislusného okruhu celych alge-
braickych ¢isel. Protoze vSak télesa nemaji vlastni idealy, nemiize dojit k nedorozumeéni.

Lemma 3.2. Necht 3 € K. Pak existuje b € Z, b # 0 takové, Ze b3 € D.
Diikaz. Necht (3 splituje rovnici
"+ an 1"+ af+ag =0,
kde a; € Z pro i = 0, ...,n. Vynasobenim celym ¢islem a”~! dostavame
(anB)" + an-1(anB)" ' + ap 10,(a, )" 2 + -+ a1a’ *(a,B) + apal ' = 0.
Odsud a,( € D. O
Tvrzeni 3.3.1. Kazdy idedl A okruhu D obsahuje bazi K nad Q.

Diikaz. Necht (1,..., [, je baze K nad Q. Podle predchézejiciho lemmatu existuje b € Z
takové, ze bfy,...,b0, € D. Zvolme libovolné nenulové o« € A. Pak prvky bgic, ..., b0,«
lezi v A a tvori bazi K nad Q O
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V dalsich avahach budeme pouzivat nékteré pojmy z predchozi casti. Pro a € K
lezi N(«) i tr(a) v Z. Libovolny automorfismus z Gal(K/Q) nechava stopu i normu na
misté, tedy N(a),tr(a) € Q. Norma i stopa jsou vSak rovny soucinu, resp. souctu celych
algebraickych ¢isel, jsou tedy samy celé algebraické a tedy podle 3.1.2 lezi v Z. Odsud téz
plyne, Ze je-li g, ..., a, baze K nad Q a vSechna «; jsou celd, pak A(aq,...,a,) € Z.

Pted formulaci néasledujiciho tvrzeni poznamenejme, Ze diskriminant baze muze byt i
zaporny. Napfiiklad diskriminant baze 1, i rozsifeni Q(7)/Q je roven —A4.

Tvrzeni 3.3.2. Necht je A idedl okruhu D a necht je aq,...,a, € A baze K/Q s mini-
malnim |A(oq, ..., an)|. Pak A =Zay + Zas + - - - + Za,.

Diikaz. Absolutni hodnota diskriminanti celociselnych bazi je vzdy prirozené ¢islo, tedy
jisté existuje baze s |A(ay, ..., a,)| minimalnim.

Zvolme libovolné o € A a piSme o = a1 + - - - + a,,, kde a; € Q. Chceme ukéazat,
ze a; € 7Z. Sporem predpokladejme, ze tomu tak neni. Bez jmy na obecnosti mizeme
predpokladat, Zze a; & Z. Necht a; = m + 60, kde m € Z a 0 < 6 < 1. Oznaéme 3; =
o —mag, fy = Qg,...,0, = an. Pak f1,...,3, € A a navic tvofi bazi K/Q. Protoze
B = bay + asag + -+ - + ayay, je matice prechodu od béze (o;) k bazi (5;)

0 ay az -+ a,

0O 1 0 0

0 0 1 0

00 0 - 1
Podle tvrzeni 3.2.2 plati A(By, ..., 0,) = 0?A(ay, ..., qy), coZ je ve sporu s minimalitou
Aoy, ..., ), nebot 0 < 6 < 1. Musi byt tedy vSechna a;, € Z a A = Zay + Zoag + -+ +
Ly, Ol

Tvoti-li prvky aq,...,a, € Abézi K nad Q a A = Zay + Zas + - - - + Zay,, fikame, Ze
aq,...,ap je celociselnd bdze A. 7 tvrzeni 3.2.2 plyne, ze diskriminanty dvou celo¢iselnych
bazi se rovnaji. Tato spolecna hodnota se oznacuje jako diskriminant A (psano A(A)).
Diskriminant 6 = A(D) mé zvlastni vyznam a byva nazyvan diskriminantem rozsireni

K/Q.
Nyni pouzijeme tvrzeni 3.3.2 k odvozeni nékolika dilezitych vlastnosti okruhu D. Pii-
pomenime, ze idedlem rozumime nenulovy ideal.

Lemma 3.3. Je-li A C D idedl, pak ANZ # 0.
Dikaz. Necht o € A, a # 0. Pak existuji ¢isla a; € Z takova, ze
Q™+ @™ g+ ag = 0.

Navic muzeme predpoklddat, Ze ag # 0, nebot se pohybujeme v télese. Pak ale 0 # a¢ €
ANZ. O
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Tvrzeni 3.3.3. Pro libovolny idedl A C D je faktorokruh D/A konecény.

Diikaz. Podle predchoziho lemmatu existuje a € ANZ, a # 0. Nechf (a) je hlavni ideal
generovany a v D. ProtoZe se D/(a) pfirozené zobrazuje na D/A, staci ukazat konecnost
D/(a). Ve skute¢nosti ukazeme, 7e ma D/(a) pravé a” prvki.

Podle tvrzeni 3.3.2 mtzeme psat D = Zw;,+Zws+- - -+ Zwy,, kde w; je néjaka celociselna
baze D. Necht S = {d " viwi|vi € Z,0 < ; < a}. UkdZeme, Ze S je mnoZina riznjch
reprezentantii t¥id D/(a). Necht w = Y"  mw; € D (m; € Z). Pisme m; = ¢;a + 7;, kde
0 < < a. Pak zfejmé w = > | viw; (mod a), tedy kazda t¥ida D/(a) obsahuje néjaky
prvek z S. Jsou-li ) 1 | yiw; a Y - viw; dva rizné prvky S, které lezi ve stejné t¥idé D/(a),
musi byt > " (Vi — Y)wi = a- Y., ¢iw;, pro néjaka ¢; € Z. Z linedrni nezavislosti w; tak
dostavame, ze aly; — i pro vSechna i. Odsud ~; = 7%, nebot 0 < 7;,7! < a. Mnozina S je
tedy mnozinou reprezentantt t¥id D/(a) a |D/(a)| = a™, coz jsme chtéli ukazat. O

Dusledek. D je Noetherovsky okruh, t.j. libovolny Tetézec idedli Ay C Ay C Az C -+ je
konecny.

Diikaz. Protoze je D/A; konecny, existuje jen koneéné mnoho idealti obsahujicich 4;. O
Dusledek. Kazdy prvoidedl v D je mazimdlni.

Diikaz. Je-li P prvoidedl, pak D/P je konecny obor integrity. Lze snadno ovéfit, ze takovy
okruh uz musi byt télesem. Proto je D/P téleso a P je maximalni. O

Lemma 3.4. Necht A C D je idedl. Pokud 3 € K je takové, Ze BA C A, pak € D.

Diikaz. Podle tvrzeni 3.3.2 je A konecné generovany Z modul, lemma tedy plyne piimo
z tvrzeni 3.1.5. 0

Lemma 3.5. Jsou-li A, B idedly v D takové, Ze A = AB, je B=D.

Diikaz. Zvolme v A néjakou celo¢iselnou bazi aq,...,«a,. Diky tomu, ze A = AB, lze
najit prvky b;; € B takové, Ze a; = Z?:1 bjjaj. Z toho plyne, Ze determinant matice
(b;;) — E, je roven nule (E, je jednotkova matice fadu n). Roznasobenim determinantu
ziskame vyjadieni jednicky jako linedrni kombinace soucint prvkia B. Tedy 1 € B, odkud
B=D. O

Tvrzeni 3.3.4. Necht A, B C D jsou idedly a necht w € D je takové, Ze (w)A = BA. Pak
(w) = B.

Diikaz. Je-li B € B, plati (f/w)A C A a tedy podle lemmatu 3.4 f/w € D. Odsud B C (w)
atedy w™ !B C D je idedl. Protoze je A = w™'BA, z lemmatu 3.5 dostavame, ze w™'B = D
a tedy B = (w), jak jsme chtéli. O

Nésledujici pojem hraje dtlezitou roli v algebraické teorii ¢isel.

Definice. Rikdme, Ze dva idedly A, B C D jsou ekvivalentni, A ~ B, jestliZe existuji ne-
nulové «, § € D takovd, Ze (o)A = () B. Snadno se ovéri, Ze relace ~ je relaci ekvivalence.
Jeji tridy rozkladu se nazyvaji tridy idealu. Pocet t¥id ideald budeme znacit hg.
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Je dobré si uvédomit, ze hx = 1 prave tehdy, kdyz je D okruh hlavnich ideali. Pokud
je totiz hx = 1 a A libovolny ideal v D, musi existovat a, 3 € D takova, ze («)A = (8)D =
(3). Odsud B/a € Aa A= (3/«a) je hlavni. Naopak, pokud je D okruh hlavnich ideald, je
ziejmé, ze hg = 1.

Pocet tiid idedlu lze tedy v jistém smyslu chapat jako miru toho, jak moc se lisi D od
okruhu hlavnich idedli, tedy od okruhu s jednozna¢nym rozkladem.

Nyni ukazeme, ze hy je konecné.

Lemma 3.6. Ezistuje prirozen€ cislo M zavisejici pouze na K s nasledugici vlastnosti. Pro
libovolnad o, B € D, 3 # 0 existuje prirozené cislot < M a prvek w € D tak, Ze

IN(ter = wiB)| < [N(B)]-

Diikaz. Nejdiive mirné preformulujeme znéni lemmatu. Oznaéime-li v = «/f € K, pak
staci dokazat, ze pro libovolné v € K existuje pfirozené t < M a w € D tak, ze

|IN(ty —w)| < 1.

Necht je wy,ws, ... ,w, celoéiselnd baze D. Pro v € K pisme v = )" | vw;, kde ; € Q.
Oznacime-li G = Gal(K/Q), plati

11 (Xn: %w?)‘ <C (ir:ng?; |%|)n, (+)
oeG

IN()| =

=1

kde C =[], (30, |w?|). Zvolme libovolné celé &islo m > ¥/C a polozme M = m™.

Pro libovolné v € K opét ozna¢me v = Y " | viw; a piSme v; = a; + b;, kde a; € Z a
0 < b < 1. Oznatme [y] = 3.7 aw; a {y} = Y I, biw;. Pak plati v = [7] + {7}, kde
[v] € D a {7y} méa soufadnice v intervalu [0, 1).

Necht ¢ je zobrazeni z K do R" definované predpisem ¢(> . | viwi) = (71,72, -« - Tn)-
Pak pro libovolné v € K lezi ¢({v}) v jednotkové n-rozmérné krychli. Rozdélme tuto
krychli na m™ mensich krychli o hrané 1/m a uvazme body ¢({kv}) pro 1 < k < m™ + 1.
Z Dirichletova principu musi existovat 1 <1 < h < m™+1 takova, ze ¢p({l7}) a ¢({hy}) lezi
ve stejné mensi krychli. Pisme hy = [hy] 4+ {hy} a Iy = [I7] + {l7}. Odec¢tenim dostaneme
ty=w+0d,kdet =h—-1<m" =M, wée D a vsechny soufadnice § jsou v absolutni
hodnoté mensi nez 1/m.

Podle (x) je N(0) < C(1/m)" =C/m™ < 1. O

Véta 3.3.5. Pocet trid ideali télesa K je konecny.

Diikaz. Necht A je ideédl v D. Pro libovolné oo € A, o # 0 je |N ()| pfirozené éislo. Zvolme
g e A, 3 #0tak, ze |N(f)| je minimélni. Podle predchoziho lemmatu pro libovolné o € A
existujit € N, t < M aw € D takova, ze |[N(ta—w/p)| < |[N(3)|. Protoze vSak ta—wf € A,
musi byt ta —wf = 0. Tedy ta € (§), odkud M!A C (f). Ozna¢me B = (1/8)M!A C D.
Pak B je idedl v D a M!A = (3)B. Protoze je § € A, lezi M!5 v (5)B a tedy M! € B.
Podle tvrzeni 3.3.3 mize byt M! obsazeno pouze v koneéné mnoha idedlech. Ukéazali jsme
tedy, ze A ~ B, kde B je jeden z konecné mnoha ideald. Odsud jiz vidime, Ze hg je
konecné. O
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Néasleduje zajimavé a dulezité tvrzeni, které dostaneme aplikaci predchozi véty.

Tvrzeni 3.3.6. Pro libovolnyj idedl A C D ezistuje k € N, 1 < k < hx takové, Ze idedl A*
je hlavni.

Diikaz. Uvazme mnozinu idedltt {A?|1 < i < hyx + 1}. Alespoti dva ideély z této mnoziny
musi leZet ve stejné tiidé idealt, oznac¢me A* ~ A7 pro 1 < i < j < hg + 1. Z definice ~
musi existovat a8 € D takovd, ze (o)A’ = (8)A’. Oznaéme k = j —i a B = A*. Ukazeme,
ze ideal B je hlavni.

Protoze (a)A* = (3)BAY, vidime, e (a/B)A? C A? a tedy podle lemmatu 3.4 je a/3 €
D. Oznac¢ime-li w = /3, pak (w)A" = BA" a podle tvrzeni 3.3.4 B = (w). O

Definice. Mnozina tiid ideali spolu s operaci nasobeni definovanou pomoci reprezentantt
tvori grupu. Tuto grupu nazyvame grupa trid idedli.

Snadno se ovéri, ze takto definované nasobeni je skute¢né nezavislé na volbé repre-
zentantti. Asociativita plyne z asociativity nasobeni ideali, jednotkovy prvek predstavuje
tiida obsahujici D (to je tfida obsahujici pravé hlavni idealy) a podle predeslého tvrzeni
je inverzi k [A] prvek [AF 1], kde [A] znad t¥idu idedldi piislusnou idedlu A a k je takové,
ze A* je hlavni ideal.

Studium grupy ttid idealti bude hlavni naplni kapitoly 5. Nyni obratime pozornost opét
k faktorizaci idealu.

Tvrzeni 3.3.7. Necht A, B,C jsou idedly v D, pro které plati AB = AC. Pak B = C.

Diikaz. Podle tvrzeni 3.3.6 existuje k takové, ze A¥ = (a), kde a € D. Vynasobme obé
strany rovnice AB = AC ideadlem A*~!. Dostavame (a)B = (a)C, odkud B = C. O

Tvrzeni 3.3.8. Jsou-li A a B idedly v D takové, Ze A C B, pak existuje idedl C' takovy,
ze A= BC.

Diikaz. Podobné jako v piedchozim ditkazu existuje k& € N takové, ze B*¥ = (3). Protoze
A C B, plati B¥ 1A C B¥ = () atedy C = 1/3- B¥'A C D je ide4l. Zbyva jen oveérit
BC =1/3-B¥A=1/3-(B)A = A. O

Idedl B tedy obsahuje ideal A, pravé kdyz jej deéli.
Tvrzeni 3.3.9. Kazdy vlastni idedl v D se da napsat jako soucin prvoidedli.

Diikaz. Necht je A vlastni idedl v D. Protoze je faktorokruh D/A kone¢ny, je A obsazen
v néjakém maximélnim idealu P; (za pouziti Zornova lemmatu se da ukazat, ze v libovol-
ném komutativnim okruhu s jednickou je kazdy vlastni idedl obsazen v né€jakém maximal-
nim). Podle pfedchoziho tvrzeni je A = P; By pro néjaky ideal B;. Pokud je B; vlastni, je
opét obsazen v néjakém maximalnim idedlu P, a tedy A = P, P, B,. Pokud je By # D,
proces znovu opakujeme. Plati vSak A C B; C By C ---, kde vsechny inkluze jsou os-

tré, a tedy podle disledku tvrzeni 3.3.3 je B, = D pro néjaké t € N. Pfepsanim méame
Azplpg"'Pt. D
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Necht P je prvoidedl. V fetézci P D P2 D P3 D --- jsou vsechny inkluze ostré, nebot
v ptipadé, ze by P* = P! pro né&jaké i € N, platilo by PP = P’ a tedy P = D podle
lemmatu 3.5. Ma proto smysl nasledujici definice.

Definice. Necht P je prvoidedl a A idedl v D. Pak ordp A je definovan jako jediné neza-
porné celé &islo ¢, pro které P! D A a zaroveni P 2 A.

Tvrzeni 3.3.10. Necht jsou P, P' prvoidedly a A, B idedly v D. Pak

(a) ordp P =1
(b) Pro P'# P jeordp P' =0
(c¢) ordp AB = ordp A + ordp B

Dikaz.

(a) Prvni tvrzeni je ziejmé.

(b) Pfedpokladejme ze ordp P' > 0. Pak P O P'. Protoze je P’ maximalni, musi byt
P = P', coz je spor s predpokladem.

(c) Ozna¢me ¢t = ordp A a s = ordp B. Podle tvrzeni 3.3.8 miizeme psat A = P'A; a
B =P*By,kde P2 Ay, P 2 B;.
Mame tedy AB = P*t' A, B,. Piedpoklddejme, ze P**'*1 D AB. Pak AB = Pst+1(C
a tedy podle tvrzeni 3.3.7 PC = A;B;. Odsud P D A, By, ale protozZe je P prvoideal,
musi byt bud P O A; nebo P D Bj. To je spor. Mame tedy ordp AB = ordp A +
ordp B.

0

Véta 3.3.11 (Jednoznaénost rozkladu). Necht A C D je idedl. Pak A =[] P*"), kde
soucin jde pres vSechny prvoidedly v D, a a(P) jsou nezdpornd celd cisla, kterd jsou rovna
nule aZ na konecné mnoho pfipadi. Konecéné, cisla a(P) jsou jednoznacné uréena rovnosti

a(P) = ordp A.

Dikaz. Podle tvrzeni 3.3.9 lze psat A v uvedeném tvaru. Necht Py je libovolny prvoideél.
Aplikujme ordp, na obé strany rovnosti A = [T P*"). Za pomoci tvrzeni 3.3.10 dostavame

ordp, A = Z a(P)ordp, P = a(R).

P|A

3.4 Vétveni a stupné inercie prvoidealu

Nyni se budeme zabyvat podrobnéji faktorizaci idealt pD, kde p je prvocislo.
Necht P je prvoidedl v D. Podle lemmatu 3.3 je PN Z # (). Protoze je P N Z ziejmé
prvoideél v Z, musi byt tvaru (p) pro néjaké prvocislo p.



3. ALGEBRAICKA TEORIE CISEL 21

Definice. Cislo e = ordp(p) se nazyva index vétveni prvoidedlu P (zde (p) zna¢i hlavni
idedl generovany p v D).

D/P je koneéné téleso obsahujici Z/pZ. Pocet prvkit D/P tedy musi byt tvaru p/ pro
né&jaké f € N. Cislo f se nazyvé stuperi inercie prvoidealu P.

Necht p € Z je prvocislo. Ozna¢me P, ..., P, prvoidedly v D délici (p). Dale ozna¢me
e; a f; index vétveni, resp. stupen inercie prvoidedlu P; pro 1 < i < g. Podle véty 3.3.11
plati (p) = P Py? -+ Py?. Mezi ¢&isly e;, f; a g existuje zajimavy vztah (pfipomefime, Ze

n—I[K : Q).
Véta 3.4.1. Zg:1 eifi =n.
Dtikaz prozatim odlozime; nejprve dokadzeme dvé uzitecna tvrzeni.

Tvrzeni 3.4.2. Necht je R komutativni okruh s jednickou. Necht Ay, As, ..., Ay jsou idedly
takove, Ze A; + Aj = R pro i # j. Oznacme A = AjAy---A,. Pak

R/IAZ R/A1 @& R/A2® - @& R/A,.
Diikaz. Necht je 1); piirozené zobrazeni R do R/A;. Definujme zobrazeni
p:R— R/A®R/A & B R/A,

predpisem
() = (W1(7), 12 (1), - - ¥ (7))

Ukézeme, Ze je 1 surjektivni a jeho jadro je A.

K dtkazu surjektivity ¢ staci ukazat, Ze pro libovolnd vi,72,...,7, € R je feditelna
soustava kongruenci = 7; (mod 4;), 1 <i < g.

Roznéasobenim soucinu (A;+As)(A1+A43) - - - (A1 +A4,) = R vidime, Ze vSechny sc¢itance
s vyjimkou posledniho lezi pod A;. Tedy A; + AyA3---A, = R. Proto musi existovat
v € Ay aug € AyAg--- A, tak, Ze u; +v; = 1. Pak ale uy = 1 (mod 4;) aug =0
(mod A;) pro i # 1. Podobné pro kazdé 1 < j < g existuje u; takové, ze u; =1 (mod A;)
au; =0 (mod A;) pro i # j. Potom je ovSem = = yyu; + yous + - - - + y,u, FeSenim nasi
soustavy kongruenci.

Nyni zkoumejme jadro ¢. Ziejmé Kertyp = A; N Ay N --- Ay, Musime dokdzat, Ze za
danych predpokladii je prinik ideald roven jejich soucinu. To ukdzeme indukci. Predpokla-
dejme, ze g = 2. Pak A; + Ay = R a tedy existuji a; € Ay a ay € A, tak, Ze a1 + as = 1.
Je-lia € Ay N Ay, je a =aa; + aay € A1 Ay. Mame tedy A; N Ay C A;As. Opacna inkluze
je zfejma.

Nyni nechf g > 2. Pak je podle indukéniho pfedpokladu A4y N A, N --- N A, =
Ay N AyAg--- A, Aviak A + AyAz---A, = R podle prvni ¢éasti diikazu, a proto
AiNMAAs-- Ay = A1 Ay -+ Ay Tim je diikaz hotov. O

Toto tvrzeni se nazyva Cinskd zbytkovd véta pro okruhy. Nyni se od obecnych komuta-
tivnich okruhti vratime zpét k D.
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Tvrzeni 3.4.3. Nechf je P C D prvoidedl a |D/P| = p’. Pak |D/P¢| = p* pro libovolné
e € N.

Diikaz. Pro e = 1 neni o ¢em diskutovat. Je-li e > 1, D/P? obsahuje P*"!/P¢. Podle
zékonti o izomorfismu je (D/P¢)/(P¢~!/P¢) = D/P¢!. Stadi tedy ukdzat, ze P¢~!/P¢ m4
p/ prvki; zbytek se provede snadno indukei.

Protoze je inkluze P¢ C P¢ ! vlastni, existuje prvek o € P! takovy, ze o ¢ P°.
Ukézeme, ze (a) + P¢ = P¢!. Protoze P¢ C («) + P¢, musi byt (o) + P mocninou P.
Z toho, ze (o) + P¢ C P*! uZ nutné (o) + P¢ = P!,

Uvazme zobrazeni z D do P*!/P¢ dané predpisem 7y — ya + P¢. Z ptredchozi tvahy
plyne, ze se jedna o surjektivni homomorfismus. Prvek v € D lezi v jeho jadru, pravé
kdyz va € P¢, tj. pokud ordp(ya) > e. Z vlastnosti ord méme postupné ordp(ya) =
ordp(7y) + ordp(a) = ordp(y) + e — 1. Prvek « tedy lezi v jaddru naseho homomorfismu,
pravé kdyz ordp(y) > 1, coZ je ekvivalentni faktu v € P. Odsud D/P = P¢"!'/P¢ a tedy
|Pe1/Pe| = p/. O

Nyni jsme jiz piipraveni dokézat vétu 3.4.1. P¥ipometime, ze (p) = P;'Py? - - - P,?. Neni
obtizné ovétit, ze P + P]‘.‘zj = D pro i # j. Podle tvrzeni 3.4.2 je tedy

D/(p)2D/P*®D/P*® - & D/P;g.

V dukazu tvrzeni 3.3.3 bylo zminéno, ze |D/(p)| = p". Na druhou stranu z tvrzeni 3.4.3
vime, ze |D/P{’| = p¢i/i. Odsud

Pt = pe1f1pe2f2 .. ,pegfg‘
Tedy n = e fi +eafo+ -+ eyfy, coz jsme méli dokazat. O
Pokud je rozsiteni K/Q Galoisovo, da se véta 3.4.1 zesilit. Pfedpokladejme tedy, Ze je
K/Q Galoisovo a ozna¢me G jeho Galoisovu grupu. Pfipomenme, Ze pro libovolné o € G
zna¢ime idedl 0A = {oaja € A}. Plati oD = D a tedy D/oA = oD/ocA = D/A. Odsud
plyne, Ze pokud je P prvoideal, je i o P prvoideal.

Tvrzeni 3.4.4. Necht je p € Z prvocislo. Ddle necht jsou P;, P; rizné prvoidedly v D
deélici p. Pak existuje o € G takové, Ze oP; = P;.

Diikaz. Predpokladejme, Ze existuje prvoideal P, délici p, ktery se nevyskytuje v {oP;|o €
G}. Tvrzeni 3.4.2 ndm zarucuje existenci o € D, které spliiuje « = 0 (mod Fp) a o = 1
(mod o P;) pro vSechna o € G.

Pak a € Py a tedy N(a) = [[,cqoa € PyNZ = pZ. Odsud plyne, Ze N(a) € P; a
tedy oca € P; pro ndjaké o € GG, nebot P je prvoideédl. Pak ale oo € 01 P;, coz je ve sporu
s faktem o = 1 (mod 07! P;). O

Véta 3.4.5. Necht K/Q je Galoisovo rozsiteni. Necht p € Z je prvocislo, které se v D
rozkladd (p) = P{'Py?---Py°. Pak ey = ey =---=¢, a f1 = fo = -+ = f,. Oznacime-li
tyto spolecné hodnoty e a f, plati efg = n.
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Diikaz. Pro libovolny index i existuje o € G tak, ze o P, = P,. Z faktu D/P, = D/o P, =
D/P; je vidét, ze f1 = fo=--- = f,.

Stejny automorfismus o aplikujme na obé strany rozkladu (p) = P{*Ps? - - - P;°. Dosté-
vame

(p) = (0P ) (0Pp)? -+ - (0 Py)*

Za jednoznacnosti rozkladu plyne e; = ordp, (p) = ord,p, (p) = ;1. VSechna e; se tedy musi
rovnat.
Konecné identita Y., €;f; = n ma v naSem piipadé tvar efg = n. O

3.5 Faktorizace v kruhovych télesech

Necht m je piirozené é&islo a ¢, = /™. Cisla ¢t prot=1,...,m —1 jsou pravé kofeny

polynomu ™ — 1. Méame tedy 2™ —1 = (x —1)(z — () -+ - (x =™ 1) a téleso K, = Q((n)?

je rozkladové téleso separabilniho polynomu ™ — 1. Rozsifeni K,,/Q je tedy Galoisovo.
Téleso K, nazyvame m-té kruhové téleso. Nyni popiseme podrobnéji Galoisovu grupu

G = Gal(K,,/Q).

Definice. Na pfirozenych cislech zavadime Fulerovu funkci ¢ nasledujicim zptisobem. Pro
libovolné m € N je ¢(m) pocet celych ¢isel mezi 1 a m véetné nesoudélnych s m. Jinak
feeno ¢(m) = |(Z/mZ)*|.

Tvrzeni 3.5.1. Ezistuje prosty homomorfismus 6 : G — (Z/mZ)* takovy, Ze pro libovolné
o € G plati

OCm = Cgb(g)'
Diikaz. Protoze (" = 1, mame (0(,)™ = 1. Odsud o¢,, = %9 kde B(o) je celé ¢islo
modulo m. Ozna¢ime-li T = o=, méme Gy = 70Cm = 7(C07) = A", Odsud plyne, Ze

0(0)0(1) = [1]m, kde [1],, je t¥ida v Z/mZ obsahujici ¢islo 1. Obrazy 6 jsou tedy skutecné
invertibilnimi prvky v Z/mZ. Na druhou stranu se snadno ovéfi, Ze 6 je homomorfismus
grup. Konetné 0(c) = [1],, implikuje 0(,, = (pn, odkud plyne, Ze o je identita na K,
nebot (,, generuje celé K,, nad Q. Homomorfismus 6 je tedy prosty. O

Dusledek. [K,, : Q] déli ¢(m).
Pozdéji ukazeme, zZe ve skutecnosti [K, : Q) = ¢(m)

Definice. Oznacme ®,,(z) = [[(, =1 (z — (5,), kde 1 < a < m. Polynom ®,,(z) nazveme
m-ty kruhovy polynom.

Koteny ®,,(x) jsou pravé primitivni m-té odmocniny z jedné, tj. ty fadu m. Stuper
polynomu ®,,(z) je ziejmé ¢(m).

Tvrzeni 3.5.2. 2™ — 1 =[[,,, Pa(z)

1Oznac¢eni K,, = Q(¢,,) budeme pouzivat ve zbytku textu.
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Duikaz.

[ay

m

xm—lzn(a:—Cfn):H H (z =),

1= dlm (i,m)=d

kde 0 < i < m — 1. Staci, kdyz ukdzeme, Ze [] ., _4(z — ¢t) = Ppsa(z). To plyne
z nasledujiciho. ‘
Je-li (i,m) = d, ozna¢me i = dj. Pak ¢!, = (¥ = Cfn/d a navic (j,m/d) = 1. Celkem

tedy _ .
[T G=¢o= ][ @-¢0)=mua).

(¢,m)=d (,m/d)=1

Dusledek. ®,,(z) € Z[x].

Diikaz. Toto dokdzeme indukei vzhledem k m. Pro m = 1 mame ®,(z) = z — 1. Pfed-
pokladejme, ze tvrzeni plati pro vSechna pfirozena ¢isla mensi nez m. Podle tvrzeni 3.5.2
je Dp(x) = (2™ — 1)/ f(x), kde f(x) je normovany polynom, ktery mé podle indukéniho
predpokladu celociselné koeficienty. ,Ruénim* vydélenim ziskdme ®,,(z) € Z[z]. O

Ukazeme jesté jiny dikaz s vyuzitim Galoisovy teorie. Kazdé o € G permutuje primi-
tivni m-té odmocniny z jedné. Koeficienty ®,,(x) jsou tedy fixovany celou G' a musi lezet
v Q. Protoze jsou to vsak zfejmé cela algebraicka cisla, musi lezet v Z.

Tvrzeni 3.5.3. Necht je p prvocislo takové, Ze p t m a necht je P prvoidedl v D,,, ktery
deli (p). Pak proky 1, G, G2, - ., ¢ leZi v navzdjem riznych zbytkovijch triddch D,,/P.
Je-li f stuperi inercie P, pak p/ =1 (mod m).

Diikaz. Pro w € D,, ozna¢me W piislusnou zbytkovou t¥idu v D,,/P.
Podélme obé strany rovnosti ™ — 1 = [[5"(1 — ¢%,) polynomem z — 1. Dostavéme

m—1

Ltzt-+2" =] -¢).

=1

Po dosazeni = = 1 mame m = [[*; (1—C,). Tedy 7 = [[I;" (1 — (i,). Protoze 7 # 0,
musibyt@#Tpro1§i§m—1atedy@#@ﬂﬁproogi<j§m—l.

Prvky {¢!]0 < i < m—1} tvoif podgrupu fadu m v multiplikativni grupé D,,/P, ktera
m4 fad p/ — 1. Proto m|p/ — 1 a tedy p/ =1 (mod m). O

Véta 3.5.4. m-ty kruhovy polynom ®@,,(x) je ireducibilni v Z[z).

Diikaz. Necht f(x) € Z[z] je normovany ireducibilni polynom (,,. Polynom f(z) ma podle
tvrzeni 3.1.1 celoCiselné koeficienty, nebot (,, je algebraické celé ¢islo. Je-li p prvodislo,
p 1 m, ukdzeme, ze (P je také koten f(x).

Necht P je néjaky prvoideal v D,, délici (p). Opét pro w € D,,, oznaéme w piislusnou
zbytkovou t¥idu v D,,/P. Mame 2™ — 1 = f(z)g(z) v Z[z] a tedy 2™ — 1 = f(2)g(z)
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v (Z/pZ)|x]. Podle tvrzeni 3.5.3 jsou kofeny 2™ — 1 v D,,/P riizné. Odsud plyne, Ze f(z)
a g(x) nemaji zadny spoleény kofen. Predpokladejme, ze f(¢?) # 0. Pak ¢(¢?) = 0 a tedy
§(C_ﬁl) = 0. Koeficienty g(x) lezi v Z/pZ a jsou tedy podle malé Fermatovy véty rovny svym
p-tym mocnindm. Odsud s pouzitim tvrzeni 3.1.7 dostdvame 0 = E(C_ﬁl) = G(Cn)? a tedy
0 =G((m). Pak ale f(n) # 0, coZ je spor s f((,) = 0. Ukézali jsme tedy, Ze f(¢?) = 0.
Ve skutecnosti jsme ukézali, ze pokud je ¢ libovolna primitivni m-t4 odmocnina z jedné,
kterd je kofenem f(x), je i (P primitivni m-t4 odmocnina z jedné a je kofenem f(x), a to
pro libovolné prvocislo p  m. Odsud plyne, Ze i pro kazdé a € Z, (a,m) = 1, je (% kofenem
f(z). Tedy deg f(x) > ¢(m). Na druhou stranu ®,,(¢,,) = 0, odkud f(z)|®,,(z) a tedy
deg f(z) < deg ®,,,(x) = ¢(m). Celkem tedy P,,(x) = f(x). O

Dusledek (1). [K,, : Q] = ¢(m)
Dusledek (2). Zobrazeni 0 definované ve tvrzeni 3.5.1 je izomorfismus G = (Z/mZ)*.

Diikaz. Obé grupy maji ¢(m) prvki. Z toho, ze 6 je injektivni, pfimo plyne, ze musi byt i
surjektivni. O

Z tohoto dusledku vidime, Ze pro libovolné a € Z, (a,m) = 1 existuje o, € G tak, Ze
0,( = (* Zobrazeni [a],, — 0, je ve skutetnosti homomorfismus (Z/mZ)* do G, ktery je
inverzi k 6 ([a],, znaci zbytkovou ti¥idu a modulo m).

Je-li p prvocislo, které nedéli m, ma zvlastni vyznam automorfismus o,. Jeho studiu se
budeme vénovat nyni.

Lemma 3.7. Necht je K/Q téleso algebraickijch cisel stupné n. Oznacme D okruh alge-
braickych celych cisel v K a zvolme libovolnou bdzi oy, o, ... a0, € D pro K/Q. Dadle
oznacme A = A(aq, g, . . ., ap) diskriminant této baze. Pak AD C Zoay+Zag+ - - -+ Lo,

Diikaz. Necht w € D. Mizeme psat w = > | riy, kde r; € Q. Vynésobme obé strany o
a aplikujme stopu. Dostavame

n

tr(wa;) = Zri tr(aiay). (%)

i=1

Prvky tr(we;) a tr(aio ) jsou celd cisla, nebot jsou to stopy celych algebraickych cisel. Ze

soustavy (x) pro j = 1,...,n dostavame pouzitim Cramerova pravidla, ze kazdé r; je tvaru
celé &islo délené A. Celkem tedy Aw = Y"1 | Aryo; € Zoy + Zag + -+ - + Loy, O
Lemma 3.8. Diskriminant A = A(1, ¢, G2, - -, Am=1y qeti mem).

Diikaz. Zderivujme obé strany rovnosti 2™ — 1 = &,,,(x)g(x). Dostaneme
ma™ = @, (2)g(7) + P (w)g' ().

Dosazenim = = (,, mame m(™ ! = & ((,,)9((n). Nyni aplikujme na obé strany normu.
Podle véty 3.5.4 je 1,y - - -, C,?l(m)_l baze K,, nad Q a tedy podle tvrzeni 3.2.4 a faktu, ze
N((n) = £1, dostavame +m®™ = +A - N(g(Cn)). O



3. ALGEBRAICKA TEORIE CISEL 26

Tvrzeni 3.5.5. Necht je p prvocislo, které nedéli m a necht je w celé algebraické cislo
v K. Pak existuje proek 2 4, € Z]C,] takovy, Ze plati w = Y2 ¢,¢E, (mod p).

Dikaz. Oznacme opét A = A(L, (s, - - -, f,bl(m)_l) € Z. Podle lemmatu 3.8 vime, ze p 1 A.
Musi tedy existovat A’ € Z takové, ze A’A = 1 (mod p). Odsud w = A'Aw (mod p).
Podle lemmatu 3.7 je tedy Aw € Z[(,) a téz A'Aw € Z[(y). O

Poznamenejme, Ze ve skutecnosti D = Z[(,], avSak toto neni snadné dokézat pro
obecnd m. Poznamenejme jen, Ze nam ve vSech uvahéach staci fakt Z[(,,] C D, ktery plyne
z toho, ze je D okruh.

Dusledek. Necht p je prvocislo, pt m a n € N je takové, Ze p" = 1 (mod m). Pak pro
kazdé w € D plati w”" = w (mod p).

Diikaz. Podle piedchoziho tvrzeni lze psat w = Y a;(!, kde a; € Z. Protoze af = q;
(mod p), musi platit w? = 3 a;¢?* (mod p). Pokud tento proces zopakujeme n-krét, do-
staneme w? =Y a;¢% " = w (mod p). O

Tvrzeni 3.5.6. Je-li p prvocislo nedélici m, pak se Zadny prvoidedl P v D,, délici (p)
nevétvs.

Diikaz. Piedpokladejme, ze se P vétvi. Pak (p) € P2 Necht w € D,, lezi v P a nelezi
v P2. Podle predchoziho diisledku w”" = w (mod p) a tedy i w?" = w (mod P?). Protoze
je p" > 2, je wP" € P2, odkud w € P2, coz je spor. O

Pozdéji uvidime, Ze ,téméi* plati i obraceni tohoto tvrzeni (viz. tvrzeni 3.5.10).
Pfipometime, Ze pro prvocislo p nedélici m méame automorfismus o,, ktery (,, zobrazuje
na (P .

Tvrzeni 3.5.7. Pro vSechna w € Dy, plati o,w = wP (mod p).

Diikaz. Podle tvrzeni 3.5.5 mtizeme psat w = > ;¢!, (mod p), kde a; € Z. Aplikujme o,
na obé strany této kongruence. Dostavame o,w = Y ;¢ (mod p). Protoze je a; € Z,
plati Y a;¢P = S af¢? = (3 ()" (mod p). Tedy opw = w? (mod p), coz jsme méli
dokazat. O

Dusledek. Necht je P prvoidedl v Dy, obsahujici p, pak o,P = P.

Diikaz. Pro w € P mame o,(w) = wP? = 0 (mod P) a tedy 0,P C P. Protoze je 0,P
maximalni ideal, musi byt o, P = P. O

Véta 3.5.8. Necht je p prvocislo, p 4 m. Oznacme f 7ad p modulo m, tj. nejmensi prirozené
¢islo takové, e p’ =1 (mod m). Pak se (p) v okruhu celych algebraickyjch cisel télesa K,
rozkldda

(p) = PPy Py,

kde stuper inercie kaZdého P; je roven f a g = ¢(m)/f.
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Diikaz. Ptimo z toho, jak je definovano plyne, ze f je fad automorfismu o,.

Oznacime-li f; stupeti inercie prvoidealu P, mame p/t = |D,,/P;|. Protoze je D,,/P,
konetné téleso, plati w?* = w (mod P;) pro viechna w € D,, a f; je nejmensi &slo s touto
vlastnosti.

Podle dtsledku tvrzeni 3.5.5 je w = w?”’ (mod P;) pro vSechna w € D,,. Odsud f; < f.

Na druhou stranu Cf;lfl = ( (mod Py) implikuje Cﬁlfl = (;n podle tvrzeni 3.5.3. Odsud
pt=1 (mod m)a f < fi.

Vidime tedy, ze f = f; = stupen inercie P;; kazdy prvoideal P; méa tedy stupen inercie
roven f. 7Z tvrzeni 3.5.6 vime, Ze se zadny z prvoideali P;, 1 < i < g nevétvi. Pouzitim
vztahu efg = ¢(m) tak dostavame g = ¢p(m)/f. O

Dausledek. Se stejnym oznacéenim jako ve znéni predchozi véty necht P je jednim z P;.
Definujme G(P) = {0 € G|oP = P}. Plati, Ze G(P) je cyklickd grupa generovand auto-
morfismem o,.

Grupa G(P) se nazyva dekompoziéni grupa prvoidedlu P. Dekompozi¢ni grupu lze
ziejmé definovat i pro obecna Galoisova rozsiteni algebraickych ¢iselnych téles.

Dikaz. Z dusledku tvrzeni 3.5.7 vime, ze 0, € G(P). Necht (o,) je cyklickd podgrupa G
generovana o,. Pak (0,) C G(P). Podle tvrzeni 3.4.4 je g|G(P)| = ¢(m). Tedy |G(P)| =
¢(m)/g = f =|(0p)| a jsme hotovi. O

Véta 3.5.8 dava dostatecnou informaci o faktorizaci téch prvocisel, které nedéli m. Nyni
odvodime faktorizaci p v K.

Tvrzeni 3.5.9. Necht je | prvocislo. Pak plati, Ze se (1) v K zcela vétvi. Presnéji, necht
L = (1-¢). Pak je L prvoidedl v K; a (I) = L', pricemZ stuper inercie L je roven 1.

Diikaz. Stejnym zptisobem jako v ditkazu tvrzen 3.5.3 odvodime rovnost [ = | )}
Oznaéme u; = (1 = ()/(1—¢) =1+ G+ + -+ (" Ukdzeme, 7e u; je jednotka
okruhu celych algebraickych ¢isel v K. ProtoZe [ 1 i, musi existovat j € Z takové, ze ij = 1

(mod [). Tedy

ut = (= /=) = A=)/ A=) =1+ G+ @ e 7

je celé algebraické cislo, odkud plyne, ze u; je skutecné jednotka.

Po dosazeni méme | = Hi;i(l — ) =0-¢)"? Hi;i u; a tedy (1) = L'"!. Uzitim
vztahu efg = ¢(l) =1 — 1 dostavame, ze e = — 1, f = 1 a ¢ = 1. Proto je L skutecné
prvoideal stupné 1. O

Tvrzeni 3.5.10. Necht P je prvoidedl v K,,, a oznacme P NZ = pZ. Je-li p liché, pak se
P wvétvi pravé tehdy, kdyz plm. V pripadé p = 2 se P vétvi, pravé kdyz 4|m.

Diikaz. Z tvrzeni 3.5.6 vime, Ze pokud p 1 m, P se nevétvi.
Nejprve predpokladejme, ze p je liché a p|m. Pak K, C K,,. Ozna¢me D, a D,,, pfislusné
okruhy celych algebraickych ¢isel téles K, a K,,. Podle pfedchoziho tvrzeni je pD, =
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(1—¢,)Pt. Pisme (1—¢,)D,, = Py Py - - P, kde viechna P; jsou ne nutné rtizné prvoidedly
v D,,. Pak pD,, = (PP, --- P,)P~!. ProtoZe p—1 > 1, plyne odsud, Ze se v§echny prvoideély
délici (p) vétvi.

Nyni predpokladejme, ze p = 2. Pokud 2|m, ale 4 1 m, lze psat m = 2myg, kde my je
liché. V tomto pfipad€ je —(,,, primitivni m-t4 odmocnina z jednicky a tedy K, = K.
Protoze vSak 2t mg, dostavame z tvrzeni 3.5.6, Ze se P nevétvi.

Koneénd necht p = 2 a 4|m. Pak 4, = /—1 =i € K,,. Protoze (1—i)? = —2i, vidime, Ze
2D,, = ((1—1)D,,)?, odkud podobné jako v prvnim ptipadé plyne, Ze se viechny prvoidealy
délici (2) vétvi. O

vvvvvv

rozklada v télese Q(¢,, (m)-

Lemma 3.9. Necht m a n jsou prirozend nesoudélnd ¢isla. Pak Q((pm, Cr) = Q(Gun )-

Diikaz. Ziejmé plati Q(Gm, Cn) € Q(Cmn ), nebot ¢ = (, a (. = Gn-
Na druhou stranu, protoze (m,n) = 1, musi existovat celd ¢isla u, v takova, ze um+wvn =

L. Tedy Cmn = GunCmn = Sl € QGm, Cn)- m

Tvrzeni 3.5.11. Necht p je prvocislo, p t m. Oznaéme D,,, okruh celych algebraickych
cisel v K. Pak
pop = (P1P2 tr Pg)p_la

kde P; jsou rizné prvoidedly stupné f = ¢p(m)/g. Navic plati, Ze f je pravé vad p modulo
m.

Dikaz. Protoze K, C K,,;,, je index vétveni kazdého prvoidealu délictho (p) délitelny
(p—1). Tedy

PDpyp = (P1 Py - 'Pg’)e,(pil)a (%)

kde vSechny P; jsou po dvou rizné prvoidedly stupné [’ a ¢ € N.

Oznacme D,, okruh celych algebraickych ¢isel v K,,. Podle véty 3.5.8 se (p) v D,,
rozklada

po:PllPZI"'P_;a

kde P! jsou prvoidedly v D,, stupné f = ¢(m)/g a plati, ze f je fdd p modulo m.

Pro libovolny prvoideal ‘B v D, ktery déli P; plati P/ =B N D,,. Rozklady P; a P;
v Dy, pro i # j proto nemaji zadné spolecné prvoideély. Z (x) tedy plyne f' > fa ¢ > g.

Koneéné opét z () za pouziti lemmatu 3.9 postupné dostavame

o(m
(v = )om) = o) = €'(p— D'y > - 172,
odkud ¢ < 1. Tedy e = 1 u vSech zminénych nerovnosti nastava rovnost, tj. f/ = f a

¢' = g. Tim je dtukaz hotov. 0
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4 Gaussovy sumy

Tato kapitola uvadi pojem Gaussovych sum, které jsou dilezitou soucasti studia diofantic-
kych rovnic. V prvnim odstavci poskytneme nutné minimum z teorie charakterti, v dalsim
odstavci zadefinujeme Gaussovy sumy nad obecnym koneénym télesem. V posledni, nej-
rozsahlejsi, ¢asti se budeme vénovat faktorizaci vyznaénych Gaussovych sum v kruhovych
télesech. Tuto faktorizaci v dalsi kapitole vyuzijeme k ditkaztim anihilace grupy ttid ideali
¢iselnych abelovskych rozsireni.

Vysledky z teorie Gaussovych sum lze najit napf. v [3]. Odvozeni Stickelbergerovy relace
v odstavci 4.3 je vSak obecnéjsi, coz vyuzijeme v posledni kapitole.

4.1 Charaktery

V této a néasledujici sekci budeme pracovat s pevnym konecnym télesem; oznacme jej F.
Jeho charakteristiku ozna¢me p a pocet jeho prvki ¢ = p/.

Definice. Zobrazeni x z F* do C* nazveme multiplikativni charakter, pokud spliuje
x(ab) = x(a)x(b) pro vSechna a,b € F*,
neboli je to homomorfismus prislusnych multiplikativnich grup.

Specidlné zna¢ime e trividlni charakter, tj. charakter spliiujici e(a) = 1 pro vSechna
a €.

Nékdy je vhodné rozsifit defini¢ni obor charaktert na celé F. Pro x # ¢ definujeme
x(0) = 0. Pro ¢ definujeme ¢(0) = 1.

Nejprve uvedeme nékteré zakladni vlastnosti multiplikativnich charakteri.

Tvrzeni 4.1.1. Necht x je multiplikativni charakter a a € F*. Pak

x(1) = 1.
(b) (a) e (¢ — 1)-td odmocnina z jedné.
(¢) x(a™') = x(a)~! = x(a) (pruh zde znaci komplezni konjugaci).

(a) x(1) = x(1-1) = x(1)x(1). Odsud x(1) = 1, nebot x(1) # 0.

(b) x(a)?™ = x(a?™!) = x(1) = 1. Pouzili jsme fakt, ze ¢ — 1 je fad grupy F*.

() 1=x(1) = x(a""a) = x(a ")x(a). Tedy x(a)~' = x(a~!). Rovnost x(a)~" = x(a)
plyne z toho, Ze x(a) je komplexni ¢islo s absolutni hodnotou rovnou jedné.

=~ L
~—
—

0

Tvrzeni 4.1.2. Necht x je netrividlni multiplikativni charakter. Pak ), x(t) =0
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Diikaz. Necht a € F je takové, Zze x(a) # 1 (pokud by neexistovalo, znamenalo by to
X =¢). Ozna¢me T = Y, x(t). Pak

= x(a)x(t) = x(at) =

teF terF
odkud T' = 0. Posledni rovnost plyne z toho, ze pokud ¢ probiha [, probihéd i at celé F. [

Definice. Zobrazeni ¢ z F do C* nazveme aditivni charakter, pokud spliiuje
Y(a+b) = (a)(b) pro vSechna a,b € F.

Tentokrat jde tedy o homomorfismus z aditivni grupy F'.

Trividlnim aditivnim charakterem nazyvame konstantni zobrazeni ¢)(a) = 1 pro vSechna
a €l

Opét uvedeme nékteré vlastnosti aditivnich charaktert.

Tvrzeni 4.1.3. Necht ) je aditivni charakter a a € F. Pak

(a) ¥(0) =

(b) ¥(a) je p- ta odmocnina z jedné.

(¢) ¥(=a) =v(a)™" = ¥(a).
Dukaz. Dokéaze se analogicky jako v pfipadé multiplikativnich charakter. O

Tvrzeni 4.1.4. Je-li ¢ netrividini aditivni charakter. Pak ), x(t) = 0 a pro libovolné
z,y € F plati 37, p (t(x — y)) = 0(x,y)q, kde d(w,y) =1 prox =y a d(z,y) =0 jinak.

Dikaz. Podobné jako v pripadé multiplikativnich charakterti zvolme libovolné a € F ta-

kové, Ze Y(a) # 1 a oznacme T' = ), ¢ (t). Pak

)T =Y (a)p(t) =) vla+t)=T

telfr telF

nebot zifejmé a + t probihd celé F. ProtoZe 1(a) # 1, musi byt T' = 0.
Je-li # # y, mame z podobnych divodii ), ¢(t(x —y)) =T = 0. Pro 2 = y je soucet
roven ¢ - 1 = ¢. Tim je dikaz hotov. O

Jsou-li y a A multiplikativni charaktery, mtizeme zadefinovat jejich soucin jako zobrazeni
XA dané predpisem yA(a) = x(a)A(a) pro v8echna a € F*. Podobné muzeme definovat
zobrazeni y ! piedpisem y'(a) = x(a)~! pro viechna a € F*. Snadno se ovéii, ze takto
definovana zobrazeni jsou opét multiplikativni charaktery. Mnozina vSech multiplikativnich
charakteri tedy tvori grupu.

Podobné muzeme nalozit i s aditivnimi charaktery. Pro libovolné dva aditivni charak-
tery v, ¢ definujeme o(a) = ¢ (a)p(a) a p~(a) = ¢(a)"! pro vSechna a € F. Aditivni
charaktery tedy také tvori grupu. Mizeme proto pouzivat napi. oznaceni ¢, kde a € F,
znadici aditivni charakter definovany vztahem ¢*(t) = ¢ (at).
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4.2 (Gaussovy sumy

Definice. Nechf y je multiplikativni charakter na F a 1 je aditivni charakter na F. Gaus-
sovou sumou prislusnou charakterim y a v nazyvame ¢islo

¥) =Y x(®)u()

teF

Tvrzeni 4.2.1. Pro libovolny multiplikativni charakter x # ¢ a libovolny aditivni charakter
Y aa€F* platd

g(x; ") = x(a) 'g(x, ¥).

Diikaz.
g0G U =D xtv(t) =D x(t
teF teF
Y x(at)p(at) = x(a) tg(x, ¥)
teF
Posledni rovnost plyne opét z tivahy, ze pokud ¢ probiha F, probiha i at celé F. O

Tvrzeni 4.2.2. Je-li x netrividlnt multiplikationi charakter a 1 netrividlni aditivni cha-

rakter, pak |g(x, V)| = \/q.

Diikaz. Vyjadiime sumu ) x g(x, ¥*)g(x, ¥*) dvéma zpiisoby.

Je-lia # 0, je podle tvrzeni 4.2.2 g(x, ¥*) = x(a) 'g(x,¥) a g(x, ¥*) = x(a) tg(x, ¥) =
x(a)g(x, ). Celkem tedy g(x,9¥*)g(x,v*) = x(a)"'x(a)g(x,¥)9(x,¥) = [g(x,¥)|*
Pro @ = 0 méme podle tvrzeni 4.1.2 g(x,v) = 0. Celkovy soucet je tedy roven

> e 190G )P = (¢ = D]glx, )

Na druhou stranu
g061) 90610 =) 0> x(@)x () e(alz — y).

z€F yelF

Sectenim pies a € F dostaneme za pouziti tvrzeni 4.1.4

D 906 gty =)0 x(@)x®)d(x, y)a = (¢ — 1)g.

aclF zelF yelf

Porovnanim obou vysledkit dostavame (q — 1)|g(x, ¥)|?> = (¢ — 1)q odkud |g(x,¥)| =
NG

Tvrzeni 4.2.3. Necht x je netrividlni multiplikativni charakter a 1 je libovolny aditivni
charakter. Pak pro prislusnou Gaussovu sumu plati

g0 v) = x(=1)g(x ).
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Dikaz.
Z—W— =D x(OT(=t) = x(=1) > xTH(=t)(—t) = x(=Dg(x ),
nebot ¢ — —t je bijekce na F a x7'(—1) = y(—1) = £1. O

Tvrzeni 4.2.4. Necht x, \ jsou netrividlni multiplikativni charaktery takové, Ze x\ # ¢ a
Y jge libovolny netrivialni aditivni charakter. Pak c¢islo

g0 ¥)g(\, )
g(xA, 1)

je celé algebraicke a lezi v K, ;.

Diikaz. Jednoduchymi tpravami postupné dostavame

g06)g(A oY) = (Z X(x)1/;(x)> (Z A(W/}(?J)) =
= > @A) +y) =) ( > X@)A@)) b(b).

z,y€F teF \z+y=t
Prot = 0 je vyraz roven ) o X(2)A(—=2) = A(=1) >, cp XA(x) = 0 podle tvrzeni 4.1.2.
Pro t # 0 piSme z = tz’ a y = ty'. Po dosazeni mame

g06 g v) =) | ( > X)\(t)X(QTI))\(y')) Y(t) = glxh¢) Y x(@)AY).

telr ' +y'=1 4y’ =1

Viraz J(x, A) = 3,0, X(2)A(y) se nazyva Jacobiho suma a mé velky vyznam pii FeSeni
diofantickych rovnic. Ihned je vidét, ze J(x,\) € K, 1 a Ze je celé algebraické. Podle

tvrzeni 4.2.2 je g(x A, ¢) # 0 a tedy %EP;W = J(x, ). Tim je ditkaz hotov. O

4.3 Faktorizace Gaussovych sum v kruhovych télesech

V teto sekci odvodime faktorizaci specidlnich Gaussovych sum v kruhovych télesech. Od
pocatku zvolme pevné prirozené ¢islo m a oznac¢me D,, okruh celych algebraickych cisel
v télese K,;, = Q((n). Déle zvolme v D,, pevné prvoidedl P, ktery neobsahuje m. Nyni
zadefinujeme charaktery ptislusné prvoidealu P.

Ozna¢me PNZ = pZ, F = D,,/P, |F| = p/ = q. Pak na F definujeme multiplikativni
charakter xp takto: Pro libovolné ¢t € F* je xp(t) rovno takové m-té odmocniné z jedné,
Ze plati
lg=1)/m

xp(t) = )
kde xp(t) je zbytkova tfida pfislusnd xp(t) v D,,/P. Obvyklym zpisobem pak dodefinu-

jeme yp(0) = 0.
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Musime ukézat, ze pfedepsand m-t4 odmocnina z jedné existuje. VSechny prvky z F'*
spliiuji rovnici 97! — 1 = 0. Z tvrzeni 3.5.3 vime, Ze m|q — 1 a tedy

=

m—

1=0

Podle tvrzeni 3.5.3 téZ vime, zZe je tato m-t4 odmocnina z jedné urcena jednoznacné.
Zbyva oveérit, ze je x p skutecné multiplikativni charakter; to je vSak snadné. Poznamenejme
jesté, ze yp ma jakozto prvek grupy multiplikativnich charakterd fad m. Skutecné, je-li g
prvek F* fadu ¢ — 1, je xp(g) Fadu m.

Aditivni charakter prislusny prvoidealu P definujeme pro libovolné ¢ € F' vztahem

wp(t) = 0

kde tr : F — Z/pZ je zobrazeni stopy, tj. tr(t) =t +? +--- + ' "
Nyni jiz miizeme pro libovolné a € Z, m t a definovat Gaussovu sumu g,(P) =
9" p) = Yiep Xp' (t)Yp(t). Déle oznacme o (P) = go(P)™

Tvrzeni 4.3.1. Pro libovolné celé ¢islo a, m 1 a plati

(a) 9a(P) € Dmp
(b) | aL(P)I2
(c) @u(P) €

Dukaz.

(a) xp(t)™™ € Dy, C Dy a p(t) € Dy C Dy

(b) xp je fadu m, proto je x% netrivialni. Stopa neni identicky nulova a tedy ¢p je téz
netrivialni. Vysledek plyne piimo z tvrzeni 4.2.2.

(c) Libovolny prvek o, € Gal(K,,,/Ky) spliuje 0.(¢rn) = Gn a tedy ¢ = 1 (mod m).
Pfipomenme, Ze podle sekce 3.5 je (¢, mp) = 1, odkud (¢, p) = 1. Pro libovolné ¢t € F
tedy plati x5%(t)7 = xp*(t) a ¥p(t)? = Yp(t)¢ = Yp(ct). Celkové méame

)7 =3\ () (et) = x6(@)ga(P),

teFr

kde ¢ je zbytkova tiida pfislusna ¢ v D,,/P (zfejmé ¢ # 0).
Po umocnéni na m-tou dostavame ®,(P)% = ®,(P) odkud ®,(P) € K,,.

O

V dalsim budeme zkoumat faktorizaci ¢,(P). Nejprve uvedeme tfi pomocnd tvrzeni,
ktera pouzijeme pozdéji.

Lemma 4.1. Necht p > 1 je prirozené ¢islo. Pak lze kaZdé kladné celé ¢islo a psdt jedno-
znaéné ve tvaru a =y ., a;p', kde 0 < a; < p.
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Diikaz. Ziejmé existuje jediné nezdporné celé n s vlastnosti p* < a < p"™!. Miizeme tedy

psat a = a,p" + 7, kde 0 < r < p". Jist8 je a, mensi nez p (jinak by bylo a > p"™1).
Tento proces miizeme opakovat pro r namisto a; po konecném poctu krokit dostaneme
pozadovany tvar.

Zbyva dokazat jednoznacnost. Necht Y a;p' = Y bp', kde 0 < a;,b; < p. Sporem
predpokladejme, ze tato vyjadieni nejsou shodna. Vezméme nejmensi takové k, pro které
ay # by,. Protoze 0 < |aj, — by| < p, plati p 1 (ax — bi), odkud p*T1t (3" a;p® — S bip') = 0.
Spor. O

Definice. Necht ¢ = pf Pro 0 < a < g — 1 piSme a = ZZ 0 Yaipi, kde 0 < a; < p a
definujeme S(a) = Zf o @;- Pro libovolné kladné celé a definujeme S(a) = S(r), kdea =r
(mod g —1),0<r<q—1.

Definice. Pro libovolné redlné ¢islo x definujeme, jeho celou édst [z] jako to jediné celé
¢islo, které spliiuje 0 < x —[z] < 1. Necelou édst z ¢isla x, znaceno (x), definujeme vztahem

(x)y =2 — [z].

Lemma 4.2. Pro libovolné celé cislo a plati

S =1 fi<q—1>

1=

Diikaz. Obé strany rovnosti se nezméni pri¢tenim libovolného nasobku (¢—1) k a. Mizeme
tedy predpokladat 0 < a < q—1.

Pisme a = ag + a1p+ - + ay_1p/™!, kde 0 < a; < p. Uvazime-li, Ze p/ = ¢ = 1
(mod ¢ — 1), dostavame

a = atap+--+a_p’!
pa = ap1+ap+---+apop’t (mod ¢ — 1)
pPa = apo+apap+---+apgp’™t (mod g—1)

atd.

Pravé strany téchto kongruenci jsou mensi nez ¢ — 1, proto je (p‘a/(q — 1)) rovno pravé
strané i-té kongruence podélené ¢ — 1. Celkem tedy

f-1 i
S () = s@ s = S@)p- 1)

qg—1 qg—1
coz jsme chtéli dokazat. O
_9 _ _
Lemma 4.3. 7" S(a) = W
Dikaz. PiSme znovu a = ag + a1p + -+ + af_lpffl, kde 0 < a; < p. Uvazme navic, zZe
¢—1=@p-D+@-p+-+@-1)p/ " Odsudg—1—-a=(p—1-a)+(p—-1-
a)p+--+(p—1—a;1)p’" atedy
S(a)+S(g—1—a) = f(p—1)
Sectenim pies a od 1 do ¢ — 2 dostaneme 2 - 3272 S(a) = f(p — 1)(q¢ — 2). O
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Gaussova suma g,(P) je prvkem télesa K,,,. Odvozeni faktorizace ®,(P) vSak vyzaduje
praci ve vétsim télese K (4 1),. Vyhodou je, ze muzeme pouzivat (¢ — 1)-té odmocniny
z jedné. S pribyvajicim poctem téles je vSak tfeba zvySené opatrnosti na to, v jakém
télese se pravé pohybujeme. Nasledujici diagram osvétluje situaci a bude uzite¢ny v dalsich
uvahéach.

ﬂo C Dg-1p = D-1p/9
B C Dy — Dyt /B
]|3 C |Dm — |Dm/P
(1|9) - |Z — |Z/pZ

V tomto diagramu jsou (p), P, P a p prvoidedly pfislusnych okruhu celych ¢isel. Pri-
pominame, Ze p { m, f je f4d p modulo m, tedy p/ = 1 (mod m) a ¢ = p’. Dale oznacme
Ay =1-¢,.

Lemma 4.4.

(1) ord,(pDg-1)p)) =p — 1
(2) ord,(ApDg-1)p) =1
(3) ord,(P) =p —

Dikaz.

(1) Protoze g lezi nad p, musi byt obsazeno v rozkladu pD_1y,. Z tvrzeni 3.5.11 (m
nahrazeno ¢ — 1) mame piimo ord,,(pD—1y,) = p — 1.

(2) Podle téhoz tvrzeni a tvrzeni 3.5.9 je pD—1)p = (pDp)Dg-1)p = X' Dig_r)p =
(p1---9n)? ', kde napt. p; = p. Je tedy A\yDiy1), = (91 pn). Odsud méme
ordy(Ap Dig-1)p) = 1.

(3) Podle véty 3.5.8 a tvrzeni 3.5.11 mame rovnosti PPy--- P, - Dg_1p = pDg-1p =
(pp2 - -+ pn)P~t, kde prvoidedly v obou rozkladech jsou rtzné a P, Ps,..., P, jsou
po dvou nesoudélné. Musi tedy platit PDg_1), = ©oP~! odkud piimo dostédvame
ord,(P) =p— 1.

O

Lemma 4.5. Zobrazeni 7 : D,,/P — D,_1/B dané pro libovolné o € D,, predpisem
T(a+ P) = a+ P je izomorfismus D,,/P = D, /B.

Diikaz. Ziejmé je 7 dobfe definovany homomorfismus téles nebot P|P. Jsou-li o, 5 € D,,
takova, ze « = 3 (mod P), jea — f € PN D,, = P a tedy a = f (mod P), ¢im jsme
dokazali, ze je 7 prosté. K dikazu surjektivity staci vzhledem ke konecnosti obou téles
ovéfit, ze maji stejny podet prvki. Podle véty 3.5.8 je |D,_1/B| = p/’, kde f' je nejmensi
kladné celé &slo takové, ze pf' = 1 (mod g — 1). Protoze ¢ = p/, jisté plati i p/ = 1
(mod ¢ — 1) a tedy f' < f, odkud f' = f. Celkov¢ |D, 1/%B| =p/ =|D,,/P|. O
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Miuzeme tedy ztotoznit zbytkovou tf¥idu pfislusnou « v D,,/P a tiidu pfislusnou «
v D,_1/PB. Protoze nemize dojit k dvojznacnosti, budeme obé t¥idy znacit a.
Na § = D,_1/B nyni zadefinujeme multiplikativni charakter yq podobné jako v télese

K, tj. pro libovolné ¢ € § je xyp(t) takova (¢ — 1)-t4 odmocnina z jedné, ze plati xq(t) =t
(pruh zde znaéi pfislusnou zbytkovou tfidu v D, /B).

Lemma 4.6. Pro a € D,, plati xp(@) /™ = yp(@).

Dikaz. Plati xp(@) = a (mod P) a xp(@) = al@=V/™ (mod P). Podobné jako v dii-
kazu lemmatu 4.5 vime, ze v D,, jsou kongruence modulo P a modulo P ekvivalentni.
Umocnime-li prvni zminénou na %1, dostavame

qu(a)(q—1>/m = yp(a@) (mod P).

Obé strany jsou vSak m-tymi odmocninami z jedné; zbytkové t¥idy riznych m-tych od-
mocniny z jedné jsou podle tvrzeni 3.5.3 rtizné. Kongruence tedy prechézi v rovnost. [

Lemma 4.7. Pro libovolne cel€ cislo i plati X‘B(E) = C;q-

Dikaz. Vyrazy jsou kongruentni modulo P a oba jsou (¢ — 1)-tymi odmocninami z jedné.
Musi se tedy rovnat. O

Definice. Nechf a je celé ¢islo. Na § = D, /P definujeme g, = g(xg",¢¥p) =
D teg X (D) ().

Uvéazime-li, ze pro libovolné o € D,, je (@) = ¢p(@), pomoci lemmatu 4.6 dostavame,
ze go(P) = ga(g—1)/m-

Véta 4.3.2. Pro1<a < q—1 jeord,(g,) = S(a).
Dikaz. Nejprve dokazeme, ze ord,(g1) = 1. Podle definice je
g = _x() ¢,
te§

Pomoci lemmatu 4.7 a tvrzeni 3.5.3 tuto sumu pievedeme na sumu pies mocniny (, 1.
Necht m; je kladné celé ¢islo takové, ze

C;nl = C;Y(QZ*l)‘

Piipomenme, zZe ¢, = 1 — \,. Pak

Pomoci binomické véty dostavame (1 — A\,)™ = (1 —m;\,) (mod p?) a tedy

)
g = — ( micqi1> N, (mod p?).

0
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Nyni m;A, = (-, + Pt Cg:li))\p (mod ?). Po dosazeni

q—1
q—2
i : r-1;
g1 = — Zcq—z1( g—1 T Cén—1 et Cé’_l DA, (mod p?).
i=0
Soucet g;g Cq(’ijfl)i jeproj=1,2,..., f—1roven nule a pro j = 0 je roven ¢ — 1. Jelikoz

je ¢ =p’ =0 (mod p), celkové dostavame
g1 =), (mod p?).
Z lemmatu 4.4 ¢asti (2) vidime, ze \, € g, ale A, € p*. Musi tedy byt ord,(g;) = 1.
Ozna¢me nyni s(a) = ord,(g,). Uvedeme nékolik vlastnosti funkce s(a).
s(a+b) < s(a) + s(b) za predpokladu 1 < a,b,a +b < g — 1. (1)

Je jednoduchou aplikaci tvrzeni 4.2.4

s(a+0b) =s(a) + s(b) (modp—1) (2)

S ohledem na tvrzeni 4.2.4 sta¢i ukazat, ze ord,, J(xy", Xq}b) je délitelné p — 1. To vSak
plyne ze tieti ¢asti lemmatu 4.4 nebot opét podle tvrzeni 4.2.4 lezi .J (X‘;‘, Xq}l’) v D, ;.

s(pa) = s(a) (3)

Bpa = Dy Xp(B)TPU(t) = Yo c5 X(TP) T (tP). Pouzili jsme vztah tr(t) = tr(¢?), jehoz
platnost 1ze snadno ovétit z definice stopy. Zobrazeni ¢t — tP je bijekce télesa § (slozenim
se zobrazenim t — ' ziskdme identitu), proto gy, = go a s(pa) = s(a).

Na zac¢atku dikazu jsme ukdzali, ze s(1) = 1. Uzitim (1) a (2) dostaneme, Ze s(a) = a
prol <a <p.Proamezilaq—1piSmea=ag+ap+-- -—|—af_1pf*1,0 < a; < p. Uzitim
(1) a (3) dostavame
-1
s(a) < ) s(ap’) =) s(a;) =) a;=5(a)

~
T
—
T
—

<
Il
o
<
Il
o
<
Il
o

Méame tedy s(a) < S(a) pro vSechna uvazovand a. K diikazu celého tvrzeni jiz staci (s ohle-
dem na lemma 4.3) ukazat, ze

flp=1)(g-2)
Zs(a) = 5

L]

a=1
Podle tvrzeni 4.2.3 2 4.2.2 je gu8y- 10 = 8a8-a = Xp(—1)% = x3(—1)%/. Aplikujeme-
li ord,,, za pomoci lemmatu 4.4 dostavame
S(a)+5(g—1—a) = f(p—1)
Sedtenim pies a jdouci od 1 po ¢ — 2 dostavame 7% s(a) = 3.9-2 S(a) a tedy s(a) =

a=1

S(a) pro 1 <a < q—1, coz jsme méli dokézat. O
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Dusledek. Pro libovolné cel€ ¢islo a, m 1 a plati ordp(P,(P)) = I%S(a%l)

Dikaz. Obé strany se nezméni, pricteme-li k a libovolny nasobek ¢isla m, mizeme tedy
predpokladat, ze 1 < a < m. Z lemmatu 4.4, ¢asti (3) plyne (p — 1) Ordp((I) (P)) =
ord, (®,(P)). Vime viak také, ze ordy,(®,(P)) = mord,(g.(P)) = mS(a’t) (posledni
rovnost plyne z pfedchozi véty, nebot g,(P) = ga(g—1)/m)- O

Tento disledek je prvnim krokem k pozadovanému rozkladu (®,(P)) na prvoideély
v D,,.

Nyni, protoze je podle tvrzeni 4.2.2 ®,(P)®,(P) = ¢™ = p/™, plati, ze vSechny prvo-
idedly z D,, vyskytujici se v rozkladu (®,(P)) déli (p). Je-li P’ jiny prvoidedl obsahujici

p, podle tvrzeni 3.4.4 existuje automorﬁsmus o, € Gal(K,,/Q) takovy, ze P' = P° . Pro
1<t<m,(t,m)=1 oznacme P, = poi.

Lemma 4.8. Pro libovolné celé ¢islo a, m 1 a plati ordp,(P,(P)) = Z%S(at%)
Diikaz. Aplikaci oy mame

ordp, (®,(P)) = ordp(P,(P)%).

Protoze je (m,p) = 1, existuje celé ¢islo ¢’ tak, ze ' =t (mod m) a ' =1 (mod p). Pak

Py = (Zx )) = xp(r)™p(r) = g (P),

rekF reF

odkud méme ®,(P)% = &,(P)7" = &, (P) a tedy podle predchoziho diisledku

ordp(®,(P)%) = ordp(P.(P)) = ]%S (at %) .
U

Definice. Necht G je konefna abelovskd multiplikativni grupa a R komutativni okruh.
Mnozinu v8ech vyrazi g9eG %99, nazyvame grupovy okruh grupy G s koeficienty v R a
zna¢ime jej R[G]. Okruhové operace definujeme nasledovné

Z agg + Z beg = Z(ag +by)g

gelG gelG gelG
D agg D by = cyg,
9eG geG 9eG

kde ¢, =) Fheg Ofbn- Snadno se ovéri, ze jde opravdu o komutativni okruh.
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Oznacme G = Gal(K,,/Q). Prvky grupového okruhu Q[G] jsou tedy tvaru
0 = Z (0.
<

Prestoze jsou tyto soucty formalni, pfirozené definujeme akci # na libovolném o € K,
predpisem
aa _ azaeGaf’U _ H(aa)ao.
oeG

Definice. Pro libovolnd m € N a a € Z definujeme 6,,(a) jako prvek grupového okruhu

Q|[G] predpisem
Om(a) = Z <%>Ut_1a

(t,m)=1

kde s¢itdme pies vSechna t € Z, 1 < t < n. Prvek 0,,(a) nazyvame Stickelbergeriv prvek.

Véta 4.3.3 (Stickelbergerova relace). Necht P je prvoideal v D,,, ktery neobsahuje m
a a je celé ¢islo m 1 a. Pak

(@u(P)) = P00
Diikaz. Ptipomenme, ze
G = (o[l <i<m,(i,m)=1}
G(P) ={o € G|P” = P} = (o)
(podle disledku véty 3.5.8).

Necht jsou P”':ll, P"t;l, ..., P vSechny rizné prvoidedly v D,, délici (p). Pak jsou
0;1, . .,at_gl pravé zastupci riznych t¥id G/G(P) a tedy ti,...,t, spadaji do riznych
zbytkovych tiid v (Z/mZ)*/{p). Odsud plyne, Ze pro kazdé t € Z, 1 <t < m, (t,m) =1
existuji 1 <i < ga0<j<f—1takova, ze t = t;p’. Tato 4, jsou navic jednoznac¢né
uréena.

Plati tedy (®,(P)) = P, kde (podle lemmatu 4.8)

g
m g—1\ _
N = — E S <ati T) Util'

p—=13

S pouzitim lemmatu 4.2 dale dostavame

g f-1 i
at;p’
"=m E Vo, L
Y : - m t;

9 1 atipi 11 at\ 4
7zmzz< i >a oH=m Y <%>at |
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Stickelbergerova relace je zékladnim stavebnim kamenem pro dikaz anihilace grupy
t¥id ideald kruhovych téles Stickelbergerovym idedlem, jak uvidime v nasledujici kapitole.
Poznamenejme jen, Ze je také uzite¢na pii studiu zdkoni reciprocity (viz. napf. [3] nebo

[5])-



5. STICKELBERGERUV IDEAL 41

5 Stickelbergeriv ideal

V této, posledni kapitole zavedeme Stickelbergeriv ideal a jeho rozsitenou verzi definova-
nou Sinnottem v [8]. Ukdzeme, Ze libovolny prvek Stickelbergerova idealu anihiluje grupu
tfid idealtl abelovskych rozsiteni racionalnich ¢isel. Kapitolu zakon¢ime ilustrativnim pii-
kladem. Stickelbergertv ideal v ptivodnim tvaru uvadime z historickych diavodi a téz pro
srovnani s jeho rozsirenou verzi.

K dikaztim anihilace je zapotiebi tzv. Cebotarevova véta o hustoté, presnéji feceno,
jeji dusledek, ktery zformulujeme bez ditkazu. Podrobnéjsi informace lze nalézt napt. v [2].

Tvrzeni 5.0.4. Necht k/Q je abelovské rozsitent téles. Pak existuje v kazdé tridé grupy tiid
1dedlt nekonecné mnoho prvoidedli, které se v okruhu celych cisel telesa k zcela rozkladayi,
t3. jejich stupen inercie a index vétvent jsou rovny jedne.

Protoze existuje vzdy jen konecné mnoho prvoideald obsahujicich pfedem zvolené ¢islo
n € N, mizeme navic predpokladat, ze v kazdé tfidé existuje nekonecné mnoho prvoidedli,
které se zcela rozkladaji a které neobsahuji n.

5.1 Stickelbergeruv ideal

V prvnim odstavci se budeme zabyvat Stickelbergerovym idedlem, ktery je definovan napf.
v [3] nebo v [9], a ukdZeme, Ze anihiluje grupu t¥id ideald v kruhovych télesech.

Zvolme opét pevné pfirozené ¢islo m > 1. Pfipomenime oznaceni K,, = Q((y), D =
okruh celych algebraickych ¢isel v K,,, G = Gal(K,,/Q). V souladu s odstavcem 4.3

oznacme .
0=0,(1)= — Vot
W= % (&)

(tym)=1

kde t probihéa cela ¢isla v intervalu 1,...,m — 1 nesoudélna s m.

Definice. V grupovém okruhu Z[G] definujeme idedl I vztahem
I = 0Z|G] N Z[G]
a nazyvame jej Stickelbergeriv ideal.

S vyuzitim faktorizace Gaussovych sum v kruhovych télesech odvozené v pfedchozi
kapitole je diikkaz anihilace relativné snadny.
V Z|G|] definujme idedl J = (b — op|m € Z,(b,m) = 1), tj. idedl generovany vyrazy
b — o0p. Ideél J je generovan prvky b — o, pro b € Z, (b,m) = 1 jiz jako Z-modul. To plyne
z identity
oe(b—op) = bo. — ope = (be — ope) — b(c — o).

Poznamenejme, ze m € J, nebot m = ((b+ m) — opym) — (b — op).

Lemma 5.1. I =0J.
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Diikaz. Nejprve dokazeme inkluzi #.J C I. Staci ziejmé ukézat, ze pro libovolné b € Z,
(bym) =1 lezi (b— 03,)0 v Z[G].

o) = LAWSE RAAS
(b ab)H—(tm):1b<m>at 2::1<m>at Ob

Je vidét, Ze koeficienty u vsech o, ' jsou celo¢iselné.
Naopak, necht 3 =3",  _, bior € Z[G] je takové, ze 6 € Z[G]. Pak

| 3w | <m> -z bt< >w

(t,m) (s,m)=1 =1 (s,m)

Necht 1 < ¢ <m —1 je takové, ze s = ¢t (mod m). Po dosazeni mame

= T % n{g et

(e;m)=1 (t,m)=

Automorfismy o, jsou po dvou rtizné. Ma-li mit 36 celociselné koeficienty, musi byt zejména
koeficient u identity (') celo¢iselny. Tedy > (tm)=1 bi(L) € Z neboli > tmy=1 tbe = 0
(mod m).

PiSme nyni

Bo=| Y bo|0=—| > blt—o) |0+ D th]o.

(t,m)=1 (t,m)=1 (tym)=1
Prvni suma lezi v J a druha suma je nasobkem m, proto téz lezi v J. O

Lemma 5.2. Necht P je prvoidedl v Dy,, ktery neobsahuje m a g(P) = ¢1(P) je Gaussova
suma definovand v odstavci 4.3. Ddle necht b je celé ¢islo nesoudélné s pm. Pak g(P)*~% €
K,,.

Diikaz. Podobné jako v diikazu tvrzeni 4.3.1 (c) vezméme libovolny automorfismus o, €
Gal(Kpnp/Ky). Vime, ze g(P)% = xp(¢)g(P). Protoze xp je m-t4 odmocnina z jedné, je
Xp = X7, odkud plyne (g(P)*~7)% = g(P)"~". O

Véta 5.1.1. Stickelbergeriv ideal anihiluje grupu trid idealu D,,. Jinak veceno, je-li f € J
a A libovolngj idedl v D,,, je idedl A%® hlavni.
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Diikaz. Podle diisledku Cebotarevovy véty o hustoté existuje v kazdé tiidé idealt prvoideal,
ktery neobsahuje m. Staci tedy dokézat tvrzeni pro prvoidedly P neobsahujici m. Necht b
je nesoudélné s m. Muzeme predpokladat, ze (b, pm) = 1, nebot kdyby bylo p|b, vezmeme
b’ = b+ m (ze Stickelbergerovy relace plyne, Ze je idedl P™ hlavni). Ozna¢me 3 = b — o,
Ze Stickelbergerovy relace téz plyne, zZe

P = (@(P)’) = (g(P)").

Podle lemmatu 5.2 lezi g(P)’ € K,,, proto miizeme diky jednoznac¢né faktorizaci psit
PP = (g(P)P), coz je hlavni idedl. Jsou-li a, 3 € I, snadno se vidi, ze

Pl = (g(P)*H),

¢imz je dtikaz hotov, nebot libovolny prvek z .J je souc¢tem koneéné mmnoha prvkil tvaru
:i:(b - O'b). U

Na zavér poznamenejme, ze lze snadno rozsitit definici Stickelbergerova idealu i na
obecna abelovska télesa k. Oznacme m konduktor télesa k. Pak lze restrikci automorfismii
z Gal(K,,/Q) na Gal(k/Q) rozsitit na homomorfismus pfislusnych grupovych okruhii (viz.
téz nasledujici odstavec) a definovat Stickelbergeriv prvek ' jako restrikci 6. Stickelberge-
ruv ideél pak zavadime pfirozené vztahem S = 0'Z[G| N Z|G], kde G = Gal(k/Q). Dikaz
anihilace grupy tiid ideald 1ze snadno odvodit z vlastnosti restrikce.

5.2 Rozsitfeny Stickelbergeriv ideal

V tomto odstavci zadefinujeme rozsiteny Stickelbergertiv idedl, jak jej definoval Sinnott
v [8]. UkdZeme, jak lze definovat Stickelbergerovy prvky v libovolném abelovském rozsifeni
a samoziejmé opét dokazeme, ze i tento obecné vétsi Stickelbergeriiv idedl anihiluje grupu
tid idealu.

Nechf L je abelovské téleso a M je jeho podtéleso. Oznaéme Ry = Z[Gal(L/Q)], Ry =
Z|Gal(M/Q)]. Restrikce automorfismit L do M indukuje zobrazeni

resp /v Rp — Ry

Snadno se vidi, Ze je toto zobrazeni homomorfismus okruhi. Dale budeme potiebovat
zobrazeni korestrikce
corp/v : Ry — Ry

definované pro libovolné o € Gal(M/Q) vztahem
corpm(o) = Z T,
T|p=0

kde s¢itdme pres vSechny automorfismy 7 € Gal(L/Q), jejichz restrikce na M je rovna o.
Jinak Teceno, je-li 7 € Gal(L/Q) a o € Gal(M/Q) takové, Ze o = resy T, plati

corpm(o) =17 - Z p-

pEGal(L/M)
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Poznamenejme, ze korestrikce je pouze homomorfismem aditivnich grup.
Pro libovolné automorfismy a € Gal(M/Q), 8 € Gal(L/Q) plati nasledujici vztahy

cory, /(o - resy v ) = corpm(a) - B.
Oznacme o' € Gal(L/Q) libovolny automorfismus, jehoZz restrikce na M je «. Pak je leva
strana identity rovna o/ , P & pravd strana rovna o'y , P 3, kde obé sumy jdou ptes
vSechny automorfismy p € Gal(L/M).
Déle plati identity

resy /v (corp () = |Hla
cory, /v (respm(B)) = s(H)B

kde H = Gal(L/M), s(H) =), .y 0. Oba vztahy plynou pfimo z definice.

V nésledujicich tvahach se budeme pohybovat v nékolika télesech. Pro piehlednost
zavedeme néasledujici oznaceni. V centru pozornosti bude abelovské téleso k s konduktorem
m. Kruhova télesa budeme znacit stejné jako v predchozim textu K, navic oznacime
k, = K, N k. Prislusné Galoisovy grupy oznac¢ime G = Gal(k/Q) a G,, = Gal(K,/Q). Pro
automorfismy budeme pouzivat tzv. Artiniv symbol (¢, K). Pro libovolné ¢t € Z, n € N,
(t,n) = 1 automorfismus (¢, K,,) zobrazuje (, na ¢! a pro libovolné ¢t € Z, (t,m) = 1
automorfismem (¢, k) rozumime restrikci automorfismu (¢, K,,,) na téleso k.

Vsechna rozsifeni, se kterymi budeme pracovat jsou abelovska, nebot jsou vzdy podté-
lesy kruhovych rozsiteni QQ, ktera jsou abelovska.

Definice. Pripomenme, Ze pro libovolna n € N a a € Z definujeme Stickelbergeriv prvek

0,(a) € QG,] vztahem
On(a) = Z <%t>(thn)_1

(t,;n)=1

Pomoci restrikce a korestrikce preneseme tento prvek do télesa k. Oznacme

0, (a) = cory i, resk, /i, (Bn(a)).

Ziejmé je 0 (a) prvkem Q[G]. Ozna¢me S’ abelovskou grupu v Q[G] generovanou prvky
0! (a) pro vSechna n € N, a € Z. Grupa S’ je dokonce modul nad Z|G], coz plyne ze vztahu

(t, K )0n () = 0 (at)
pro (t,n) = 1, coz implikuje
(t, kn) resk, /b, On(a) = ek, /i, On(at)
pro (t,mn) =1, odkud
(t, k)0, (a) = coryy, ((t, kn) resk, /i, On(a)) = 0, (at)

pro (t,mn) = 1.
Stickelbergeriv idedl S ptislusny télesu k definujeme jako prunik S = S’ N Z[G].
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Véta 5.2.1. Stickelbergeruv idedl S anihiluje grupu trid idedli. Jinymi slovy, je-li 6 libo-
volng prvek S a a libovolny idedl v k, je a’ hlavni idedl.

Dtikaz této véty obsahne zbytek odstavce. Nejprve opét odvodime nékteré vlastnosti
vyznac¢nych Gaussovych sum.

Necht n € N, B je prvoidedl z K, nedélici n. V souladu s odstavcem 4.3 definujeme na
télese F' = D, /B multiplikativni charakter xgp; je tedy splnéna kongruence

xp() =tV (mod P), te D tgP (1)

kde @@ = NP = |F| je absolutni norma prvoidealu ‘B. i
Stejnym zpisobem pak definujeme na F' aditivni charakter ¢(t) = C;,r(t) a Gaussovu
sumu

gn(a,B) = 9a(PB) = 9(x3", ¥p)- (2)

Je-li o automorfismus z Gal(K,,/K,,), mizeme psat o = (¢, K,,), kde t € Z, (t,p) =1 a
t =1 (mod n). V diikazu tvrzeni 4.3.1 (c) jsme odvodili mimo jiné, ze

9n(a,P)” = xx(£)"gn(a, B). (3)
Déle vime, ze g,(a, B)" lezi v K, a (gn(a,B)") se v K,, rozklada
(9a(a, B)") = P @ (4)

Zkoumejme nyni, jak se na g¢,(a,P) chovaji automorfismy, které fixuji K,. Necht je o
libovolny automorfismus z Gal(K,,/K,). Protoze K, N K, = Q a K,K, = K,,, je
Gal(K,,/K,) = Gal(K,/Q) a tedy existuje ¢ nesoudélné s n takové, ze o|k, = (t, K,).
Ztejmé je t urceno jednoznac¢né modulo n.

S timto oznacenim mizeme psat

gn(av ‘B)g = gn(aa ‘Bg) = gn(ata ‘13) (5)

Plati totiz gn(a, PB)” = > ,cp(xp(@) ") Up(@)” = 3, cp Xp(2) () = gnlat,B). Déle
ozna¢me ' = D,, /PB7 a tr’ zobrazeni stopy v télese F'. Pak je o izomorfismus téles F' — F".
Necht o € D,, je takové, ze @ = = € F. Pak plati

1

Q-1
xp(z) =a ™  (mod P). (%)
Aplikaci o na (%) dostaneme

Q-1

(xp(2))” = (%) = (mod P7).

Substituci P = P7, x = 27 do (*) ziskdme

Q-1

Il
—~

Q
q
SN—

3

X (27) = (mod 7).
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Odsud xgpe(27) = (xgp(x))?, nebot jsou obé strany n-té odmocniny z jedné, a proto kon-
gruence prechazi v rovnost.
Téz mtzeme odvodit

oo (27) = (777 = (7 = (P = o (),

nebot stopa lezi v Z/pZ.
Celkem tedy

(@, B7) =D xpr (1) e () = > xgpe (27) Uy (27) =D (X)) ()

yeF’ el el

= Gn (Clt, 33) :

Pokud zvolime a a n pevné, mizeme se na g,(a,P) divat jako na funkci prvoidedla K,,
které nedéli n. Mizeme ji tedy multiplikativné rozsitit na obecné idedly nesoudélné s n.

Necht p je prvoidedl naseho abelovského télesa k, ktery nedéli n. Pak Ny, p je idedl
télesa k, = kN K,, tedy i idedl télesa K,,. Definujme

Q;L(aa p) = gn(aa Nk/knp)' (6)

Nyni uvedeme nékolik vlastnosti g}, (a, p), které vesmés plynou z piedchozich vlastnosti

gn(a,p).

Zacneme s tim, ze g, (a,p) lezi v k,K,, kde p je prvocislo obsazené v p. Skutecné,
g, (a,p) ziejmé lezi v K, nebot vSechny prvoideély K, délici Ny i, p obsahuji p. Libovolny
automorfismus o € Gal(K,,/k,K,) vSak fixuje Ny, p a tedy i g;(a,p).

Déle ukazeme, ze g, (a,p)" lezi v k,, a jako prvek k& ma rozklad

(9n(a,p)") = p"n(®). (7)

Skute¢né ptimo z definice plyne, Ze g, (a,p)" lezi v K, proto lezi i v k, K, N K, = k.
Pro strucnost ozna¢me v = g/ (a,p)", v € k,. Jako prvek K, se v rozklada

(v) = (Nk/knp)nan(a)'

V k, méa tedy rozklad
(7) = (Nij, p)esnsin 200 (@),

Konecné v k se v rozklada

(,y) _ (p)cork/kn TeSK,, /ky N0n(a) _ pﬂg(a),

coz jsme chtéli.

Lemma 5.3. Necht jsoun > 1, a celd ¢isla a necht p je prvocislo, které nedéli n. Ddle
necht p je prvoidedl v k obsahujici p. Pak cislo g, (a,p) definované vztahem (6) leZi v k, K,
a jeho n-ta mocnina leZi v k,,. Faktorizace g, (a,p) v k je dina vztahem (7).
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Necht o € Gal(kK,/k). Pak

gn(a,p)’ = Cg,(a,p),

kde ¢ je odmocnina z jedné lezici v k a je urcena ndsledujicimi podminkami. Necht t je
celé cislo, pro které plati

=

(t je urceno jednoznacné modulo p). Dale necht v, je celé ¢islo takové, Ze

Nk, i (Gn) = G

(v, je jednoznacéné uréeno modulo n). Pak ( je takovd odmocnina z jedné v k, jejiz vdd
nent délitelny p a ktera splnuje kongruenci

¢ ==/t (mod p), (8)
kde ¢ = Np je absolutni norma prvoidedlu p.

Diikaz. Prvni ¢ast lemmatu byla diskutovana v predchozich ivahach. Zbyvaji ovérit vlast-
nosti (.

Nejprve ukdzeme jednoznac¢nost volby (. Plati (" =1 (mod p), odkud ¢ = (£, nebot ¢
nema 7ad délitelny p. Jsou-li tedy ¢, (" dvé n-té odmocniny z jedné z k, takové, ze ( = ('
(mod p), musi byt téz ¢ = ¢’ (mod p,), kde p,, je ten jediny prvoidedl z k,, ktery je
délitelny p. Odsud plyne, ze ( = ¢’ (mod B) pro néjaky prvoidedl P z K, a tedy podle
tvrzeni 3.5.3 mame ¢ = (.

Necht f je jmenovatel zlomku v, /n v zékladnim tvaru. Z definice v, vidime, ze f-té
odmocniny z jedné lezi v k,, tedy i v k. Prava strana (8) ma jisté v télese zbytk modulo
p ad délici f. Musi tedy existovat f-t4 odmocnina z jedné ¢ € k spliujici (8).

Zméni lemmatu nezavisi na konkrétni volbé ¢isla ¢ spliujiciho (7 = C;. Zvolime si jej tedy
nasledujicim zptisobem. Protoze g, (a,p) lezi v k, K, g;,(a,p)? zavisi pouze na oy, x,, oz
je automorfismus z Gal(k,K,/k,). Diky tomu, ze p { n, je Gal(K,,/K,) = Gal(k,K,/k,).
Zvolme tedy celé ¢islo ¢ nesoudélné s np, spliujici t = 1 (mod n) a

U|anp = (t7 Knp)|anp-

Pak
G =G gulap)” = ghla,p) ).
Rozlozme nyni zpét ¢! (a,p) na piivodni Gaussovy sumy, abychom mohli pouzit vztah (3).

Do konce odstavce necht je p, prvoideal v k, obsahujici p a B prvoidedl v K, délici p,,.

pCk T C K,

~

pn C ky
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Ostatni prvoidealy z K, délici p,, jsou tvaru P7 pro néjaké 7 € Gal(K, /k,) (dikaz tvrzeni
3.4.4 projde i pro rozsifeni K,,/k, namisto K/Q). Necht X je mnozina celych ¢isel nesou-
délnych s n takovych, ze se d4 kazdy prvoidedl z K, délici p psat jednoznacné ve tvaru
P@Kn) pro néjaké x € X.

Oznacime-li v celé ¢islo, pro néz plati Ny, b = p;., mame za pouziti (5) a (6) postupné

g;z(aa p) = gn(aa pg) = H gn(aa gp(:v,Kn))u = H gn(axv ‘B)u
reX zeX

Nyni na obé strany aplikujme (¢, K,;,). S pomoci vztahu (3) dostavame

gn(a,p) ) = (gl (a,p),

kde
C _ H Xm(f)azu

zeX

Podle (1) lze ¢ charakterizovat jako n-tou odmocninu z jedné spliiujici kongruenci

¢=1t" (mod P), 9)

kde
Q

_1Zx, Q = N'B.

n
zeX

b=au

Protoze je t celé ¢islo, staci zkoumat b mod (p — 1). Ozna¢me ¢, absolutni normu p,,.
Pak je Q = ¢, pro néjaké celé ¢islov > 1 a

Q_lz(Qn_l)(l"i_Qn_'_"'_'_qzil)

a tedy

Automorfismy (z¢',K,) pro z € X a 0 < i < v jsou pravé viechny po dvou riizné
prvky grupy Gal(K,/k,). Skutecné, (¢, K,) je fadu v, nebot (g,, K,) je na F = D, /B
pravé Frobeniovym automorfismem vzhledem k rozsiteni téles F/§F, kde § = D,/p, a
D, je okruh celych algebraickych ¢isel télesa k,. Automorfismus (g¢,, K,) tedy generuje
dekompoziéni grupu p, v Gal(K,/k,) a automorfismy (z, K,) jsou pravé reprezentanti
ruznych t¥id Gal(K,, /k,) faktorizované podle této dekompoziéni grupy. Odsud

v—1
Z qun =v, (mod n),
2EX i=0
a tedy
an — 1
b=au v, (mod ¢, — 1).
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Oznacme f jmenovatel zlomku v,/n v zdkladnim tvaru. Vime, Ze f-té odmocniny
z jedné jsou prvky k, a lezi v riznych zbytkovych t¥idach modulo p, nebot p t n impli-
kuje p 1 f. Zbytkova tfida piislusnd (s tedy generuje f-prvkovou podgrupu multiplikativni
grupy télesa § = D, /p,, odkud f|(g, — 1). Vyraz (¢, — 1)v,/n je tedy celé ¢islo.

Nyni z faktu ¢ = ¢ dostavame

qg—1

STt = (mod g —1),

odkud 1
b=al v, (mod g, — 1). (10)
n

ProtoZe plati t»~* = 1 (mod p), ze vztahti (9) a (10) plyne, Ze je ¢ jedind n-t4 odmocnina

z jedné v K, splnujici kongruenci
(= o on (mod ‘B).

Odsud ihned vidime, ze ¢/ = 1 a tedy ¢ € k,. Protoze lezi obé& strany této kongruence
v k,, musi byt kongruentni i modulo p,,, potazmo modulo p. O

9 = Zbﬁ;z(az) == Z a/(ro'ila

oc€eG

Lemma 5.4. Necht

kde a;,b;,n; > 1 jsou celd ¢isla a a, € Q. Pak 0 € S prdave tehdy, kdyz je aiq € Z.
Diikaz. Ziejmé plati
0, (at) —t0,(a) € Z|G,)

pro (t,n) = 1. Proto i
0, (at) — 10, (a) € Z|G|

pro (t,mn) = 1.
Definujme nyni zobrazeni ¢ : S" — K,, predpisem

6(0) = ¢(D_a,ot) =,
c€G

Ozna¢me N = m[[, n;. Pro (t,N) =1 tak plati (¢, k)0 — t € Z[G] odkud

B((t,k)0) = p(t0) = ¢(0)" = ¢(6)™"").

To implikuje

¢(ot) = 6(0)°
pro véechna o € G. Je-li totiz (t,m) = 1, podle Cinské zbytkové véty existuje t' takové,
zet' =t (mod m) a (t, N) = 1. Je-li tedy ¢(f) = 1, neboli a;q € Z, musi byt a, € Z pro
vsechna o € G. O
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Véta 5.2.1 je primym diisledkem nésledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 5.2.2. Necht je 0 prvek S’ a pisme
0=> bt (a;), (11)

kde b;, a; a n; > 1 jsou celd cisla pro vsechna i z nejaké konecné indexove mnoziny.
Oznac¢me N soucin vSech n;. Vyrazu (11) miuZeme pritadit funkci g(p) definovanou pro
vsechny prvoidealy p leZici v k, ktere neobsahuji N, vztahem

g(p) = Hg;i(az—, p)”.

Pak 0 je prokem Stickelbergerova idedlu S prdvé tehdy, kdyZ g(p) lezi v k* pro vSechny
prvoidedly p z k neobsahujici N. V tom pripadée navic plati

Diikaz. Na tvod jen poznamenejme, Ze hodnoty funkce g(p) zavisi na konkrétnim volbé
vyjadieni 6 v (11).
Ozna¢me obvyklym zptisobem p ono jediné prvoéislo lezici v p. Kazdé g, (a;,p) lezi
v kn, K, proto g(p) lezi v kK,. Nechf je o libovolny automorfismus z Gal(kK,/k) a necht
t je celé cislo splnujici
¢ =t
Z lemmatu 5.3 plyne, ze

g(»)” = Cg(p),

kde ( je jednoznac¢né urcend odmocnina z jedné v k, jejiz fad neni délitelny p, spliujici
kongruenci

= (mod p),
kde 1
q_
b= al—v.b,  q=Np.
Yol los,  a-nm

- )
)

Je-li tedy

Y o € Z, (12)

- n;
7

plati b =0 (mod ¢ —1) at® =1 (mod p) pro libovolné ¢ nesoudélné s p. Plati-li tedy (12),
lezi g(p) v k.

Naopak necht je p prvodislo, které se v k zcela rozklada. Pak je kN K, = Q a tedy
Gal(kK,/k) = Gal(K,/Q). Proto mtize ¢ nabyvat libovolné hodnoty nesoudélné s p. Pro-
toze g(p) lezi v k, musi byt b = 0 (mod p— 1). V naSem ptipadé je ale ¢ = p, odkud pfimo
plyne 12. Celkem jsme tedy dokéazali, ze g(p) lezi v k pro vSechny prvoidealy p nedélici N
pravé tehdy, kdyz plati (12).
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Predpokladejme nyni, ze # € S. Piseme-li

0= Ztga_l, ty € Q,

oceG

z lemmatu 5.4 vime, ze 6 € S < tiq € Z. Z definic 0,,(a) a 0!, (a) snadno vyjadiime

liq = Zbi Z <an—i?>a

t mod n;
(tkn,;)=id

odkud

tidEZbiZ—i Z tEZbiZ—Zvni (mod Z).
i t

t mod n;
(tkn; )=id
Celkem jsme dokézali, ze 0 lezi v S pravé tehdy, kdyz plati (12).
Zbyva dokazat druhou €ast tvrzeni. Z lemmatu 5.3 plyne, Ze g(p)" lezi v k a rozklad4

se nasledovné
(g(p)™) = [ [ p"0n @ = p™?.

Pokud navic lezi 6 v S, lezi g(p) v k a tedy

0

Diikaz véty 5.2.1. Cebotarevova véta o hustoté nam zarucuje v kazdé t¥idé idedlfi existenci
prvoidealu p, ktery neobsahuje pfedem dané ¢islo N. Pro takové prvoidealy vsak byla véta
dokézana v predchozim tvrzeni. O

5.3 Priklad

V poslednim odstavci ukdzeme na konkrétnim prikladu, ze mize byt rozsifeny Stickelber-
gertiv ideal skutecné vétsi nez ptvodni Stickelbergeriv ideal. U ¢tenare predpokladéame
zkuSenosti s poc¢itanim Galoisovych grup zejména pro kvadratickd a kruhova rozsireni.

Budeme pocitat v télese o

Téleso k je kompozitum dvou kvadratickych rozsifeni a je tedy abelovské.

Nejprve vypocitdme Stickelbergertiv idedl v pivodnim smyslu. Plati Q(v/—3) = Ks,
nebot (3 — (3 = v/—3. Na télese Z/77Z oznaéme Y piislusny Legendriv symbol, tj. jediny
multiplikativni charakter ¥adu 2. Aditivni charakter ¢ pak definujeme vztahem v (t) = (L
pro libovolné ¢ € Z a ozname g = g(x, ). Podle tvrzeni 4.2.3 plati § = —¢g a podle
tvrzeni 4.2.2 je gg = 7, odkud g = ++/—7 a tedy Q(v/—7) je ono jediné kvadratické
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podtéleso télesa K7 (jedinecnost plyne z toho, ze Gal(K;/Q) = (Z/7Z)* = Z/6Z ma
pouze jednu dvouprvkovou podgrupu). Protoze k € K3 ani k Z K7, je konduktor télesa k
roven 21.

Galoisova grupa Gal(k/Q) je rovna {id,o, 7,07}, kde

o:V=3——V=3 T:V=3— V-3
oiN=-T— V=T TiV=TH —V/-T.

Neboli napt. o = (8, Ko1)|r a 7 = (13, K21)|x; to jsou automorfismy, které jsou vzdy na
jednom z podtéles K3, K7 identické a na druhém ptisobi jako komplexni konjugace. Pro
uplnost dodejme, zZe napt. o1 = (20, Ka1)|x. VSechny automorfismy jsou fadu 2 (jsou tedy
zejména shodné se svymi inverzemi).

Spoditejme jests Galoisovu grupu Gal(Ky /k). Galoisova grupa Gal(K;/Q(v/—7)) je
rovna {(1, K7), (2, K7), (4, K;)}, nebot pravé automorfismy, které jsou druhymi moc-
ninami, fixuji /—7. Z faktu Q(v/—3) = K3 snadno odvodime, Ze Gal(Ks/k) =
{(1, Ka1), (16, K21), (4, K21).

S témito informacemi jiz mtzeme spocitat

0 = 9;1(1) = I'GSK21/k 921( = 1"638[(21/]c Z < > t Kgl)

(t,21)=
1+16+4. 8+2+11 13+19+ 10 20+ 5417
= id + + +

=i 2 207T.
51 51 o 1 T o1 or=1d+ 0o+ 27+ 207

Vidime, ze 6 € Z[G], proto je Stickelbergeriiv ideél roven I = Z[G]. Prvky grupového
okruhu Z[G| budeme pro strucnost znacit jako vektory o ¢tyfech slozkach, které budou
urcovat po fadé koeficienty u id, o, 7 a o7. S timto oznacenim je 0 = (1,1,2,2), 0f =
0 arth = (2,21,1). Jako abelovskd grupa je tedy idedl I generovany prvky (1,1,2,2),
(2,2,1,1). Neobsahuje tak napt. normu (prvek (1,1,1,1)).

Nyni obratime pozornost k Sinnottové definici Stickelbergerova idealu. Pfipomenme, ze
Stickelbergertiv idedl S C Z[G] je definovan jako prinik S'NZ[G], kde S’ je ideél grupového
okruhu Q[G] generovany Stickelbergerovymi prvky 6! (a) pro a € Z, n € N. Kucera v [4]
dokézal, Ze je idedl S’ generovan jako abelovskd grupa jiz mnozinou

1
{06!, (1);n|m,0 € G} U {iNk}’

kde m je konduktor télesa k a N, = deGk o je norma vzhledem k rozsifeni k/Q.
Ideal S tedy staci generovat jako modul nad Z[G] prvky 6,(1),05(1),65(1), s Ni. Po-
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stupné spocitame

0;1(1) = 07
’ 1. 2 1. 2
05(1) = corg/k, O5(1) = cory/x, gld + 5(2,[(3) = g(ld +7)+ g(a +o7)
01924
3 Y Y Y Y

1+2+4, 3+54+6
07(1) = corg/k, resk, k. 07(1) = coryk, < - id + - (6, K7)>

=(id+o0)+2(r+o1) =0.

1 1
N, =-=(1,1,1,1
2k 2(777)

Jako modul nad Z|[G] je tedy S’ generovan prvky 6, v a %Nk. 7 rovnosti

o =0 0 =(2,2,1,1)
1
0725(2717271) ™Y =9
snadno odvodime, Ze jako abelovskou grupu lze S = S’ N Z[G] generovat napt. prvky

(1,1,1,1),(1,1,0,0),(1,0,1,0). Vidime, Ze rozsifeny Stickelbergeriv ideal obsahuje normu
a je mnohem vétsi nez ptivodni Stickelbergertiv idedl. Z tohoto ptikladu vsak také vidime,
ze Stickelbergertv idedl nemusi obsahovat vSechny anihildtory grupy tfid idealt. Okruh
celych algebraickych &isel télesa Q(v/—3,v/—7) je totiz okruhem hlavnich idedld, jak se lze
presvédéit napf. pomoci softwarového produktu PARI/GP. Jeho grupa t¥id idealu je tedy

trividlni a libovolny prvek grupového okruhu Z[G] ji anihiluje.
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