Fakulta informatiky Masarykovy Univerzity v Brnì

˝ w�fffiflffiıȷ̀ˇ́˘¯˚ß̧æØ!”#$%&’()+,-./012345¡yA—

Diplomová práce

Systémy poèítaèové algebry a algebra

Algoritmy na výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele

Brno, duben 1997 Michal Bulant

Vedoucí DP: Doc. RNDr. Jiøí Høebíèek, CSc.

Prohlaźuji, ¿e jsem diplomovou práci vypracoval samostatnì a pou¿il pouze uvedené literatury.

V Brnì 12. 4. 1997 Michal Bulant

Vìnováno Janì a Alence

Obsah

1 Úvod 4

2 Historie systémù poèítaèové algebry 6 2.1 Poèátky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 2.2 Moderní systémy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 2.3 Maple a Axiom podrobnìji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

3 Nìkteré základní de˛nice a poznatky z algebry 12 3.1 Okruhy a tìlesa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 3.2 Polynomy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 3.3 Dìlitelnost v okruzích . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 3.4 Podílová tìlesa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 3.5 Nejvìtźí spoleèný dìlitel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

4 Algoritmy na výpoèet GCD polynomù 26 4.1 Polynomiální zbytkové posloupnosti . . . . . . . . . . . . . . . 27 4.2 Modulární metody . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 4.3 Heuristický algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 4.4 Henselùv (EZGCD) algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

5 Praktická implementace jednotlivých algoritmù 50 5.1 Maple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 5.2 Axiom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 5.3 Pou¿itelnost jednotlivých algoritmù . . . . . . . . . . . . . . . 55

Kapitola 1

Úvod

Systémy poèítaèové algebry se dostávají zejména v poslední dobì do centra pozornosti matematikù a odborníkù v oborech svázaných s matematikou. Je to dáno zejména tím, ¿e narozdíl od systémù numerických, mohou tyto systémy operovat nad symbolickými matematickými objekty a provádìt tyto operace nad rozsáhlými strukturami bez nutnosti zaokrouhlování èi omezení velikosti. Systémy disponují rozsáhlou źkálou symbolických schopností | od manipulací s polynomy, mocninnými øadami a racionálními funkcemi pøes symbolické derivování a integrování a¿ po øeźení polynomiálních, rekurentních èi diferenciálních rovnic. Pøitom jejich výhodou oproti postupu þtu¿ka a papírß je zejména rychlost, pamìżová kapacita a rovnì¿ velké mno¿ství matematické inteligence, kterou tyto systémy obsahují ve formì zabudovaných procedur.

V této práci se po struèné zmínce o historii systémù poèítaèové algebry ve 2. kapitole, kde se zamìøíme na v souèasnosti zøejmì nejrozźíøenìjźí systém Maple a na velmi mocný systém (zatím ne pøíliź rozźíøený) Axiom, budeme vìnovat algoritmùm na výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele. Je to z toho dùvodu, ¿e tyto algoritmy jsou klíèové pro efektivitu tìchto systémù a proto¿e s rùstem nárokù na velikost objektù, se kterými jsou nuceni matematikové poèítat, roste po¿adavek na kvalitu pou¿ívaných algoritmù. Algoritmus na výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele je pak klíèovým zejména pøi operacích s polynomy a racionálními funkcemi | kvùli pamìżovým nárokùm je toti¿ nutno racionální funkce vnitønì reprezentovat jako podíl polynomù ve zkrácené formì, co¿ vy¿aduje výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele polynomù v podstatì pøi ka¿dém sèítání racionálních funkcí. Algoritmus na výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele musí být samozøejmostí rovnì¿ pøi práci ve slo¿itìjźích algebraických strukturách, jako napø. pøi koneèných rozźíøeních tìles, kdy je výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele nutný k provádìní základních algebraických operací.

KAPITOLA 1. ÚVOD

Ve 3. kapitole pak vybudujeme nutnou teorii pro to, abychom byli schopni prezentovat tyto algoritmy a zdùvodnit jejich správnost a efektivitu. De˛nujeme pøitom i základní pojmy, aby byl ètenáø schopen èíst tuto práci bez dalźí literatury, pøíliź se vźak nezabýváme dalźími matematickými souvislostmi, které pøíliź nesouvisí s posláním tohoto textu. Na druhé stranì uvedeme mno¿ství odkazù na dalźí literaturu, která se zabývá hlubźí teorií okolo prezentovaných pojmù. V závìru kapitoly, kdy se specializujeme na výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele (GCD), uvedeme Euklidùv algoritmus, který je historicky nejstarźím algoritmem na výpoèet GCD, a uká¿eme, proè není výhodný pro polynomy s racionálními (nebo celoèíselnými) koe˛cienty. Proto¿e jsou právì tyto typy polynomù klíèové pro systémy poèítaèové algebry, vyvstala nutnost algoritmù efektivnìjźích.

V následující kapitole pak prezentujeme nìkolik typù algoritmù, které jsou v souèasnosti pou¿ívány na výpoèet GCD. Pøi zápisu algoritmù budeme pøitom pou¿ívat neformálnìjźí zpùsob zápisu, pou¿ívaný napø. D. E. Knuthem v sérii The Art of Computer Programming. Tvar tìchto algoritmù, který je pohodlnìjźí pro zápis v nìkterém vyźźím programovacím jazyce, je pak pro vybrané algoritmy uveden v závìreèné, 5. kapitole.

V 5. kapitole rovnì¿ uvedené algoritmy porovnáme z hlediska efektivity a uká¿eme, jak je výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele polynomù implementován v systémech Maple a Axiom.

V této diplomové práci vycházíme pøedevźím z monogra˛e [3], kterou doplòují pøístupy z [2] a [7]. Budování teorie je zalo¿eno na pøístupu z [3], který vźak upravíme pro naźe úèely a kvùli lepźí srozumitelnosti textu rovnì¿ pou¿íváme rozdílných formulací. Rovnì¿ nìkterá tvrzení a jejich dùkazy jsou pøepracovány (aż u¿ kvùli vìtźí názornosti nebo kvùli nepøesnostem v pùvodním textu).

Kapitola 2

Historie systémù poèítaèové algebry

2.1 Poèátky

Poté, co se objevily první programovací jazyky, urèené pøevá¿nì pro numerické výpoèty (FORTRAN okolo roku 1958 a ALGOL v roce 1960), se zejména pod vlivem LISPu objevily první programy pro symbolickou manipulaci matematických výrazù. V roce 1961 to byl program SAINT (Symbolic Automatic INTegration), napsaný v LISPu na M.I.T. Tento program byl zalo¿en na mno¿ství heuristik pro neurèitou integraci a úspìźný byl podobnì jako dobrý student matematické analýzy.

Jedním z prvních systémù pro symbolické výpoèty byl FORMAC, vyvinutý v IBM. Jednalo se o preprocesor FORTRANu (a pozdìji PL/I), který byl urèen pro manipulaci elementárních funkcí (pøedevźím polynomù a racionálních funkcí). Dalźími systémy, vzniklými v první polovinì źedesátých let, byly PM, jazyk pro manipulaci s polynomy, a MATHLAB, zalo¿ený na LISPu, který byl prvním interaktivním systémem, slou¿ícím jako symbolický kalkulátor.

Druhá polovina źedesátých let se nesla pøedevźím ve znamení zdokonalování systémù døívìjźích. Na M.I.T. vznikl program SIN (Symbolic INtegrator), který pou¿íval narozdíl od døívìjźího SAINTu algoritmický pøístup a byl rovnì¿ mnohem efektivnìjźí. V roce 1968 byl na Stanfordské univerzitì vyvinut REDUCE, interaktivní systém, zalo¿ený na LISPu, urèený pro fyzikální výpoèty. Jednou z hlavních pøedností systému REDUCE mìla být jeho pøenositelnost mezi rùznými platformami. Nejambicióznìjźími systémy konce źedesátých let pak byly SCRATCHPAD, vyvíjený v IBM Research a obsahující jako knihovny mnohé z pøedcházejících systémù, a MACSYMA,

KAPITOLA 2. HISTORIE 2.2. MODERNÍ SYSTÉMY

vyvíjená na M.I.T., která kromì obvyklých algebraických manipulací obsahovala prostøedky pro výpoèet limit, symbolické integrování a øeźení rovnic.

V sedmdesátých letech, v dùsledku vìtźího zájmu potenciálních u¿ivatelù, doźlo k cílenìjźímu vývoji algoritmù pro systémy poèítaèové algebry. Zejména M.I.T. vyvinul pøi zdokonalování algoritmù pro svùj program MACSYMA mnoho nových postupù, které jsou pou¿ívány dodnes (napø. modulární algoritmy). MACSYMA se tak stala v té dobì nejsilnìjźím prostøedkem pro poèítaèovou matematiku. Prvním systémem, který byl schopen pracovat na poèítaèích IBM PC, byl muMATH (rovnì¿ také μ-MATH) Hawaiské univerzity. Rozźíøil tak mo¿nost pou¿ívání matematických programù pro výzkum a výuku. Kromì tìchto systémù vzniklo nìkolik programù, specializovaných na urèitou oblast matematiky nebo fyziky (napø. SHEEP, TRIGMAN nebo SCHOONSCHIP). V SSSR rovnì¿ vznikl hardware pro symbolické výpoèty nazvaný ANALITIK.

2.2 Moderní systémy

Kvùli vysoké nároènosti systémù poèítaèové algebry na hardware zùstávalo jejich pou¿ívání (s výjimkou programu muMATH) omezeno na u¿ivatele mající pøístup k výkonným poèítaèùm. Teprve v osmdesátých letech s nástupem pracovních stanic zalo¿ených na mikroprocesorech bylo umo¿nìno jejich vìtźí rozźíøení. Mno¿ství pou¿ívaných operaèních systémù spolu s omezeným výkonem tìchto stanic si vynutily pøechod k implementaèním jazykùm ni¿źí úrovnì, pøesto vźak dostateènì pøenositelným. Tyto po¿adavky splòoval pøedevźím jazyk C. Toto období je charakteristické vznikem komerèních systémù.

V roce 1981 vznikl na University of Waterloo systém MAPLE, který byl navr¿en tak, aby splòoval kritérium źiroké pou¿itelnosti i na nepøíliź silných strojích, ale aby byl schopný nároèných výpoètù, po¿adovaných vìdeckými pracovníky. Toto umo¿òovala modulární struktura MAPLu, toti¿ jádro napsané v jazyku C spolu s rozsáhlou knihovnou matematických funkcí napsaných v jazyce MAPLu vyźźí úrovnì.

Dalźím programem napsaným v jazyku C byl SMP Stephena Wolframa. Byl vysoce pøenositelný, pou¿ívající programovací interface zalo¿ený na splòování pravidel (tzv. pattern matching). Z nìj potom S. Wolfram se svými spolupracovníky vycházel pøi tvorbì systému MATHEMATICA (objevil se v roce 1988). Ve své dobì byl výjimeèný pøedevźím svými gra˛ckými schopnostmi (2D a 3D gra˛ka vèetnì animací) spolu s gra˛ckým u¿ivatelským prostøedím.

S ponìkud jinými ambicemi byl vytvoøen program DERIVE, následník

KAPITOLA 2. HISTORIE 2.3. MAPLE A AXIOM PODROBNÌJI

muMATH pro osobní poèítaèe. Pøes nepøíliź bohaté mo¿nosti symbolických výpoètù dosáhl pomìrnì źirokého rozźíøení svou orientací na jednoduché výpoèty, které umo¿nily osobní poèítaèe spoleènì s pøíjemným u¿ivatelským prostøedím a 3D gra˛ckými schopnostmi.

Kromì vývoje nových systému pokraèovaly rovnì¿ práce na nìkterých starźích programech. Z programu SCRATCHPAD napøíklad vycházeli tvùrci systému AXIOM (jde o èást systému SCRATCHPAD II, která je vyvíjena na komerèní bázi skupinou NAG^1). AXIOM (podrobnìji viz [6]) je jediným silnì typovaným systémem, který umo¿òuje vyvíjet spoleèné algoritmy pro rùzné algebraické struktury, zatímco v ostatních bì¿ných systémech je nutné algoritmy psát pro konkrétní obor (napø. zatímco v MAPLu je nutné pøi psaní algoritmu pro nejvìtźího spoleèného dìlitele dvou polynomù brát ohled na to, z kterého okruhu koe˛cienty uva¿ujeme, v AXIOMu je dùle¿ité pouze to, jestli pøísluźný okruh koe˛cientù je s jednoznaèným rozkladem, euklidovský okruh, èi tìleso). Díky tomuto je AXIOM velmi mocným systémem, co¿ vźak s sebou pøináźí, zejména v porovnání se specializovanými systémy psanými v jazyku C, mnohem vìtźí nároènost na hardware. Rovnì¿ nepøíliź vysoká podpora rùzných platforem pøispìla k dosud nevelkému rozźíøení AXIOMu v obecném pou¿ití. Na druhou stranu, tempo rùstu výkonu osobních poèítaèù spolu s existencí verzí AXIOMu pro nejrozźíøenìjźí operaèní systémy jako MS Windows a UNIX mù¿e napomoci vìtźímu rozźíøení tohoto mezi matematiky cenìného systému.

Kromì systémù obecnì pou¿itelných vzniká rovnì¿ mnoho programù specializovaných na rùzná konkrétní odvìtví. Díky specializaci jsou tak tyto programy zpravidla efektivnìjźí v pou¿ití pro danou oblast. Èasto jsou také dostupné nekomerèními cestami. Mezi takové systémy (se specializací na algebru) patøí napø. PARI a KANT urèené pro teorii èísel, CAYLEY (mocný komerèní software, v nové verzi by mìl být źíøen pod jménem MAGMA) a GAP v teorii grup, LiE pro výpoèty v Lieových algebrách a MAUCALAY pro komutativní algebru a algebraickou geometrii.

2.3 Maple a Axiom podrobnìji

V této èásti se o nìco podrobnìji zmíníme o dvou systémech poèítaèové algebry, které jsou pøístupné na Masarykovì Universitì. Jsou jimi Maple V R4 (pøípadnì pro nìkteré operaèní systémy R3) a Axiom verze 2.0. Maple je systém, který byl od poèátku vytváøen se zøetelem na efektivitu a na pou¿ití v rozlièných výpoèetních podmínkách, proto je v souèasnosti pravdìpodobnì nejúspìźnìjźím komerèním systémem poèítaèové algebry. Naproti

1The Numerical Algorithms Group Ltd., také napø. knihovna pro numerické výpoèty

KAPITOLA 2. HISTORIE 2.3. MAPLE A AXIOM PODROBNÌJI

Obrázek 2.1: Systém nápovìdy v Maplu, tzv. Help Browser

tomu Axiom, jak jsme uvedli v pøedchozí èásti, vychází z velmi obecnì koncipovaného systému SCRATCHPAD, který byl koncipován s dùrazem na co nejźirźí mo¿né algebraické pou¿ití. Je proto pomìrnì nároèný na výkon hardwaru, co¿ ovlivòuje jeho dosavadní menźí rozźíøenost.

Oba systémy disponují pøedevźím vlastnostmi, které jsou dnes ji¿ samozøejmostí pro vźechny systémy tohoto druhu. Zvládají výpoèty s libovolnì velkými èísly^2, pøesnou racionální aritmetiku, výpoèty v pohyblivé øádové èárce s libovolnou pøesností a zejména manipulace s výrazy, obsahujícími neznámé. Poslední vlastnost pak umo¿òuje provádìt výpoèty v nejrùznìjźích matematických strukturách, jako jsou koneèná tìlesa nebo algebraická èíselná tìlesa (jejich pøíkladem je tìleso komplexních èísel). Systémy mají v sobì zabudováno velké mno¿ství bì¿ných matematických funkcí a konstant. Jejich nejdùle¿itìjźí pøedností je pak schopnost manipulovat neurèitými výrazy jako jsou polynomy, mocninné øady, racionální funkce a provádìt expanzi nebo redukci výrazù pomocí dané mno¿iny pravidel (napø. vźechny mo¿né goniometrické identity). Doká¿í rovnì¿ øeźit mnohé problémy z matematické analýzy jako jsou napø. výpoèty limit, derivací funkcí, výpoèet urèitého èi neurèitého integrálu a øeźení diferenciálních rovnic. Schopnosti tìchto systémù jsou pak vhodnì doplnìny dùle¿itými numerickými algoritmy, jako jsou (pøibli¿ný) výpoèet koøene polynomu nebo numerická integrace. Dùle¿itou vlast-

2To platí samozøejmì pouze v ideálním pøípadì, velikost nejvìtźího mo¿ného èísla je omezena jeho vnitøní reprezentací, napø. v Maplu je poèet cifer nejvìtźího mo¿ného celého èísla roven 2^{19} − 9.

KAPITOLA 2. HISTORIE 2.3. MAPLE A AXIOM PODROBNÌJI

Obrázek 2.2: Titulní strana hypertextové dokumentace Axiomu

ností tìchto systémù je pak jejich rozźiøitelnost. Ta je dána existencí mocného programovacího jazyka, který umo¿òuje doplnit potøebné algoritmy.

Maple je v souèasnosti výhodný zejména pro své výukové a prezentaèní mo¿nosti. Je schopen ve formì gra˛ckých zápisníkù uchovávat informace o uskuteènìných výpoètech a tyto pak kdykoli zopakovat. Na druhé stranì, zøejmì na úkor velké obecnosti, vźak mnohdy postrádá kvalitní algoritmy pro nìkteré operace. Pou¿ití na hlubźí algebraické manipulace nad obecnými matematickými strukturami pak pøíliź neumo¿òuje (to ale také nebylo cílem vývojáøù Maplu). Naproti tomu obsahuje mnohé knihovny a algoritmy, které umo¿òují jeho vyu¿ití v oborech s matematikou spøíznìných, zejména v pøírodních vìdách. Disponuje rovnì¿ kvalitními mo¿nostmi 2D a 3D gra- ˛ky vèetnì animací a propracovaným systémem nápovìdy (viz Obrázek 2.1). Podrobnìjźí úvodní informace je mo¿no nalézt ve výborné uèebnici [4].

Axiom je systém, který je pøínosem zejména pro matematiky, kteøí se zabývají teorií, neboż jeho strukturovanost a rozźiøitelnost umo¿òuje zkoumání mnohých oblastí matematiky, které zùstávají nad mo¿nostmi jiných systémù. Díky tomu, ¿e je vybaven kompilátorem a není tedy odkázán na pouhou interpretaci kódu jako vìtźina ostatních systémù, a díky schopnosti volání funkcí implementovaných v jazyku Fortran nebo C^3 je pak zejména

3Axiom umo¿òuje napøíklad volání procedur z knihovny numerických funkcí od NAG.

KAPITOLA 2. HISTORIE 2.3. MAPLE A AXIOM PODROBNÌJI

u rozsáhlých výpoètù efektivnìjźí ne¿ jiné systémy. Jeho výhoda pro matematika a programátora spoèívá ve vysoké strukturovanosti matematických objektù a datových typù, kde se uplatòují mnohé principy objektového programování. Jak jsme ji¿ naznaèili v èásti o historii, je jazyk Axiomu silnì typovaný, pøi bì¿ném pou¿ití Axiomu jako interaktivního kalkulátoru se vźak typy jednotlivých promìnných budují dynamicky podle kontextu.

Rovnì¿ Axiom je výbornì dokumentován, v systému je integrován hypertextový prohlí¿eè dokumentace HyperDoc, který obsahuje kromì bì¿ných referenèních odkazù také interaktivní uèebnici Axiomu a de˛nice veźkerých struktur a operací vytvoøených v programovacím jazyce Axiomu (a to i tìch, které jsou vytvoøeny u¿ivatelem pøi bìhu systému).

Kapitola 3

Nìkteré základní de˛nice a poznatky z algebry

Jak jsme uvedli v úvodu, je výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele rùzných objektù (a zejména pak polynomù) jedním z klíèových algoritmù, potøebných pro efektivní fungování systému poèítaèové algebry. V této kapitole uvedeme nìkteré dùle¿ité pojmy a poznatky z algebry, které budeme pozdìji potøebovat pro formulaci a dùkazy uvádìných algoritmù.

3.1 Okruhy a tìlesa

De˛nice 3.1. Grupou (G, ∘)^1 nazveme neprázdnou mno¿inu G uzavøenou vzhledem k binární operaci ∘, takovou, ¿e ∘ je asociativní operací, v G existuje jediný neutrální prvek e a pro ka¿dý prvek a ∈ G existuje prvek a^{−1} ∈ G tak, ¿e a ∘ a^{−1} = a^{−1} ∘ a = e.

Grupu G nazveme abelovskou (nebo komutativní), je-li navíc operace ∘ komutativní vzhledem ke grupì G.

Okruhem (R, +, ×) nazveme neprázdnou mno¿inu R uzavøenou na dvì binární operace + a ×, která je komutativní grupou vzhledem k operaci +, operace × je vzhledem k prvkùm R asociativní a v R existuje vzhledem k operaci × neutrální prvek^2 (v tomto kontextu je èasto nazývám jednotkový), splòující navíc levý a pravý distributivní zákon.

1Bì¿nì budeme místo dvojice (G, ∘) psát pouze G, nemù¿e-li tak dojít k nedorozumìní. Podobnì v pøípadì okruhù budeme místo (R, +, ×) psát pouze symbol pro nosièe okruhu R._2

V obvyklých pøípadech budeme neutrální prvek vzhledem k operaci + znaèit 0 a neutrální prvek vzhledem k operaci × budeme znaèit 1.

KAPITOLA 3. ZÁKLADY ALGEBRY 3.2. POLYNOMY

Komutativním okruhem nazveme okruh, vzhledem ke kterému je i operace × komutativní.

Jsou-li a, b ∈ R, pak øíkáme, ¿e prvek b dìlí prvek a, jestli¿e existuje c ∈ R takový, ¿e a = b × c.

Komutativní okruh R nazveme oborem integrity, jestli¿e neobsahuje dìlitele nuly (tj. platí-li pro nìjaké a, b ∈ R rovnost a × b = 0, pak je buï a = 0 nebo b = 0.

Komutativní okruh, ve kterém má ka¿dý nenulový prvek inverzi vzhledem k operaci ×, nazýváme tìlesem.

Uveïme nyní nìkolik pøíkladù právì de˛novaných pojmù z oblasti èíselných algeber. Mno¿ina celých èísel tvoøí obor integrity, který oznaèujeme Z. Nejbì¿nìjźí pøíklady tìles tvoøí racionální èísla Q, reálná èísla R a komplexní èísla C . Vźechny uvedené okruhy jsou pøíklady nekoneèných okruhù. Jako pøíklad koneèného okruhu mù¿e poslou¿it okruh zbytkových tøíd modulo n (sèítání a násobení se provádí modulo n), který se znaèí Z_n, pøípadnì Z/nZ. Dá se snadno ukázat, ¿e pokud je p prvoèíslo, je okruh Z_p koneèným tìlesem. Na druhé stranì, je-li èíslo n slo¿ené, není okruh Z_n nejen tìlesem, není dokonce ani oborem integrity (jako pøíklad mù¿e poslou¿it rovnost 2 × 3 = 0, uva¿ovaná v okruhu Z_6). Poznamenejme, ¿e tato vlastnost je spoleèná vźem koneèným okruhùm. Platí toti¿ (snadné) tvrzení, ¿e koneèný obor integrity je v¿dy i tìlesem.

3.2 Polynomy

De˛nice 3.2. Pro libovolný komutativní okruh R de˛nujeme okruh polynomù R[x] nad R jako mno¿inu formálních výrazù

P (x) = a_nx^n + a_{n−1}x^{n−1} + . . . + a_1x + a_0,

kde n je libovolné pøirozené èíslo a a_i ∈ R pro 0 ≤ i ≤ n. Souèet polynomù P (x) = ∑_m k=0 a_kx^k a Q(x) = ∑_n k=0 b_nx^n de˛nujeme pøedpisem

P (x) + Q(x) = n∑ k=0 r_kx^k, kde c_k = a_k + b_k pro 0 ≤ k ≤ max(m, n), pøitom nede˛nované hodnoty a_k nebo b_k uva¿ujeme jako nulové. Souèin polynomù P (x) a Q(x) de˛nujeme vztahem P (x) · Q(x) = m+n∑ k=0 c_kx^k,

KAPITOLA 3. ZÁKLADY ALGEBRY 3.3. Dìlitelnost

kde c_k = ∑ i+j=k aibj. Neutrálním prvkem je tzv. nulový polynom, který má vźechny koe˛cienty nulové (znaèíme 0), jednotkovým prvkem pak polynom, který má jediný nenulový koe˛cient a_0 = 1.

Stupnìm deg(P (x)) nenulového polynomu P (x) = ∑_m k=0 a_kx^k nazýváme nejvìtźí pøirozené èíslo n takové, ¿e a_n ≠ 0. Pøísluźný koe˛cient a_n nazýváme vedoucím koe˛cientem (znaèíme lcoe¸(P (x))) a term a_nx^n vedoucím termem polynomu P (x) (znaèíme lterm(P (x))). Poznamenejme, ¿e z technických dùvodù èasto de˛nujeme stupeò nulového polynomu jako −∞. Polynomy stupnì 0 nazýváme konstantními polynomy.

Je dùle¿ité si uvìdomit ¿e okruhem R v pøedcházející de˛nici mù¿e být rovnì¿ okruh polynomù. V tomto pøípadì mluvíme o okruhu polynomù více promìnných a místo ((R[x_1])[x_2] . . . )[x_n] píźeme R[x_1, x_2, . . . , x_n] (èasto té¿ pro zjednoduźení R[x]).

3.3 Dìlitelnost v okruzích

Pøipomeòme, ¿e v èásti 3.1 jsme de˛novali pojem dìlitelnosti v okruhu: prvek b ∈ R je dìlitelem prvku a ∈ R (znaèíme b | a), jestli¿e existuje c ∈ R takový, ¿e a = b × c. Prvek a nazýváme násobkem prvku b.

De˛nice 3.3. Prvek c ∈ R nazýváme nejvìtźím spoleèným dìlitelem (GCD) prvkù a, b ∈ R, jestli¿e c | a a c | b, a platí-li pro ka¿dý spoleèný dìlitel d prvkù a, b navíc d | c.^3 V dalźím budeme pou¿ívat oznaèení c = gcd(a, b).

Prvek c ∈ R nazýváme nejmenźím spoleèným násobkem (LCM) prvkù a, b ∈ R, jestli¿e a | c a b | c, a platí-li pro ka¿dý spoleèný násobek d prvkù a, b navíc c | d. Nejmenźí spoleèný násobek prvkù a, b znaèíme lcm(a, b).

De˛nici nejvìtźího spoleèného dìlitele a nejmenźího spoleèného násobku pøirozenì rozźíøíme na libovolný (koneèný) poèet argumentù pøedpisem

gcd(a_1, . . . , a_n) = gcd(gcd(a_1, . . . , a_{n−1}), a_n),

resp.

lcm(a_1, . . . , a_n) = lcm(lcm(a_1, . . . , a_{n−1}), a_n).

Prvky a_1, . . . , a_n ∈ R nazveme nesoudìlnými, jestli¿e gcd(a_1, . . . , a_n) = 1.

Prvky a, b ∈ R nazveme asociovanými, jestli¿e a | b a b | a. Prvek u ∈ R nazýváme jednotkou okruhu R, je-li asociovaný s jednotkovým prvkem okruhu R, tj. existuje-li takové v ∈ R, ¿e u × v = 1.

3Poznamenejme, ¿e takováto de˛nice GCD není jednoznaèná, proto¿e je-li prvek a nejvìtźím spoleèným dìlitelem dvou prvkù, je jím i libovolný jiný prvek s ním asociovaný.

KAPITOLA 3. ZÁKLADY ALGEBRY 3.3. Dìlitelnost

Nenulový prvek p okruhu R nazýváme ireducibilním, jestli¿e nemá jiné dìlitele kromì prvkù asociovaných s p a jednotek.

Uveïme nyní de˛nice speciálních podtøíd okruhù, které jsou dùle¿ité pro pou¿ití v systémech poèítaèové algebry zejména tím, ¿e v nich má smysl poèítat nejvìtźí spoleèné dìlitele, pøípadnì poèítat rozklad na ireducibilní prvky. Pro tyto tøídy pøitom platí vztah inkluze, dá se toti¿ ukázat ¿e libovolný euklidovský okruh je okruhem hlavních ideálù a libovolný okruh hlavních ideálù je okruhem s jednoznaèným rozkladem na ireducibilní prvky. Tyto dùkazy nejsou obtí¿né, nejsou vźak hlavním pøedmìtem této práce, proto uká¿eme pouze jednoduźźí vztah a zvídavého ètenáøe odká¿eme napø. na uèebnici [5].

Okruhy hlavních ideál„u

Euklidovské okruhy Obory integrity

Okruhy s jednoznaèným rozkladem

Obrázek 3.1: Vztahy mezi jednotlivými tøídami okruhù

Euklidovské okruhy

Prvním pøípadem okruhu z hlediska dìlitelnosti je tzv. euklidovský okruh. Je to okruh, ve kterém je mo¿né provádìt \dìlení se zbytkem" tak, jak je známe napøíklad z okruhu celých èísel Z.

De˛nice 3.4. Obor integrity R nazýváme euklidovským okruhem, jestli¿e existuje funkce λ : R \ {0} → N taková, ¿e platí

1. Pro vźechna a, b ∈ R \ {0} platí:

jestli¿e a | b, pak λ(a) ≤ λ(b).

2. Pro vźechna a, b ∈ R, kde b ≠ 0 existují q, r ∈ R tak, ¿e a = b × q + r, kde buï r = 0 nebo λ(r) < λ(b).

Èasto také píźeme quo(a, b) = q a rem(a, b) = r.

Pøíkladem euklidovského okruhu je napø. okruh celých èísel Z, kde má funkce λ tvar λ(a) = |a|. Jiným pøíkladem mù¿e být okruh polynomù nad tìlesem, kde λ(P (x)) = deg(P (x)). Na druhé stranì, okruh Z[x] není euklidovský. Tento pøíklad ukazuje, ¿e vlastnost po¿adovaná v de˛nice je pìkná a¿ pøíliź, proto¿e mnoho z prakticky u¿iteèných okruhù tuto vlastnost nesplòuje.

KAPITOLA 3. ZÁKLADY ALGEBRY 3.3. Dìlitelnost

Okruhy hlavních ideálù

Mezistupeò mezi euklidovskými okruhy a okruhy s jednoznaèným rozkladem tvoøí tzv. okruhy hlavních ideálù. Uveïme nejprve de˛nici pojmu ideál.

De˛nice 3.5. Ideálem I okruhu R nazveme takovou podmno¿inu nosné mno- ¿iny okruhu R, která splòuje následující axiomy:

1. Jsou-li a, b ∈ I, pak rovnì¿ a + b ∈ I.

2. Je-li a ∈ I a r ∈ R, pak r × a ∈ I.

Významnou úlohu mezi ideály hrají takzvané hlavní ideály, co¿ jsou ideály tvoøené násobky jediného prvku (tedy I je hlavní ideál, jestli¿e I = ⟨a⟩ = {r × a | r ∈ R}). De˛nice 3.6. Okruh R nazýváme okruhem hlavních ideálù, jestli¿e je ka¿dý ideál okruhu R hlavním ideálem.

Jak jsme ji¿ uvedli, libovolný euklidovský okruh je rovnì¿ okruhem hlavních ideálù. Toto tvrzení doká¿eme.

Buï R euklidovský okruh a buï I ⊆ R ideál. Buï a ∈ I \ {0} s nejmenźí hodnotou funkce λ. Uká¿eme, ¿e I = ⟨a⟩. Zøejmì staèí dokázat I ⊆ ⟨a⟩. Buï tedy b ∈ I. Potom, proto¿e R je euklidovský, existují c, d ∈ R taková, ¿e b = c × a + d a pøitom d = 0 nebo λ(d) < λ(a). Proto¿e ale d = b − c × a ∈ I, z podmínky minimality hodnoty λ(a) plyne d = 0 a tedy b = c × a ∈ ⟨a⟩. Celkem tedy I = ⟨a⟩.

Pro úplnost bychom mìli uvést pøíklad okruhu, který je okruhem hlavních ideálù, ale není euklidovský. Tímto okruhem je napø. okruh { a + b √ −19 2 | | | a, b ∈ Z, a ≡ b (mod 2) } . Dùkaz toho, ¿e tento okruh není euklidovský, i toho, ¿e je okruhem hlavních ideálù, je vźak mimo rámec tohoto textu. Hlavní problém je v dùkazu toho, ¿e neexistuje ¿ádná funkce λ po¿adovaných vlastností. Pøípadné zájemce mù¿eme znovu odkázat na pøísluźnou literaturu (napø. [1]).

Okruhy s jednoznaèným rozkladem

De˛nice 3.7. Obor integrity R se nazývá okruhem s jednoznaèným rozkladem (UFD), jestli¿e je mo¿né psát libovolné nenulové a ∈ R ve tvaru souèinu jednotky okruhu R a koneènì mnoha ireducibilních prvkù okruhu R tak, ¿e tento rozklad je jednoznaèný a¿ na asociovanost a poøadí.

KAPITOLA 3. ZÁKLADY ALGEBRY 3.4. PODÍLOVÁ TÌLESA

Snadno se napø. uká¿e, ¿e okruh Z celých èísel je okruhem s jednoznaèným rozkladem na ireducibilní prvky (podle de˛nice nejsou rozklady 6 = 2 · 3 = (−2) · (−3) pova¿ovány za rùzné). Podobnì je napø. okruh polynomù Z[x] okruhem s jednoznaèným rozkladem na ireducibilní prvky. Okruh

C [x, y] polynomù dvou promìnných s komplexními koe˛cienty je sice rovnì¿

okruhem s jednoznaèným rozkladem na ireducibilní prvky, není vźak okruhem hlavních ideálù. (Jako pøíklad ideálu, který není hlavní, staèí vzít ideál I = ⟨x, y⟩, který obsahuje vźechny polynomy z C [x, y] s nulovým absolutním èlenem.)

Do úplného výètu zbývá uvést pøíklad okruhu, jen¿ není okruhem s jednoznaèným rozkladem. Jak se ukazuje, ve skuteènosti je takových okruhù mnohem více, ne¿ by bylo matematikùm milé. Buï napøíklad R = Z[ √ 10] = {a + b √ 10 | a, b ∈ Z}. Pak lze pomìrnì snadno ukázat, ¿e prvky 3, 1 + √ 10, 1 − √ 10 tohoto okruhu jsou ireducibilní, navzájem neasociované a ¿e platí 9 = 3 · 3 = −(1 + √ 10) · (1 − √ 10).

3.4 Podílová tìlesa

Je-li R obor integrity, lze jej jednoduchým zpùsobem rozźíøit na tìleso. Postup je analogický s postupem, jakým se rozźiøuje okruh Z celých èísel na tìleso Q racionálních èísel | þkonstrukce podílùß. V tomto odstavci naznaèíme konstrukci, jakou lze toto uèinit v obecném pøípadì (pro detailní popis viz napø. [8]).

Nechż je tedy R obor integrity. Uva¿ujme mno¿inu S = {a/b | a ∈ R, b ∈ R \ {0}} (zápis a/b pøitom chápejme pouze þsyntaktickyß, tj. jako jiný zápis uspoøádané dvojice, který nám usnadní dívat se na dvojici jako na podíl). Na mno¿inì S uva¿ujme relaci ∼ de˛novanou pøedpisem: a/b ∼ c/d ⇐⇒ a × d = b × c. Tato relace je ekvivalencí na mno¿inì S. Na prvcích rozkladu podle ekvivalence ∼ lze de˛novat binární operace +_∼ a ×_∼^4 pomocí reprezentantù pøedpisem [a/b]_∼ +_∼ [c/d]_∼ = [(a × d + b × c)/(b × d)]_∼ [a/b]_∼ ×_∼ [c/d]_∼ = [(a × c)/(b × d)]_∼ 4Pozdìji vźak budou tyto operace bez nebezpeèí omylu opìt oznaèovány bì¿nými symboly + a ×.

KAPITOLA 3. ZÁKLADY ALGEBRY3.5. NEJVÌTÍ SPOLEÈNÝ DÌLITEL

Korektnost této de˛nice se ovìøí snadno, stejnì jako to, ¿e faktorová mno¿ina S/∼ s operacemi +_∼ a ×_∼ tvoøí tìleso. Toto tìleso nazýváme podílové tìleso oboru integrity R a znaèíme jej Q(R). Libovolný prvek a oboru integrity R je pøitom zøejmì mo¿no ztoto¿nit s tøídou [a/1]_∼.

V pøípadì, ¿e libovolný systém poèítaèové algebry implementuje práci s podílovými tìlesy (co¿ je v pøípadì moderních systému nutnou podmínkou jeho úspìźnosti), musí být schopen vybrat z ka¿dé tøídy ekvivalence tzv. kanonického reprezentanta (zejména kvùli urèování rovnosti dvou prvkù podílového tìlesa). V pøípadì, ¿e okruh R je okruhem s jednoznaèným rozkladem na ireducibilní prvky (a jak uvidíme pozdìji, existuje tedy pro ka¿dé dva prvky R jejich nejvìtźí spoleèný dìlitel), je urèení kanonického reprezentanta pomìrnì jednoduché. Napøíklad v pøípadì tìlesa racionálních èísel bývá reprezentant libovolné tøídy de˛nován jako dvojice a/b taková, ¿e

a ∈ Z, b ∈ N \ {0} a pøitom gcd(a, b) = 1.^5 Je vidìt, ¿e k tomu, aby sys-

tém poèítaèové algebry umìl k libovolnému prvku tìlesa Q(R) pøiøadit jeho kanonického reprezentanta, je tøeba výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele v okruhu R. Navíc, z de˛nice operací v podílovém tìlese Q(R) je vidìt, ¿e operace sèítání je v obecném pøípadì nároènìjźí ne¿ operace násobení (a to zejména v pøípadì, ¿e okruh R je napø. okruh polynomù více promìnných, který, jak jsme ukázali, nemusí být euklidovský).

Z provedených úvah je zøejmé, ¿e velký vliv na výkonnost konkrétního systému bude mít kvalita pou¿itého algoritmu na výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele v okruhu R. V následujících odstavcích rozebereme problémy s tím spojené. Mù¿eme pøitom naźe úvahy omezit na okruhy s jednoznaèným rozkladem, proto¿e v opaèném pøípadì nejvìtźí spoleèný dìlitel obecnì neexistuje. Uká¿eme rovnì¿, proè je z hlediska výpoètu nejvìtźího spoleèného dìlitele výhodné, kdy¿ je okruh R euklidovským okruhem.

3.5 Nejvìtźí spoleèný dìlitel

Jak jsme v pøedchozí èásti zmínili, je nutné z hlediska efektivity uva¿ovat pøi výpoètu nejvìtźího spoleèného dìlitele zvláźż okruhy, které mají vlastnost dìlení se zbytkem, tj. euklidovské okruhy, a okruhy, které jsou þpouzeß okruhy s jednoznaèným rozkladem. Kvùli jednoduchosti se vìnujme nejprve prvnímu pøípadu.

5Stejné podmínky pak musí splòovat i kanonický reprezentant v libovolné tøídì obecného podílového tìlesa Q(R), pouze podmínka, kladená na b se mìní na obecnìjźí: b ∈ N , kde N je mno¿ina vytvoøená tak, ¿e z ka¿dé tøídy rozkladu podle relace asociovanosti vybereme právì jeden prvek.

KAPITOLA 3. ZÁKLADY ALGEBRY3.5. NEJVÌTÍ SPOLEÈNÝ DÌLITEL

Euklidùv algoritmus

V následujících odstavcích uká¿eme existenci efektivního algoritmu pro výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele v euklidovských okruzích, tzv. Euklidova algoritmu. Pøedpokládejme, ¿e máme dán euklidovský okruh R spoleènì s funkcí λ splòující podmínky De˛nice 3.4. Základním kamenem Euklidova algoritmu je pak následující tvrzení.

Lemma 3.8. Jsou-li a, b ∈ R, kde b ≠ 0, a splòují-li q, r ∈ R vztah

a = b × q + r, kde r = 0 nebo λ(r) < λ(b),

pak gcd(a, b) = gcd(b, r).

Dùkaz. Buï d libovolný spoleèný dìlitel a a b. Pak, proto¿e r = a − b × q, rovnì¿ d | r. Je-li naopak d spoleèným dìlitelem b a r, pak je podle té¿e rovnosti dìlitelem a. Odtud plyne po¿adované tvrzení.

Jsou-li dále a, b ∈ R, kde b ≠ 0 taková, ¿e λ(a) ≥ λ(b) pak lze zavést tzv. posloupnost zbytkù {r_i} pro a a b následujícím zpùsobem:

r_0 = a, r_1 = b, r_i = rem(r_{i−2}, r_{i−1})

pro i ≥ 2 a dává-li pøedchozí rekurence smysl (tj. je-li r_{i−1} ≠ 0).

Vìta 3.9. Je-li R euklidovský okruh, a, b, kde b ≠ 0 jeho prvky, splòující

λ(a) ≥ λ(b). Je-li {r_i} posloupnost zbytkù ve smyslu pøedchozího odstavce, pak existuje pøirozené èíslo k takové, ¿e r_{k+1} = 0 a

gcd(a, b) = r_k.

Dùkaz. Buï a = r_0, b = r_1, . . . , r_k pøísluźná posloupnost zbytkù. Proto¿e je podle de˛nice λ(r_0) ≥ λ(r_1) > . . . > λ(r_i) v pøípadì, ¿e tato r_i jsou nenulová a hodnoty funkce λ jsou pøirozená èísla, dostáváme nutnì, ¿e nejdéle po λ(a) krocích dostaneme nulový zbytek, napø. r_{k+1} a podle pøedchozího lemmatu dostáváme

gcd(a, b) = gcd(b, r_2) = · · · = gcd(r_{k−1}, r_k) = r_k.

Dostáváme se tak k základní variantì Euklidova algoritmu zalo¿ené na této vìtì:

Algoritmus 3.10. Pro zadané prvky a, b euklidovského okruhu R vrátí jejich nejvìtźího spoleèného dìlitele (a to jednoznaènì a¿ na asociovanost).

KAPITOLA 3. ZÁKLADY ALGEBRY3.5. NEJVÌTÍ SPOLEÈNÝ DÌLITEL

1. [Konec?] Je-li b = 0 vytiskni a jako výsledek a skonèi.

2. [Euklidovské dìlení] Polo¿ r ← rem(a, b), a ← b, b ← r a jdi na 1. Tento algoritmus je velice efektivní, je-li pou¿it napø. v pøípadì okruhu

R = Z (zde navíc existuje algoritmus binární GCD, viz napø. [7, str. 322])

je kvadratické èasové slo¿itosti vzhledem k velikosti vstupu. Problém pøi výpoètu nejvìtźího spoleèného dìlitele pak nastává v okruzích polynomù nad nekoneènými tìlesy, tj. napø. nad Q , R nebo C . Ve dvou posledních pøípadech není výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele obecnì proveditelný kvùli nemo¿nosti reprezentovat nekoneèné objekty, a tak testovat v 1.kroku algoritmu podmínku b = 0. Na druhé stranì v pøípadì okruhu Q[x] se pøi pou¿ití Euklidova algoritmu v této podobì dostaneme do potí¿í s velikostí koe˛cientù, co¿ ukazuje následující pøíklad:

Pøíklad 3.11. Buïte a(x), b(x) následující polynomy (tyto polynomy budeme v dalźích èástech této práce pou¿ívat jako ilustrativní pøíklad v¿dy, pokud to bude z hlediska názornosti u¿iteèné):

a(x) = x^8 + x^6 − 3x^4 − 3x^3 + 8x^2 + 2x − 5 b(x) = 3x^6 + 5x^4 − 4x^2 − 9x + 21

Pak posloupnost zbytkù, generovaná Euklidovým algoritmem, má následující tvar:

r_2(x) = − 5 9 x^4 + 1 9 x^2 − 1 3 , r_3(x) = − 117 25 x^2 − 9x + 411 25 , r_4(x) =

233150 19773 x − 102500 6591 , r_5(x) = −

1288744821 543589225 . Dospìli jsme sice k jednotce okruhu Q[x], tj. dokázali jsme, ¿e gcd(a, b) = 1, vidíme ale neúmìrný nárùst koe˛cientù jednotlivých zbytkù posloupnosti.

Na pøíkladì tìchto polynomù uká¿eme výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele pomocí Euklidova algoritmu nad koneèným tìlesem. Pozdìji uká¿eme výhody takového postupu, i nyní je vźak patrný rozdíl ve velikosti jednotlivých koe˛cientù.

Pøíklad 3.12. V pøípadì polynomù

a(x) = x^8 + x^6 − 3x^4 − 3x^3 + 8x^2 + 2x − 5 b(x) = 3x^6 + 5x^4 − 4x^2 − 9x + 21

KAPITOLA 3. ZÁKLADY ALGEBRY3.5. NEJVÌTÍ SPOLEÈNÝ DÌLITEL

uva¿ovaných jako polynomy nad Z_{13} (jinými slovy, koe˛cienty jsou podrobovány redukci modulo 13) dostáváme pøi Euklidovì algoritmu následující posloupnost dìlení:

x^8 + x^6 − 3x^4 − 3x^3 + 8x^2 + 2x − 5 = (9x^2 + 7)(3x^6 + 5x^4 − 4x^2 − 9x + 21) + (11x^4 + 3x^2 + 4)

3x^6 + 5x^4 − 4x^2 − 9x + 21 = (6x^3 + 5x^2 + 6x + 5)(4x + 1) + 12 4x + 1 = (9x + 12) · 12 + 0.

Proto¿e libovolný nenulový konstantní polynom je jednotkou, dostáváme nesoudìlnost pùvodních polynomù. Snadnou úvahou, kterou v dalźí kapitole rozvedeme, lze nahlédnout, ¿e jsou-li dva celoèíselné polynomy nesoudìlné modulo nìjaké prvoèíslo a jejich vedoucí koe˛cienty nejsou tímto prvoèíslem dìlitelné,pak jsou tyto polynomy nesoudìlné i nad celými èísly.

Okruhy s jednoznaèným rozkladem

Mezi okruhy s jednoznaèným rozkladem nás bude zajímat z hlediska systémù poèítaèové algebry jejich nejdùle¿itìjźí pøípad, toti¿ okruhy polynomù. Jedním ze základním tvrzení je toti¿ fakt, ¿e okruh polynomù nad okruhem R, který je okruhem s jednoznaèným rozkladem, je rovnì¿ UFD^6.

Jak jsme ji¿ uvedli, Euklidùv algoritmus nemù¿e být pou¿it pro výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele napø. v pøípadì okruhu polynomù více promìnných nebo v pøípadì okruhu Z[x], proto¿e se nejedná o euklidovské okruhy. Následující vìta vźak zaruèuje existenci (a jednoznaènost) nejvìtźího spoleèného dìlitele v okruhu s jednoznaèným rozkladem na ireducibilní prvky, je tedy pøirozené hledat algoritmus na jeho výpoèet v UFD.

Vìta 3.13. Jsou-li a, b ∈ R nenulové prvky okruhu s jednoznaèným rozkladem, pak existuje gcd(a, b) ∈ R a to jednoznaènì a¿ na asociovanost.

Dùkaz. Mìjme následující jednoznaèné rozklady prvkù a, b okruhu R na ireducibilní prvky, pøedpokládáme-li nìjaké uspoøádání na ireducibilních prvcích:

a = up^{e1}_1 p^{e2}_2 . . . p^{ek}_k . . . , b = vp^{f1}_1 p^{f2}_2 . . . p^{fk}_k . . . ,

kde u, v jsou jednotky okruhu R. Oznaème pro ka¿dé pøirozené èíslo i jako g_i menźí z e_i a f_i. Pak je zøejmì prvek

d = p^{g1}_1 p^{g2}_2 . . . p^{gk}_k . . .

6Viz napø. [7]

KAPITOLA 3. ZÁKLADY ALGEBRY3.5. NEJVÌTÍ SPOLEÈNÝ DÌLITEL

nejvìtźím spoleèným dìlitelem prvkù a a b. Jednoznaènost a¿ na asociovanost je pøitom zøejmá z de˛nice GCD.

Na základì dùkazu Vìty 3.13 je mo¿né zkonstruovat naivní algoritmus pro výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele v okruhu s jednoznaèným rozkladem. Pøíklad 3.14. Buïte a(x), b(x) polynomy v Z[x] dané vztahy

a(x) = 30x^3 − 5x^2 + 5x − 10 b(x) = −9x^2 − 39x + 30.

Pak faktorizace a(x) a b(x) nad celými èísly dává

a(x) = 5(3x − 2)(2x^2 + x + 1) b(x) = −3(3x − 2)(x + 5),

z èeho¿ dostáváme gcd(a(x), b(x)) = 3x − 2.

Podobnì jako v pøípadì okruhu celých èísel, kde je výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele kvadratické èasové nároènosti narozdíl od rozkladu na prvoèísla, který pravdìpodobnì není ani polynomiální, i zde existují efektivnìjźí metody na výpoèet gcd ne¿ hledání spoleèných faktorù v rozkladu na ireducibilní prvky.

De˛nice 3.15. Je-li okruh R UFD, pak primitivním polynomem nad R nazveme polynom, jeho¿ koe˛cienty jsou navzájem nesoudìlné. Nejvìtźí spoleèný dìlitel koe˛cientù polynomu a(x) ∈ R[x] znaèíme cont(a(x)). Polynom a(x) lze pak jednoznaènì (opìt a¿ na asociovanost) psát ve tvaru

a(x) = cont(a(x)) × b(x),

kde polynom b(x) ∈ R[x] je primitivní (nazýváme jej primitivní èást polynomu a(x)) a oznaèuje se pp(a(x)).

Základem algoritmu pro výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele polynomù je následující tvrzení, známé jako Gaussovo lemma.

Lemma 3.16 (Gaussovo lemma). Souèin primitivních polynomù je primitivní polynom.

Dùkaz. Mìjme primitivní polynomy a(x) = a_mx^m + · · · + a_0 a b(x) = b_nx^n + · · · + b_0. Pøedpokládejme, ¿e jejich souèin a(x) · b(x) není primitivní, tj. ¿e existuje ireducibilní prvek p okruhu R, který dìlí vźechny koe˛cienty polynomu a(x) · b(x). Podle pøedpokladu existují indexy i a j tak, ¿e p nedìlí

KAPITOLA 3. ZÁKLADY ALGEBRY3.5. NEJVÌTÍ SPOLEÈNÝ DÌLITEL

a_i ani b_j a pøedpokládejme, ¿e jsou to nejmenźí indexy s touto vlastností. Potom je koe˛cient u x_{i+j} polynomu a(x) · b(x) roven (koe˛cienty u x^k pro k > m u a(x) a k > n u b(x) jsou nulové)

a_0b_{j+i} + a_1b_{j+i−1} + · · · + a_ib_j + a_{i+1}b_{j−1} + · · · + a_{i+j}b_0 a proto¿e jsou v tomto souètu vźechny sèítance kromì èlenu a_ib_j násobky p (podle pøedpokladu minimality) dostáváme, ¿e tento koe˛cient není dìlitelný p, co¿ je ve sporu s pùvodním pøedpokladem o dìlitelnosti vźech koe˛cientù polynomu a(x) · b(x) prvkem p.

Z pøedchozího lemmatu vyplývá následující Dùsledek. Pro nejvìtźí spoleèný dìlitel polynomù a(x), b(x) ∈ R[x] platí gcd(a(x), b(x)) = gcd(cont(a(x)), cont(b(x))) × gcd(pp(a(x)), pp(b(x))). Pøesto¿e nad obecným okruhem neexistuje algoritmus dìlení polynomù se zbytkem, který by splòoval vlastnosti De˛nice 3.4, existuje algoritmus pro dìlení v okruzích polynomù nad UFD, který je pro naźe úèely témìø stejnì vhodný. Mù¿eme si toti¿ vźimnout, ¿e pøi klasickém þdlouhémß dìlení polynomù dochází k dìlení pouze vedoucím koe˛cientem dìlitele. Toto mù¿eme vidìt na následujícím pøíkladì.

Pøíklad 3.17. Buïte a(x), b(x) polynomy nad Q stejné jako v Pøíkladì 3.11, tj. a(x) = x^8 + x^6 − 3x^4 − 3x^3 + 8x^2 + 2x − 5, b(x) = 3x^6 + 5x^4 − 4x^2 − 9x + 21.

Pak pomocí dìlení v okruhu Q[x] dostáváme a(x) = b(x) · ( 9 27 x^2 − 6 27 ) + ( − 15 27 x^4 + 3 27 x^2 − 9 27 ) . Tento vztah mù¿eme snadno pøepsat do tvaru 27a(x) = b(x)(9x^2 − 6) + (−15x^4 + 3x^2 − 9), který je pøíkladem tzv. þpseudodìleníß polynomù.

Lemma 3.18 (Pseudodìlení polynomù). Nechż R[x] je okruh polynomù nad okruhem R s jednoznaèným rozkladem na ireducibilní prvky. Pro libovolný polynom a(x) ∈ R[x] a libovolný nenulový b(x) ∈ R[x] takové, ¿e deg(a(x)) ≥ deg(b(x)) existují polynomy q(x), r(x) ∈ R[x], splòující lcoe¸(b(x))^{δ+1}a(x) = b(x) · q(x) + r(x) a deg(r(x)) < deg(b(x)), kde δ = deg(a(x)) − deg(b(x)).

KAPITOLA 3. ZÁKLADY ALGEBRY3.5. NEJVÌTÍ SPOLEÈNÝ DÌLITEL

Dùkaz. Jak jsme ji¿ døíve poznamenali, provádíme-li bì¿né dìlení polynomù a(x), b(x) nad podílovým tìlesem Q(R) okruhu R, dìlíme ve skuteènosti pouze prvkem lcoe¸(b(x)) a takovéto dìlení provádíme nejvýźe deg(a(x)) − deg(b(x)) + 1 krát. Proto je toto tvrzení pøímým dùsledkem toho, ¿e okruh Q(R)[x] je euklidovským okruhem.

Poznámka. Polynomy q(x) a r(x) z pøedchozího lemmatu nazýváme pseudopodíl, resp. pseudozbytek a znaèíme pquo(a(x), b(x)), resp. prem(a(x), b(x)). Podobnì jako u bì¿ného dìlení jsou i zde polynom q(x) a r(x) urèeny jednoznaènì, lze je tedy poèítat pomocí bì¿ného dìlení se zbytkem polynomu lcoe¸(b(x))^{δ+1}a(x) polynomem b(x).

Lemma 3.19. Za stejných podmínek jako v Lemmatu 3.18, po¿adujeme-li navíc, aby polynomy a(x) a b(x) byly primitivní, dostáváme

gcd(a(x), b(x)) = gcd(b(x), pp(prem(a(x), b(x)))).

Dùkaz. Za pøedpokladu rovnosti z Lemmatu 3.18 zøejmì dostáváme pou¿itím stejných argumentù jako v dùkazu Lemmatu 3.8

gcd(lcoe¸(b(x))^{δ+1} · a(x), b(x)) = gcd(b(x), r(x))

a pou¿ijeme-li na tuto rovnost dùsledek Gaussova lemmatu, dostaneme

gcd(lcoe¸(b(x))^{δ+1} · a(x), b(x)) = gcd(lcoe¸(b(x))^{δ+1}, 1) · gcd(a(x), b(x)) = gcd(a(x), b(x)),

proto¿e a(x) i b(x) jsou podle pøedpokladù primitivní polynomy. Podobnì dostaneme gcd(b(x), r(x)) = gcd(b(x), pp(r(x))).

Po¿adované tvrzení je tak dokázáno.

Bezprostøednì z pøedchozího lemmatu plyne následující algoritmus.

Algoritmus 3.20. Pro zadané polynomy a(x), b(x) nad UFD R vrátí jejich nejvìtźího spoleèného dìlitele.

1. [Redukuj na primitivní] Vypoèti d ← gcd(cont(a(x)), cont(b(x))). Polo¿ a(x) ← pp(a(x)); b(x) ← pp(b(x)).

2. [Pseudodìlení] Vypoèítej pomocí pseudodìlení r(x) ← prem(a(x), b(x)).

Je-li r(x) = 0, jdi na 4. Je-li r(x) konstantní, polo¿ r(x) ← 1 a jdi na 4.

KAPITOLA 3. ZÁKLADY ALGEBRY3.5. NEJVÌTÍ SPOLEÈNÝ DÌLITEL

3. [Redukuj zbytek] Polo¿ a(x) ← b(x), b(x) ← pp(r(x)) a jdi na 2.

4. [Konec] Vytiskni d · b(x) a skonèi.

Pøíklad 3.21. Uva¿ujme opìt dvojici polynomù a(x), b(x) nad celými èísly:

a(x) = x^8 + x^6 − 3x^4 − 3x^3 + 8x^2 + 2x − 5 b(x) = 3x^6 + 5x^4 − 4x^2 − 9x + 21

Potom pøedchozí algoritmus produkuje následující posloupnost pseudodìlení:

27a(x) = b(x)(9x^2 − 6) + 3(−5x^4 + x^2 − 3) 125b(x) = (5x^4 − x^2 + 3)(75x^2 + 140) + 45(−13x^2 − 25x + 49) 13^3(5x^4 − x^2 + 3) = (13x^2 + 25x − 49)(845x^2 − 1625x + 6141) + 50(−4663x + 6150) 4663^2(13x^2 + 25x − 49) = (4663x − 6150)(60619x + 196525) + 143193869 · 1

Posloupnost zbytkù je tedy

r_2(x) = 5x^4 − x^2 + 3 r_3(x) = 13x^2 + 25x − 49 r_4(x) = 4663x − 6150 r_5(x) = 1

a je vidìt, ¿e oproti Pøíkladu 3.11 se zde vyskytují menźí koe˛cienty u jednotlivých polynomù a navíc se veźkeré výpoèty odehrávají v pùvodním okruhu koe˛cientù Z.

Na druhé stranì, v pøípadì, ¿e okruh nad kterým pracujeme, je komplexnìjźí ne¿ okruh Z (napø. okruh polynomù nìkolika promìnných), významnou èást svého èasu stráví algoritmus ve výpoètech GCD v tomto okruhu (toti¿ ve výpoètu primitivní èásti pseudozbytku v kroku 3.). Z tohoto dùvodu je snaha najít metody, které budou kompromisem mezi po¿adavkem na co nejmenźí koe˛cienty jednotlivých polynomù a na èas strávený redukcí zbytkù.^7 Tìmto metodám je vìnována následující kapitola.

7V pøípadì, ¿e bychom zvolili druhou krajní mo¿nost a neredukovali pseudozbytky vùbec, dostali bychom obecnì exponenciální nárùst velikosti koe˛cientù u tìchto zbytkù. Viz napø. [3, str. 282].

Kapitola 4

Algoritmy na výpoèet GCD polynomù

V této kapitole uká¿eme nìkolik typù algoritmù, které lze pou¿ít pro výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele polynomù nad okruhem s jednoznaèným rozkladem. Prvním typem algoritmù, který uká¿eme v èásti 4.1 budou algoritmy vycházející z Euklidova algoritmu a v nich¿ navá¿eme pøedchozí kapitolu. Algoritmus, který podrobnì rozebereme, vyu¿ívá tzv. subresultantu.

V èásti 4.2 vyu¿ijeme pøechodu z okruhù s jednoznaèným rozkladem do euklidovských okruhù pomocí vhodných homomor˛smù (napø. z okruhu Z[x] do okruhu polynomù nad koneèným tìlesem). Uká¿eme, ¿e ze znalosti nejvìtźího spoleèného dìlitele v tìchto jednoduźźích okruzích doká¿eme získat vhodné informace o GCD v pùvodním okruhu. Z praktických výpoètù se ukazuje, ¿e tento typ algoritmù je obecnì výhodnìjźí ne¿ typ pøedchozí. U tìchto typù algoritmù nebudeme provádìt podrobné rozbory korektnosti algoritmù a ètenáøe odká¿eme na pøísluźnou literaturu.

V dalźí èásti této kapitoly dovedeme tento pøístup jeźtì dál a uvedeme heuristický algoritmus, který výpoèet GCD v okruhu polynomù s celoèíselnými koe˛cienty pøevádí na výpoèet GCD v okruhu celých èísel.

V poslední èásti kapitoly prezentujeme algoritmus, který je ze vźech uvádìných algoritmù nejlepźím kompromisem mezi efektivitou a globální pou¿itelností, algoritmus vyu¿ívající tzv. Henselova lemmatu o posunutí. Fakticky jde o efektivní modi˛kaci modulárních algoritmù.

V celé této kapitole, pokud nebude øeèeno jinak, bude R znamenat libovolný okruh s jednoznaèným rozkladem na ireducibilní prvky (UFD).

KAPITOLA 4. ALGORITMY

4.1. POLYNOMIÁLNÍ ZBYTKOVÉ POSLOUPNOSTI

4.1 Polynomiální zbytkové posloupnosti

De˛nice 4.1. Buïte a(x), b(x) ∈ R[x] polynomy, splòující deg(a) ≥ deg(b). Polynomiální zbytkovou posloupností (PRS) pro A a B nazveme posloupnost r_0(x) = a(x), r_1(x) = b(x), . . . , r_k(x) polynomù z R[x], pro kterou platí:

1. α_i · r_{i−1}(x) = q_i(x) · r_i(x) + β_i · r_{i+1}(x), kde α_i, β_i ∈ R a deg(r_{i+1}) < deg(r_i),

2. prem(r_{k−1}, r_k) = 0.

Z Lemmatu 3.18 je snadno vidìt, ¿e v pøípadì primitivních polynomù a(x), b(x) je gcd(a(x), b(x)) = pp(r_k(x)).

Pro úèely jednotného znaèení následujících algoritmù ˛xujme do konce této èásti oznaèení l_i = lcoe¸(r_i(x)), n_i = deg(r_i(x)), δ_i = n_{i−1} − n_i, m = deg(a(x)), n = deg(b(x)). Ji¿ v pøedchozí èásti jsme ukázali v algoritmu 3.20 pøíklad tzv. primitivní PRS, kde α_i = l^{δi+1}_i a β_i = cont(prem(r_{i−1}(x), r_i(x))). Druhým extrémním pøípadem, kterého jsme se dotkli, byl typ PRS, nìkdy nazývaný euklidovská posloupnost, daná parametry α_i = l^{δi+1}_i a β_i = 1. Rovnì¿ jsme naznaèili, ¿e ani jeden z tìchto extrémù není pøíliź vhodný, proto se v dalźí èásti budeme zabývat vhodnìjźí volbou parametrù α_i, β_i, která bude charakterizovat rùzné metody pro výpoèet GCD. Pøitom bì¿nou volbou parametru α_i (jak je patrné i z Lemmatu 3.18) je α_i = l^{δi+1}_i . Cílem efektivnìjźích metod je tedy volit parametr β_i v závislosti na vstupních polynomech tak, aby koe˛cienty polynomù r_i byly pokud mo¿no co nejmenźí (extrémem je primitivní PRS), na druhé stranì, aby byla co nejmenźí cena za redukci spoleèného dìlitele koe˛cientù (zde je extrémním pøístupem euklidovská PRS).

První metodou tohoto typu byla tzv. redukovaná PRS, navr¿ená v polovinì minulého století J. J. Sylvesterem. Spoèívala v následující volbì parametrù: α_i = l^{δi+1}_i , β_1 = 1, β_i = α_{i−1} pro 2 ≤ i ≤ k. Tato volba je ideální v pøípadì, kdy posloupnost zbytkù je tzv. normální, co¿ znamená, ¿e δ_i = 1 pro vźechna i. V tomto pøípadì porostou koe˛cienty jednotlivých polynomù zhruba lineárnì. Naproti tomu, v pøípadì, ¿e posloupnost zbytku není normální, mù¿e velikost koe˛cientù rùst exponenciálnì podobnì jako u euklidovské PRS.

Pøíklad 4.2. Uva¿ujeme-li opìt tyté¿ polynomy

a(x) = x^8 + x^6 − 3x^4 − 3x^3 + 8x^2 + 2x − 5 b(x) = 3x^6 + 5x^4 − 4x^2 − 9x + 21

KAPITOLA 4. ALGORITMY

4.1. POLYNOMIÁLNÍ ZBYTKOVÉ POSLOUPNOSTI

jako v pøedchozích cvièeních, dostáváme redukovanou PRS

r_2(x) = −15x^4 + 3x^2 − 9 r_3(x) = 585x^2 + 1125x − 2205 r_4(x) = −18885150x + 24907500 r_5(x) = 527933700.

Tuto posloupnost nebudeme dále zkoumat, proto necháme bez odpovìdi otázku, zda je de˛nice redukované PRS korektní, tj. zda jsou opravdu vznikající polynomy r_i(x) prvky okruhu R[x]. Podobnou otázku budeme øeźit u následující posloupnosti, pøípadný zájemce si tedy mù¿e detaily doplnit podle naźeho pøíźtího postupu.

Vylepźení redukované PRS navrhli nezávisle na sobì pánové G. E. Collins a W. S. Brown okolo roku 1970. Metoda vyu¿ívá úzkého vztahu teorie resultantù s tímto problémem, proto se posloupnost zbytkù nazývá subresultant PRS^1. Metoda je dána následujícími parametry:

α_i = l^{δi+1}_i , β_1 = 1, β_i = l_{i−1} · h^{δi}_i pro 2 ≤ i ≤ k, kde h_1 = 1, h_i = l^{δi}�^1_{i−1} · h^{1−δi}�^1_{i−1} pro 2 ≤ i ≤ k.

Pøes své krkolomné vyjádøení pomocí parametrù α_i, β_i je metoda subresultantu implementaènì velmi jednoduchá, jak ukazuje následující algoritmus (tento algoritmus je doplnìn o provedení úplné redukce nejvìtźího spoleèného dìlitele ka¿dých 10 dìlení).

Algoritmus 4.3. K daným polynomùm a(x), b(x) s koe˛cienty v okruhu s jednoznaèným rozkladem R algoritmus vypoèítá jejich nejvìtźí spoleèný dìlitel. Pøedpokládáme pøitom, ¿e máme k dispozici algoritmus pro výpoèet GCD v okruhu R.

1. [Inicializace] Je-li deg(a(x)) < deg(b(x)), vymìò a(x) a b(x). Je-li b(x) = 0, vytiskni a(x) a skonèi, jinak polo¿ a(x) ← pp(a(x)), b(x) ← pp(b(x)), d ← gcd(cont(a(x)), cont(b(x))), g ← 1, h ← 1 a c ← 0.

2. [Pseudodìlení] Polo¿ δ ← deg(a(x)) − deg(b(x)). Pomocí pseudodìlení vypoèítej r(x) ← prem(a(x), b(x)). Je-li r(x) = 0, jdi na 4. Je-li deg(r(x)) = 0, polo¿ b(x) ← 1 a jdi na 4.

1Proto¿e se mi nepodaøilo najít dostateènì vhodný èeský ekvivalent, budu radìji pou¿ívat anglického termínu.

KAPITOLA 4. ALGORITMY

4.1. POLYNOMIÁLNÍ ZBYTKOVÉ POSLOUPNOSTI

3. [Redukuj zbytek] Polo¿ a(x) ← b(x), b(x) ← r(x)/(gh^δ) a c ← c + 1.

Pokud je c < 10, polo¿ g ← lcoe¸(a(x)), h ← h^{1−δ}g^δ a jdi na 2. Jinak polo¿ a(x) ← pp(a(x)), b(x) ← pp(b(x)), g ← 1, h ← 1 a c ← 0 a jdi na 2. (Jak uká¿eme pozdìji, vźechna dìlení v tomto kroku se provádìjí pouze v rámci okruhu R.)

4. [Konec] Vytiskni d · pp(b(x)) a skonèi.

Pøíklad 4.4. Uka¿me PRS, která vznikne aplikací pøedeźlého algoritmu na polynomy

a(x) = x^8 + x^6 − 3x^4 − 3x^3 + 8x^2 + 2x − 5 b(x) = 3x^6 + 5x^4 − 4x^2 − 9x + 21

r_2(x) = −15x^4 + 3x^2 − 9 r_3(x) = 65x^2 + 125x − 245 r_4(x) = −9326x + 12300 r_5(x) = 260708.

Je vidìt, ¿e i zde, podobnì jako u redukované PRS, se veźkeré aritmetické operace odehrávají v pùvodním okruhu R a rovnì¿ velikost polynomù je omezena. Pøípadná úplná redukce nejvìtźího spoleèného dìlitele koe˛cientù jednou za deset krokù je vhodným kompromisem mezi po¿adavkem na efektivitu a velikost koe˛cientù.

Doka¿me nyní korektnost uvedeného algoritmu, tj. to, ¿e koe˛cienty veźkerých polynomù, vyskytujících se ve výpoètu, patøí do pùvodního UFD R. Uva¿ujme tedy PRS tvoøenou polynomy r_0(x), r_1(x), r_2(x), . . . , r_k(x), kde r_0(x) = a(x) a r_1(x) = b(x). V oznaèení zavedeném v úvodu této èásti nyní máme

l^{δ1+1}_1 r_0(x) = q_1(x) · r_1(x) + l_0h^{δ1}_1 r_2(x), l^{δ2+1}_2 r_1(x) = q_2(x) · r_2(x) + l_1h^{δ2}_2 r_3(x), l^{δ3+1}_3 r_2(x) = q_3(x) · r_3(x) + l_2h^{δ3}_3 r_4(x),

kde n_2 > n_3 > n_4 a podobnì dále. Musíme ukázat, ¿e vźechny hodnoty l_{i−1}h^{δi}_i dìlí pøísluźné zbytky pøi dìlení polynomù a rovnì¿, ¿e hodnoty h_i jsou prvky okruhu R. Kompletní matematický dùkaz je pomìrnì komplikovaný (a je uveden v [3]), my se omezíme na intuitivnìjźí dùkaz, vycházející z [7].

KAPITOLA 4. ALGORITMY

4.1. POLYNOMIÁLNÍ ZBYTKOVÉ POSLOUPNOSTI

Budeme se sna¿it ukázat, ¿e polynomy r_{j+1}(x) patøí pro j ≥ 1 do okruhu R. Uveïme nejprve, jak bude vypadat obecný dùkaz na konkrétním pøíkladu pro polynomy z Pøíkladu 4.4. Píźeme-li r_0(x) = a(x) = a_8x^8 + a_7x^7 + · · ·+ a_0, r_1(x) = b(x) = b_6x^6 +b_5x^5 +· · ·+b_0, r_4(x) = e_1x+e_0 a r_5(x) = f_0, dostáváme h_1 = 1, h_2 = b^2_6, h_3 = c^2_4/b^2_6 a h_4 = d^2b^2_6/c^2_4. Uká¿eme napøíklad, ¿e koe˛cienty polynomu r_3(x) jsou v okruhu R. Uva¿ujme proto následující matici

M = a_8 a_7 a_6 a_5 a_4 a_3 a_2 a_1 a_0 0 0 A_2 0 a_8 a_7 a_6 a_5 a_4 a_3 a_2 a_1 a_0 0 A_1 0 0 a_8 a_7 a_6 a_5 a_4 a_3 a_2 a_1 a_0 A_0 b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 0 0 0 0 B_4 0 b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 0 0 0 B_3 0 0 b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 0 0 B_2 0 0 0 b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 0 B_1 0 0 0 0 b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 B_0

První dvì pseudodìlení uvedeného algoritmu spoèívají v rovnostech

b^3_6r_0(x) = r_1(x)q_1(x) + r_2(x) c^3_4r_1(x) = r_2(x)q_1(x) + b^5_6r_3(x)

První rovnost nám prakticky umo¿òuje provést s maticí M urèité operace. Vynásobíme øádek oznaèený A_2 èíslem b^3_6 a odeèteme od nìj vhodné násobky (odpovídající koe˛cientùm polynomu q_1(x)) øádkù oznaèených symboly B_4, B_3 a B_2. Dostaneme tak øádek s koe˛cienty polynomu r_2(x) v pøísluźných sloupcích. Tuté¿ operaci mù¿eme analogicky provést i s øádky A_1 a A_0. Dostaneme tak matici (pøi urèité permutaci øádkù)

M_1 = b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 0 0 0 0 B_4 0 b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 0 0 0 B_3 0 0 b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 0 0 B_2 0 0 0 b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 0 B_1 0 0 0 0 b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 B_0 0 0 0 0 c_4 c_3 c_2 c_1 c_0 0 0 C_2 0 0 0 0 0 c_4 c_3 c_2 c_1 c_0 0 C_1 0 0 0 0 0 0 c_4 c_3 c_2 c_1 c_0 C_0

KAPITOLA 4. ALGORITMY

4.1. POLYNOMIÁLNÍ ZBYTKOVÉ POSLOUPNOSTI

Pou¿itím tých¿ operací na druhé pseudodìlení v algoritmu dostaneme matici

M_2 = b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 0 0 0 0 B_4 0 b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 0 0 0 B_3 0 0 b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 0 0 B_2 0 0 0 b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 0 B_1 0 0 0 0 c_4 c_3 c_2 c_1 c_0 0 0 C_2 0 0 0 0 0 c_4 c_3 c_2 c_1 c_0 0 C_1 0 0 0 0 0 0 c_4 c_3 c_2 c_1 c_0 C_0 0 0 0 0 0 0 0 0 d_2 d_1 d_0 D_0

Oznaèíme-li jako M^′, resp. M^′_2 libovolnou odpovídající ètvercovou podmatici matice M, resp. M_2, pak ze zpùsobu, jakým jsme matici M_2 odvodili z matice M dostáváme, ¿e

b^3_6 · b^3_6 · b^3_6 · (c^3_4/b^5_6) · det M^′ = ± det M^′_2.

Vybereme-li napøíklad z obou matic sedm prvních sloupcù a poslední sloupec, dostaneme rovnost

b^3_6 · b^3_6 · b^3_6 · (c^3_4/b^5_6) · det a_8 a_7 a_6 a_5 a_4 a_3 a_2 0 0 a_8 a_7 a_6 a_5 a_4 a_3 0 0 0 a_8 a_7 a_6 a_5 a_4 a_0 b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 0 0 b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 0 0 0 b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 0 0 0 0 b_6 b_5 b_4 b_3 0 0 0 0 0 b_6 b_5 b_4 b_0

= ±b^4_6 · c^3_4 · d_0.

Z toho dostáváme, ¿e d_0 patøí do okruhu R. Podobnì se pøísluźnost do okruhu R uká¿e i pro d_0 a d_1, pouze je nutné zvolit jinou ètvercovou podmatici.

V obecném pøípadì se uká¿e naprosto analogicky tvrzení, ¿e koe˛cienty polynomu r_{j+1}(x) patøí do R pro j ≥ 1. Zaèneme opìt s maticí M slo¿enou ze dvou schodovitých blokù: první tvoøí øádky oznaèené jako A_{n1−nj} , . . . , A_0 a druhý øádky B_{n0−nj} , . . . , B_0. Naznaèenými operacemi nad touto maticí, urèenými posloupností pøísluźných pseudodìlení, dostaneme matici M_{j−1}, sseta- venou z øádkù B_{n0−nj} , . . . , B_{n2−nj} , C_{n1−nj} , . . . , C_{n3−nj} , . . . , Q_{nj}�_{1−nj} , . . . , Q_0 a R_0, kde øádek R_0 je tvoøen koe˛cienty polynomu r_{j+1}(x). Tak jako v ukázkovém pøípadì platí, ¿e jsou-li M^′ a M^′_{j−1} odpovídající ètvercové podmatice matic M a M_{j−1}, dostaneme ( l^{δ1+1}_1 /l_0h^{δ1}_1 )_{n1−nj +1} . . . ( l^{δj}�^{1+1} j /l_{j−1}h^{δj}�^1_{j−1} )_{nj −nj +1} × det M^′ = ±l^{n0−n2}_1 l^{n1−n3}_2 . . . l^{nj}�^{1−nj +1}_j · r_t,

KAPITOLA 4. ALGORITMY 4.2. MODULÁRNÍ METODY

kde r_t je pøísluźný koe˛cient polynomu r_{j+1}(x), odpovídající vybranému sloupci v submatici M^′_{j−1}. Výpoètem s vyu¿itím de˛nice koe˛cientù h_i se pomìrnì snadno uká¿e, ¿e uvedená rovnost se podobnì jako v ukázkovém pøípadì redukuje na det M^′ = ±r_t.

Proto¿e je matice M^′ sestavena z koe˛cientù polynomù a(x) a b(x), je zøejmì det M^′ ∈ R a tedy r_t ∈ R.

Podobným zpùsobem se uká¿e, ¿e vźechna h_i patøí do okruhu R a ¿e tedy vźechny operace uvedeného algoritmu se skuteènì odehrávají v okruhu R bez nutnosti práce v podílovém tìlese. Uká¿eme opìt na naźem pøíkladì, ¿e h_3 ∈ R. Uva¿ujme matici

M = a_8 a_7 a_6 a_5 a_4 a_3 a_2 a_1 a_0 0 A_1 0 a_8 a_7 a_6 a_5 a_4 a_3 a_2 a_1 a_0 A_0 b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 0 0 0 B_3 0 b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 0 0 B_2 0 0 b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 0 B_1 0 0 0 b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 B_0

Provedeme-li operace podle prvního pseudodìlení, dostaneme matici

M_1 = b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 0 0 0 B_3 0 b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 0 0 B_2 0 0 b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 0 B_1 0 0 0 b_6 b_5 b_4 b_3 b_2 b_1 b_0 B_0 0 0 0 0 c_4 c_3 c_2 c_1 c_0 0 C_1 0 0 0 0 0 c_4 c_3 c_2 c_1 c_0 C_0

a vybereme-li prvních źest sloupcù tìchto matic (oznaèíme M^′, resp. M^′_1), dostaneme b^3_6 · b^3_6 · det M^′ = ± det M^′_1,

co¿ dává det M^′ = ±c^2_4/b^2_6 = ±h_3 a proto¿e matice M byla opìt tvoøena koe˛cienty polynomù a(x) a b(x), je h_3 ∈ R. Diskuse obecného pøípadu je podobným rozźíøením tohoto pøíkladu jako zobecnìní pøedchozí, proto se ji odvá¿íme vynechat.

4.2 Modulární metody

V pøedchozí èásti jsme ukázali nìkolik metod, kterými se lze bránit rùstu velikosti koe˛cientù jednotlivých polynomù, vznikajících v prùbìhu výpoètu nejvìtźího spoleèného dìlitele polynomù nad okruhem, který není tìlesem

KAPITOLA 4. ALGORITMY 4.2. MODULÁRNÍ METODY

a není tedy mo¿né pou¿ít nìkterou variantu Euklidova algoritmu. V této èásti uká¿eme, jak lze s výhodou vyu¿ít pøenesení problému do jednoduźźího oboru, pøesto¿e pøi tomto pøenosu mù¿eme ztratit èást informace. Zpravidla pøitom pùjde o pøenos z pùvodního okruhu polynomù, který je UFD (a má tedy smysl v nìm de˛novat nejvìtźího spoleèného dìlitele) do euklidovského okruhu, kde je mo¿né pou¿ít Euklidùv algoritmus. Pøes ji¿ zmínìnou ztrátu informace, mù¿e výpoèet GCD v jediném takovém þjednoduźźímß okruhu pøinést dostatek informace k urèení GCD v pùvodním okruhu, co¿ ukazuje následující lemma.

Lemma 4.5. Buïte R[x] a R^′[x] okruhy polynomù s jednoznaèným rozkladem a f : R[x] → R^′[x] homomor˛smus tìchto okruhù, pøirozenì indukovaný homomor˛smem okruhù R a R^′. Jsou-li nyní a(x), b(x) ∈ R[x] polynomy a c(x) = gcd(a(x), b(x)) takový, ¿e f(lcoe¸(c(x))) ≠ 0, pak

deg(gcd(f(a(x)), f(b(x)))) ≥ deg(gcd(a(x), b(x))).

Dùkaz. Buïte d(x), e(x) ∈ R[x] polynomy splòující a(x) = c(x) · d(x), b(x) = c(x) · e(x). Potom z vlastností homomor˛smù plyne, ¿e f(a(x)) = f(c(x)) · f(d(x)) a f(b(x)) = f(c(x)) · f(e(x)), a tedy ¿e f(c(x)) je spoleèným dìlitelem polynomù f(a(x)), f(b(x)) ∈ R^′[x]. Proto je f(c(x)) dìlitelem jejich nejvìtźího spoleèného dìlitele a má tedy nejvýźe stejný stupeò. Tvrzení nyní plyne z pøedpokladu f(lcoe¸(c(x))) ≠ 0.

Jako dùsledek tohoto tvrzení uveïme jednoduchou podmínku, která se døíve èasto pou¿ívala jako efektivní heuristika k testování ireducibility polynomù.

Dùsledek. Za stejných podmínek jako v pøedeźlém lemmatu, pokud navíc pøedpokládáme, ¿e polynomy f(a(x)) a f(b(x)) jsou ireducibilní, dostáváme, ¿e rovnì¿ polynomy a(x) a b(x) jsou ireducibilní.

U¿iteènost takovéto heuristiky oceníme zejména tehdy, uvìdomíme-li si, ¿e v nejèastìjźím pøípadì, ve kterém pou¿íváme uvádìné algoritmy, toti¿ v okruzích polynomù s koe˛cienty z okruhu celých èísel, jsou dva náhodné polynomy soudìlné takøka s nulovou pravdìpodobností. Hlavní vìta teorie resultantù toti¿ tvrdí, ¿e k tomu aby mìly dva polynomy netriviální spoleèný faktor, je nutné (a staèí), aby byl jejich resultant nulový. Pøitom resultant je (podobnì jako subresultant) determinantem matice, která je sestavena z jistých koe˛cientù tìchto polynomù. Podobným argumentem mù¿e být výpoèet, provedený v [7], kde se ukazuje, ¿e dva normované polynomy tého¿ stupnì v rovnomìrné distribuci jsou nesoudìlné modulo p s pravdìpodobností 1 − 1/p.

KAPITOLA 4. ALGORITMY 4.2. MODULÁRNÍ METODY

Pøíklad 4.6. Aplikujme uvedený postup na polynomy

a(x) = x^8 + x^6 − 3x^4 − 3x^3 + 8x^2 + 2x − 5 b(x) = 3x^6 + 5x^4 − 4x^2 − 9x + 21

Pak pou¿itím redukce do okruhu polynomù Z_{13}[x] dostaneme (viz Pøíklad 3.12), ¿e polynomy a(x) a b(x) jsou nesoudìlné modulo 13 a tedy podle pøedchozího dùsledku jsou nesoudìlné jako polynomy okruhu Z[x].

V této èásti uká¿eme jednoduchý algoritmus, který poèítá nejvìtźí spoleèný dìlitel polynomù z okruhu Z[x], tj. polynomù jedné promìnné s koe˛- cienty z okruhu celých èísel. Tento algoritmus lze snadno pøevést na pøípad okruhu polynomù jedné promìnné s koe˛cienty z libovolného euklidovského okruhu (takový algoritmus je napø. souèástí systému Axiom). O tom, jak pøenést uvedené výsledky na okruhy polynomù více promìnných, se zmíníme v závìru této èásti.

V pøípadì okruhù s celoèíselnými koe˛cienty se jako cílový okruh þzjednoduźujícíhoß homomor˛smu nabízí okruh polynomù nad koneèným tìlesem, tj. okruh Z_p[x], kde p je prvoèíslo. Z toho, ¿e homomor˛smus f je v tomto pøípadì poèítaní s polynomy modulo p, plyne i název modulární metody. Dalźí výhodou toho, ¿e jde o koneèné tìleso, je omezenost koe˛cientù a v pøípadì, ¿e je prvoèíslo p dostateènì malé na to, aby se veźkeré výpoèty mohly odehrávat v jednoduché pøesnosti, jde o významnou pøednost pøed pøedchozími algoritmy, které byly nuceny pou¿ívat implementaci þdlouhýchß èísel.

Základní myźlenkou této metody je výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele polynomù a(x) a b(x) modulo nìkolik prvoèísel a ze znalosti tìchto výsledkù urèit gcd(a(x), b(x)). V tomto postupu hraje klíèovou úlohu tzv. Èínská zbytková vìta, která øíká (ve své nejjednoduźźí formì), ¿e známe-li zbytky èísla a po dìlení rùznými prvoèísly p_1, . . . , p_n, pak lze z tìchto zbytkù jednoznaènì získat zbytek po dìlení èísla a èíslem p_1 · · · p_n. Navíc existují efektivní algoritmy, poèítající tento zbytek (viz napø. Garnerùv CRA algoritmus v [3], vyu¿ívající zápisu celých èísel v tzv. polyadické èíselné soustavì). My budeme v dalźím pøedpokládat, ¿e algoritmus CRA máme k dispozici (podrobnosti viz napø. [2, 3]).

Mù¿e se ovźem stát, ¿e zvolíme prvoèíslo p tak neźżastnì, ¿e nejvìtźí spoleèný dìlitel modulo p má mizivou vypovídací hodnotu o hledaném GCD. To ukazuje napøíklad následující pøíklad.

Pøíklad 4.7. Mìjme opìt celoèíselné polynomy

a(x) = x^8 + x^6 − 3x^4 − 3x^3 + 8x^2 + 2x − 5 b(x) = 3x^6 + 5x^4 − 4x^2 − 9x + 21

KAPITOLA 4. ALGORITMY 4.2. MODULÁRNÍ METODY

a poèítejme jejich nejvìtźí spoleèný dìlitel modulo 2. Výsledkem aplikace Euklidova algoritmu je polynom x + 1, pøesto¿e pùvodní polynomy jsou nesoudìlné v okruhu Z[x].

Uvedený pøíklad ilustroval mo¿nost, ¿e prvoèíslo p je tzv. neźżastné. V tom pøípadì je stupeò GCD modulo p pøíliź veliký. Naźtìstí je poèet neźżastných prvoèísel pomìrnì malý, neboż se ukazuje, ¿e prvoèíslo p mù¿e být neźżastné pouze tehdy, pokud p dìlí vedoucí koe˛cient nìkterého z polynomù, které vzniknou jako zbytky pøi PRS (napø. jednotlivé polynomy r(x) v Algoritmu 3.20). Podobnì se v [3] ukazuje hranice pro poèet takových prvoèísel. Toto tvrzení uvedeme bez dùkazu^2.

Lemma 4.8. Poèet neźżastných prvoèísel, vìtźích ne¿ pevnì zvolené èíslo N je shora omezen èíslem m · log_N (2mc^2t^2),

kde c = max(‖a(x)‖, ‖b(x)‖), m = 1/2 max(deg(a(x)), deg(b(x))) a t = max(t(a(x)), t(b(x))), pøitom t(p(x)) je poèet èlenù polynomu p(x).

Uvedené lemma tak potvrzuje názor intuice v tom, ¿e je dobré volit prvoèíslo p co nejvìtźí, ale tak, abychom poøád operovali s aritmetikou v jednoduché pøesnosti.

Základním pozorováním, které ukazuje u¿iteènost modulárních metod je fakt, ¿e pokud prvoèíslo p není neźżastné, pak platí f(gcd(a(x), b(x))) = l · gcd(f(a(x)), f(b(x))) pro nìjakou konstantu l tìlesa Z_p. Pokud bychom dokázali zjistit konstantu l, znali bychom gcd(a(x), b(x)) modulo p. Zjiźżování této konstanty se vźak v praxi vyhneme následujícím zpùsobem. Nejprve mù¿eme pøedpokládat, ¿e pùvodní polynomy a(x), b(x) jsou ji¿ primitivní. Vedoucí koe˛cient polynomu c(x) = gcd(a(x), b(x)) zøejmì dìlí èíslo g = gcd(lcoe¸(a(x)), lcoe¸(b(x))), proto mù¿eme psát g = u · lcoe¸(c(x)) pro vhodnou konstantu u. Pokud bychom normovali polynomy f(a(x)) a f(b(x)) tak, aby jejich vedoucí koe˛cienty byly rovny f(g), dostali bychom l = u. Pomocí CRA bychom pak místo polynomu c(x) dostali l · c(x), ale z toho lze snadno urèit polynom c(x) díky Gaussovu lemmatu tím, ¿e musí být primitivní.

Uveïme nyní tedy princip modulárního algoritmu na výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele.

• Vypoèteme poèet prvoèísel, modulo která budeme poèítat GCD.

• Urèíme vhodné prvoèíslo p a vypoèteme GCD modulo p.

2V monogra˛i [3] je vìta uvádìna pro pøípad polynomù více promìnných, my se omezíme na zde probíraný pøípad polynomù jedné promìnné.

KAPITOLA 4. ALGORITMY 4.2. MODULÁRNÍ METODY

• V pøípadì, ¿e prvoèíslo nebylo neźżastné, zaèleníme pomocí CRA získaný GCD modulo p do hledaného GCD.

• Pokud bylo ji¿ prvoèísel dost, vytiskneme GCD, jinak postup opakujeme s volbou nového prvoèísla.

Nyní je nutné speci˛kovat nìkteré kroky tohoto schématu. Pøedevźím tedy, kolik prvoèísel budeme potøebovat, jak poznáme, ¿e jde o neźżastné prvoèíslo a jak zaèlenit získané výsledky do hledaného GCD.

Pro zjiźtìní poètu potøebných prvoèísel mù¿eme pou¿ít horní odhad velikosti koe˛cientù výsledného GCD, uvedený ve [3]. Ukazuje se zde toti¿, ¿e je-li c(x) = gcd(a(x), b(x)) a ν = min(deg(a(x)), deg(b(x))), pak

‖c(x)‖ ≤ 2^ν · min(‖a(x)‖, ‖b(x)‖) · gcd(lcoe¸(a(x)), lcoe¸(b(x))).

To, zdali je prvoèíslo neźżastné, poznáme, jak jsme ji¿ uvedli, pøedevźím podle toho, ¿e výsledný GCD modulo toto prvoèíslo má pøíliź vysoký stupeò. Je-li tedy toto prvoèíslo p nìkolikátým v øadì a GCD modulo p má vyźźí stupeò ne¿ dosud zkonstruovaná aproximace, pak jej rovnou z dalźích úvah vylouèíme. U¿iteèným testem, který mnohá neźżastná prvoèísla odhalí jeźtì pøed výpoètem GCD, je test na dìlitelnost vedoucích koe˛cientù polynomù a(x) a b(x) tímto prvoèíslem.

V pøípadì, ¿e jsme zjistili, ¿e nejde o neźżastné prvoèíslo, potøebujeme zaèlenit získaný GCD do hledaného nejvìtźího spoleèného dìlitele v Z[x]. To se dìje pomocí CRA. Po pou¿ití prvoèísel p_1, . . . , p_k známe koe˛cienty výsledného GCD modulo p_1 · · · p_k. Po aplikaci algoritmu s novým prvoèíslem p mù¿eme snadno zjistit pou¿itím CRA jednotlivé koe˛cienty modulo p_1 · · · p_l·p. Opakujeme tento postup tak dlouho, a¿ zjistíme, ¿e p_1 · · · p_k je vìtźí ne¿ vypoètená horní hranice velikostí koe˛cientù výsledného GCD. Alternativním zpùsobem ukonèení algoritmu je test dìlitelnosti. V pøípadì, ¿e dosud zkonstruovaná þaproximaceß nejvìtźího spoleèného dìlitele c^′(x) dìlí oba polynomy a(x), b(x) v okruhu Z[x], je zøejmé, ¿e platí c^′(x) | gcd(a(x), b(x)) a podle Lemmatu 4.5 dostáváme, ¿e stupeò c^′(x) není menźí ne¿ stupeò c(x), a proto je c^′(x) nejvìtźím spoleèným dìlitelem a(x) a b(x).

Algoritmus 4.9. Algoritmus MGCD vypoèítá pro dané polynomy a(x), b(x) jedné promìnné s celoèíselnými koe˛cienty jejich nejvìtźího spoleèného dìlitele pou¿itím modulárních metod.

1. [Redukuj a vypoèítej hranici] Vypoèítej nejdøíve u¿iteèné konstanty conta ← cont(a(x)), contb ← cont(b(x)), a(x) ← pp(a(x)), b(x) ← pp(b(x)), gcont ← gcd(conta, contb) a dále jako g oznaème nejvìtźí spoleèný dìlitel vedoucích koe˛cientù polynomù a(x) a b(x). Pro úèely

KAPITOLA 4. ALGORITMY 4.2. MODULÁRNÍ METODY

výpoètu horní hranice velikosti koe˛cientù polo¿ primes product ← 1, candidate(x) ← 0, n ← min(deg(a(x)), deg(b(x))) a limit ← 2^n · |g| · min(‖a(x)‖, ‖b(x)‖). 2. [Nové prvoèíslo] Vyber vhodnì velké prvoèíslo p nedìlící g. Buïte dále polynomy v Z_p[x]: a_p(x) ← a(x) mod p, b_p(x) ← b(x) mod p, c_p(x) ← gcd(a_p(x), b_p(x)) a m ← deg(c_p(x)). Normalizuj c_p(x) tak, aby mìl vedoucí koe˛cient kongruentní s g modulo p: g_p ← g mod p, c_p(x) ← g_p · lcoe¸(c_p(x))^{−1} · c_p(x). 3. [Neźżastné p?] Je-li m < n, polo¿ primes product ← p, candidate(x) ← c_p(x) a n ← m. Pokud je m = n, pak pou¿ij na vźechny koe˛cienty c_i polynomu candidate(x) Èínský zbytkový algoritmus a polo¿ c_i ← CRA(mod(c_i, primes product), mod(c_p(x)_i, p)) a souèin dosud uva¿ovaných prvoèísel primes product vynásob prvoèíslem p. 4. [Konec?] Je-li primes product ≥ limit, pak pokud pp(candidate(x)) dìlí a(x) i b(x), vraż gcont · candidate(x) a skonèi. Jinak jdi na 2.

Uka¿me uvedený algoritmus na konkrétním pøíkladu:

Pøíklad 4.10. Mìjme a(x), b(x) ∈ Z[x] následující polynomy:

a(x) = 15x^4 + 103x^3 + 157x^2 − 171x − 360 b(x) = 6x^5 + 31x^4 + 47x^3 + 26x^2 + x − 15.

Spoèítejme nejprve horní hranici koe˛cientù nejvìtźího spoleèného dìlitele: limit = 2^4 · 3 · 47 = 2256. Pøesto¿e by bylo výhodné zvolit jako prvoèíslo p èíslo 2267, kvùli prezentaci algoritmu radìji zvolíme malá prvoèísla. Po redukci modulo 5 dostáváme

a_5(x) = 3x^3 + 2x^2 + 4x, b_5(x) = x^5 + x^4 + 2x^3 + x^2 + x.

Aplikací Euklidova algoritmu v okruhu Z_5[x] dostaneme gcd(a_5(x), b_5(x)) = x^2 + 3x. Proto¿e nejvìtźí spoleèný dìlitel vedoucích koe˛cientù pùvodních polynomù je g = 3, musíme nalezený GCD normovat a dostaneme c_5(x) = 3x^2 + 4x. Jako dalźí prvoèíslo zvolíme èíslo 7. Po redukci dostáváme

a_7(x) = x^4 + 5x^3 + 3x^2 + 4x + 4, b_7(x) = 6x^5 + 3x^4 + 5x^3 + 5x^2 + x + 6.

a tedy gcd(a_7(x), b_7(x)) = 6x^2 + 2 a po normalizaci c_7(x) = 3x^2 + 1. Pomocí Èínského zbytkového algoritmu nyní dostaneme candidate(x) = 3x^2 + 14x + 15 a pøitom je primes product = 35.

KAPITOLA 4. ALGORITMY 4.2. MODULÁRNÍ METODY

Dále redukujme modulo 11 a dostaneme a_{11}(x) = 4x^4 + 4x^3 + 3x^2 + 5x + 3, b_{11}(x) = 6x^5 + 9x^4 + 3x^3 + 4x^2 + x + 7. Výpoèet GCD dává gcd(a_{11}(x), b_{11}(x)) = 3x^2 + 3x + 4. Zde není nutná redukce a je vidìt, ¿e po provedení CRA se polynom candidate(x) nezmìní. To je signálem toho, ¿e jsme ji¿ nalezli správného kandidáta, pøesto¿e jeźtì stále není primes product > limit. V pøípadì, ¿e zvolíme dalźí prvoèíslo, dostaneme ji¿ de˛nitivnì candidate(x) = 3x^2 + 14x + 15. Testem na dìlitelnost polynomù a(x) a b(x) nalezeným polynomem zjistíme, ¿e jde skuteènì o nejvìtźího spoleèného dìlitele tìchto polynomù.

V pøedchozím pøíkladì jsme vidìli, ¿e uvedený horní odhad nemusí být v¿dy dostateènì dobrý, proto se nabízí nìkterá z následujících modi˛kací algoritmu modulárního GCD:

• Po ka¿dé zmìnì polynomu candidate(x) vyzkouźet, zda dìlí polynomy a(x) a b(x), pokud ano, jde o jejich nejvìtźí spoleèný dìlitel.

• Zkouźet, zda polynom candidate(x) dìlí polynomy a(x) a b(x) pouze v pøípadì, ¿e jeho koe˛cienty zùstaly v tomto kroku nezmìnìny a je tedy nadìje, ¿e jde skuteènì o nejvìtźí spoleèný dìlitel a(x) a b(x).

Uka¿me jeźtì pøíklad, ve kterém vystupuje þneźżastnéß prvoèíslo. Pøíklad 4.11. Mìjme následující polynomy

a(x) = x^4 + 25x^3 + 145x^2 − 171x − 360 b(x) = x^5 + 14x^4 + 15x^3 − x^2 − 14x − 15.

Budeme-li redukovat modulo 5, dostaneme a_5(x) = x^4 − 4, b_5(x) = x^5 − x^4 − x^2 + x, co¿ dává gcd(a_5(x), b_5(x)) = x^4 − 4. Pøitom po redukci modulo 7 a výpoètu GCD dostaneme gcd(a_7(x), b_7(x)) = x^2 + 1. Z toho vyplývá, ¿e prvoèíslo 5 bylo neźżastným a nejvìtźí spoleèný dìlitel vypoèítaný modulo 5 zavrhneme. Provedením algoritmu pro dalźí prvoèísla posléze zjistíme, ¿e gcd(a(x), b(x)) = x^2 + 14x + 15.

KAPITOLA 4. ALGORITMY 4.2. MODULÁRNÍ METODY

Analogický postup lze zvolit pro polynomy více promìnných nad UFD. Roli jednotlivých prvoèísel v pøedchozím algoritmu (resp. jednotlivých modulárních homomor˛smù) zde hrají polynomy x_i − a_i (zde výpoèet polynomu modulo x_i − a_i znamená vyhodnocení polynomu pøi substituci x_i = a_i). Pou¿ívá se pak v podstatì stejná Èínská zbytková vìta, které se vźak v kontextu polynomù obvykle øíká interpolace. Obvykle je výhodné za a_i brát èíslo 0, a to zejména v pøípadì, ¿e pou¿íváme tzv. øídkou reprezentaci polynomù.

Problémem, kterého jsme se dotkli v závìru pøedchozího odstavce, mù¿e být mno¿ství nutných netriviálních výpoètù, které je nutno provést v pøípadì, ¿e poèet promìnných je velmi vysoký. V tomto pøípadì vźak bývá v praxi poèet nenulových koe˛cientù mnohem menźí ne¿ v prùmìrném teoretickém pøípadì, proto je zde extrémnì výhodná øídká reprezentace polynomu a s tím související modi˛kace modulárního GCD algoritmu, kterou zde naèrtneme, tzv. øídký modulární GCD algoritmus. V pøípadì bì¿ného modulárního algoritmu (v této èásti jej navíc ozdobíme pøívlastkem hustý) pøedpokládáme, ¿e polynom stupnì n má vźechny koe˛cienty neznámé, proto je tøeba n + 1 vyhodnocovací bodù k tomu, aby bylo interpolací mo¿no zjistit výsledek. Øídký algoritmus interpolace pøedpokládá, ¿e je pouze velmi málo koe˛cientù (oproti stupni polynomu), které jsou nenulové a je proto nutné volit podstatnì ménì vyhodnocovacích bodù. Tento algoritmus støídavì pou¿ívá hustou interpolaci, která nám poskytne kandidáty na nulové koe˛cienty a øídkou interpolaci, která pøedpokládá znalost nulových koe˛cientù.

Na ukázku, kvùli lepźímu pochopení této metody uka¿me pøíklad pøevzatý z uèebnice [3]. Zároveò tak budeme demonstrovat postup popsaný pro výpoèet GCD polynomù více promìnných modulárním algoritmem.

Pøíklad 4.12. Buïte a(x, y, z) a b(x, y, z) ∈ Z[x, y, z] následující polynomy:

a(x, y, z) = x^5 + 2yzx^4 + (13yz^2 − 21y^3z + 3)x^3 + (26y^2z^3 − 42y^4z^2 + 2)x^2 + (39yz^2 − 63y^3z + 4yz)x + 6, b(x, y, z) = x^6 + (13yz^2 − 21y^3z + z + y)x^4 + 3x^3 +(13yz^3 + 13y^2z^2 − 21y^3z^2 − 21y^4z)x^2 +(13yz^2 − 21y^3z + 21 + 2y)x + 2.

Uká¿eme, jak vypoèítat koe˛cient u x^1 v gcd(a(x), b(x)). Urèíme GCD modulo 11 a 17. Vźimnìme si, ¿e deg_y(a(x)) = 4 a deg_z(a(x)) = 3, proto i GCD musí mít stupeò vzhledem k promìnné y nejvýźe 4 a vzhledem k z nejvýźe 3. Vypoèítejme nejprve nejvìtźí spoleèný dìlitel modulo 11, tj. v okruhu polynomù Z_{11}[x, y, z]. Prvním krokem bude, ¿e urèíme obraz tohoto GCD v okruhu Z_{11}[x, y] pøi vyhodnocení v bodì z = 2. Pomocí výpoètu GCD

KAPITOLA 4. ALGORITMY 4.2. MODULÁRNÍ METODY

v okruhu Z_{11}[x] pro hodnoty y = 1, 3, 5, −4, 4 dostaneme gcd(a(x, 1, 2), b(x, 1, 2)) = x^3 − x + 2 (mod 11) gcd(a(x, 3, 2), b(x, 3, 2)) = x^3 + x + 2 (mod 11) gcd(a(x, 5, 2), b(x, 5, 2)) = x^3 + 4x + 2 (mod 11) gcd(a(x, −4, 2), b(x, −4, 2)) = x^3 + 5x + 2 (mod 11) gcd(a(x, 4, 2), b(x, 4, 2)) = x^3 − 5x + 2 (mod 11).

Pomocí (husté) interpolace dostaneme hledaný obraz v Z_{11}[x, y] jako x^3 + (−3y + 2y^3)x + 2.

V pøípadì bì¿ného modulárního algoritmu pro polynomy více promìnných bychom nyní opakovali tentý¿ postup pro jinou náhodnì zvolenou hodnotu z, místo toho nyní budeme pøedpokládat, ¿e hledaný nejvìtźí spoleèný dìlitel bude tvaru x^3 + (ay + by^3)x + 2.

Nyní vypoèteme pro hodnotu z = −5 obraz GCD v okruhu Z_{11}[x, y] tak, ¿e metodou neurèitých koe˛cientù zjistíme hodnoty a a b pro substituci z = −5.

gcd(a(x, −3, −5), b(x, −3, −5)) = x^3 − 4x + 2 (mod 11) gcd(a(x, 2, −5), b(x, 2, −5)) = x^3 + 5x + 2 (mod 11), co¿ dává (vźechny výpoèty se samozøejmì provádìjí modulo 11) obraz hledaného GCD modulo 11 a pøi substituci z = −5 jako x^3 + (−5y − 5y^3)x + 2.

Analogické výpoèty pro substituce z = −3 a z = 5 dávají x^3 + (−4y − 3y^3)x + 2 x^3 + (−5y + 5y^3)x + 2, vźe modulo 11. Aplikací (husté) interpolace dostaneme kandidáta na obraz hledaného GCD modulo 11 jako x^3 + (2yz^2 + y^3z)x + 2.

Analogickým postupem (s vyu¿itím známého výsledku modulo 11) dostaneme jako kandidáta pro obraz GCD modulo 17 jako x^3 + (−4yz^2 − 4y^3z)x + 2,

KAPITOLA 4. ALGORITMY 4.3. HEURISTICKÝ ALGORITMUS

co¿ pomocí aplikace Èínské zbytkové vìty na jednotlivé koe˛cienty dává GCD

v Z[x, y, z] jako

x^3 + (13yz^2 − 21y^3z)x + 2.

Projdeme-li uvedený pøíklad podrobnì, zjistíme, ¿e pro výpoèet GCD touto metodou je zapotøebí 13 výpoètù nejvìtźího spoleèného dìlitele polynomù jedné promìnné nad koneènými tìlesy, zatímco v pøípadì modulárního algoritmu je to pøibli¿nì 40 výpoètù. Jde samozøejmì o pravdìpodobnostní algoritmus, tak¿e i zde je dùle¿itá vhodná volba prvoèísel p, modulo která provádíme výpoèty | èím vìtźí jsou zvolena prvoèísla, tím menźí je pravdìpodobnost, ¿e náhodnì zvolený polynom bude mít (nenulový) koe˛cient u nìkterého èlenu dìlitelný tímto prvoèíslem. Podobnì se dá pravdìpodobnost výpoètu źpatného kandidáta sní¿it na libovolnì malou hodnotu volbou dostateènì velkých vyhodnocovacích bodù. Podotknìme, ¿e se v tomto pøípadì díky mno¿ství nezávislých výpoètù nabízí implementace pomocí paralelních výpoètù.

4.3 Heuristický algoritmus

Jak bylo øeèeno døíve, úspìźnost modulárních metod vyplývá zejména z toho, ¿e narozdíl od pøirozených èísel jsou polynomy s vysokou pravdìpodobností nesoudìlné (napø. dva nezávislé normované polynomy stupnì n, rovnomìrnì distribuované, jsou s pravdìpodobností 1 − 1/p nesoudìlné modulo p, dalźí viz [7]). Proto bylo èasto u¿iteèné jako jednoduchý test zkusit, zda nejsou polynomy a(x), b(x) ireducibilní modulo nìkteré prvoèíslo (a tento test provést pro nìkolik prvoèísel). Pokud ano, pak podle Lemmatu 4.5 víme, ¿e jsou nutnì ireducibilní i polynomy nad pùvodním okruhem. V této èásti uká¿eme algoritmus, který pomocí modulárních metod spoèítá nejvìtźího spoleèného dìlitele i v pøípadì, ¿e výchozí polynomy nejsou ireducibilní.

Heuristický algoritmus je zalo¿en na podobném principu jako modulární metody. Jsou-li a(x), b(x) napøíklad polynomy jedné promìnné nad okruhem

Z celých èísel, pak se mù¿eme domnívat, ¿e gcd(a(ξ), b(ξ)) je nìjak svázán

s gcd(a(x), b(x)), kde ξ ∈ Z je vhodné èíslo. Dá se dokonce pøedpokládat, ¿e by bylo mo¿né ze znalosti gcd(a(ξ), b(ξ)) zkonstruovat nejvìtźího spoleèného dìlitele polynomù a(x) a b(x). Tento pøedpoklad se ukazuje pravdivým pøi vhodné volbì èísla ξ. Ilustrujme tuto myźlenku na jednoduchém pøíkladì.

Pøíklad 4.13. Buïte a(x), b(x) naźe standardní polynomy, toti¿

a(x) = x^8 + x^6 − 3x^4 − 3x^3 + 8x^2 + 2x − 5 b(x) = 3x^6 + 5x^4 − 4x^2 − 9x + 21.

KAPITOLA 4. ALGORITMY 4.3. HEURISTICKÝ ALGORITMUS

Zvolíme-li napø. ξ = 5, pak dostaneme a(5) = 404205, b(5) = 49876. Pomocí Euklidova algoritmu v Z vypoèteme gcd(404205, 49876) = 1. Rádi bychom z tohoto výsledku dokázali fakt (jak se ukázalo napø. v Pøíkladu 3.11, pravdivý), ¿e polynomy a(x), b(x) jsou nesoudìlné.

őe nepùjde o nabízející se naivní vztah, ukazuje následující protipøíklad. Vezmeme-li polynomy (x−4)·a(x) a (x−4)·b(x), snadno se vidí, ¿e hodnoty tìchto polynomù v bodì ξ = 5 jsou stejné jako hodnoty polynomù a(x), b(x), tedy nesoudìlné, pøesto¿e polynomy (x − 4) · a(x) a (x − 4) · b(x) mají na první pohled spoleèného dìlitele x − 4.

Uka¿me nyní na pøípadì okruhu polynomù s celoèíselnými koe˛cienty, jak budeme odvozovat tvar nejvìtźího spoleèného dìlitele polynomù na základì znalosti nejvìtźího spoleèného dìlitele hodnot tìchto polynomù v urèitém bodì. Pøedpokládejme, ¿e máme polynomy a(x), b(x) ∈ Z[x] a èíslo ξ ∈ Z. Oznaème pro tuto chvíli γ = gcd(a(ξ), b(ξ)) a c(x) = gcd(a(x), b(x)). Proto¿e zobrazení (tzv. evaluace neboli vyhodnocení), pøiøazující polynomu jeho hodnotu v bodì ξ je homomor˛smus, víme, ¿e nutnì platí c(ξ) | γ. Budeme na chvíli pøedpokládat, ¿e dokonce c(ξ) = γ a uká¿eme, jak ze znalosti γ získat polynom c(x) za pøedpokladu, ¿e je ξ dostateènì velké (pozdìji bude speci˛kováno). Vyjádøíme γ v jeho ξ-adickém zápise, tj. ve tvaru

γ = γ_0 + γ_1ξ + γ_2ξ^2 + · · · + γ_dξ^d,

kde pro jednotlivé èleny rozvoje platí −ξ/2 < γ_i ≤ ξ/2 (tzv. symetrická reprezentace modulo ξ) a d je nejmenźí pøirozené èíslo, pro které platí ξ^{d+1} > 2|γ|. Uká¿eme, ¿e pøi splnìní jistých podmínek bude

c(x) = γ_0 + γ_1x + γ_2x^2 + · · · + γ_dx^d.

Ilustrujme opìt tento postup na konkrétním pøíkladì.

Pøíklad 4.14. Pou¿ijme nyní polynomy z Pøíkladu 3.14 (je to z toho dùvodu, ¿e ve standardnì u¿ívaném pøíkladu jsou polynomy ireducibilní). Zde

a(x) = 30x^3 − 5x^2 + 5x − 10 b(x) = −9x^2 − 39x + 30

jsou polynomy jedné promìnné s celoèíselnými koe˛cienty. Vidìli jsme ji¿ døíve, ¿e je výhodné poèítat zvláźż GCD primitivních èástí polynomu, proto to tak proveïme i nyní (v [3, Pø. 7.22] je ukázáno, proè je to v tomto pøípadì dokonce nutností). Máme nyní

a_1(x) = pp(a(x)) = 6x^3 − x^2 + x − 2 b_1(x) = pp(b(x)) = 3x^2 + 13x − 10,

KAPITOLA 4. ALGORITMY 4.3. HEURISTICKÝ ALGORITMUS

pøitom cont(a(x)) = 5, cont(b(x)) = −3. Zvolíme-li v tomto pøípadì ξ = 30, dostaneme a_1(30) = 161128 a b_1(30) = 3080,

co¿ dává gcd(161128, 3080) = 88. Provedeme-li rozvoj èísla 88 v 30-adické soustavì (pøi pou¿ití symetrické reprezentace), dostaneme 88 = 3 · 30 − 2, co¿ dává gcd(pp(a(x)), pp(b(x))) = 3x − 2.

Proto¿e gcd(cont(a(x)), cont(b(x))) = 1, vidíme, ¿e je to i nejvìtźí spoleèný dìlitel polynomù a(x) a b(x) (kontrolu poskytuje zmínìný Pøíklad 3.14).

Zobecnìní z pøípadu polynomù jedné promìnné na polynomy více promìnných je pøímoèaré | postupnì se volí vyhodnocovací body v jednotlivých promìnných a v opaèném smìru se v obráceném poøadí interpoluje.

Jak jsme døíve poznamenali, pøedpoklad γ = c(ξ) je pouze naźím tou¿ebným pøáním. Ve skuteènosti nemusí obecnì platit vztah γ | c(ξ). Uká¿eme ale, ¿e pokud bude pro polynom c^′(x) generovaný interpolací z èísla γ platit c^′(x) | a(x) i c^′(x) | b(x), pak je c^′(x) nejvìtźím spoleèným dìlitelem a(x) a b(x), tj. c^′(x) = c(x). Zároveò uká¿eme slibovanou podmínku na velikost èísla ξ, která je vyjádøena pomocí tzv. normy polynomu více promìnných s celoèíselnými koe˛cienty, kterou budeme pro naźe úèely rozumìt nejvìtźí celoèíselný koe˛cient v absolutní hodnotì (normu polynomu a(x) budeme znaèit ‖a(x)‖).

Vìta 4.15. Buïte a(x), b(x) ∈ Z[x_1, x_2, . . . , x_k] nenulové polynomy, které jsou primitivní^3 vzhledem k Z. Buï dále ξ ∈ Z èíslo, splòující ξ > 1 + 2 min(‖a(x)‖, ‖b(x)‖). Polo¿me γ(x) = gcd(a(x_1, . . . , x_{k−1}, ξ), b(x_1, . . . , x_{k−1}, ξ)) ∈ Z[x_1, . . . , x_{k−1}] a jako c(x) oznaème polynom vytvoøený pomocí ξ-adické reprezentace γ(x). Oznaèíme-li jako pp(c(x)) polynom vzniklý vydìlením polynomu c(x) nejvìtźím spoleèným dìlitelem jeho celoèíselných koe˛cientù, pak je pp(c(x)) nejvìtźím spoleèným dìlitelem polynomù a(x) a b(x) právì tehdy, kdy¿

pp(c(x)) | a(x) a pp(c(x)) | b(x).

K dùkazu Vìty 4.15 budeme potøebovat dvì pomocná lemmata. První z nich je známá podmínka na velikost koøenù polynomù, která bude potøeba v dùkazu druhého lemmatu, klíèového pro vlastní dùkaz vìty.

3Tj. GCD jejich celoèíselných koe˛cientù je roven 1.

KAPITOLA 4. ALGORITMY 4.3. HEURISTICKÝ ALGORITMUS

Lemma 4.16. Je-li a(x) = a_nx^n + · · · + a_0 ∈ C [x], kde a_n ≠ 0, n ≥ 1, polynom, pak pro libovolný koøen α ∈ C tohoto polynomu platí |α| < 1 + A |a_n| , kde A = max(|a_{n−1}|, . . . , |a_1|, |a_0|). Dùkaz. Tvrzení doká¿eme sporem. Pøedpokládejme naopak, ¿e |α| ≥ A/|a_n|+ 1. Pak A |α|^n |α| − 1 ≤ |a_n||α|^n. Proto¿e je podle pøedpokladu |α| > 1, máme |a_n||α|^n ≥ A |α|^n |α| − 1 > A |α|^n − 1 |α| − 1 = A(|α|^{n−1} + |α|^{n−2} + · · · + 1) ≥ |a_{n−1}||α|^{n−1}+|a_{n−2}||α|^{n−2}+· · ·+|a_0| ≥ |a_{n−1}α^{n−1}+· · ·+a_{n−2}α^{n−2}+· · ·+a_0|. Celkem tedy dostáváme |a_nα^n + a_{n−1}α^{n−1} + · · · + a_0| > 0, co¿ je spor s pøedpokladem a(α) = 0.

Lemma 4.17. Nechż p(x) ∈ Z[x_1, . . . , x_k] je nekonstantní polynom, δ ∈ N a j ∈ {1, . . . , k} pøirozené èíslo. Splòuje-li m ∈ Z nerovnost |m| ≥ ‖p(x)‖ + δ + 1, pak pro libovolný nekonstantní polynom q(x) ∈ Z[x_1, . . . , x_k], splòující q(x) | p(x) a q(x1, . . . , xj−1, m, xj+1, . . . , xk) ∈ Z platí |q(x_1, . . . , x_{j−1}, m, x_{j+1}, . . . , x_k)| > δ. Dùkaz. Uva¿me nejprve pøípad polynomù jedné promìnné, pøípad polynomù více promìnných pak na tento pøípad snadno pøevedeme. Nechż α_i ∈ C pro i = 1, . . . , n jsou vźechny komplexní koøeny polynomu p(x) a a = lcoe¸(p(x)) ≠ 0. Pak rozklad polynomu p(x) na lineární èinitele má tvar p(x) = a · n∏ i=1 (x − α_i). Podle Lemmatu 4.16 dostáváme |α_i| < 1 + ‖p(x)‖ |a| .

KAPITOLA 4. ALGORITMY 4.3. HEURISTICKÝ ALGORITMUS

Pro libovolné m ∈ Z dále zøejmì platí p(m) ≥ |a| · n∏ i=1 | | ||m| − |αi| | | |, splòuje-li pak navíc m ∈ Z podmínku z tvrzení lemmatu, dostáváme | | ||m| − |αi| | | | > | | | |(‖p(x)‖ + δ + 1) − ( 1 + ‖p(x)‖ |a| )| | | ≥ δ a celkem |p(m)| > |a|δ^n ≥ δ. Proto¿e je polynom q(x) dìlitelem p(x), jsou vźechny jeho koøeny mezi èísly α_i a platí tedy rovnì¿ |q(m)| > δ.

Uva¿ujme nyní pøípad k > 1, tj. polynomy více promìnných. Snadno je vidìt, ¿e lze zvolit hodnoty m_i ∈ Z pro i ≠ j tak, ¿e polynom p_1(x) = p(m_1, . . . , m_{j−1}, x, m_{j+1}, . . . , m_k) jedné promìnné má hodnoty koe˛cientù, které splòují ‖p_1(x)‖ ≤ ‖p(x)‖. Splòuje-li nyní polynom q(x) ∈ Z[x_1, . . . , x_k] podmínky zadání, pak platí q_1(x) = q(m_1, . . . , m_{j−1}, x, m_{j+1}, . . . , m_k) | p_1(x) a z ji¿ dokázaného pøípadu polynomù jedné promìnné plyne |q_1(m)| > δ. Proto¿e vźak podle podmínek lemmatu q(x_1, . . . , x_{j−1}, m, x_{j+1}, . . . , x_k) ∈ Z, je nutnì |q_1(m)| = |q(x_1, . . . , x_{j−1}, m, x_{j+1}, . . . , x_k)| > δ. Tím je tvrzení dokázáno.

Nyní mù¿eme pøistoupit k vlastnímu dùkazu vìty.

Dùkaz Vìty 4.15. Nutnost podmínky z tvrzení vìty, toti¿ fakt, ¿e nejvìtźí spoleèný dìlitel polynomù a(x) a b(x) je jejich spoleèným dìlitelem, je zøejmá. Doká¿eme, ¿e tato podmínka je i postaèující.

Oznaème p(x) = pp(c(x)) = c(x)/d, kde d ∈ Z a g(x) = gcd(a(x), b(x)). Pak podle pøedpokladù máme p(x) | g(x) a existuje h(x) ∈ Z[x_1, . . . , x_k] tak, ¿e g(x) = p(x) · h(x) a také g(x_1, . . . , x_{k−1}, ξ) = p(x_1 . . . , x_{k−1}, ξ) · h(x_1 . . . , x_{k−1}, ξ). Proto¿e γ(x) = c(x_1, . . . , x_{k−1}, ξ), máme g(x_1, . . . , x_{k−1}, ξ) = γ(x)/d · h(x_1, . . . , x_{k−1}, ξ). Nyní ale rovnì¿ g(x) | a(x) a g(x) | b(x), z èeho¿ plyne g(x_1, . . . , x_{k−1}, ξ) |

γ(x) a tedy γ(x)/d · h(x1, . . . , xk−1, ξ) | γ(x). Úpravou tohoto vztahu dosta-

neme h(x_1, . . . , x_{k−1}, ξ) | d, co¿ implikuje h(x_1, . . . , x_{k−1}, ξ) ∈ Z a |h(x_1, . . . , x_{k−1}, ξ)| ≤ d ≤ ξ/2.

KAPITOLA 4. ALGORITMY 4.3. HEURISTICKÝ ALGORITMUS

Na druhé stranì, podle podmínky v tvrzení vìty je ξ/2 ≥ 1 + min(‖a(x)‖, ‖b(x)‖) a proto¿e polynom h(x) dìlí a(x) i b(x), dostáváme podle Lemmatu 4.17, ¿e pokud je h(x) nekonstantní, platí |h(x_1, . . . , x_{k−1}, ξ)| > ξ/2, co¿ je spor s pøedchozím. Je tedy nutnì h(x) konstantní polynom a proto¿e je

g(x) primitivní (jako GCD primitivních polynomù), musí být nutnì h(x) =

±1, co¿ znamená, ¿e p(x) je asociovaný s g(x) a je tedy nejvìtźím spoleèným dìlitelem a(x) a b(x).

Nyní ji¿ máme pøipraveny veźkeré podmínky k tomu, abychom mohli prezentovat algoritmus GCDHEU, poèítající nejvìtźího spoleèného dìlitele heuristickou metodou.

Algoritmus 4.18. K daným polynomùm a(x), b(x) ∈ Z[x_1, . . . , x_k] se tento algoritmus pokusí rekurzivnì vypoèítat jejich nejvìtźí spoleèný dìlitel procedurou GCDHEU(a(x), b(x)).

1. [Konstanty?] Jsou-li a(x), b(x) konstanty, pak vraż jejich GCD vypoèítaný napø. pomocí Euklidova algoritmu. Jinak oznaè jako x poslední promìnnou a polo¿ ξ ← 2 · min(‖a(x)‖, ‖b(x)‖) + 2, n ← 0.

2. [Neúspìch?] Pokud je n > 5 vraż jako výsledek þfailß. Je-li sizeof(ξ) · max(deg_x(a(x)), deg_x(b(x))) > 5000, skonèi celý výpoèet neúspìchem.

3. [Rekurze] Buï γ(x) ← GCDHEU(a(x_1, . . . , x_{k−1}, ξ), b(x_1, . . . , x_{k−1}, ξ)).

Pokud je γ(x) = þfailß, jdi na 6, jinak polo¿ c(x) ← 0, i ← 0.

4. [Test dìlení] Je-li γ(x) = 0, polo¿ c(x) ← pp(c(x)) a pokud je c(x) dìlitelem a(x) i b(x), vraż c(x) jako jejich nejvìtźího spoleèného dìlitele. Pokud není dìlitelem, jdi na 6.

5. [Generuj c(x)] Buï d(x) symetrický reprezentant polynomu γ(x) modulo ξ, dále polo¿ c(x) ← c(x) + d(x) · x^i, γ(x) ← (γ(x) − d(x))/ξ, i ← i + 1 a jdi na 4.

6. [Nové ξ] Polo¿ ξ ← quo(73794 · ξ, 27011), n ← n + 1 a jdi na 2.

KAPITOLA 4. ALGORITMY4.4. HENSELÙV (EZGCD) ALGORITMUS

K pochopení vlastností tohoto algoritmu je nutné uèinit nìkolik poznámek. Je dùle¿ité, ¿e známe spodní hranici, od které se mù¿eme þspolehnoutß na zvolené ξ, proto¿e s rostoucí velikostí ξ budou rùst i hodnoty koe˛cientù po vyhodnocení polynomu v bodì x_k = ξ. Z tvrzení vìty je patrné, ¿e rozhodující mìrou bude na velikost výsledných celých èísel pùsobit poèet promìnných pùvodních polynomù. Snadno se uká¿e, ¿e velikost celých èísel, pro nì¿ poèítáme jejich nejvìtźího spoleèného dìlitele v Z bì¿ným Euklidovým algoritmem je O(ξ^{dk} ), kde k je poèet promìnných, d je stupeò ka¿dé promìnné a x_k = ξ je první vyhodnocení poèáteèních polynomù. Proto je nutné do algoritmu zabudovat podmínku, která pøi neúnosném zvýźení koe˛cientù výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele touto metodou vzdá. U praktických problémù se ukazuje, ¿e nejvýhodnìjźí je pou¿ití této metody na polynomy jedné promìnné, pøípadnì polynomy pøibli¿nì ètyø promìnných s nepøíliź vysokými koe˛cienty.

V pøípadì, ¿e neuspìl test dìlení podle pøedchozí vìty, je mo¿né volit jiný vyhodnocovací bod ξ. Proto¿e jde o pravdìpodobnostní algoritmus, je výhodné volit novou hodnotu ξ tak, aby byly hodnoty polynomù v tìchto bodech co nejménì korelovány. Nejpøirozenìjźí volbou je násobení èísla ξ nìjakým èíslem vìtźím ne¿ jedna, které nebude celé (aby v rozkladu na prvoèísla jednotlivých èísel ξ nevystupovaly spoleèné faktory) a vzetím celé èásti ze souèinu. Napøíklad v knize [3] autoøi volí násobení èísla ξ aproximací zlatého øezu, tj. hodnotou 73794/27011, autor implementace pro Axiom (kde se ovźem omezují na pøípad polynomù jedné promìnné) zvolili násobení èíslem 832040/317811, pøièem¿ dbají navíc na to, aby výsledné èíslo ξ nebylo sudé, proto¿e jako poèáteèní je voleno èíslo sudé.

4.4 Henselùv (EZGCD) algoritmus

Jak jsme ji¿ naznaèili, algoritmy modulárního (resp. pravdìpodobnostního) typu bývají zpravidla úspìźnìjźí ne¿ algoritmy zalo¿ené na pseudodìlení polynomù a zbytkových posloupnostech. V naprosté vìtźinì výpoètù s malým poètem promìnných dobøe vyhoví heuristická metoda a v pøípadì, ¿e tato sel¿e, je mo¿né aplikovat modulární metodu. Jak je vźak z tvaru této metody vidìt, v pøípadì mnoha promìnných, jde-li navíc o øídké polynomy, provádí se zde pøíliź mnoho (jednoduchých) výpoètù v euklidovských okruzích. Jedním z mo¿ných pøeklenutí tohoto problému je naznaèený algoritmus øídkého modulárního GCD. Jinou metodou (která je napøíklad v systému Maple pou¿ita, kdykoli sel¿e heuristická metoda) je algoritmus, který bývá nazýván Extended Zassenhaus GCD nebo Henselùv algoritmus. V této èásti nastíníme princip této metody a její výhody, podrobnou teorii nutnou pro

KAPITOLA 4. ALGORITMY4.4. HENSELÙV (EZGCD) ALGORITMUS

odvození algoritmu nebudeme z rozsahových dùvodù budovat a ¿ádostivého ètenáøe odká¿eme na základní informace a literaturu k tomuto tématu uvedenou v uèebnici [3].

Základním teoretickým výsledkem, aplikovaným v tomto algoritmu je tzv. Henselovo lemma, které zde uvedeme bez dùkazu.

Vìta 4.19 (Henselovo lemma). Buïte u(x), v_1(x), w_1(x) polynomy s celoèíselnými koe˛cienty takové, ¿e v_1(x) a w_1(x) jsou nesoudìlné modulo prvoèíslo p a u(x) = v_1(x)w_1(x) (mod p)

Pak pro libovolné e ≥ 1 existují polynomy v_e(x), w_e(x) s celoèíselnými koe˛- cienty, splòující v_e(x) = v_1(x) (mod p), w_e(x) = w_1(x) (mod p) a

u(x) = v_e(x)w_e(x) (mod p^e).

Navíc jsou tyto polynomy urèeny jednoznaènì modulo p^e.

Jak plyne z uvedeného lemmatu, hlavní aplikace Henselova lemmatu je pøi faktorizaci polynomù. Vypoète-li se faktorizace modulo prvoèíslo p , pak ji lze za pou¿ití Henselova lemmatu pøenést na rozklad modulo p^e kde exponent e je dostateènì velký, aby shora omezil dvojnásobek mo¿né velikosti jednotlivých koe˛cientù výsledného rozkladu. Pøitom je tento þpøenosß velmi efektivní, neboż polynomy v_{e+1}(x) a w_{e+1}(x) dostaneme z v_e(x) a w_e(x) jedním krokem tzv. p-adické interpolace.

Zobecnìním pøedchozí vìty je Henselovo lemma pro polynomy více promìnných, které navíc kromì výpoètù modulo pou¿ívá vyhodnocování jednotlivých promìnných v celoèíselných hodnotách (vlastní vìta by byla naprosto analogická, proto¿e lze oba postupy shrnout pod spoleèný algebraický rámec hledání inverzního zobrazení k modulárnímu, resp. vyhodnocovacímu homomor˛smu).

Základní idea, vyu¿ívající Henselova lemmatu k výpoètu nejvìtźího spoleèného dìlitele polynomù více promìnných s celoèíselnými koe˛cienty, je následující:

• polynomy a(x) a b(x) redukujeme pomocí výpoètù modulo a vyhodnocování v bodech na polynomy a_1(x), b_1(x) jedné promìnné nad koneèným tìlesem a zde vypoèteme GCD c_1(x)

• v obvyklém pøípadì, kdy je takto vypoèítaný c_1(x) nesoudìlný s jedním z polynomù a_1(x)/c_1(x) nebo s b_1(x)/c_1(x), mù¿eme pou¿ít Henselova lemmatu na posun této faktorizace modulo p na faktorizaci modulo p^e pro dostateènì velké e

KAPITOLA 4. ALGORITMY4.4. HENSELÙV (EZGCD) ALGORITMUS

• tuto faktorizaci polynomù jedné promìnné þposunemeß na faktorizaci pùvodních polynomù pomocí Henselova algoritmu pro polynomy více promìnných

• otestujeme, zda þposunutýß nejvìtźí spoleèný dìlitel c_e(x) dìlí polynomy a(x) a b(x) a v pøípadì, ¿e ano, je hledaným GCD

Tato metoda má následující dobré vlastnosti:

• pøípad, ¿e polynomy a(x) a b(x) jsou nesoudìlné, odhalí velmi brzy stejnì jako ostatní modulární metody tak, ¿e polynom c_1(x) bude konstantní

• v pøípadì, ¿e volíme vyhodnocování v nule, kdykoli je to jen mo¿né, je zachována øídká struktura pùvodních polynomù

Mezi implementaèní detaily této metody patøí podobnì jako u pøedchozích metod problém, jak se vyrovnat s neźżastnými homomor˛smy, jak omezit velikost koe˛cientù a problém s vedoucími koe˛cienty. Zásadním problémem pak je, jak se vypoøádat s tìmi øídkými pøípady, kdy je hledaný GCD c(x) soudìlný s a(x)/c(x) i b(x)/c(x). Pak je nutno místo poèítání GCD polynomù nad koneèným tìlesem pokroèit dále ve faktorizaci obrazù naźich polynomù. Míra této faktorizace se pak liźí v návrzích jednotlivých autorù (pùvodní autoøi této metody, pánové Moses a Yun doporuèují tzv. square-free rozklad polynomu a(x) nebo b(x) | podrobnìji viz napø. [3]).

Kapitola 5

Praktická implementace jednotlivých algoritmù

V této kapitole se zmíníme o praktické realizaci uvedených algoritmù. Zamìøíme se pøitom na jejich implementaci v systémech Maple V R3 a Axiom verze 2.0. Dále budeme diskutovat jejich pou¿itelnost na rùzné typy polynomù.

5.1 Maple

Jak jsme ji¿ poznamenali v kapitole o historii systémù poèítaèové algebry, funkce v Maplu se dìlí na tzv. interní, které tvoøí jádro Maplu a jsou kvùli efektivitì naprogramovány v jazyce C (napø. funkce igcd poèítající nejvìtźího spoleèného dìlitele dvou celých èísel), a externí, které jsou naprogramovány ve vyźźím programovacím jazyce Maplu. Tyto externí funkce jsou pak obvykle slinkovány do knihovny maple.lib. Dalźím zdrojem algoritmù, je tzv. share knihovna, která obsahuje algoritmy vzniklé mimo vývojáøský tým Maplu. Dùle¿itým prvkem Maplu je to, ¿e umo¿òuje získat zdrojový kód externích procedur (pomocí nastavení verboseproc). Navíc mù¿eme získat informace o prùbìhu výpoètu pomocí nastavení infolevel (algoritmy psané se zøetelem na tuto vlastnost v sobì obsahují pøíkazy, které pøi urèité hodnotì

infolevel vypíźí nìkteré dùle¿ité informace o prùbìhu algoritmu).

Na obrázku 5.1 je uveden fragment^1 programu, který vykonává Maple pøi výpoètu nejvìtźího spoleèného dìlitele polynomù. Z programu mù¿eme vyèíst, ¿e pøi hledání nejvìtźího spoleèného dìlitele polynomù jedné promìnné se

1Dùle¿ité implementaèní a optimalizaèní detaily byly kvùli struènosti vynechány. Dychtivý ètenáø mù¿e kompletní kód procedury gcd získat v Maplu po zadání pøíkazù

"interface(verboseproc=2):print(gcd);"

KAPITOLA 5. IMPLEMENTACE 5.1. MAPLE

gcd:=proc(aa,bb,cofa,cofb)
local a,b,inda,indb,inds,ta,tb,res,x,y,GCD,II,Z;
options ‘Copyright 1992 by the University of Waterloo‘;
    do
        ta := icontent(a); divide(a,ta,’a’);
        tb := icontent(b); divide(b,tb,’b’);
        inds := indets(a) union indets(b);
        inda := indets(a); indb := indets(b);
        if divide(b,a) then GCD := a; break
        elif degree(a,inda) < 2 then GCD := 1; break
        elif divide(a,b) then GCD := b; break
        elif degree(b,indb) < 2 then GCD := 1; break
        fi;
        inds := inda intersect indb;
        if inds = {} then GCD := 1; break fi;
        if nops(inda union indb) = 1 then
            x := op(1,inda union indb); GCD := ‘gcd/gcdchrem1‘(a,b,x); break
        fi;

        userinfo(2,gcd,‘trying the heuristic routine gcdheu‘);
        GCD := ‘gcd/gcdheu1‘(a,b);
        if GCD <> FAIL then break fi;
        if nops(inda union indb) = 2 then
            x := op(1,inda union indb); y := op(2,inda union indb);
            GCD := ‘gcd/gcdchrem2‘(a,b,x,y);
            break
        fi;

        userinfo(2,gcd,‘entering extended hensel‘);
        GCD := ‘gcd/gcdeh‘(a,b);
        userinfo(2,gcd,‘exiting extended hensel‘)
        break
    od;
    GCD
end

Obrázek 5.1: Schéma výpoètu GCD v Maplu

KAPITOLA 5. IMPLEMENTACE 5.1. MAPLE

gcdheu:=proc(aa,bb)
local a,b,vars,x,ksi,gamma,G,i,ca,cb;

        userinfo(3,gcdheu,‘entered with‘,aa,bb);
        a:=expand(aa);b:=expand(bb);
        ‘mod‘:=mods;

        vars:=indets(a) union indets(b);
        if nops(vars)=0 then RETURN(igcd(a,b)) else x:=vars[1] fi;
        ca:=icontent(a);a:=a/ca;
        cb:=icontent(b);b:=b/cb;
        norma:=max(op(map(abs,[coeffs(a)])));
        normb:=max(op(map(abs,[coeffs(b)])));
        ksi:=2*min(normb,normb)+2;
        userinfo(5,gcdheu,‘ksi=‘,ksi);

        to 6 do
        if (length(ksi) * max(degree(a,x),degree(b,x))) > 5000 then
           ERROR(‘coefficients too big‘); # return_to_top_level(fail);
        fi;

        gamma:=gcdheu(subs(x=ksi,a),subs(x=ksi,b));
        userinfo(5,gcdheu,‘gamma=‘,gamma);

        if gamma<> fail_flag then
                        # generate polynom G from ksi-adic form of gamma
                G:=0;
                for i from 0 while gamma<> 0 do
                        g.i:= gamma mod ksi;
                        G:=G+g.i*x^i;
                        gamma:=(gamma-g.i)/ksi
                od;

                G:=G/icontent(G);
                userinfo(5,gcdheu,‘candidate for gcd‘,G);
                if divide(a,G) and divide(b,G) then
                        userinfo(5,gcdheu,‘... satisfied‘);
                        RETURN(igcd(ca,cb)*G)
                else
                        userinfo(5,gcdheu,‘... failed‘);
                fi;
        fi;
        ksi:=iquo(ksi*73794,27011);
        userinfo(5,gcdheu,‘ksi changed to ‘,ksi);
        od;

        RETURN(fail_flag);
end:

Obrázek 5.2: Heuristická metoda na výpoèet GCD

KAPITOLA 5. IMPLEMENTACE 5.2. AXIOM

provede procedura gcdchrem1, která je implementací modulárního algoritmu pro pøípad jedné promìnné (chrem = chinese remainder). V pøípadì polynomù více promìnných se pak nejprve aplikuje heuristický algoritmus, který je velmi efektivní pro polynomy s malým poètem promìnných (a rozumnou velikostí koe˛cientù). Algoritmus gcdheu v sobì obsahuje, podobnì jako náź algoritmus 4.18 (viz také obr.5.2), test na velikost celých èísel, pou¿ívaných ve výpoètu celoèíselného GCD. V pøípadì neúspìchu pak skonèí nezdarem a hlavní rutina poèítá nejvìtźího spoleèného dìlitele pomocí algoritmu EZGCD (Henselùv algoritmus) nebo (v pøípadì polynomù dvou promìnných) speciální variantou modulárního algoritmu. Vidíme tedy, ¿e z praktického hlediska je zøejmì výhodnìjźí pou¿ití algoritmù zalo¿ených na modulárních technikách ne¿ výpoèet GCD pomocí polynomiálních zbytkových posloupností.

Maple obsahuje rovnì¿ implementaci algoritmu 4.3, která je pod názvem

subres pøítomna v knihovnì share. Èást tohoto balíku, která byla v této

práci diskutována, je mo¿né vidìt na obrázku 5.3 (druhou èást tvoøí výpoèet GCD v tzv. algebraickém èíselném tìlese).

5.2 Axiom

V systému poèítaèové algebry Axiom je situace ponìkud odliźná. Z povahy systému vyplývá, ¿e Axiom netestuje typ polynomù (resp. poèet promìnných), nad kterými chce u¿ivatel poèítat nejvìtźího spoleèného dìlitele, ale pouze kontroluje, zda typ volané funkce, implementující algoritmus nejvìtźího spoleèného dìlitele, odpovídá argumentùm. Standardním algoritmem, který se v Axiomu pou¿ije, je-li zavolána funkce gcd, je implementace Henselova algoritmu v balíku PolynomialGcdPackage. Tato funkce pak umo¿òuje pou¿ití tohoto algoritmu na libovolný okruh polynomù nad euklidovským okruhem. V Axiomu je rovnì¿ (v balíku HeuGcd) implementován algoritmus na výpoèet GCD heuristickou metodou pro polynomy jedné promìnné nad okruhem Z celých èísel. Tento algoritmus se standardnì volá v pøípadì, ¿e u¿ivatel ¿ádá výpoèet nejvìtźího spoleèného dìlitele seznamu polynomù (dá se tedy napø. vynutit výpoèet GCD polynomù f(x), g(x) ∈ Z[x] heuristickou metodou, pou¿ijeme-li volání gcd([f,g])). Dalźí alternativou je funkce

modularGcd z balíku InnerModularGcd, která aplikuje modulární algoritmus

na polynomy jedné promìnné nad euklidovským okruhem.

Vidíme tedy, ¿e algoritmy, které jsou implementovány v obou systémech, jsou v podstatì tyté¿, rozdíl je pouze ve ˛lozo˛i systémù v tom, jakou míru kontroly má u¿ivatel nad voláním konkrétních algoritmù. Jistou výhodou systému Maple je to, ¿e standardní procedura gcd þrozhodneß o pou¿itém

KAPITOLA 5. IMPLEMENTACE 5.2. AXIOM

#--> subres(a,b,x)
# G. Labahn and M. Monagan July 1991.

‘subres/rational‘ := proc(a,b,x)
local c,d,j,u,v,r,g,h,du,ddu,dv,ddv,S,s,t;

        u := expand(a);
        v := expand(b);

        if degree(u,x) < degree(v,x) then
           t := u; u := v; v := t; s := (-1)^(degree(u,x)*degree(v,x));
        else
           s := 1;
        fi;

        du := degree(u,x);
        dv := degree(v,x);

if printlevel > 2 then
lprint(‘subres: degrees of input polynomials‘,du,dv) fi;

        S := collect(u,x);
        ddu := du; ddv := dv;
        if u = 0 or v = 0 then RETURN(S) fi;
        if du = 0 and dv = 0 then RETURN(1) fi;
        if dv = 0 then RETURN(u,v,expand(v^du)) fi;

        c := 1; g := 1; h := 1;
        while dv > 0 do
                d := du-dv;
                c := c*(-1)^(du*dv);
                r := prem(u,v,x);
                u := v; v := r; du := dv; dv := degree(r,x);
                j := degree(u,x);
                S := S, collect(s^((ddu-j)*(ddv-j))*u,x);

if printlevel > 2 then
lprint(‘subres: degree of pseudo remainder‘,degree(u,x)) fi;

                divide(v,g*h^d,’v’);
                g := coeff(u,x,du);
                if d = 1 then h := g else divide(g^d,h^(d-1),’h’) fi;
        od;
        if du = 1 then RETURN( S, expand(s^(ddu*ddv)*c*v) ) fi;
        divide(v,h,’r’);
        S, expand(s^(ddu*ddv)*c*v*r^(du-1));
end:

Obrázek 5.3: Implementace algoritmu na výpoèet GCD pomocí subresultantù

KAPITOLA 5. IMPLEMENTACE 5.3. Pou¿itelnost algoritmù

algoritmu, na druhé stranì Axiom umo¿òuje pou¿ití tìchto algoritmù na mnohem vìtźí tøídì okruhù polynomù.

5.3 Pou¿itelnost jednotlivých algoritmù

V rámci testù implementace jednotlivých algoritmù v systému Maple byly provedeny také èasové testy. Porovnávány byly implementace jednotlivých algoritmù v Maplu a to tak, ¿e jako argumenty tìmto procedurám byly pøedkládány þtakøkaß náhodné polynomy. Libovolné náhodné polynomy nemá pøíliź smysl testovat z dùvodù, které jsme naznaèili v èásti 4.2, toti¿, ¿e dva náhodnì vybrané polynomy jsou s nejvìtźí pravdìpodobností nesoudìlné a tento fakt algoritmy zalo¿ené na modulárním principu velmi rychle odhalí. Proto jsme pro testování uva¿ovali polynomy p(x) · q(x) a q(x) · r(x), kde p(x), q(x) a r(x) byly polynomy, generované funkcí Maplu randpoly (a tedy takøka v¿dy po dvou nesoudìlné). Tato funkce poskytuje źiroké mo¿nosti pro testování, dovoluje toti¿ zvolit interval, ve kterém se nacházejí hodnoty koe˛cientù, poèet promìnných, stupeò, to, je-li polynom øídký èi hustý apod.

Výsledky testù potvrdily teoretické pøedpoklady o jednotlivých algoritmech i nìkteré domnìnky, uvedené u jednotlivých algoritmù, zejména toti¿ ten fakt, ¿e algoritmy zalo¿ené na modulárních metodách jsou obecnì podstatnì efektivnìjźí ne¿ algoritmy zalo¿ené na polynomiálních zbytkových posloupnostech (kromì pøípadu, kdy je tato posloupnost velmi krátká). Napø. pøi testu polynomù dvou promìnných stupnì 100, které mají koe˛cienty o sto cifrách, dospìl modulární algoritmus (implementace gcdchrem2) k výsledku øádovì po nìkolika minutách, zatímco výpoèet pomocí subresultantu trval øádovì (alespoò^2) hodiny. Mo¿nost pou¿ití algoritmu na výpoèet GCD pomocí subresultantù se tak rýsuje zøejmì pouze u polynomù speciálního typu, kde se dá oèekávat nízký poèet pseudodìlení (tj. napøíklad tehdy, víme-li pøedem, ¿e dané polynomy mají velkého spoleèného dìlitele).

Ukázalo se rovnì¿, ¿e v pøípadech, kdy polynomy splnily podmínku na velikost koe˛cientù a stupeò promìnných, kladenou v heuristickém algoritmu, je tento algoritmus jednoznaènì nejvýhodnìjźí (pouze v pøípadì polynomù jedné promìnné je èasto výhodnìjźí pou¿ít modulární algoritmus, který pak obecnì vede na výpoèet celoèíselného GCD s menźími argumenty).

2Pøi tomto testu nemìl autor dostatek trpìlivosti.

Literatura

[1] Zenon Ivanovich Borevich a Igor Rostislavovich Shafarevich. Number Theory. Academic Press, New York, NY, USA, 1966.

[2] Henri Cohen. A Course in Computational Algebraic Number Theory.

Number 138 in Graduate texts in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, Germany, 1993.

[3] Keith O. Geddes, Stephen R. Czapor a George Labahn. Algorithms for Computer Algebra. Kluwer Academic Publishers, Boston, USA, tøetí vydání, 1994.

[4] André Heck. Introduction to Maple. Springer-Verlag, Berlin, Germany, 1993.

[5] Keneth Ireland a Michael Rosen. A Classical Introduction to the Modern Number Theory. Number 84 in Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, 1990.

[6] Richard D. Jenks a Robert S. Sutor. AXIOM: the scienti˛c computation system. Springer-Verlag, Berlin, Germany, 1992.

[7] Donald E. Knuth. Seminumerical Algorithms, volume 2 of The Art of Computer Programming. Addison-Wesley, Reading, MA, USA, druhé vydání, 1981.

[8] Saunders Mac Lane a Garret Birkho¸. Algebra. Alfa, Bratislava, SR, druhé vydání, 1974.