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Velmi obecný úvod

Matematika neńı soubor vzorečk̊u (nap̌r. pro výpočet obsahu pravidelného
dvanáctiúhelńıku) ani konkrétńı algoritmus pro řešeńı kvadratické rovnice.

Peirce: The science that draws necessary conclusions.

WWW: Is math a science, an art, or some other anomaly?

Jsou ťri druhy matematik̊u: ti co uḿı poč́ıtat a ti co neuḿı.

Matematika pocháźı z řeckého µαθηµατικoζ, tj. miluj́ıćı poznáńı.
Matematika je v podstatě jediným vědńım oborem, kde maj́ı dokázané
výsledky absolutńı platnost.
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Vliv matematiky na jiné obory

Matematika se použ́ıvá jako základńı jazyk a prosťredek ve všech
p̌ŕırodńıch vědách i technických oborech a je i velmi významným
podpůrným nástrojem humanitńıch a společenských věd (ekonomie,
jazykověda, právo, sociologie).
Některé konkrétńı aplikace matematiky v technických oborech jsou velmi
hezky ilustrovány na stránkách
http://commons.bcit.ca/math/examples/.
Na této p̌rednášce se budeme snažit ilustrovat principy matematického
myšleńı v reálném životě na p̌ŕıkladech, kdy ne vždy je intuitivńı p̌ŕıstup
rovněž optimálńı.
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Hra na začátek/závěr

Jak p̌remýšlej́ı jednotliv́ı hráči v r̊uzných hrách si můžete vyzkoušet
v následuj́ıćı ȟre:

každý účastńık naṕı̌se na paṕırek č́ıslo od 0 do 100 a paṕırek odevzdá

vypočte se aritmetický pr̊uměr odpověd́ı

nejvyš̌śı č́ıslo, které nep̌revyšuje 2/3 pr̊uměru, vyhrává.

Jaký bude váš tip?
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Každý člověk dělá ve svém životě mnohá rozhodnut́ı, někdy racionálńı,
někdy méně (těm iracionálńım se zde věnovat nebudeme), někdy se
znalost́ı poťrebných informaćı, někdy (věťsinou) bez nich.
My se zḿıńıme p̌redevš́ım o dvou velmi úzce propojených oblastech

”
reálné“ matematiky – o teorii pravděpodobnosti a teorii her.

Teorie pravděpodobnosti je dnes již klasické odvětv́ı matematiky, které
se zabývá analýzou náhodných jev̊u.
Teorie her je jedńım z moderńıch odvětv́ı matematiky, které má
v současné době mnoho diskutovaných aplikaćı v ekonomii, psychologii i
ťreba evolučńı biologii. Studuje interakce mezi racionálně uvažuj́ıćımi hráči,
ktěŕı se snaž́ı v závislosti na strategii ostatńıch hráč̊u maximalizovat sv̊uj
výnos. Za zakladatele teorie her jsou považováni John von Neumann a
Oskar Morgenstern, významné centrum vývoje tvǒrila v době studené války
RAND Corporation (nap̌r. John Nash).
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Očekávaný výnos

Z matematických pojmů zat́ım budeme poťrebovat pouze pojem očekávaný
výnos (sťredńı hodnota) náhodné veličiny, který je definován jako součet
p̌ŕıslušných výnos̊u vynásobených pravděpodobnost́ı jejich výskytu, tj.

E (X ) = p1 · v1 + · · · pn · vn.

Nap̌r. sťredńı hodnota padlého č́ısla p̌ri hodu šestibokou kostkou je
1
6 · 1 + 1

6 · 2 + 1
6 · 3 + 1

6 · 4 + 1
6 · 5 + 1

6 · 6 = 3,5.
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Očekávané čekáńı

Ilustrujme pojem sťredńı hodnoty (v tomto p̌ŕıpadě očekávaného čekáńı)
na (o něco) složitěǰśım p̌ŕıkladu.

Př́ıklad

Jaká je pr̊uměrná doba čekáńı na to, že p̌ri hodech kostkou padne č́ıslo 6?

Řešeńı

Co ř́ıká intuice?
Postupujme obecně. Necht’ je pravděpodobnost nějakého jevu p, jaký je
očekávaný počet opakováńı pokusu, než se jev uskutečńı?
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Řešeńı (pokr.)

Jev nastane p̌ri 1. pokusu – pravděpodobnost p

Jev nastane p̌ri 2. pokusu – pravděpodobnost (1 − p)p

Jev nastane p̌ri 3. pokusu – pravděpodobnost (1 − p)2p

. . .

Jev nastane p̌ri n-tém pokusu – pravděpodobnost (1 − p)n−1p

Celkem je očekávaný počet pokus̊u roven

1 · p + 2 · (1 − p)p + 3 · (1 − p)2p + · · · + n · (1 − p)np + · · · .

Jde o součet nekonečné řady, který lze vypoč́ıtat s využit́ım geometrických
řad – součet je roven 1/p.

Obdobný princip vzuž́ıvaj́ı nap̌r. pojǐst’ovny p̌ri odhadu částek, které budou
muset vyplatit pojǐstěným (nehody, úmrt́ı, . . . ).
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Kolik bude stát sběr kartiček?

Př́ıklad

Marek sb́ırá kartičky hokejist̊u NHL. Jeho ćılem je ḿıt všech 100 kartiček a
zaj́ımá ho, kolik krabiček, do kterých jsou kartičky náhodně po jedné
umist’ovány, v pr̊uměru poťrebuje, aby źıskal všech 100 kartiček.

Vaše odhady?
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Řešeńı

Prvńı karta je jistě nová, druhá karta bude nová s pravděpodobnost́ı
99/100, takže délka očekávaného čekáńı na druhou kartu je 100/99
krabiček. Podobně ťret́ı karta atd. Na zisk sté kartičky bude v pr̊uměru
čekat 100/1 krabiček.
Celkem je očekávaná doba čekáńı na všechny kartičky rovna

100

(
1

100
+

1

99
+ · · · +

1

2
+

1

1

)
≈ 518,7.

Řada v závorce je tzv. harmonická řada, o ńıž je znám poměrně
p̌rekvapivý fakt: sč́ıtáme-li č́ısla 1/n dostatečně dlouho, p̌rekroč́ıme
libovolně velkou p̌redem zvolenou mez. Součet prvńıch n členů harmonické
řady se dá dob̌re odhadnout jako ln n + γ, kde γ ≈ 0,57721 je tzv.
Eulerova konstanta. V našem p̌ŕıpadě dá tato aproximace výsledek
100(ln 100 + γ) ≈ 518,2.
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Ruleta

Pod́ıvejme se ted’ na hazardńı hry a sázky (uvedeme důvody, proč neznám
mnoho matematik̊u, ktěŕı by jim holdovali).
Ruleta je známá hra, kde se sáźı na č́ısla 1 až 36 a jejich r̊uzné
kombinace. Aby měl provozovatel zisk, je dále na hraćı ploše č́ıslo 0 (a
v americké verzi ještě 00).
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S pomoćı teorie pravděpodobnosti snadno spoč́ıtáme pr̊uměrný výnos p̌ri
sázce 100 Kč na jedno č́ıslo (v takovém p̌ŕıpadě vyhráváme 35-tinásobek
vkladu):

−100
36

37
+ 35 · 100

1

37
= −2,70Kč,

resp. −5,26 Kč v americké variantě.
Budeme-li sázet na červenou, je pravděpodobnost výhry 18

37 , tj. očekávaný
výnos čińı −100 19

37 + 1 · 100 18
37 = −2,70 Kč. Všimněte si, že výplaty a

sázky v ruletě jsou konstruovány tak, že je úplně jedno na co se sáźı,
očekávaný výnos je vždy stejný, totiž − 1

37 vkladu (v americké variantě pak
− 2

38 vkladu).
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Št’astných (?) 10

Št’astných 10 je sázková hra, kterou provozuje Sazka, a.s., a v ńıž se
tipuje 1 až 10 č́ısel z 80. V losováńı je taženo 20 č́ısel. Hra obsahuje
mnoho variant výhry p̌ri uhodnut́ı r̊uzného počtu č́ısel a

”
dokonce“ cenu

útěchy p̌ri tipováńı alespoň 6 č́ısel a neuhodnut́ı žádného. Vypočtěme si
alespoň pr̊uměrný výnos z jedné vsazené stokoruny:

p̌ri sázce na jedno č́ıslo (p̌ri uhodnut́ı dostaneme dvojnásobek vkladu)

p̌ri sázce na pět č́ısel (3: 2x; 4: 16x; 5: 200x)

p̌ri sázce na deset č́ısel (0: 1x; 5: 3x; 6: 10x; 7: 20x; 8: 500x; 9:
10000x; 10: 200000x)
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Jaká je pravděpodobnost výhry?

Hledanou pravděpodobnost vyjáďŕıme jako pod́ıl počtu úspěšných jev̊u ku
počtu všech možných. Sáźıme-li ` č́ısel, jaká je pravděpodobnost, že
uhodneme h z nich?
Všech možných vsazených `-tic je

(80
`

)
, vyhrávaj́ıćıch pak

(20
h

)( 60
`−h

)
. Pro

jednotlivé zkoumané možnosti tak dostáváme pr̊uměrné výnosy

100 1
4 − 100 3

4 = −50 Kč

100(200 · 6, 4 · 10−4 + 16 · 1, 2 · 10−2 + 2 · 8, 4 · 10−2 − 1) ≈ −51 Kč

−50,15 Kč (i s cenou útěchy, jej́ıž pravděpodobnost je(60
10

)
/
(80

10

)
≈ 4, 6%)
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Jak tedy vyhrát?

Letmý pohled na internet nám p̌ritom nab́ıdne hned několik zaručených
tipů, jak sázet v r̊uzných hrách a neprohrát.Nap̌r. ve ȟre

”
Št’astných 10“

sáźıme na jedno č́ıslo (dokud nevyhrajeme) vždy dvojnásobek p̌redchoźı
sázky (strategie známá i v ruletě jako Martingale betting strategy).

Návody jsou v podstatě korektńı až na p̌redpoklad, že dotyčný má
k dispozici neomezený zdroj peněz na sázky a s t́ım, že výnos ze sázeńı je i
v takovém p̌ŕıpadě zanedbatelný vzhledem k množstv́ı peněz, které muśıme
ḿıt k dispozici.

(Psychologické) kouzlo úspěchu těchto her je samožrejmě v tom, že prohra
100 Kč boĺı méně než těš́ı výhra 3500 Kč.
Závěr matematika: chcete-li opravdu hrát hazardńı hry, bude pro vaši kapsu
lepš́ı, půjdete-li (i do amerického) kasina než do Sazky na

”
Št’astných 10“.
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Sportovńı sázky

Na bĺıž́ıćı se zápas Evropské ligy mezi Spartou Praha a Liverpoolem byly
včera u jedné internetové sázkové společnosti následuj́ıćı kurzy:
3,67 na v́ıtězstv́ı Sparty; 3,20 na reḿızu a 1,90 na v́ıtězstv́ı
Liverpoolu.
Předpokládáme, že kurzy vypsané sázkovou společnost́ı odrážej́ı
pravděpodobnost výskytu daného jevu – podle vztahu pro očekávaný výnos
dostáváme p̌ri sázce 100 Kč na každou z variant

367 · 1

3, 67
+ 320 · 1

3, 20
+ 190 · 1

1, 90
− 300 = 0.

Je to skutečně tak, že sázková kancelá̌r s námi
”
čestně“ hraje hru, v ńıž

vydělává jen d́ıky tomu, že jej́ı bookmakěri jsou lepš́ı v tipováńı výsledku
nebo jsme někde udělali chybu?
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b) je správně: Chybu jsme udělali v tom, že jsme p̌redpokládali, že kurzy
vypsané sázkovou společnost́ı odpov́ıdaj́ı pravděpodobnostem výskytu
daných jev̊u – protože součet P = 1

3,67 + 1
3,20 + 1

1,90 = 1,111 neńı roven
jedné (žádný jiný jev p̌ritom nastat nemůže a jevy jsou tzv. vylučuj́ıćı se
jevy),

”
reálné“ kurzy pro spravedlivou hru tedy dostaneme, když uvedené

kurzy vynásob́ıme č́ıslem P = 1,111.
Převrácená hodnota P pak zároveň udává, kolik vyhrajeme z každé koruny,
rozd́ıl 1/P − 1 = −0, 1 je tedy hledaná očekávaná hodnota výnosu ze
sázeńı.
Tedy: č́ım věťśı je součet p̌revrácených hodnot vylučuj́ıćıch se kurz̊u, které
zároveň popisuj́ı všechny možné jevy, t́ım věťśı je nevýhoda na straně
sázej́ıćıho.
Do těchto her by se ale i (sportovně založený) matematik mohl zapojit,
pokud je p̌resvědčen, že jednotlivé pravděpodobnosti jsou stanoveny
chybně (tedy, je že chyťreǰśı nebo informovaněǰśı než p̌ŕıslušný bookmaker).
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Rozhodovaćı
”
hry“ v životě

Rozhodovaćı hry, které hrajeme v životě, maj́ı často jeden velký rozd́ıl od

”
hazardńıch“ her – neznáme dop̌redu p̌ŕıslušné pravděpodobnosti, někdy

ale můžeme využ́ıt četnosti jevu v minulosti za podobných podḿınek.
Př́ıklady z pojǐst’ovnictv́ı:

Penzijńı p̌ripojǐstěńı – fondy vycházej́ı z tabulek mortality (úmrtnosti),
kdy na základě několika skutečnost́ı stanov́ı pravděpodobnost dožit́ı
určitého věku. V p̌ŕıpadě, že si vě̌ŕıte, že se dožijete v́ıce let, je pro vás
výhodněǰśı čerpat doživotńı rentu, v opačném p̌ŕıpadě je lepš́ı vybrat
naspǒrenou sumu, jakmile to bude možné.

Havarijńı pojǐstěńı – vlastně se v p̌ŕıslušném poměru pojistné :

pojistné plněnı́ sáźıte s pojǐst’ovnou, že havarujete (pojǐst’ovna
vyhrává, pokud nehavarujete).
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Př́ıklady z pojistné tématiky jsou zjednodušené, ale psychologicky
v principu stejné, jako ťreba hrańı rulety. Méně nás

”
boĺı“ malé platby

pojistného, podstatný je vysoký jednorázový výnos v p̌ŕıpadě výskytu
události. Jinými slovy – nemá asi moc smysl pojǐst’ovat se proti vzniku
událost́ı, které pro nás znamenaj́ı ńızkou újmu (jež nav́ıc bez problému
zvládneme vlastńımi prosťredky) – snad pouze v p̌ŕıpadě, kdy tuš́ıme, že
z nějakého důvodu nastanou tyto události častěji než očekává pojǐst’ovna
(nebo to dokonce v́ıme, ale to už je minimálně na hraně pojistného
podvodu a je to podobné, jako fotbalisté sázej́ıćı na sv̊uj vlastńı zápas).

Pojǐst’ovny samožrejmě žij́ı z toho, že očekávaný výnos je (stejně jako
v p̌ŕıpadě rulety) pro klienta záporný (a v p̌ŕıpadě, že pojǐst’ovna často
prohrává a klienti vyhrávaj́ı – jako v p̌ŕıpadě nedávných povodńı1 –
pojǐst’ovny sazby upravuj́ı, aby očekávaný výnos z̊ustával na jejich straně).

1Jakkoli neńı v tomto p̌ŕıpadě úplně solidńı mluvit o výȟre někoho, koho postihla
povodeň, nap̌r. důvod vzniku požáru města Ankh-Morpork v Zeměploše Terryho
Pratchetta ukazuje korektnost této terminologie.
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Volby jsou taky hra

Předpokládejme, že máme 3 voliče (nebo skupiny volič̊u), ktěŕı se
rozhoduj́ı mezi 3 kandidáty A,B,C:

volič 1 preferuje kandidáty v pǒrad́ı A, B, C.

volič 2 preferuje kandidáty v pǒrad́ı B, C, A.

volič 3 preferuje kandidáty v pǒrad́ı C, A, B.

At’ je zvolen kterýkoliv kandidát, vždy se najde jiný kandidát, kterého
věťsina volič̊u up̌rednostňuje p̌red t́ımto kandidátem. Tento jev se nazývá
Condorcet̊uv volebńı paradox, je způsoben cykličnost́ı preferenćı
jednotlivých volič̊u a vyskytuje zejména v systémech s alespoň 3
kandidáty/stranami, kdy může kandidát s podporou jen lehce nad 1/3
zv́ıtězit, p̌restože témě̌r 2/3 volič̊u preferuj́ı jiného kandidáta.
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Problematické volebńı systémy

Uved’me si problematičnost volebńıch systémů na malém p̌ŕıkladu:
15 lid́ı se má dohodnout, jaký nápoj se bude serv́ırovat na party. V nab́ıdce
jsou pivo, v́ıno a mléko. Preference účastńık̊u party (bez toho, aby si je
dop̌redu sdělovali) jsou následuj́ıćı:

6 z nich má preference v pǒrad́ı: mléko, v́ıno, pivo;

5 z nich má preference v pǒrad́ı: pivo, v́ıno, mléko;

4 pak v́ıno, pivo, mléko.

Jakým zp̊usobem se dohodnou na společném nápoji?
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Jednokolový věťsinový systém – každý hlasuje pro 1 variantu, proto
vyhraje mléko. Přitom je to ale pro 60% volič̊u nejhořśı varianta!
Dvoukolový věťsinový systém – dva nápoje s nejvěťśım počtem hlas̊u
(mléko a pivo) postupuj́ı do druhého kola, kde pivo vyhrává 9:6. Přitom
ale celých 10 lid́ı preferuje v́ıno p̌red pivem ?!

Jak z toho ven?
Bord̊uv protokol – každý volič oč́ısluje kandidáty sestupně podle své
preference, rozhodne součet. V́ıtězem je v́ıno.
Condorcetovo kritérium – vyhraje kandidát, který v hlasováńı jeden proti
jednomu poraźı všechny soupěre. V́ıtězem je opět v́ıno.
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Arrowův volebńı paradox

Kenneth Arrow (1951) klade na volebńı metody několik p̌rirozených
podḿınek:

neexistence diktátora – výsledek muśı ovlivnit ḿıněńı v́ıce volič̊u, ne
pouze p̌reb́ırat preference jednoho z nich

univerzalita – metoda muśı brát v potaz preference všech volič̊u a
vyústit v jednoznačné pǒrad́ı

nezávislost na nepodstatných alternativách – metoda muśı
poskytnout stejný výsledek na podmnožině možnost́ı (bez ohledu na
p̌ŕıpadné změny preferenćı nepodstatných alternativ, tj. možnost́ı
mimo tuto podmnožinu)

monotonie – pokud jednotlivec nově up̌rednostńı nějakou alternativu,
metoda nesḿı reagovat tak, že ve výsledku tato alternativa dopadne
hů̌re než p̌red touto změnou

kolektivńı racionalita – každé možné výsledné pǒrad́ı muśı být
dosažitelné
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Posledńı 2 podḿınky (monotonie a kolektivńı racionalita) mohou být
nahrazeny tzv. Paretovou efektivnost́ı – pokud všichni voliči preferuj́ı
jednoho kandidáta p̌red jiným, muśı toto respektovat i výsledek).
Arrow vzápět́ı dokázal, že neexistuje žádná konzistentńı metoda, která by
spravedlivým způsobem za splněńı těchto podḿınek určila v́ıtěze mezi
alespoň 3 kandidáty.
Všechny volebńı metody (s výjimkou diktátorstv́ı) jsou tedy již z principu
nedokonalé, což prokazuj́ı mnohé praktické p̌ŕıklady.
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Simpsonův paradox

Uved’me daľśı situace, kdy se lidská intuice dostává do problémů:
Statistický paradox, který se poměrně často objevuje i na reálných datech.
Nejlépe je asi pochopitelný na (skutečném) p̌ŕıkladu:
Klinická studie se zabývala porovnáńım úspěšnosti dvou způsobů léčby
ledvinových kamenů. Studie zkoumala zvlášt’ úspěšnost na malých
kamenech a velkých kamenech.

Metoda A Metoda B

Malé kameny 93% (81/87) 87% (234/270)
Velké kameny 73% (192/263) 69% (55/80)
Celkem 78% (273/350) 83% (289/350)

Ačkoliv je metoda A lepš́ı jak pro malé, tak velké kameny, celkově se
ukazuje jako hořśı. Je to proto, že v testu byla metoda A výrazně častěji
použita pro výrazně hů̌re dopadaj́ıćı velké kameny.
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Podobný efekt ḿıvá nap̌r. srovnáváńı úspěšnosti sťredńıch škol p̌ri
p̌rij́ımaćıch zkouškách na vysoké školy (Absolventi ťŕıdy A dopadli p̌ri
p̌rij́ımačkách na každý obor lépe než absolventi ťŕıdy B, protože se ale
výrazně v́ıc hlásili na obory s menš́ı úspěšnost́ı, celkové procento úspěšnosti
ťŕıdy A bylo nižš́ı).
Vždy je proto ťreba pečlivě uvážit, jestli učiněné závěry opravdu odpov́ıdaj́ı
namě̌reným dat̊um nebo jde o jednu z mnoha méně či v́ıce

”
p̌riohnutých“

statistik a jejich interpretaćı.
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Vězňovo dilema

Známým p̌ŕıkladem z teorie her je vězňovo dilema – p̌ŕıklad tzv. hry
s nenulovým součtem.
Dva podežreĺı maj́ı možnost bud’ spolupracovat nebo nespolupracovat a
výsledek (výše trestu) záviśı na jejich rozhodnut́ı. Protože policie nemá
dostatek důkaz̊u, pǒrebuje udáńı některého z podežrelých na toho druhého
– ve ȟre jsou následuj́ıćı možnosti:

Karel mlč́ı Karel udává

Franta mlč́ı Oba dostanou 1/2
roku

Karel je volný,
Franta dostane 10
let

Franta udává Franta je volný,
Karel dostane 10
let

Oba dostanou 2
roky
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Pohled teorie her

Uved’me se na p̌ŕıkladu vězňova dilematu některé pojmy teorie her:

dominantńı strategie je taková strategie jednotlivce, že je lepš́ı než
kterákoliv jiná strategie, at’ už soupěr zvolil cokoliv – v tomto p̌ŕıpadě
je to udáváńı

Nashova rovnováha je situace složená z dominantńıch strategíı
jednotlivc̊u (jednostrannou změnou si každý jednotlivec pohořśı) – zde
všichni udávaj́ı

Paretovo optimum je taková situace, v ńıž neexistuje žádná změna,
která by někomu pomohla a nikomu neuškodila – v našem p̌ŕıpadě
oba mlč́ı

Všimněte si, že Paretovo optimum je sice nejlepš́ı pro celek, ale v našem
p̌ŕıpadě je nestabilńı – každý jednotlivec je v pokušeńı své rozhodnut́ı
změnit a vydělat na tom.
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Vězňovo dilema a lidstvo

Tyto výsledky působily p̌rinejmenš́ım mentálńı problém spoustě
humanitńıch vědc̊u – lidská společnost je založena na spolupráci, p̌ritom
výsledky ukazuj́ı, že každý jednotlivec by se měl raději ř́ıdit podle hesla
člověk člověku vlkem, na což by ale lidstvo zákonitě doplatilo.
Až mnohem později se podǎrilo ukázat, že sobectv́ı neńı racionálńı postup,
pokud se hra hraje opakovaně. V roce 1979 proběhla soutěž, ve které
hrály poč́ıtačové programy s r̊uznými strategiemi 200 kol této hry.
Ukázalo se, že

”
hodněǰśı“ programy byly úspěšněǰśı, p̌ričemž nejúspěšněǰśı

byl program tit-for-tat (půjčka za oplátku).
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Ten v prvńım kole spolupracuje a v daľśıch kolech vždy udělá to, co
p̌redt́ım jeho soupěr. Ani v opakované soutěži s novými programy se
nenašel program, který by program tit-for-tat dokázal porazit.

Ke stejným výsledk̊um mezit́ım došli něktěŕı biologové pozorováńım
chováńı zv́ı̌rat – často zde docházelo k tzv. recipročńımu altruismu (nap̌r.
u koljušek, či afrických ryb cichlid).
Na internetu najdete mnoho online simulátor̊u chováńı r̊uzných strategíı ve

”
vězňově dilematu“ – viz nap̌r.
http://www.gametheory.net/applets/prisoners.html.
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Varianty opakovaného vězňova dilematu

Uvažované strategie cooperate, defect, tit-for-tat, random, unforgiving
maj́ı v homogenńı společnosti složené pouze z hráč̊u se stejnou strategíı
pr̊uměrné výnosy 3, 1, 3, 9

4 a 3. Situace v heterogenńı společnosti může být
ale úplně jiná. Uved’me si pr̊uměrný výnos jednotlivých strategíı v situaćıch
p̌ri velkém počtu opakováńı a vysokém počtu účastńık̊u (neńı-li řečeno
jinak, stejném pro všechny strategie):

C D

C 3 0

D 5 1

cooperate x defect (1, 5 : 3)

tit-for-tat x defect (2 : 1)

unforgiving x defect (2 : 1)

random x defect ( 11
8 : 2)

random x cooperate ( 25
8 : 9

4 )

tit-for-tat x random ( 21
8 : 9

4 )
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Bude se v této virtuálńı společnosti dǎrit lépe nevyzpytatelným random
hráč̊um než naivńım cooperate?

tit-for-tat x cooperate x defect ( 7
3 : 2 : 7

3 )

2 * tit-for-tat x cooperate x defect ( 31
12 : 7

4 : 2)

tit-for-tat x random x defect ( 25
12 : 5

3 : 5
3 )

2 * tit-for-tat x random x defect ( 37
16 : 29

16 : 3
2 )

tit-for-tat x cooperate x random x defect ( 37
16 : 15

8 : 9
4 : 10

4 )
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Hra na začátek/závěr

Jak p̌remýšlej́ı jednotliv́ı hráči v r̊uzných hrách si můžete vyzkoušet
v následuj́ıćı ȟre:

každý účastńık naṕı̌se na paṕırek č́ıslo od 0 do 100 a paṕırek odevzdá

vypočte se aritmetický pr̊uměr odpověd́ı

nejvyš̌śı č́ıslo, které nep̌revyšuje 2/3 pr̊uměru, vyhrává.

Komentá̌r

Kdyby hráči tipovali náhodně, pr̊uměr by byl bĺızko č́ıslo 50, proto by
očekávaný tip měl zńıt 33. Problém je, že takto uvažuje v́ıce lid́ı, volená
č́ısla tedy nebudou náhodná, ale budou se sṕı̌se snižovat. Kdyby všichni
tipovali 33, bude nejlepš́ı tip 22, . . . atd. Zřejmě vyhraje ten hráč, kterému
se nejlépe podǎŕı odhadnout počet iteraćı této úvahy u ostatńıch (p̌ŕıpadně
počet hráč̊u, kterým nezálež́ı na výȟre a budou tipovat náhodně, či
záměrně, mimo strategii).
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Uvažováńı hráče nad dominanćı jednotlivých strategíı můžeme ilustrovat
ještě na jednom p̌ŕıkladu:

Př́ıklad

Při hodu minćı (Panna, Orel) opakovaném 3krát, máme 8 možných jev̊u,
každý se stejnou pravděpodobnosti 1

8 :

PPP,PPO,POP,POO,OPP,OPO,OOP,OOO.

Hru hraj́ı 2 hráči – každý si vybere jednu trojici, pak hážeme minćı tak
dlouho, až se jedna z těchto trojic objev́ı. Dotyčný hráč vyhrává.

Kdo si zahraje?
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Vysvětleńı p̌ŕıkladu

Lze ukázat, že existuje pro druhého hráče strategie výběru tak, že má vždy
pravděpodobnost výhry alespoň 2/3.

Pokud 1. hráč vybral trojici, zač́ınaj́ıćı xx , já vyberu yxx

Pokud 1. hráč vybral trojici, zač́ınaj́ıćı xy , já vyberu xxy

OPP

PPO

POO

OOPPOP OPO

PPP

OOO
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Dokončeńı p̌ŕıkladu

Ukážeme, že p̌ri výběru POP a PPO je pravděpodobnost prvńıho výskytu
trojice PPO rovna 2/3.
Snadno je vidět, že dokud padá orel, šance obou se neměńı. Jakmile padne
panna, máme v daľśım tahu pravděpodobnost 1

2 , že padne znovu panna a
stejnou pravděpodobnost, že padne orel. Pak

v p̌ŕıpadě panny s jistotou vyhrává PPO – hážeme tak dlouho než
padne orel – celkem pravděpodobnost 1

2

v p̌ŕıpadě orla vyhrává POP pouze tehdy, pokud následně padne
panna, v opačném p̌ŕıpadě jsme znovu na začátku – tj. celkem pro
POP 1

4 .

Celkem tedy ve dvojnásobném počtu p̌ŕıpad̊u vyhrává PPO, tj.
pravděpodobnost jeho v́ıtězstv́ı je 2

3 .
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Dokončeńı p̌ŕıkladu, 2. část

Podobně snadno zdůvodńıme, že pokud 1. hráč vybere nap̌r. PPO, my
budeme ḿıt s volbou OPP věťśı pravděpodobnost úspěchu.

dokud se v seznamu hodů neobjev́ı dvojice PP, jistě nemohl nikdo
zv́ıtězit

uvažme prvńı výskyt dvojice PP:
1 je-li hned na začátku posloupnosti hodů (p = 1

4 ), vyhrává jistě 1. hráč
2 objev́ı-li se dvojice PP až později, nutně p̌red jej́ım prvńım výskytem

musel padnout Orel a v́ıtěźıme.

Celkem tedy vyhrává OPP s pravděpodobnost́ı 3
4 .
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Děkuji za pozornost!
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www.wikipedia.org

	Co je matematika?
	Hry a sázky
	Hra na zacátek/záver
	Nu(t/d)ný teoretický úvod
	Hry pro zábavu
	Duležitejší hry
	Volby jsou taky hra
	Jeden statistický paradox
	Chcete být v živote dravec ci holubice?
	Hra na zacátek/záver


