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O &em je Fel?

Kombinatoricka hra je hra dvou hrd&a s dplnou informaci (Z3dné skryté
ani simultanni tahy), bez ndhody (tj. nikoliv kdmen-nizky-papir, vrhcaby,
poker apod.). Hra je urena moznymi stavy (pozicemi), ve kterych se
miZe nachdzet, a tim, ktery hra¢ je zrovna na tahu. Hra&i se obvykle v
tazich stfidaji do té doby, neZ je dosaZen koncovy stav — pak je jeden z
hraci prohldsen za vitéze a druhy za porazeného.
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Kombinatoricka hra je hra dvou hra&d s dplnou informaci (Z3dné skryté
ani simultanni tahy), bez ndhody (tj. nikoliv kdmen-nizky-papir, vrhcaby,
poker apod.). Hra je urena moznymi stavy (pozicemi), ve kterych se
miZe nachdzet, a tim, ktery hra¢ je zrovna na tahu. Hra&i se obvykle v
tazich stfidaji do té doby, neZ je dosaZen koncovy stav — pak je jeden z
hraci prohldsen za vitéze a druhy za porazeného.

My se navic budeme zabyvat pouze hrami nestrannymi (angl. impartial),
kde maji oba hrd&i k dispozici stejné tahy (tim jsou vylou&eny nap¥. Sachy
nebo ddma).
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Plan predndsky

@ Hry na odebirani kamenii
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Jednoducha hra na dvod

© Hraje se s 21 kameny.
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@ Tah spolivd v odebrani jednoho, dvou nebo t¥i kameni.
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@ Tah spolivd v odebrani jednoho, dvou nebo t¥i kameni.

@ Hrag, ktery odebere posledni kdmen, vyhrava ( tj. hrag, ktery nemize
tahnout, prohral).
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Jednoducha hra na dvod

© Hraje se s 21 kameny.

@ Tah spolivd v odebrani jednoho, dvou nebo t¥i kameni.

@ Hrag, ktery odebere posledni kdmen, vyhrava ( tj. hrag, ktery nemize
tahnout, prohral).

Nasim cilem je zjistit, jestli si néktery z hracii miZe vynutit vitézstvi.

2. 9. 2008 5/51

Michal Bulant (P¥F MU) Kombinatorické hry



Analyza jednoduché hry

P¥i analyze budeme postupovat zp&tnou indukci (odvozenim):
@ jsou-li na stole 1-3 kameny, pak hrad¢ na tahu vyhrava

@ jsou-li na stole 4 kameny, pak hra¢ na tahu prorava (nemi jinou
moznost, nez dal$im tahem uvést hru do stavu, kdy jsou na stole 1-3
kameny a vyhravd tedy jeho soupe¥)

@ je-li na stole 5-7 kamen, hra¢ na tahu vyhrdva (mize odebrat tolik
kamen, aby zbyly 4)

@ atd.
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kamen, aby zbyly 4)

@ atd.

U této hry je tedy pomé&rné snadno vidét, ze stav s 0,4,8,12,...,20 kameny
jsou stav, kdy hraZ na tahu prohrdva.
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P¥i analyze budeme postupovat zp&tnou indukci (odvozenim):
@ jsou-li na stole 1-3 kameny, pak hrad¢ na tahu vyhrava

@ jsou-li na stole 4 kameny, pak hra¢ na tahu prorava (nemi jinou
moznost, nez dal$im tahem uvést hru do stavu, kdy jsou na stole 1-3
kameny a vyhravd tedy jeho soupe¥)

@ je-li na stole 5-7 kamen, hra¢ na tahu vyhrdva (mize odebrat tolik
kamen, aby zbyly 4)

@ atd.

U této hry je tedy pomé&rné snadno vidét, ze stav s 0,4,8,12,...,20 kameny
jsou stav, kdy hraZ na tahu prohrdva.

V na8i hte tedy vitézi hrac, ktery zacina — stadi v 1. tahu odebrat jeden
kdmen a poté postupovat tak, aby po jeho tahu zbyl poet kamend, ktery
je ndsobkem 4.
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Definice kombinatorické hry

Kombinatoricka hra spliiuje nasledujici podminky:
© Hraji 2 hradi.

Michal Bulant (P¥F MU) Kombinatorické hry 2. 9. 2008 7 /51



Definice kombinatorické hry

Kombinatoricka hra spliiuje nasledujici podminky:
© Hraji 2 hradi.

@ Je ddna mnoZina (obvykle kone€nd) moZnych tahi.

Michal Bulant (P¥F MU) Kombinatorické hry 2. 9. 2008 7 /51



Definice kombinatorické hry

Kombinatoricka hra spliiuje nasledujici podminky:
© Hraji 2 hradi.
@ Je ddna mnoZina (obvykle kone€nd) moZnych tahi.
© Pravidla hry uruji pro kazdého hrace v kazdé pozici mozné dalsi tahy.
Pokud pravidla nerozli¥uji hra¢e, nazyvd se hra nestranna (impartial),
v opa&ném ptipad& partyzanska (partizan).
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© Pravidla hry uruji pro kazdého hrace v kazdé pozici mozné dalsi tahy.
Pokud pravidla nerozli¥uji hra¢e, nazyvd se hra nestranna (impartial),
v opa&ném ptipad& partyzanska (partizan).

© Hradi se ve svych tazich stfidaji.

© Hra konéi ve chvili, kdy je dosaZen stav, v némz neni mozny dalsi tah.
P¥i normalni h¥e (normal play rule) pak vyhrava hrdg, ktery u&inil
posledni tah, pfi nuzné h¥e (misére play rule) takovy hra& prohrava.
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Definice kombinatorické hry

Kombinatoricka hra spliiuje nasledujici podminky:

o
2]
o

Hraji 2 hradi.

Je ddna mnoZina (obvykle kone¢nd) moznych tahd.

Pravidla hry uréuji pro kazdého hrace v kazdé pozici mozné dalsi tahy.
Pokud pravidla nerozli¥uji hra¢e, nazyvd se hra nestranna (impartial),
v opa&ném ptipad& partyzanska (partizan).

Hraci se ve svych tazich stfidaji.

Hra kon¢i ve chvili, kdy je dosaZen stav, v némz neni mozny dalsi tah.
P¥i normalni h¥e (normal play rule) pak vyhrava hrdg, ktery u&inil
posledni tah, pfi nuzné h¥e (misére play rule) takovy hra& prohrava.
(konetnost hry) Hra skon&i po kone&ném poctu tahi bez ohledu na
zahravané tahy.
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P-stavy a N-stavy

V analyze nasi jednoduché hry na tvod jsem odvodili, ze 0,4,8,...,20 jsou
stavy, v nichZ vyhravd PY¥edchozi hra€ (tj. hra&, ktery svym tahem hru do
tohoto stavu dovedl). V ostatnich stavech vyhrdva Nasledujici hra&.
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tohoto stavu dovedl). V ostatnich stavech vyhrdva Nasledujici hra&.
P-stavy a N-stavy se daji u nami studovanych kombinatorickych her
odvodit podle nasledujiciho (induktivniho) postupu:

Krok 1 V&echny koncové stavy oznat jako P-stavy (v pfipad& misere
jako N-stavy).
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P-stavy a N-stavy

V analyze nasi jednoduché hry na tvod jsem odvodili, ze 0,4,8,...,20 jsou
stavy, v nichZ vyhravd PY¥edchozi hra€ (tj. hra&, ktery svym tahem hru do
tohoto stavu dovedl). V ostatnich stavech vyhrdva Nasledujici hra&.
P-stavy a N-stavy se daji u nami studovanych kombinatorickych her
odvodit podle nasledujiciho (induktivniho) postupu:

Krok 1 V&echny koncové stavy oznat jako P-stavy (v pfipad& misere
jako N-stavy).

Krok 2 V3echny stavy, z nichZ existuje tah do P-stavu, oznac jako
N-stavy.

Krok 3 Oznat jako P-stav takovy stav, z né&jz vSechny mozné tahy
vedou do N-stavd.
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O Nim
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Nejznaméjsi odebiraci hrou je Nim. V klasické varianté se hraje se tfemi
hromadkami kameni (nap¥. 5,7 a 9 kament). Tah spo&iva ve vyb&ru
hromadky a odebréni libovolného (ale nenulového) pottu kamend z této
hromadky. Vitézi hrag, ktery odebere posledni kdmen.
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Nejznaméjsi odebiraci hrou je Nim. V klasické varianté se hraje se tfemi
hromadkami kameni (nap¥. 5,7 a 9 kament). Tah spo&iva ve vyb&ru
hromadky a odebréni libovolného (ale nenulového) pottu kamend z této
hromadky. Vitézi hrag, ktery odebere posledni kdmen.

Hru je mozné si vyzkouset na adrese
http://www.chlond.demon.co.uk/Nim.html (lokdln&: zde)
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Nejznaméjsi odebiraci hrou je Nim. V klasické varianté se hraje se tfemi
hromadkami kameni (nap¥. 5,7 a 9 kament). Tah spo&iva ve vyb&ru
hromadky a odebréni libovolného (ale nenulového) pottu kamend z této
hromadky. Vitézi hrag, ktery odebere posledni kdmen.

Hru je mozné si vyzkouset na adrese
http://www.chlond.demon.co.uk/Nim.html (lokdIn&: zde)

Prvni analyza

e Jediny koncovy stav je (0,0,0).
@ Stavy s jedinou neprazdnou hromadkou jsou zfejmé N-stavy.

o (Tweedledum-Tweedledee strategie) P¥i dvou neprazdnych
hromadkach jsou P-stavy pravé ty stavy, v nichz ob& hromadky maji
stejny pocet kameni.

o N-stavy: (1,1,1), (1,1,2), (1,1,3), (1,2,2); P-stav: (1,2,3).
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Jak poznat P- a N-stavy jednoduseji?

Induktivni metoda popsand d¥ive sice vede k Fedeni, ale zjistit s jeji
pomoci, jestli je nap¥. stav (16,27,32) P-stavem je bez pomoci potitate
obtiZzné. Existuje pFitom velmi elegantni zpiisob nejen pro to, jak uréit P- a
N-stavy, ale zdrovefi na ur€eni vit&ézné strategie (tj. ndvod na urceni tahu,
ktery vede z daného N-stavu do P-stavu).
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Jak poznat P- a N-stavy jednoduseji?

Induktivni metoda popsand d¥ive sice vede k Fedeni, ale zjistit s jeji
pomoci, jestli je nap¥. stav (16,27,32) P-stavem je bez pomoci potitate
obtiZzné. Existuje pFitom velmi elegantni zpiisob nejen pro to, jak uréit P- a
N-stavy, ale zdrovefi na ur€eni vit&ézné strategie (tj. ndvod na urceni tahu,
ktery vede z daného N-stavu do P-stavu). Tato metoda je zaloZena na
z4pisu prirozenych &isel ve dvojkové soustavé (tzv. bindrnim zdpisu) a na
operaci XOR (stitani ve dvojkové soustavé bez prenosu).

Definice (Nim-soulet)

Nim-souttem &isel x = (xm...x0)2 2y = (Ym--.Y0)2 je &islo
X®y=z=(2m...20)2, kde zx = xx + yx mod 2, pro k =0,..., m.

16 & 27 = (10000), & (11011), = (01011); = 11.
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Poznamka (Algebraicka)

Nim-soulet je na mnoZziné nezapornych celych &isel komutativni a
asociativni, 0 je vzhledem k této operaci neutrdlni prvek (0 & x = x) a
kazdy prvek je sam k sob& opatny (x @ x = 0). (No, @) je tedy komutativni
grupa, kde plati tzv. zdkony o kraceni: x &y =xHz — y = z.
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Poznamka (Algebraicka)

Nim-soulet je na mnoZziné nezapornych celych &isel komutativni a
asociativni, 0 je vzhledem k této operaci neutrdlni prvek (0 & x = x) a
kazdy prvek je sam k sob& opatny (x @ x = 0). (No, @) je tedy komutativni
grupa, kde plati tzv. zdkony o kraceni: x &y =xHz — y = z.

Véta (Bouton, 1902)
Stav (x,y,z) v Nimu je P-stavem prdvé tehdy, kdyZ plati

xX@y®z=0.
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Poznamka (Algebraicka)

Nim-soulet je na mnoZziné nezapornych celych &isel komutativni a
asociativni, 0 je vzhledem k této operaci neutralni prvek (0 ® x = x) a
kazdy prvek je sam k sob& opatny (x @ x = 0). (No, @) je tedy komutativni
grupa, kde plati tzv. zdkony o kraceni: x &y =xHz — y = z.

Véta (Bouton, 1902)
Stav (x,y,z) v Nimu je P-stavem prdvé tehdy, kdyZ plati

xX@y®z=0.

Protoze je 16 & 27 @ 32 = (10000), @ (11011), & (100000), =
(01011), & (100000), = (101011), = 43,
je (16,27, 32) N-pozici.
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Jak najit vitézny tah?

To, Ze vime, Ze je n&jaka pozice pro nas vitézna je sice pékné, my bychom

ale taky chtéli védé&t, jak v takové pozici zahrat, abychom se této vyhody
nezbauvili.
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Jak najit vitézny tah?

To, Ze vime, Ze je n&jaka pozice pro nas vitézna je sice pékné, my bychom
ale taky chtéli védé&t, jak v takové pozici zahrat, abychom se této vyhody
nezbavili.

K tomu si sta&i uvédomit, co vlastné Boutonova véta ¥ikd — P-stav je
takovy stav, Ze kdyZ zapiSeme pocty kamen( bindrné pod sebe, tak v
kazdém sloupci bude sudy polet jedni¢ek. Je pomérné snadno vidét, jak v
takovém zapisu dospét z N-stavu do P-stavu:

6= 0 1 0 0 0 O
2r= 0 1 1 0 1 1
32= 1 0 0 0 0 O

1 01 0 11

Michal Bulant (P¥F MU) Kombinatorické hry 2. 9. 2008 13 / 51



Jak najit vitézny tah?

To, Ze vime, Ze je n&jaka pozice pro nas vitézna je sice pékné, my bychom
ale taky chtéli védé&t, jak v takové pozici zahrat, abychom se této vyhody
nezbavili.

K tomu si sta&i uvédomit, co vlastné Boutonova véta ¥ikd — P-stav je
takovy stav, Ze kdyZ zapiSeme pocty kamen( bindrné pod sebe, tak v
kazdém sloupci bude sudy polet jedni¢ek. Je pomérné snadno vidét, jak v
takovém zapisu dospét z N-stavu do P-stavu:

6= 0 1 0 O
27 =

ol = O
Ol = O

0 1. 10
0 0 1 0
0 0 0O
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Jak najit vitézny tah?

To, Ze vime, Ze je n&jaka pozice pro nas vitézna je sice pékné, my bychom
ale taky chtéli védé&t, jak v takové pozici zahrat, abychom se této vyhody
nezbavili.

K tomu si sta&i uvédomit, co vlastné Boutonova véta ¥ikd — P-stav je
takovy stav, Ze kdyZ zapiSeme pocty kamen( bindrné pod sebe, tak v
kazdém sloupci bude sudy polet jedni¢ek. Je pomérné snadno vidét, jak v
takovém zapisu dospét z N-stavu do P-stavu:

6= 0 1 0 0 O

2r= 0 1 1 0 1

11= 0 0 1 0 1
00 0 0 0 O

ProtoZe odebirdanim kamend &isla zmenSujeme, je tfeba uvaZit nejlevéjsi
sloupec, kde je lichy polet jedni¢ek a zmensit nékteré z &isel, majicich v
tomto sloupci jedni¢ku (v naem pfipadé& nemame na vybé&r), a toto &islo
zmensit tak, aby pocty jednicek ve vdech sloupcich byly sudé — to je zfejmé
vzdy mozné (za predpokladu, Ze je nim-soulet nenulovy).

=)
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Diikaz Boutonovy véty

Nim s jednou hromadkou je trividlni,
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Nim s jednou hromadkou je trividlni,
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Diikaz Boutonovy véty

Nim s jednou hromadkou je trividlni,

se dvéma snadny (Tweedledum-Tweedledee),

se tfemi uZ mnohem obtiZngjsi.

Co kdyZ pridame je$té& dalsi hromadky? MoZna pFekvapivé je situace stejna
jako v pt¥ipadg t¥i hromadek (a vlastn& i v p¥ipadé jedné a dvou hromddek)
— dany stav je P-stavem, pravé kdyZ je nim-soucet poctu kamen( v
jednotlivych hromadkach roven 0.
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Diikaz tohoto tvrzeni je pomérné& snadny a vychazi z rekurzivni definice
P-stavii a N-stavi.

Diikaz obecné Boutonovy véty.

Krok 1 V&echny koncové stavy (z definice P-stavy) maji nim-sou&et
roven 0 (vZzdyt mame jediny koncovy stav (0,0, ...,0), ktery
spliuje 0 ® --- 0 = 0.

Krok 2 Z kaZdého stavu s nenulovym nim-souétem existuje tah do
stavu s nulovym nim-sou&tem (viz p¥edchozi p¥iklad).

Krok 3 KaZdy tah ze stavu s nulovym nim-sou¢tem vede do stavu s
nenulovym nim-souétem: kdyby pro tah
(x,y,2,...) = (X, y, 2), kde X' < x, platilo
XOy®zd - =0=xPydz®d -, pak diky pravidlu o
kraceni dostdvame x = x’.

Proto je mnoZina stavii s nulovym nim-sou¢tem prdvé mnozinou P-stavi.
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Diikaz tohoto tvrzeni je pomérné& snadny a vychazi z rekurzivni definice
P-stavii a N-stavi.

Diikaz obecné Boutonovy véty.

Krok 1 V&echny koncové stavy (z definice P-stavy) maji nim-sou&et
roven 0 (vZzdyt mame jediny koncovy stav (0,0, ...,0), ktery
spliuje 0 ® --- 0 = 0.

Krok 2 Z kaZdého stavu s nenulovym nim-souétem existuje tah do
stavu s nulovym nim-sou&tem (viz p¥edchozi p¥iklad).

Krok 3 KaZdy tah ze stavu s nulovym nim-sou¢tem vede do stavu s
nenulovym nim-souétem: kdyby pro tah
(x,y,2,...) = (X, y, 2), kde X' < x, platilo
XOy®zd - =0=xPydz®d -, pak diky pravidlu o
kraceni dostdvame x = x’.

Proto je mnoZina stavii s nulovym nim-sou¢tem prdvé mnozinou P-stavi.
Zaroveii je vidét, Ze pocet vitéznych tahl z N-stavu do nékterého P-stavu

je presné roven poctu jedniek v nejlevéjsim sloupci s lichym poétem
jednitek (specialng, polet vitéznych tahi je vzdy lichy!). Ol

v
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Misere Nim

Pokud hrajeme nuznou hru, kdy hrag, ktery tdhne naposled, prohrava, je
situace Casto o dost obtizngjsi. [Wiki] pFitom uvadi, Ze Nim se obvykle
hraje pravé ve své misére varianté.

Zkuste si rozmyslet, jaké jsou P-stavy a N-stavy v nuzné hte, kdy konecny
stav je N-stavem a jak hrat v N-stavech, abyste si zarudili vyhru.
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Misere Nim

Pokud hrajeme nuznou hru, kdy hrag, ktery tdhne naposled, prohrava, je
situace Casto o dost obtizngjsi. [Wiki] pFitom uvadi, Ze Nim se obvykle
hraje pravé ve své misére varianté.

Zkuste si rozmyslet, jaké jsou P-stavy a N-stavy v nuzné hte, kdy konecny
stav je N-stavem a jak hrat v N-stavech, abyste si zarudili vyhru.

Hraje se stejné jako v pfipadé normalni hry, dokud je alespori na dvou
hromadkach vice neZ jeden kdmen. V situaci, kdy soupefiv tah pfivede hru
do stavu, kdy je pravé na jedné hromadce vice nez jeden kdmen, vezméte z
této hromadky tolik kamen(, aby pocet hromdadek s pravé jednim
kamenem byl lichy.
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Nimu podobné hry

Hraje se na pdsu ¢tvereckd, ocislovaném 0,1,2,.... Na kazdém &tverecku
mohou byt poloZeny mince (24dnd, jedna i vice). Tah spo&iva v pfesunuti
jedné mince na n&ktery &veretek s nizsim &islem (Ize i pokud jiz na n&m
n&jaké mince jsou). Koncovy stav je ve chvili, kdy jsou v8echny mince na
¢tveretku s ¢Ciselm 0, hrag, ktery tahl posledni, vyhrava.
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Nimu podobné hry

Nimble

Hraje se na pdsu ¢tvereckd, ocislovaném 0,1,2,.... Na kazdém &tverecku
mohou byt poloZeny mince (24dnd, jedna i vice). Tah spo&iva v pfesunuti
jedné mince na n&ktery &veretek s nizsim &islem (Ize i pokud jiz na n&m
n&jaké mince jsou). Koncovy stav je ve chvili, kdy jsou v8echny mince na
¢tveretku s ¢Ciselm 0, hrag, ktery tahl posledni, vyhrava.

P¥evraceni Zelv (Turning turtles)

Mince jsou ndhodné poskladany do ¥ady, nékteré z nich vzhiru licem, jiné
rubem. Tak spociva v otoeni nékteré mince z lice na rub a volitelné v
otocenf jiné mince vlevo od prvni (z lice na rub nebo z rubu na lic).
Vyhrava hra&, ktery na konci svého tahu dosdhne stavu, Ze jsou vSechny
mince otoceny rubem vzhtru. Hru si mizZete zahrat na
http://www.chlond.demon.co.uk/Coins.html (lokdln& zde).

A\
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Nimble

Hraje se na pdsu ¢tvereckd, ocislovaném 0,1,2,.... Na kazdém &tverecku
mohou byt poloZeny mince (24dnd, jedna i vice). Tah spo&iva v pfesunuti
jedné mince na n&ktery &veretek s nizsim &islem (Ize i pokud jiz na n&m
n&jaké mince jsou). Koncovy stav je ve chvili, kdy jsou v8echny mince na
¢tveretku s ¢Ciselm 0, hrag, ktery tahl posledni, vyhrava.

P¥evraceni Zelv (Turning turtles)

Mince jsou ndhodné poskladany do ¥ady, nékteré z nich vzhiru licem, jiné
rubem. Tak spociva v otoeni nékteré mince z lice na rub a volitelné v
otocenf jiné mince vlevo od prvni (z lice na rub nebo z rubu na lic).
Vyhrava hra&, ktery na konci svého tahu dosdhne stavu, Ze jsou vSechny
mince otoceny rubem vzhtru. Hru si mizZete zahrat na
http://www.chlond.demon.co.uk/Coins.html (lokdln& zde).

A\

Obé& hry se snadno pfevedou na klasicky Nim (promyslete!).
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Nimu podobné hry

Mooreliv Nim

Nimy se hraje stejné jako klasicky Nim s tim rozdilem, Ze hra¢ ve svém
tahu odebird kameny z libovolnych k hromadek (z kazdé hromadky mize
odebrat jiny potet kameni, pfipadn& neodebrat 7adny), pfitom musi
celkové odebrat alespori jeden kamen. Je vidét, Ze Nim; je klasicky Nim.
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Nimu podobné hry

Mooretiv Nim

Nimy se hraje stejné jako klasicky Nim s tim rozdilem, Ze hra¢ ve svém
tahu odebird kameny z libovolnych k hromadek (z kazdé hromadky mize
odebrat jiny potet kameni, pfipadn& neodebrat 7adny), pfitom musi
celkové odebrat alespori jeden kamen. Je vidét, Ze Nim; je klasicky Nim.

Véta (Moore, 1910)

Stav (x,y,z,...) je v Nimy P-stav, prdvé kdyZ je pocet jedniek na viech
mistech bindrniho zapisu &isel x,y, z,...ndsobkem k + 1 (tj. x,y,z
zapiSeme bindrné a s¢itame bez pFenosu v v soustavé o zakladu k + 1).

Michal Bulant (P¥F MU) Kombinatorické hry 2. 9. 2008 18 / 51



Plan predndsky

© Hry na grafech
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UZ pti pfedchozim uvaZovani o kombinatorickych hrach bylo vidét, Ze
provadéné myslenky se daji docela dob¥e reprezentovat pomoci tzv.
orientovanych grafa, kde jednotlivé stavy hry jsou reprezentovany vrcholy
a tahy mezi t&mito stavy tvofi (orientované) hrany.

Zkoumani her na orientovanych grafech ndm umozni o jednotlivych
stavech hry Fici vice neZ jen to, jestli jde o P-stav nebo N-stav.
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UZ pti pfedchozim uvaZovani o kombinatorickych hrach bylo vidét, Ze
provadéné myslenky se daji docela dob¥e reprezentovat pomoci tzv.
orientovanych grafi, kde jednotlivé stavy hry jsou reprezentovany vrcholy
a tahy mezi t&mito stavy tvofi (orientované) hrany.

Zkoumani her na orientovanych grafech ndm umozni o jednotlivych
stavech hry Fici vice neZ jen to, jestli jde o P-stav nebo N-stav.

Definice

Orientovany graf je dvojice G = (V, F), kde V je neprdzdnd mnoZina
vrcholl (stavi) a F je zobrazeni, které kazdému vrcholu v € V pfitadi
podmnozinu F(v) C H. Pro dané v je F(v) mnoZinou nasledniki v, tj.
vrcholl, do nichZ se Ize dostat jednim tahem z v. Je-li F(v) = (), nazyva
se stav v koncovy.
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UZ pti pfedchozim uvaZovani o kombinatorickych hrach bylo vidét, Ze
provadéné myslenky se daji docela dob¥e reprezentovat pomoci tzv.
orientovanych grafi, kde jednotlivé stavy hry jsou reprezentovany vrcholy
a tahy mezi t&mito stavy tvofi (orientované) hrany.

Zkoumani her na orientovanych grafech ndm umozni o jednotlivych
stavech hry Fici vice neZ jen to, jestli jde o P-stav nebo N-stav.

Definice

Orientovany graf je dvojice G = (V, F), kde V je neprdzdnd mnoZina
vrcholl (stavi) a F je zobrazeni, které kazdému vrcholu v € V pfitadi
podmnozinu F(v) C H. Pro dané v je F(v) mnoZinou nasledniki v, tj.
vrcholl, do nichZ se Ize dostat jednim tahem z v. Je-li F(v) = (), nazyva
se stav v koncovy.

Hra na grafu G m3a nasledujici pravidla:

@ 1. hra¢ za&ind v predem uréeném stavu vy a hradi se ve svych tazich
st¥idaji.

@ Ve stavu v voli hrdg, ktery je na tahu, dal3i stav z mnoZiny F(v).

@ Prohrava hra¥, ktery je na tahu ve stavu v, kde F(v) = 0.
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Sprague-Grundyho funkce

Grafové hry mohou byt zkoumany analogicky jako Nim prost¥ednictvim P-
a N-stav(. UkaZeme si ale i jiny, obecnégjsi postup pomoci tzv.
Sprague-Grundyho funkce.
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Sprague-Grundyho funkce

Grafové hry mohou byt zkoumany analogicky jako Nim prost¥ednictvim P-
a N-stav(. UkaZeme si ale i jiny, obecnégjsi postup pomoci tzv.
Sprague-Grundyho funkce.

Definice (SG-funkce, SG-hodnota)

Sprague-Grundyho funkce grafu G = (V, F) je funkce g : V — Ny
definovand rekurzivné predpisem

g(v) = min{n € Ng : n # g(u) pro vSechna v € F(v)}.

Alternativng, s vyuzitim funkce mex (minimal excludant=nejmensi
vylou€eny; vysledkem je nejmensi nezdporné celé &islo neobsazené v
argumentu funkce) mizeme dsporngji psat

g(v) = mex{g(u) : u e F(v)}.
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Analyza her pomoci SG-funkce

Ukdzeme, ze P-stavy jsou pravé stavy s SG-hodnotou 0.
Krok 1 KaZdy koncovy stav hodnotu SG-funkce rovnou O.
Krok 2 Je-li g(v) =0, pak pro kazdé u € F(v) plati g(u) > 0.
Krok 3 Je-li g(v) > 0, pak nutn& existuje u € F(v), pro n&z plati
g(u) =0.

2. 9. 2008 22 /51
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Analyza her pomoci SG-funkce

Ukdzeme, ze P-stavy jsou pravé stavy s SG-hodnotou 0.
Krok 1 KaZdy koncovy stav hodnotu SG-funkce rovnou O.
Krok 2 Je-li g(v) =0, pak pro kazdé u € F(v) plati g(u) > 0.
Krok 3 Je-li g(v) > 0, pak nutn& existuje u € F(v), pro n&z plati
g(u) =0.

Zda se, Ze pojem SG-funkce je ekvivalentni analyze P- a N-stav(, ale brzy
si ukdZeme, Ze konkrétni hodnota SG-funkce je vyznamnou p¥idanou
informaci.
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Analyza her pomoci SG-funkce

Ukdzeme, ze P-stavy jsou pravé stavy s SG-hodnotou 0.
Krok 1 KaZdy koncovy stav hodnotu SG-funkce rovnou O.
Krok 2 Je-li g(v) =0, pak pro kazdé u € F(v) plati g(u) > 0.
Krok 3 Je-li g(v) > 0, pak nutné existuje u € F(v), pro n&Z plati
g(u) =0.

Zda se, Ze pojem SG-funkce je ekvivalentni analyze P- a N-stav(, ale brzy
si ukdZeme, Ze konkrétni hodnota SG-funkce je vyznamnou p¥idanou
informaci.

Priklad

Ur¢ime SG-hodnotu stavil v na¥i jednoduché odetitaci hfe (21 kament,
odebirdme 1,2 nebo 3).

4
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Analyza her pomoci SG-funkce
Ukdzeme, ze P-stavy jsou pravé stavy s SG-hodnotou 0.
Krok 1 KaZdy koncovy stav hodnotu SG-funkce rovnou O.
Krok 2 Je-li g(v) =0, pak pro kazdé u € F(v) plati g(u) > 0.
Krok 3 Je-li g(v) > 0, pak nutné existuje u € F(v), pro n&Z plati
g(u) =0.

Zda se, Ze pojem SG-funkce je ekvivalentni analyze P- a N-stav(, ale brzy
si ukdZeme, Ze konkrétni hodnota SG-funkce je vyznamnou p¥idanou
informaci.

Priklad
Ur¢ime SG-hodnotu stavil v na¥i jednoduché odetitaci hfe (21 kament,
odebirdme 1,2 nebo 3).

x 01 2 3 4
gx) 01 2 3 0

5 6 7 8 9
1 2 3 01

Tj. g(x) = x mod 4.

4
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Dalsi priklady her

Wythoffova hra

Hradi sedici na stejné strané Sachovnice st¥idavé tahnou s ddmou, tdhnout
mohou pouze ve sloupci dolfi, v fadé doleva nebo diagonalné Sikmo doli.
Hrag, ktery tdhne posledni vyhrava. Hru si miZete zahrat na
http://www.chlond.demon. co.uk/Queen.html (lokdln& zde).
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Dalsi priklady

Wythoffova hra

Hradi sedici na stejné strané Sachovnice st¥idavé tahnou s ddmou, tdhnout
mohou pouze ve sloupci dolfi, v fadé doleva nebo diagonalné Sikmo doli.
Hrag, ktery tdhne posledni vyhrava. Hru si miZete zahrat na
http://www.chlond.demon. co.uk/Queen.html (lokdln& zde).

| A\

Dvourozmérny Nim

Hraje se na &tvercové siti v prvnim kvadrantu, kde je rozmistén konelny
polet kameni (i vice na jednom poli). Tah spo&ivd v pfesunu jednoho
kamene bud vlevo ve stejném ¥adku nebo na libovolné pole v n&kterém
nizsim ¥adku.
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Wythoffova hra

Hradi sedici na stejné strané Sachovnice st¥idavé tahnou s ddmou, tdhnout
mohou pouze ve sloupci dolfi, v fadé doleva nebo diagonalné Sikmo doli.
Hrag, ktery tdhne posledni vyhrava. Hru si miZete zahrat na
http://www.chlond.demon. co.uk/Queen.html (lokdln& zde).

| A\

Dvourozmérny Nim

Hraje se na &tvercové siti v prvnim kvadrantu, kde je rozmistén konelny
polet kameni (i vice na jednom poli). Tah spo&ivd v pfesunu jednoho
kamene bud vlevo ve stejném ¥adku nebo na libovolné pole v n&kterém
nizsim ¥adku.

\

Zkuste si spotitat Sprague-Grundyho funkce pro tyto hry.
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@ Soutty her
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N4

P¥irozenym zplisobem, jak z kombinatorickych her vytvaret hry slozit&jsi,
je tzv. (disjunktni) sgitani her. Tah hrace v souttu danych her spo&iva v
tom, Ze zvoli jednu z danych her a v ni udini sviij tah. Jako dobrd ilustrace
tohoto pojmu poslouzi klasicky t¥fihromadkovy Nim, ktery je sou¢tem 3
(trividlnich) jednohrom&dkovych Nima.
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P¥irozenym zplisobem, jak z kombinatorickych her vytvaret hry slozit&jsi,
je tzv. (disjunktni) sgitani her. Tah hrace v souttu danych her spo&iva v
tom, Ze zvoli jednu z danych her a v ni udini sviij tah. Jako dobrd ilustrace
tohoto pojmu poslouzi klasicky t¥fihromadkovy Nim, ktery je sou¢tem 3
(trividlnich) jednohrom&dkovych Nima.

Definice (Soucet grafovych her)

M&jme n grafi Gy = (V4, F1),..., G, = (V,, F,). Souétem

G=Gi+ -+ G, graft Gy, ..., G, nazveme graf G = (V, F), kde

V =V; x Vp x -V, je mnozina viech n-tic (vi,...,v,), kde v; € V; a
pro vrchol v = (vy,...,v,) je mnoZina nasledniki

F(v) =F1(v1) x {va} x -+ - x {vy}U
U{vr} x F(wvp) x -+ x {vp}U

U{vi} x {wa} x -+ X F(vp)

Michal Bulant (P¥F MU)
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Ndasledujici véta je vyznamnym zobecnénim Boutonovy véty — ukazuje, Ze

SG-hodnotu stavu v soutu grafii dostaneme jako nim-soulet SG-hodnot
jednotlivych komponent.

Véta (Sprague, 1936; Grundy, 1939)

Mé&ime grafy Gy, ..., G, s SG-funkcemi g1, ..., gn. Pak graf

G =Gy + Gy+ -+ G, mad Sprague-Grundyho funkci
g(V17 cey Vn) - gl(vl) Boceo@@ gn(Vn)-

Michal Bulant (P¥F MU)

Kombinatorické hry

2. 9. 2008



Ndasledujici véta je vyznamnym zobecnénim Boutonovy véty — ukazuje, Ze
SG-hodnotu stavu v soutu grafii dostaneme jako nim-soulet SG-hodnot
jednotlivych komponent.

Véta (Sprague, 1936; Grundy, 1939)

Mé&ime grafy Gy, ..., G, s SG-funkcemi g1, ..., gn. Pak graf
G =Gy + Gy+ -+ G, mad Sprague-Grundyho funkci
g(V17 200y Vn) = gl(vl) D---D gn(Vn)-

Dikaz této véty je podobny ditkazu Boutonovy v&ty (zkuste samil).
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Ndasledujici véta je vyznamnym zobecnénim Boutonovy véty — ukazuje, Ze
SG-hodnotu stavu v soutu grafii dostaneme jako nim-soulet SG-hodnot
jednotlivych komponent.

Véta (Sprague, 1936; Grundy, 1939)

Mé&jme grafy Gi, ..., G, s SG-funkcemi g1, ..., g,. Pak graf
G =Gy + Gy+ -+ G, mad Sprague-Grundyho funkci
g(V17 200y Vn) = gl(vl) oo @ gn(Vn)-

Dikaz této véty je podobny ditkazu Boutonovy v&ty (zkuste samil).

Poznamka

Dilezitym disledkem této véty je skutednost, Ze kazda nestranna
kombinatorickad hra se jako s¢itanec v souctu her chova stejné jako jako
hra Nim s jednou hromdadkou velikosti rovné SG-funkci této hry.

Jinymi slovy: kaZda nestranna hra je ekvivalentni Nimu.
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Aplikace na rizné hry

P¥iklad (Soutet odetitacich her)

Oznatme G(m) tzv. odeditaci hru (zobecn&ni nasi tvodni jednoduché hry,
kdy Ize z hromadky odebirat 1 az m kamend).?

Snadno je vid&t, Ze G(m) ma SG-funkci rovnou gm,(v) = v mod m+ 1.
UvaZzme hru G = G(3) + G(5) + G(7) s pocatetnim stavem (9, 10, 14).
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Aplikace na rizné hry

P¥iklad (Soutet odetitacich her)

Oznatme G(m) tzv. odeditaci hru (zobecn&ni nasi tvodni jednoduché hry,
kdy Ize z hromadky odebirat 1 az m kamend).?

Snadno je vid&t, Ze G(m) ma SG-funkci rovnou gm,(v) = v mod m+ 1.
UvaZzme hru G = G(3) + G(5) + G(7) s pocatetnim stavem (9, 10, 14).

Snadno vypocteme SG-funkci
£((9,10,14)) = g3(9) & g5(10) @ g7(14) = 1 ® 4 6 = 3.

Pocateéni stav je tedy N-stavem.

?Obecné Ize v odetitacich hrdch odebirat pocet kamend, ktery je prvkem mnoZiny S;
zde S ={1,...,m}.
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P¥iklad (Soutet odetitacich her — pokr.)

Podobné jako v Nimu uréime vitézné tahy podle nejlevéjsich jednicek v
bindrnim zapisu, kterych je lichy pocet:

g9 =1= 0 0 1
gs(10)=4= 1 0 0
g(l4)=6= 1 1 0

0 1 1
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P¥iklad (Soutet odetitacich her — pokr.)

Podobné jako v Nimu uré¢ime vitézné tahy podle nejlev&jSich jednicek v
bindarnim zapisu, kterych je lichy podet:

g(9)=1= 0 0 1
gs(10)=4= 1 0 0
5= 1 0 1

0 0 0

Pottebnou hodnotu 5 dosahneme odebranim jednoho kamene ze tfeti
hromddky, nebot pak g7(13) = 5.
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P¥iklad (Soutet odetitacich her — pokr.)

Podobné jako v Nimu uré¢ime vitézné tahy podle nejlev&jSich jednicek v
bindarnim zapisu, kterych je lichy podet:

g(9)=1= 0 0 1
gs(10)=4= 1 0 0
5= 1 0 1

0 0 0

Pottebnou hodnotu 5 dosahneme odebranim jednoho kamene ze tfeti
hromddky, nebot pak g7(13) = 5.

Je zde oviem oproti Nimu pfece jen jeden rozdil — tento optimdlni tah neni
jediny, protoze SG-funkce nemusi byt nutn& monotdnni (tj. se zmen3ujici
hodnotou argumentu se nemusi nutné& zmen3ovat hodnota SG-funkce) a
muiZeme tak generovat jedni¢ky i na vysSich mistech.
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P¥iklad (Soutet odetitacich her — pokr.)

Podobné jako v Nimu uré¢ime vitézné tahy podle nejlev&jSich jednicek v
bindarnim zapisu, kterych je lichy podet:

g(9)=1= 0 0 1
gs(10)=4= 1 0 0
5= 1 0 1

0 0 0

Pottebnou hodnotu 5 dosahneme odebranim jednoho kamene ze tfeti
hromddky, nebot pak g7(13) = 5.

Je zde oviem oproti Nimu pfece jen jeden rozdil — tento optimdlni tah neni
jediny, protoze SG-funkce nemusi byt nutn& monotdnni (tj. se zmen3ujici
hodnotou argumentu se nemusi nutné& zmen3ovat hodnota SG-funkce) a
muiZeme tak generovat jedni¢ky i na vysSich mistech.

Nap¥. zde je dalsim vitéznym tahem odebrani 3 kament z prvni hromadky,
nebot pak g3(6) =2 a 2@® 4@ 6 = 0. Zadny tah v druhé hromadce oviem
jiz vitézny neni.
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Plan predndsky

© Dal¥i hry Yesitelné pomoci SG-funkce
@ Hry Take-and-Break
e Otd&eni minci
@ Dvourozmérné otaéeni minci a nim-soudin
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© Dal¥i hry Yesitelné pomoci SG-funkce
@ Hry Take-and-Break
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Uprava Nimu na hru typu Vezmi a rozdél je dilem E. Laskera, Sachového
mistra svéta v letech 1894-1921.

V této hfe je mozné zahrat néktery z tahi:

o klasické odebrdni libovolného poc¢tu kameni z nékteré hromddky,

@ rozdéleni hromadky s alespori dvéma kameny na dvé neprazdné
hromadky.

Michal Bulant (P¥F MU)
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Uprava Nimu na hru typu Vezmi a rozdél je dilem E. Laskera, Sachového
mistra svéta v letech 1894-1921.

V této hfe je mozné zahrat néktery z tahi:
o klasické odebrdni libovolného poc¢tu kameni z nékteré hromddky,

@ rozdéleni hromadky s alespori dvéma kameny na dvé neprazdné
hromadky.
Pomé&rné snadno lze indukci dokdzat, Ze SG-funkce pro Laskeriv Nim s
jednou hromadkou ma tvar

g(4k+1) = 4k+1,g(4k+2) = 4k+2,g(4k+3) = dk+4, g(4k+4) = 4k+3
pro k > 0.
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Uprava Nimu na hru typu Vezmi a rozdél je dilem E. Laskera, Sachového
mistra svéta v letech 1894-1921.

V této hfe je mozné zahrat néktery z tahi:
o klasické odebrdni libovolného poc¢tu kameni z nékteré hromddky,

@ rozdéleni hromadky s alespori dvéma kameny na dvé neprazdné
hromadky.

Pomé&rné snadno lze indukci dokdzat, Ze SG-funkce pro Laskeriv Nim s
jednou hromadkou ma tvar

g(4k+1) = 4k+1,g(4k+2) = 4k+2,g(4k+3) = dk+4, g(4k+4) = 4k+3
pro k > 0.

VyzkouZejte si Laskeriv Nim s tdvodnim stavem (2,5,7). \

Michal Bulant (P¥F MU)
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Hra Kayles byla zmin&n H. E. Dudeneyem v The Canterbury puzzles
(1958). Dva kuzelka¥i stoji pred ¥Yadou 13 kuzelek, p¥itemz druhd kuZelka
je jiz shozena. Oba jsou tak kvalitni, Ze svym hodem mohou shodit
kteroukoliv kuZelku nebo dvojici sousednich kuzelek. Vitézem je hrag, ktery
shodi posledni kuzelku.
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Hra Kayles byla zmin&n H. E. Dudeneyem v The Canterbury puzzles
(1958). Dva kuzelka¥i stoji pred ¥Yadou 13 kuzelek, p¥itemz druhd kuZelka
je jiz shozena. Oba jsou tak kvalitni, Ze svym hodem mohou shodit
kteroukoliv kuZelku nebo dvojici sousednich kuzelek. Vitézem je hrag, ktery
shodi posledni kuzelku.

Tato hra se da popsat pomoci odebirani kameni nasledovné: tahem je
odebrani jednoho nebo dvou kamenii z jedné hromdadky, kterou je poté
moZno rozdélit na dvé neprazdné hromadky.

Hru si miZete zahrdt na

http://www.chlond.demon.co.uk/Kayles.html (lokaIn& zde).
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Hra Kayles byla zmin&n H. E. Dudeneyem v The Canterbury puzzles
(1958). Dva kuzelka¥i stoji pred ¥Yadou 13 kuzelek, p¥itemz druhd kuZelka
je jiz shozena. Oba jsou tak kvalitni, Ze svym hodem mohou shodit
kteroukoliv kuZelku nebo dvojici sousednich kuzelek. Vitézem je hrag, ktery
shodi posledni kuzelku.

Tato hra se da popsat pomoci odebirani kameni nasledovné: tahem je
odebrani jednoho nebo dvou kamenii z jedné hromdadky, kterou je poté
moZno rozdélit na dvé neprazdné hromadky.

Hru si miZete zahrdt na
http://www.chlond.demon.co.uk/Kayles.html (lokaIn& zde).

Najdéme SG-funkci pro hru Kayles, kde tvodni stav je hromadka s n
kameny. Jediny koncovy stav je prézdna hromadka, tedy g(0) = 0. Snadno
g(1) =1 a g(2) = 2. Z hromadky se tfemi kameny miZeme odebrat bud
1 nebo 2 kameny (SG:1,2) nebo odebrat jeden kamen a rozdé&lit na dv&
hromadky (SG:0).
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Kayles — FeSeni

Timto postupem dopotitdme tabulku (x je &islo ¥adku, y sloupce)

g(12x+y) | 0 3 5 6 9 10 11

0

SOl WN =

I O O N N N )
e )
NN DNDNDNDDNDDNDN
0 00 O W oo ~NW
== === R
A A DDA, D DD
N ~NNNNWW
NN DNDNDNDD NN NN
= o= = = = = 00
O 00 H 00 0~ b
NONNODOODN
N ~N~N~N~N~NOo
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Kayles — FeSeni

Timto postupem dopotitdme tabulku (x je &islo ¥adku, y sloupce)

g(l2x+y)|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 0123 1 43 21 4 2 6
1 4 1 2 7 1 4 3 21 4 6 7
2 4 1 2 8 5 4 7 2 1 8 6 7
3 4 1 2 3 1 4 7 2 1 8 2 7
4 4 1 2 8 1 4 7 2 1 4 2 7
5 4 1 2 8 1 4 7 2 1 8 6 7
6 4 1 2 8 1 4 7 2 1 8 2 7
Od hodnoty n = 72 je déle funkce g periodickd s periodou 12, tu¢né& jsou

vyznaleny vyjimky oproti hodnotam v poslednim ¥adku.
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Kayles — FeSeni

Timto postupem dopotitdme tabulku (x je &islo ¥adku, y sloupce)

g(l2x+y)|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 0123 1 43 21 4 2 6
1 4 1 2 7 1 4 3 21 4 6 7
2 4 1 2 8 5 4 7 2 1 8 6 7
3 4 1 2 3 1 4 7 2 1 8 2 7
4 4 1 2 8 1 4 7 2 1 4 2 7
5 4 1 2 8 1 4 7 2 1 8 6 7
6 4 1 2 8 1 4 7 2 1 8 2 7
Od hodnoty n = 72 je déle funkce g periodickd s periodou 12, tu¢né& jsou

vyznaleny vyjimky oproti hodnotam v poslednim ¥adku.

Vyteste tvodni Dudeneyovu tdlohu s dvéma hromadkami (1,11).
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© Dal¥i hry Yesitelné pomoci SG-funkce

@ Ota&eni minci
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Hry s otda¢enim minci zobecriuji d¥ive uvedenou hru Otdceni Zelv.

V ¥adé je kone&né mnoho minci otoéenych vzhiru licovou &i rubovou
stranou. Tah spodiva v otoeni minci z n&jaké sady podle pravidel
konkrétni hry. Vzdy vSak musi byt nejpravéjsi ota¢end mince otocena
z licové na rubovou stranu (podminka koneZnosti hry). To, které mince
jsou otaeny, smi zaviset pouze na pozici nejpravéjsi otaéené mince, nikoli
Jiz na jinych pozicich, pfedchozich tazich apod.
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Hry s otda¢enim minci zobecriuji d¥ive uvedenou hru Otdceni Zelv.

V ¥adé je kone&né mnoho minci otoéenych vzhiru licovou &i rubovou
stranou. Tah spodiva v otoeni minci z n&jaké sady podle pravidel
konkrétni hry. Vzdy vSak musi byt nejpravéjsi ota¢end mince otocena
z licové na rubovou stranu (podminka koneZnosti hry). To, které mince
jsou otaeny, smi zaviset pouze na pozici nejpravéjsi otaéené mince, nikoli
Jiz na jinych pozicich, pfedchozich tazich apod.

Pro v8echny takovéto hry plati zfejm& obdobny rozklad jako pro Otaceni
Zelv— stav s k lici na pozicich vi, ..., vk je souttem k her, kde v kaZzdé hte

(Eislo i) je pravé jeden lic a to na pozici v;.
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Hry s otda¢enim minci zobecriuji d¥ive uvedenou hru Otdceni Zelv.

V ¥adé je kone&né mnoho minci otoéenych vzhiru licovou &i rubovou
stranou. Tah spodiva v otoeni minci z n&jaké sady podle pravidel
konkrétni hry. Vzdy vSak musi byt nejpravéjsi ota¢end mince otocena
z licové na rubovou stranu (podminka koneZnosti hry). To, které mince
jsou otaeny, smi zaviset pouze na pozici nejpravéjsi otaéené mince, nikoli
Jiz na jinych pozicich, pfedchozich tazich apod.

Pro v8echny takovéto hry plati zfejm& obdobny rozklad jako pro Otaceni
Zelv— stav s k lici na pozicich vi, ..., vk je souttem k her, kde v kaZzdé hte
(Eislo i) je pravé jeden lic a to na pozici v;.

Nap¥. hra RLRRLRL je sou¢tem her RL, RRRRL a RRRRRRL, proto pro urleni
SG-hodnoty obecné hry sta&i urit SG-hodnoty her s pravé jednim licem.
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Reprezentace her pomoci otaceni minci

Podobné jako lze hry reprezentovat pomoci Nimu, Ize &asto hry
reprezentovat i pomoci otaéeni minci.

Michal Bulant (P¥F MU) Kombinatorické hry 2. 9. 2008 36 / 51



Reprezentace her pomoci otaceni minci

Podobné jako lze hry reprezentovat pomoci Nimu, Ize &asto hry
reprezentovat i pomoci otaéeni minci.

U nékterych her je vyhodnéjsi reprezentace pomoci Nimu, u jinych je tomu
naopak.

P¥iklad (Jednoduchd dvodni odetitaci hra)

M&jme odetitaci hru s S = {1,2,3}. Hru reprezentujeme pomoci n minci
ocislovanych od 1 do n, v kazdém tahu musi byt oto€ena mince na pozici
x z licové na rubovou stranu a dale oto¢ena mince na pozici x — 1,x — 2
nebo x — 3 (pokud x > 3).

Z¥ejm& ma lic na pozici 1 SG-hodnotu 1, na pozici 2 hodnotu 2, atd. Rada
minci s nékolika hlavami pak odpovida nékolika hromadkam kameni.
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Reprezentace her pomoci otaceni minci

Podobné jako lze hry reprezentovat pomoci Nimu, Ize &asto hry
reprezentovat i pomoci otaéeni minci.

U nékterych her je vyhodnéjsi reprezentace pomoci Nimu, u jinych je tomu
naopak.

P¥iklad (Jednoduchd dvodni odetitaci hra)

M&jme odetitaci hru s S = {1,2,3}. Hru reprezentujeme pomoci n minci
ocislovanych od 1 do n, v kazdém tahu musi byt oto€ena mince na pozici
x z licové na rubovou stranu a dale oto¢ena mince na pozici x — 1,x — 2
nebo x — 3 (pokud x > 3).

Z¥ejm& ma lic na pozici 1 SG-hodnotu 1, na pozici 2 hodnotu 2, atd. Rada
minci s nékolika hlavami pak odpovida nékolika hromadkam kameni.

P¥iklad (Dvojc¢ata)

Dvojcata je velmi podobnd hra pfevraceni Zelv, kdy musime otodit pravé
dvé mince (s obvyklou konvecni). Zde je vhodné &islovat pozice minci od 0

— dostavame tak g(x) = x (tedy Twins jsou opét totéZ, co Nim).
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Ptiklad (Fale3né Zelvy)
Tato hra ma prostfednictvim minci pFirozené&jsi reprezantaci neZ jako hra s
hromadkami kamend. Je podobna h¥e PFevraceni Zelv, mame ale povoleno
ototit 1, 2 nebo 3 mince (jako obvykle s nejprav&jsi ve sméru lic — rub).
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Ptiklad (Fale3né Zelvy)

Tato hra ma prostfednictvim minci pFirozené&jsi reprezantaci neZ jako hra s
hromadkami kamend. Je podobna h¥e PFevraceni Zelv, mame ale povoleno
ototit 1, 2 nebo 3 mince (jako obvykle s nejprav&jsi ve sméru lic — rub).
V tomto pFipadé se ukazuje jako vyhodn&jsi pro vypocet SG-funkce
&islovat pozice minci od 0 misto od 1. Obvyklym zplisobem vypocteme

pozice x : ‘ 0
1

34 5 6 7 8 9 10
g(x): | 7

1 2
2 4 8 11 13 14 16 19 21
Jestli jde funkci g(x) popsat jinym obvyklym zpisobem, je asi obtizné na
prvni pohled odhalit (krom& toho, Ze g(x) je vZdy rovno bud 2x nebo
2x +1).
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Ptiklad (Fale3né Zelvy)

Tato hra ma prostfednictvim minci pfirozen&jsi reprezantaci nez jako hra s
hromadkami kamend. Je podobna h¥e PFevraceni Zelv, mame ale povoleno
ototit 1, 2 nebo 3 mince (jako obvykle s nejprav&jsi ve sméru lic — rub).
V tomto pFipadé se ukazuje jako vyhodn&jsi pro vypocet SG-funkce
&islovat pozice minci od 0 misto od 1. Obvyklym zplisobem vypocteme

pozice x : ‘ 0
1

34 5 6 7 8 9 10
g(x): | 7

1 2
2 4 8 11 13 14 16 19 21
Jestli jde funkci g(x) popsat jinym obvyklym zpisobem, je asi obtizné na
prvni pohled odhalit (krom& toho, Ze g(x) je vZdy rovno bud 2x nebo
2x +1).

Odpovéd (opét) zavisi na bindrnim zapisu &isel — &islo nazveme odious
(hnusné), pokud je polet 1 v jeho bindrnim zépisu lichy, je-li poet
jednitek sudy nazveme ho evil (odporné).
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Lze pomé&rné& snadno (indukci) dokézat, Ze g(x) = 2x + 1, pokud je 2x
evil, a rovno 2x, pokud je odious. Jinymi slovy, posloupnost g(x) je
tvorena pravé viemi odious Cisly.

Samotny diikaz je zaloZen na faktu, Ze

evil @ evil = odious @ odious = evil

odious @ evil = evil @ odious = odious.
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Lze pomé&rné& snadno (indukci) dokézat, Ze g(x) = 2x + 1, pokud je 2x
evil, a rovno 2x, pokud je odious. Jinymi slovy, posloupnost g(x) je
tvorena pravé viemi odious Cisly.

Samotny diikaz je zaloZen na faktu, Ze

evil @ evil = odious @ odious = evil

odious @ evil = evil @ odious = odious.

Pokud mame nyni lice na pozicich x, ..., x,, pak, jde-li o P-pozici, (tj.
g(x1) @ Dg(xn)), pak nutn& n musi byt sudé, a navic x; @ - ® x, =0
(nebot g(x) = 2x s ob&snym p¥idanim 1).

P-pozice ve Falesnych Zelvach jsou pravé P-pozice v Nimu, které maji sudy
pocet hromadek. J
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Tato hra ma pomoci velmi jednoduchou reprezentaci pomoci otaceni
minci. Tah spodiva v tom, Ze libovolny polet sousedicich minci mize byt
otolen. Pokud &islujeme pozice od 1, spliiuje SG-funkce vztah

g(n) =mex{0,g(n—1),g(n—1)®g(n—2),...,g(n—1)---®dg(l)}.
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Tato hra ma pomoci velmi jednoduchou reprezentaci pomoci otaceni
minci. Tah spodiva v tom, Ze libovolny pocet sousedicich minci mdze byt
otolen. Pokud &islujeme pozice od 1, spliiuje SG-funkce vztah

g(n) =mex{0,g(n—1),g(n—1)®g(n—2),...,g(n—1)---®dg(l)}.

Z tohoto vztahu Ize snadno odvodit hodnoty SG-funkce:

pozicex: |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
gx:|1 2 1 41 2 181 2 1 4 1 2

tj. g(x) je nejvyssi mocnina 2 délici n. Ndzev hry vychazi z délky zna&ek

na pravitku.
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Plan predndsky

© Dal¥i hry Yesitelné pomoci SG-funkce

@ Dvourozmérné otaceni minci a nim-soudin
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Zobecnime nyni otd&eni minci p¥iddnim dalsiho rozm&ru. Sou¥adnice minci
budeme ¢&islovat od 0 a znadzoriiovat ve 4. kvadrantu, podminku, Ze
nejpravéjsi mince musi byt otofena z lice na rub nahradime toutéz
podminkou pro minci nejvice na jihovychod — oznalime-li jeji soufadnice
(x,y) pak kazad otacena mince musi byt v obdélniku
{(a,p):0<a<x;0<b<y}
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Tah v této hte spotiva v otoleni ¢tyf rliznych minci v rohu n&jakého
rovnobézniku.
Rekurentni vztah pro SG-funkci se u&i snadno:

g(x,y) = mex{g(x,b) D g(a,y) D g(a,b) :0<a<x;0<b<y},

s potatednimi podminkami g(x,0) = g(0,y) = 0 pro viechna x,y. Zfejmé
rovnéz g(x,1) = g(1,x) = 1 (dal3i reprezentace klasického
jednohromadkového Nimu).
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Ndasledujici tabulka udava hodnoty SG-funkce pro hru Otaceni rohii

vypoétené pomoci uvedeného rekurzivniho vztahu:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1
oo o o o o0 O O O o o0 o o0 o0 o0
i1j]0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 1
2/0 2 3 1 8 10 11 9 12 14 15 13 4 6
3(0 3 1 2 12 15 13 14 4 7 5 6 8 11 ¢
40 4 8 122 6 2 14 10 11 15 3 7 13 9 ‘!
5/(0 5 10 15 2 7 8 13 3 6 9 12 1 4 1
6/0 6 11 13 14 8 5 3 7 1 12 10 9 15
70 7 9 14 10 13 3 4 15 8 6 1 5 2 I
8/0 8 12 4 11 3 7 15 13 5 1 9 6 14 1
90 9 14 v 15 6 1 &8 5 12 1 2 10 3 ¢

10/0 10 15 5 3 9 12 6 1 11 14 4 2 8 1
11/0 11 13 6 7 12 10 1 9 2 4 15 14 5 ¢
12/0 12 4 8 13 1 9 5 6 10 2 14 11 7 1¢
13/0 13 6 11 9 4 15 2 14 3 8 5 7 10
14/0 14 7 9 5 1 2 12 10 4 13 3 15 1 ¢
150 15 5 10 1 14 4 11 2 13 .7 8 _3 .12 ¢
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Jako ilustraci spotitejme g(4,4) prostfednictvim rekurentniho vzorce — z
této pozice je 16 moznych taht (10 aZ na symetrii), po vypottu jejich
SG-hodnot dostaneme g(4,4) = mex{0,4,8,12,1,14,11,3,5,2} = 6.

Michal Bulant (P¥F MU) Kombinatorické hry 2. 9. 2008 44 / 51



Jako ilustraci spotitejme g(4,4) prostfednictvim rekurentniho vzorce — z
této pozice je 16 moznych taht (10 aZ na symetrii), po vypottu jejich
SG-hodnot dostaneme g(4,4) = mex{0,4,8,12,1,14,11,3,5,2} = 6.
Stav

R R R R R
R R R L R
R R R R R
R R L R R
R R R R L

ma SG-hodnotu 3@ 1 $® 6 = 4 a je tedy N-stavem. Vitézny tah musi ze 6
ud&lat 2 — jedinou moZnosti je oto&it mince na pozicich (3,3),(3,4), (4,3)
a (4,4).
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Nim-soudin

Cisla v tabulce SG-funkce u hry Otd&eni rohii vypadala dosti ndhodng, ale
ve skuteénosti Ize pomoci nich velmi vhdon& definovat tzv. Nim-soucin s
velmi p&knymi vlastnostmi. Nadale budeme pro hodnotu g(x, y) pouZivat
oznaleni x ® y.
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Nim-soudin

Cisla v tabulce SG-funkce u hry Otd&eni rohii vypadala dosti ndhodng, ale
ve skuteénosti Ize pomoci nich velmi vhdon& definovat tzv. Nim-soucin s

velmi p&knymi vlastnostmi. Nadale budeme pro hodnotu g(x, y) pouZivat

oznaleni x ® y.

Ihned je vidét, 2 0@ x =0ax®0=0addle, Ze l®x=xax®1=x
(tedy 0 a 1 se chovaji obdobng jako u b&Zného nisobenf). Zfejmé je rovn&z
operace @ komutativni (tj. x @y = y @ x).
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Nim-soudin

Cisla v tabulce SG-funkce u hry Otd&eni rohii vypadala dosti ndhodng, ale
ve skuteénosti Ize pomoci nich velmi vhdon& definovat tzv. Nim-soucin s

velmi p&knymi vlastnostmi. Nadale budeme pro hodnotu g(x, y) pouZivat

oznaleni x ® y.

Ihned je vidét, 2 0@ x =0ax®0=0addle, Ze l®x=xax®1=x
(tedy 0 a 1 se chovaji obdobng jako u b&Zného nisobenf). Zfejmé je rovn&z
operace @ komutativni (tj. x @y = y @ x).

Méné zfejma je jiz asociativita Nim-soudinu

x@(y®z)=(x®y)® 2).
Plati ale rovnéz i distributivita Nim-sou&inu vzhledem k Nim-souctu:

x@(yoz)=(x2y)o(x®2)
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Neméné vyznamnym faktem je, Ze kazdé nenulové &islo ma Nim-inverzi
(tj. pro kazdé nenulové x existuje x” tak, Ze x ® x’ = 1). Oznatime-li jako
@ nim-déleni, miZeme nap¥. psit 1 @2 =3 nebo 6 ©5=9.

Poznamka (Algebraicka)

MnoZina nezdpornych celych &isel Ng spolu s operacemi Nim-souétu a
Nim-sou&inu tvo¥i tzv. té&leso (obdoba R, Q s klasickymi operacemi +, -,
ptitom ale (Z, +, -) t&leso netvoti).
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Vypocet Nim-soucinu

Podobné jako v nékterych ptedchozich p¥ipadech se ukazuje, Ze rekurentni
zpisob Nim-soudinu dvou &isel Ize nahradit vypoétem pfimym.
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Vypocet Nim-soucinu

Podobné jako v nékterych ptedchozich p¥ipadech se ukazuje, Ze rekurentni
zpisob Nim-soudinu dvou &isel Ize nahradit vypoétem pfimym.
Ten vychazi z nasledujicich pravidel (pojmem Fermatova mocnina
oznatujeme &islo 22" pro n > 1):
@ Nim-soudin Fermatovy mocniny s libovolnym mensim &islem je roven
jejich bé&znému soudinu
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Vypocet Nim-soucinu

Podobné jako v nékterych ptedchozich p¥ipadech se ukazuje, Ze rekurentni
zpisob Nim-soudinu dvou &isel Ize nahradit vypoétem pfimym.
Ten vychazi z nasledujicich pravidel (pojmem Fermatova mocnina
oznatujeme &islo 22" pro n > 1):
@ Nim-soudin Fermatovy mocniny s libovolnym mensim &islem je roven
jejich bé&znému soudinu
@ Nim-soudin Fermatovy mocniny se sebou samotnou je roven roven
b&Znému soulinu Fermatovy mocniny a 3/2.

2417=(1648)® (16 ¢1)=(16®16) (16 ® 1)@ (8®16)® (8® 1) :
=24p160 126 4 8 =128
V pfipadé vypoltu 8 ® 8 neumime napsat 8 jako Nim-soulet dvou
jednodussich &isel, pomiiZeme si proto zapisem 8 =2 ® 4.
8R8=204)2204)=2220424)=36=201)2(4®2)=
=2e4)oR2e2)e(led)o(l®2)=8030402=13.
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Tartanové hry

Hra Otaceni rohii je p¥ikladem her, jejichZ ¥eSeni je mozné urdit pomoci
Nim-soudinu.

Jsou-li G a H hry s obracenim minci, pak tartanova hra G x H je
dvourozmérnd hra s obracenim minci, v niZ jsou povolené tahy pravé
usporadané dvojice povolenych tahii z G a H.

Tak dostdvdme Otdceni rohii jako sou&in Dvojéatax Dvojéata.
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Tartanové hry

Hra Otaceni rohii je p¥ikladem her, jejichZ ¥eSeni je mozné urdit pomoci
Nim-soudinu.

Jsou-li G a H hry s obracenim minci, pak tartanova hra G x H je
dvourozmérnd hra s obracenim minci, v niZ jsou povolené tahy pravé
usporadané dvojice povolenych tahii z G a H.

Tak dostdvdme Otdceni rohii jako sou&in Dvojéatax Dvojéata.
Pro analyzu tartanovych her je dllezitd nasledujici véta.

Ma-li hra Gy SG-funkci g1 a hra Gy SG-funkci g», pak ma tartanova hra
G1 X Gp SG-funkci g1 ® hy, tj.

g(x,y) = g1(x) ® ga(y)-

Michal Bulant (P¥F MU) Kombinatorické hry 2. 9. 2008 48 / 51



Koberec (otaceni bloku)

Hra Koberec, kdy je pFipustnym tahem otoleni viech minci v n&jakém
obdélniku (s obvyklou jihovychodni konvenci), je vlastn& sou&inem
Pravitko x Pravitko, odkud taky plyne vypo&et SG-funkce.

Tabulka SG-funkce je tak dana hodnotami SG-funkce Pravitka a
Nim-sou&inem jejich hodnot:

111 21 4 1 2 1 38
111 21 4 1 2 1 38
212 3 2 8 2 3 2 12
111 21 4 1 2 1 8
414 8 4 6 4 8 4 11
111 21 4 1 2 1 38
2/2 3 2 8 2 3 2 12
111 21 4 1 2 1 38
818 12 8 11 8 12 8 13
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Priklad

Podivejme se na starou zndmou pozici

R R R R R
R R R L R
R R R R R
R R L R R
R R R R L

jako na pozici ve hfe Koberec.
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Priklad

Podivejme se na starou zndmou pozici

R R R R R
R R R L R
R R R R R
R R L R R
R R R R L

jako na pozici ve hfe Koberec.

Podle pfedchoziho spo&itdme jeji SG-hodnotu 8 4 & 1 = 13. Vitézny tah
(ototeni obdélniku (1,1) — (2,4)) zmé&ni hodnotu 8 na 5 a tedy celkovy
soutet na 0.
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