Matematika (a fyzika) schovana za GPS

Michal Bulant

Masarykova univerzita
P¥irodovédecka fakulta
Ustav matematiky a statistiky

Brno, 14. bf¥ezna 2013

Michal Bulant (P¥F MU) Matematika (a fyzika) schovana za GPS Brno, 14. b¥ezna 2013



Global Positioning system

@ minimaln& 27 satelitd (24 aktivnich — jsou po 4 rovnomé&rné
rozmist&ny na 6 orbitdlnich drahach, 3 zélozni), v tuto chvili 32
aktivnich, viz
http://www.navcen.uscg.gov/?Do=constellationStatus

@ vyska cca 19300 km na povrchem Zemé, cca 2 ob&hy denné

o z kaZzdého mista na Zemi viditelnych 4-12 sateliti

@ od 1. kvétna 2000 zrudeno umélé zkreslovani dat (SA — selective
availability)
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Vypocet pozice —

Satelity obihajici (nejde o staciondrni druZice) Zemi vysilaji zpravy
obsahujici:

@ Cas vyslani zpravy,

@ polohu satelitu,

@ systémovou informaci o stavu a (p¥iblizné) pozici ostatnich satelitd.

Z t&chto informaci chce p¥ijemce (GPS p¥ijima¢) odvodit informaci o své
poloze.

Michal Bulant (P¥F MU) Matematika (a fyzika) schovana za GPS Brno, 14. b¥ezna 2013 3/24

/



Vypocet pozice

P¥ijima¥ na zdklad& polohové a &asové informace [x;, yi, z;, tj] od alespoii
3(4) satelitd vypotte svoji zdanlivou vzdalenost r; od jednotlivych vysila&d
(pseudorange) za ptedpokladu, Ze se signdl 3i¥i rychlosti svétla (odhadnéte,
jak dlouho leti signal). Vypo&tend vzdalenost od satelitu spolu s jeho
polohou p¥i vyslani signdlu udava sféru (povrch koule), na niZ pfijima& leZi.
Prisetikem takovych dvou sfér je pak kruznice, obsahujici dany bod.
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Vypocet pozice — pokradovani

Prisetikem t¥eti sféry s touto kruZnici jsou pak (obvykle) 2 body.
Vyslednou pozici je pak moZné urdit jako:
e ten z prisetiki, ktery je blize povrchu Zemé& (v obvyklém p¥ipadé
GPS ptijimace v auté &i v ruce)
@ ten z pruseliki, ktery je blize €tvrté sféfe — v tomto p¥ipadé je
rovnéz mozné pomoci GPS urit nadmotskou vysku, v niZ se pfijimag
pohybuje.

Michal Bulant (P¥F MU) Matematika (a fyzika) schovana za GPS Brno, 14. b¥ezna 2013 5/ 24



Koneéné slibena matematika

Pro zjednodugeni vypottil je moZné bez (jmy na obecnosti zvolit
kartézskou soustavu soutadnic tak, Ze st¥edy sfér (tj. pozice vysilajicich
satelitdl) jsou v roving xy (tj. z = 0), jeden ze stfedii dale umistime

v podtku a druhy na ose x. UvaZujme tedy t¥i sféry se stfedy v bodech
[0,0,0],[u,0,0],[v,w,0] a polomé&ry r1, r, r3 a dostaneme tak pro
hledanou pozici [x, y, z] rovnice

x2+y2+22:r12
(x—uf+y+22=1r

(x— v +(y-wP2+22=1]
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Koneéné slibena matematika

X2—f—y2+22:r12
(x—u)P?+y*+22=1

(x=vP+(y-w)l+22=n

Zkuste si soustavu vyfesit! Odectenim 2. rovnice od prvni a snadnou
lipravou dostaneme x = o-(r — r2 4+ u?), odkud po dosazeni za x do

prvni rovnice dostaneme vztah

2 (r? = rf +u?)?
442
Podminkou pro FeSitelnost (tj. pro to, Ze se prvni dv& sféry vilbec protinaji)
je2ury > r? —r3+u? neboli r2 > (u—n)? & rn+rn>u>n—r(tuto
podminku |ze samoz¥ejmé& tak¥ka ihned vid&t z obrazku). P¥i splnéni
odvozené podminky jiz vypolteme i soufadnici y pomoci dosazeni do t¥eti

rovnice. Soutadnici z pak Ize dopotitat nap¥. jako z = & /r2 — x2 — y2.

=y?+ 2%
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Jak ale poditat prakticky odmocniny?

V disledku je tfeba YeSit nelinedrni soustavu rovnic o vice nezndmych — jiz
jsme ukazali jeden zpisob, jakym ji lze pFevést na postupné Feseni rovnic
o jedné neznamé. Newton-Raphsonova metoda je iterativni metoda na
hledani kofend redlnych funkci (obecné& vice prom&nnych).

Newtonova metoda

S touto metodou pFisel Newton kolem roku 1670 a vysvétlil ji na p¥ikladu
rovnice
x3—2x—-5=0.

Jeden z kotenl je blizko 2, poloZil tedy x = 2 4 p a dosazenim do rovnice
dostal vztah pro p:

p®+6p>+10p— 1 =0.

ProtoZe je ale p malé, je moZné zanedbat &leny p3, 6p?, odkud p = 1—10. To
samozfejmé neni presné feseni, jde ale o dalsi zpfesnéni, miZzeme nyni psat
x = 2,1+ g, dostat tak dalsi aproximaci x = 2,0946 atd.

v
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Jak ale poditat prakticky odmocniny?

UkaZme zde pro ilustraci pouZiti této metody pro odvozeni elegantniho
postupu vypo&tu druhé odmocniny (tento postup je zndm jako Babyl6nsks
metoda &i jako Heroniiv vzorec!).

© Mé&jme danu diferencovatelnou funkci f(x) a aproximaci jejiho kofene

X0-

@ Postupné poditejme dalsi iterace pomoci vztahu x,4+1 = xp — ;((2’)).

Pro vypotet druhé odmocniny z a (tj. hleddni kofene funkce

f(x) = x? — a) tak dostdvdme iteraéni postup xs+1 = 3(xp + ).

Tato metoda se da analogicky pouZit p¥i optimalizaci, kde misto kofene
hleddme YeZeni rovnice f'(x) = 0.

1To samozfejm& neznamend, 7e Newton m&l n&co spoletného s davnymi
Babyléiiany, jeho metoda je obecn&jsi.
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Priklad

Vypottéme v/12's xo = 3: xg = 354, xp = 124247 _ 97 /28 ~ 3,46429,
pritom /12 =~ 3,46410.

Analyza efektivity Newtonovy metody

N
| A

Pomoci Taylorovy véty lze v néjakém okoli x,, psat
1
f(x) = f(xn) + ' (xn)(x — xn) + jf”(a)(x — xn)?,

kde « je mezi x, a x. Protoze hleddme x spliujici f(x) = 0, lze po
vydé&leni f'(x,) vztah upravit na

o) (o e)
fl(Xn) +(X n) 2f/(X,,)( n) ;
a tedy
X — Xpp1 = — “le) ( —x,,)2.

2F(xn)

v
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Newtonova metoda — ptiklad, kdy nefunguje

Efektivnost odmocriovani

V nagem konkrétnim p¥ipad& funkce f(x) = x? — a tak dostdvame
(f'(x) =2x,f"(x) =2)

2

4x,

X — Xpt1 = ——(x — xp)?

a je tedy vidét, Ze chyba |x — x,| se pro vhodna x (obvykle) rychle
zmensuje.

Ptiklad
P¥ikladem funkce, jejiZz kofen tato metoda nenajde, ani kdy? zaéneme
sebeblize, je f(x) = ¥/x. Zde totiz dostaneme

| A

v

1/3
Xn+1 = X Foan) _ X X"/ = —2x
n+1 — Xn — — Xn — “o5/3 —  ““%n-
f'(xn) %Xn /
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ni na pfipad vice pro

Zobecnéni na (napt.) k rovnic o k neznamych je relativn& p¥imotaré:
-1
Xnt1 = Xn — JE(Xn) " - F(Xn),

kde Jg je Jacobidn zobrazeni F. Vypocet jeho inverze je ale ¢asové velmi
naro¢nd operace, proto se ¢asto misto toho vyuZiva

@ FeSeni pFislusné soustavy linedrnich rovnic,

@ vypocet zobecnéné inverze, pfi vice neZ k rovnicich metoda
nejmensich &tverci

@ metoda sdruZenych gradient(i pro feSeni pfislusné soustavy,

@ rlznych tzv. kvazi-newtonovskych metod, vyuZivajicich pouze
pFiblizného Hessianu (nap¥. BFGS) — viz napf.
http://demonstrations.wolfram.com/
MinimizingTheRosenbrockFunction/.
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Fyzika a praxe ndm to trochu (no ... dost) zkomplikuje

Do idealniho stavu ukdzaného d¥ive se ndm ale vloudi vice & méné zavazné
chyby:
@ Satelity disponuji vysoce pfesnymi atomovymi hodinami, to ale nase
kapesni GPSka neumi (stala by ¥adov& milidny).
@ Si¥i se signal skuteZn& rychlosti svétla i p¥i priichodu ionosférou?
© Signal se odrazi od rlznych terénnich ptekazek, budov apod.

@ Do hry velmi zasadné vstupuje i specialni a obecna teorie relativity.
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Zdroje chyb GPS

Error Source Typical or Maximum Error
lonosphere 10 Meters
Troposphere 1 Meter
Satellite Clock Synchronization 1 Meter
Electronic Noise 2 Meters
Multipath Error 0.5 Meters
Satellite Position (Ephemeris) 1 Meter
Intentional Degradation 0 Meters
Net RMS error 10 Meters
Typical Geometric Error (GDOP) 4
Final RMS error (Net x GDOP) 40 meters
Actual Typical Error 10 meters

Zdroj: http://www.pdhcenter.com/courses/1116/1116content.htm
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Jak se vyrovnat s chybami — hodiny v pFijimaci

S nep¥esnosti levnych hodin v GPS pf¥ijima&i se vyrovname pomérné
snadno — k tomu nam slouZi pravé ¢tvrty (a pfipadné daldi) satelit, ktery
jsme dosud ve vypoétech nepouZili. V praxi tak dostavame &ty¥i nebo vice

rovnic o &tyFech nezndmych (x, y, z, error). Na obrazku je pro zjednodugeni
ukazan 2D pfipad, kde hodiny v pfijimaci jsou zpoZdény o 0,5s.

Michal Bulant (P¥F MU)
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Jak se vyrovnat s chybami — hodiny v pFijimaci

Pokud je vidét vice nez Ctyfi satelity, mame tzv. preuréeny systém rovnic a
do hry vstupuje moznost vybrat si z nékolika moznosti tu nejlepsi —
v takovém pfFipad& se poloha aproximuje pomoci metody nejmensich

Etvercd.

Metoda slouZi k rekonstrukci funkce f z hodnot fy, ..., f, namé&fenych

v uzlovych bodech ag, ..., a, . Tuto rekonstrukci hleddme vzhledem

k danému modelu — dané posloupnosti funkci (obecné vice promé&nnych)

go(x),...,8m(x),... — ve tvaru
m
ym(x) = cigi(x).
j=0

Cilem je p¥i tom minimalizovat soucet ¢tvercii

n

Z(f; - Ym(ai))2'

i=0
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Aproximace metodou nejmensich &tvercili

P y=137x+107
R?=091

1 1 d1
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UkaZme si pouZiti této metody v nejjednodussim ptipadé, kdy mame dano
n bodd ([x1,y1],- -, [Xn,yn]) @ hleddme p¥imku, kterd nejlépe vystihuje
rozloZeni téchto bodd.

Hleddme tedy funkci tvaru f(x) = a- x + b s nezndmymi a, b € R tak, aby

hodnota
n

> (F(xi) = yi)?

i=1
byla minimalni. S vyuZitim diferencidlniho po&tu Ize snadno odvodit
nasledujici tvrzeni.

Mezi pfimkami tvaru f(x) = a- x + b ma nejmensi souet Ctverci
vzdalenosti funkénich hodnot v bodech xi,...,x, od hodnot y; funkce
spliiujici

aZ:X,-2 + be,- = Zx,-y,-

Y xitbn=Yy
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Metoda nejmensich ¢tverci — priklad

Priklad

Metodou nejmensich &tvercli uréete regresni pfimku odpovidajici
x| 1 2 3 4
y|115]116 |21 30

V.
Reseni

Data je vhodné sefadit v tabulce podle schématu:

namérenym datlim:

x|y | xy | x?
1115715 1
2 116|132 4
3121|163 9
4 3 12 | 16
10 | 8,2 | 23 | 30

Odtud 30a + 10b = 23,10a + 4b = 8,2, a tedy a = 0,5, b = 0,8.

v
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Jak se vyrovnat s chybami — teorie relativity

GPS ukazuje jeden z nejpraktitt&jsich disledki teorie relativity — pokud
bychom ji nevzali v potaz, bude metoda GPS prakticky nepouZitelnd.
Atomové hodiny pracuji s presnosti na nanosekundy (ns = 1079 s),
abychom byli schopni zarudit p¥esnost zjisténi pozice na cca 10 m, je tfeba
umét urcit presnost Casu vysilale s pFesnosti cca 30 ns. Pfitom se satelity
vzhledem k Zemi pohybuji rychlosti cca 14 000 km /h.

e Do hry tak vstupuje specialni teorie relativity, nebot pf¥ijima¢ a vysila&
jsou vii¢i sobé v pohybu, dochazi ke zpomaleni hodin vysilate oproti
pozorovateli (dilatace ¢asu) o % ~ ﬁ ~ 10710, tj. asi
o 7,7 us/den.

o Dalsi jest& vyznamnégjsi efekt pFedstavuje obecnd teorie relativity,
kterd implikuje, Ze hodiny pobliZ masivniho objektu (Zem&) jdou
pomaleji neZz hodiny vzdélen&jsi (diky v&tsimu zakFiveni prostorotasu).
Z povrchu Zemé vidime tedy satelitni hodiny jdouci rychleji neZ tytéz
hodiny umist&né na Zemi o cca 45us za den.
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Jak se vyrovnat s chybami — teorie relativity

@ Nezapoditdnim teorie relativity bychom tak dostali chybu v ¥adu 38us
za den, coz v disledku znamena cca 10km chybu v uréeni pozice.

@ Tato chyba je opravena umélym zpomalenim atomovych hodin
umist&nych v satelitech oproti hodindm na Zemi (10,22999999543
MHz oproti 10,23 MHz).
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Diferencialni GPS

Jedno z mnoha moznych vylep3Seni je zaloZeno na myslence, Ze relativné
blizké p¥ijimace podléhaji analogickych atmosférickym chybam. Diky
pevnym stanicim (http://www.ndblist.info/dgnavinfo/datamodes/
worldDGPSdatabase.pdf,
http://en.wikipedia.org/wiki/Wide_Area_Augmentation_System,
http://cs.wikipedia.org/wiki/European_Geostationary_
Navigation_Overlay_Service),vu nichZ je s vysokou pFesnosti zndma
poloha a které vysilaji rozdil mezi touto polohou a polohou vypoétenou na
zaklad& informaci ze satelitdl, je moZné u 3picovych DGPS pfistroji
dosdhnout pfesnosti v Fadu centimetru.
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P¥iklad na zavér

Ptiklad

V tabulce jsou uvedena skuteénd data z nékolika satelitli — geocentrické
soutadnice jsou uvedeny v metrech, ¢as prenosu signalu v nanosekundach.
Vasim dkolem je s vyuZitim vhodného SW (nap¥ OpenOffice Calc) uréit:

@ geocentrické soufadnice mista pozorovatele,

@ popsat skutené misto na Zemi, kde se pozorovatel nachazel (?!).

C. sat. x [m] y [m] z [m] dt [ns]
1 14177553.47 | -18814768.09 | 12243866.38 | 70446329.64
2 15097199.81 | -4636088.67 | 21326706.55 | 75142197.81
3 23460342.33 | -9433518.58 | 8174941.25 | 78968497.2
4 -8206488.95 | -18217989.14 | 17605231.99 | 69887173.01
5 1399988.07 | -17563734.90 | 19705591.18 | 67231182.38
6 6995655.48 | -23537808.26 | -9927906.48 | 80796265.09
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