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1. Moduly, podmoduly, homomor�smy modul·, faktorové moduly

1. Moduly, podmoduly, homomor�smy modul·, faktorové
moduly

De�nice 1.1 (Levý modul). Levým R-modulem nebo levým modulem nad R nazveme mno-
ºinu M se strukturou abelovské grupy, na níº má okruh R akci (tj. zobrazení R ×M → M),
tzv. skalární násobení, spl¬ující ∀r, s ∈ R, ∀m,n ∈M následující podmínky:

(i) (rs)m = r(sm)

(ii) (r + s)m = rm+ sm

(iii) r(m+ n) = rm+ rn.

(iv) 1m = m.

Analogicky zavedeme pravé R-moduly (pravé moduly nad R) zm¥nou podmínek na akci
R na M .

De�nice 1.2 (Pravý modul). Pravým R-modulem nebo také pravým modulem nad R na-
zveme mnoºinu M se strukturou abelovské grupy, na níº má okruh R akci (tj. zobrazení
M ×R→M), tzv. skalární násobení, spl¬ující ∀r, s ∈ R, ∀m,n ∈M následující podmínky:

(i) m(rs) = (mr)s

(ii) m(r + s) = mr +ms

(iii) (m+ n)r = mr + nr.

(iv) m1 = m.

Nyní uvaºujme dva okruhy R, S.

De�nice 1.3 (Bimodul). Abelovskou grupuM nazvemeR-S-bimodulem, jestliºeM má struk-
turu levého R-modulu a zárove¬ pravého S-modulu a navíc spl¬uje ∀r ∈ R, s ∈ S,m ∈ M
následující podmínku:

r(ms) = (rm)s.

Bude-li z kontextu jasné, jaký modul je uvaºován, budeme ve v¥t²in¥ p°ípad· daný modul
ozna£ovat pouze M . Bude-li v²ak t°eba, levé R-moduly budeme zna£it takto: RM , pravé
R-moduly ozna£íme takto: MR a R-S-bimoduly budeme psát tímto zp·sobem: RMS

P°íklad 1.4.

1. Kaºdý okruh je modulem sám nad sebou. Akce R×R→ R je dána násobením v okruhu
s1 · s2 = s1s2.

2. Moduly nad okruhem celých £ísel Z jsou p°esn¥ abelovské grupy.

3. Moduly nad t¥lesem K jsou p°esn¥ vektorové prostory.

4. Uvaºujme vektorový prostor V dimenze n nad t¥lesem K a okruh £tvercových matic
Matn(K. Pokud ve V zvolíme bázi, m·ºeme prvky tohoto prostoru chápat jako sloupce
a (p°irozeným zp·sobem) de�novat levou akci Matn(K) na V jako násobení matice a
vektoru. Tedy V je (levý) Matn(K)-modul.

5. Podobn¥ na duálním prostoru k V , V ∗ = {α : V → K | α lineární} (tj. vektorovém
prostoru v²ech jedna forem na V ) máme pravou akci matic, kterou p°i zvoleném sou-
°adnicovém vyjád°ení m·ºeme chápat jako násobení °ádku maticí. Tedy V ∗ je (pravým)
Matn(K) modulem.
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1. Moduly, podmoduly, homomor�smy modul·, faktorové moduly

6. Uvaºujme hladkou varietu M . Pak prostor Γ (TM) v²ech hladkých vektorových polí na
této variet¥ je C∞(M) modulem, kde C∞(M) zna£í okruh v²ech hladkých funkcí na M .
Akce je dána pointwise f ·X(m) := f(m)X(m), m ∈M .

7. Obecn¥ pro hladkou varietu M je prostor v²ech hladkých sekcí Γ (
⊗m

n TM) (tj. v²ech
hladkých tenzorových polí typu m, n ) C∞(M) modulem.

De�nice 1.5 (Podmodul). M¥jme R-modul M nad okruhem R. Podmnoºinu N modulu M
nazveme podmodul R-modulu M (p°ípadn¥ pouze podmodulM ), je-li N podgrupouM , která
je uzav°ená na akci okruhu R, tedy spl¬uje:

(i) rn ∈ N ∀r ∈ R, ∀n ∈ N (je-li M levý R-modul)

(ii) nr ∈ N ∀r ∈ R, ∀n ∈ N (je-li M pravý R-modul).

�astým úkolem p°i práci s moduly je ur£it, zda je podmnoºina n¥jakého moduluM zárove¬
jeho podmodulem. V takové situaci je velmi uºite£né následující kritérium:

Lemma 1.6 (Podmodulové kritérium). Pro okruh R uvaºujme levý R-modul M spolu s pod-
mnoºinu N ⊆M . Pak N je podmodulem modulu M , práv¥ kdyº platí následující podmínky:

(i) 0 ∈ N
(ii) m+ rn ∈ N (resp. m+ nr ∈ N pro pravý R-modul) ∀m,n ∈ N , ∀r ∈ R.

De�nice 1.7 (Kone£n¥ generovaný modul). Levý (pravý) R-modul M nazveme kone£n¥
generovaný, jestliºe existuje kone£ná podmnoºina {a1, . . . , an} ⊆ M taková, ºe ∀ m ∈ M
∃r1, . . . , rn ∈ R : m = r1a1 + . . .+ rnan (resp. m = a1r1 + . . .+ anrn).

De�nice 1.8 (Homomor�smy modul·). Bu¤ R okruh a M a N (levé) R-moduly. Zobrazení
f : M → N se nazývá homomor�smus (levých) R-modul·, jestliºe pro kaºdém,n ∈M a r ∈ R
platí

(i) f(m+ n) = f(m) + f(n);

(ii) f(rm) = r
(
f(m)

)
.

De�nice 1.9 (Faktormodul). Bu¤ R okruh, M (levý) R-modul a N podmodul modulu M .
Na faktorgrup¥ M/N de�nujeme strukturu R-modulu p°edpisem pro kaºdé m ∈ M a kaºdé
r ∈ R:

r(m+N) = rm+N.

Potom modul M/N nazýváme faktormodul modulu M podle podmodulu N .

De�nice 1.10 (Irreducibilní modul). �ekneme, ºe nenulový R-modul M je ireducibilní,
jestliºe 0 a N jsou jeho jediné podmoduly.

V následujících p°íkladech uvaºujeme R jako okruh s jednotkou a M jako levý R-modul,
pokud není uvedeno jinak.

P°íklad 1.11. Dokaºte, ºe 0m = 0 a (−1)m = −m ∀m ∈M

�e²ení.
0 ·m = (0 + 0) ·m = 0 ·m+ 0 ·m⇒ 0 ·m = 0

(−1) ·m+m = (−1) ·m+ 1 ·m = (−1 + 1) ·m = 0 ·m = 0⇒ (−1) ·m = −m �
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1. Moduly, podmoduly, homomor�smy modul·, faktorové moduly

P°íklad 1.12. Prvek m R-modulu M se nazývá torzní, jestliºe rm = 0 pro n¥jaký nenulový
prvek r ∈ R. Ozna£me mnoºinu torzních prvk·

Tor(M) = {m ∈M | rm = 0 pro n¥jaké nenulové r ∈ R}.

1. Dokaºte, ºe pokud je R oborem integrity, pak Tor(M) je podmodul M (tzv. torzní pod-
modul M).

2. Uve¤te p°íklad okruhu R a R-modulu M takových, ºe Tor(M) není podmodulem M .
[Uvaºte torzní prvky v R-modulu R.]

3. Ukaºte, ºe pokud R má d¥litele nuly, pak kaºdý nenulový R-modul má nenulové torzní
prvky.

�e²ení. 1. Z de�nice torzních prvk·

x, y ∈ Tor(M)⇒ ∃a, b ∈ R\{0} : ax = 0 = by

a pouºitím kritéria pro podmoduly dostáváme:

(ab)(x+ ry) = (ab)x+ (ab)ry

= (ba)x+ (ab)ry

= b(ax) + a(br)y

= 0 + a(rb)y

= (ar)by

= (ar)0

= 0.

Tedy x+ ry ∈ Tor(M), ∀r ∈ R a Tor(M) je podmodulem M .

2. Uvaºme okruh R = Mat2R, který je abelovskou grupou vzhledem ke s£ítání a okruhem s
d¥liteli nul vzhledem k násobení. Dále vezm¥me M = R a uvaºujme následující matice:

A =

(
1 0
0 0

)
, B =

(
0 0
0 1

)
Pak A i B jsou prvky Tor(M), ale jejich sou£et A + B jiº nikoliv (ov¥°te). Není tedy
spln¥na uzav°enost M vzhledem ke s£ítání, £ímº jsme hotovi.

3. Vezm¥me libovolné x ∈ M x 6= 0. Je-li x torzním prvkem, pak jsme hotovy. P°edpoklá-
dejme tedy, ºe x není torzní a uvaºujme r, d ∈ R\{0} : rd = 0.
Pak dx ∈ Tor(M), protoºe

r(dx) = (rd)x = 0x = 0.

Tedy Tor(M) 6= {0}, coº jsme cht¥li ukázat. �

P°íklad 1.13. Jestliºe N je podmodul M , annihilátor N v R je de�nován takto:

AnnR(N) = {r ∈ R | rn = 0 ∀n ∈ N}.

Dokaºte, ºe annihilátor N v R je oboustranný ideál R.
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1. Moduly, podmoduly, homomor�smy modul·, faktorové moduly

�e²ení. Chceme ukázat, ºe ∀ r ∈ R, ∀ a ∈ AnnR(N) je ra, ar ∈ AnnR(N). Bu¤ tedy n ∈ N
libovolné.
1. ra ∈ AnnR(N): (ra)n = r(an) = r0⇒ ra ∈ AnnR(N).

2. ra ∈ AnnR(N): (ar)n = a(rn) = 0 (nebo´ rn ∈ N) ⇒ ar ∈ AnnR(N). �

P°íklad 1.14. Je-li I pravý ideál R, annihilátor I v M je de�nován následovn¥:

AnnM (I) = {m ∈M | im = 0 ∀i ∈ I}.

Dokaºte, ºe annihilátor I v M je podmodul M .

�e²ení. Chceme:
m+ rn ∈ AnnM (I), ∀m,n ∈ AnnM (I), ∀r ∈ R.

Pro libovolné i ∈ I po£ítejme:

i(m+ rn) = im+ i(rn) = 0 + (ir)n = (ir)n.

Dále I je ideál a platí ir ∈ I, proto (ir)n = 0. Dostáváme m+ rn ∈ AnnM (I). �

P°íklad 1.15. Bu¤ M abelovská grupa (tj. Z-modul) tvaru M = Z/24Z× Z/15Z× Z/50Z.
1. Nalezn¥te generátor annihilátoru M v Z
2. Nech´ I = 2Z. Popi²te annihilátor I v M jako sou£in cyklických grup.

�e²ení. 1. M je generováno prvky (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). Hledáme nejmen²í k ∈ Z, spl-
¬ující k ≡ 0 (mod 24), k ≡ 0 (mod 15), k ≡ 0 (mod 50), coº je nejmen²í spole£ný násobek
£ísel 24, 15, 50. Proto generátor annihilátoru M v Z je £íslo 600.

2. Nyní hledáme (x, y, z) ∈ M takové, ºe 2(x, y, z) = 0. Tedy (2x, 2y, 2z) = (0, 0, 0) ⇔
x ∈ 12 · Z/24Z ∼= Z/2 , y ∈ 0 · Z/15Z ∼= 0, z ∈ 25 · Z/50Z ∼= Z/2Z. Dohromady
AnnM (I) ∼= Z/2× Z/2. �

P°íklad 1.16. Bu¤ z prvek centra okruhu R, tj. zr = rz, ∀r ∈ R. Dokaºte, ºe

zM = {zm | m ∈M}

je podmodulM . Dále ukaºte, ºe je li R okruh matic nad t¥lesem F: R = Mat2 F a A =

(
1 0
0 0

)
,

pak A · R není levý R-podmodul (kde M = R chápeme jako levý R-modul, stejn¥ jako v
p°ede²lém). Najd¥te n¥jaký prvek R, se kterým A nekomutuje.

�e²ení. Podle kritéria pro podmoduly chceme ukázat, ºe zm + s(zn) ∈ zM pro libovolné
m,n ∈M, s ∈ R, coº plyne ihned z de�nice prvk· centra:

zm+ s(zn) = zm+ (sz)n

= zm+ (zs)n

= zm+ z(sn)

= z(m+ sn).
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1. Moduly, podmoduly, homomor�smy modul·, faktorové moduly

Nyní uvaºujme matici A =

(
0 1
1 0

)
, ta leºí v A ·Mat2 F, protoºe Mat2 F obsahuje jednotkovou

matici. Pak pro matici B =

(
0 1
1 0

)
∈ Mat2 F platí BA /∈

(
1 0
0 0

)
·Mat2 F.

Prvek R, který nekomutuje s A, je nap°íklad D. Platí totiº:

AD =

(
1 0
0 0

)(
1 1
1 1

)
=

(
1 1
0 0

)

DA =

(
1 1
1 1

)(
1 0
0 0

)
=

(
1 0
1 0

)
AD 6= DA �

P°íklad 1.17. Ukaºte, ºe ireducibilní Z-moduly jsou tvaru Z/pZ, kde p je prvo£íslo.

�e²ení. Bu¤ M libovolný (nenulový) ireducibilní Z-modul. Uvaºme libovolný nenulový ho-
momor�smus α : Z→M . Tento homomor�smus musí být surjektivní (Imα je podmodul M).
Jeho jádro je jakoºto ideál Z tvaru nZ pro vhodné n ∈ N, a tedy M ∼= Z/nZ. Pokud by
existoval ideál a takový, ºe Kerα ( a ( Z, pak by α(a) byl nenulový vlastní podmodul. Tedy
Kerα musí být maximální ideál, a proto je tvaru pZ pro vhodné prvo£íslo p, tj.M ∼= Z/pZ. �

P°íklad 1.18. M¥jme homomor�smus okruh· s jednotkou f : R → S. Ukaºte, ºe pomocí
tohoto homomor�smu lze na S zade�novat struktura R-modulu, tj. popi²te akci R na S a
ov¥°te pro ni pot°ebné axiomy.

�e²ení. Akce R na S lze ∀r1, r2 ∈ R, ∀s1, s2 ∈ S de�novat tímto zp·sobem

r · s = f(r)s

a platí

1. (r1 + r2) · s = f(r1 + r2)s =
(
f(r1) + f(r2)

)
s = f(r1)s+ f(r2)s = r1 · s+ r2 · s

2. r · (s1 + s2) = f(r)(s1 + s2) = f(r)s1 + f(r)s2 = r · s1 + r · s2
3. (r1r2) · (s) =

(
f(r1r2)

)
s = f(r1)

(
f(r2)s

)
= r1 · (r2 · s). �

P°íklad 1.19. Nech´M je pravý R-modul a nech´ α je endomor�smusM . Ukaºte, ºe pravidlo

m · (f0 + f1T + · · ·+ fkT
k) = mf0 + α(mf1) + · · ·+ αk(mfk)

zadává na M strukturu R[T ]-modulu. Dále ukaºte, ºe je-li M pravý R[T ]-modul, pak je M
pravý R-modul a zobrazení α de�nované vztahem αm = mT je ednomor�smus R-modulu M .

�e²ení. Pot°ebujeme ov¥°it axiomy modulu. Bu¤te m,n ∈M,f, g ∈ R[T ] libovolné. Platí

1. m · 1 = m;

2. (m+ n)f = mf + nf ;

3. m(f + g) = mf +mg.
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1. Moduly, podmoduly, homomor�smy modul·, faktorové moduly

Zbývá ukázat, ºe m(fg) = (mf)g. To nám z°ejm¥ sta£í ukázat pro f = T k, g = T l, kde
k, l ∈ N. Platí

m(T k · T l) = m(T k+l) = αk+l(m) = αl(αk(m)) = (αk(m))T l = (mT k)T l.

Nyní ukáºeme, ºe zobrazení α de�nované vztahem αm = mT je endomor�smus R-modulu
M .

α(m+ n) = (m+ n)T = mT + nT = αm+ αn;

α(mr) = (mr)T = m(rT ) = m(Tr) = (mT )r = (αm)r.

Tím jsme ukázali, ºe α je skute£n¥ endomor�smus R-modulu M . �

P°íklad 1.20. P°edpokládejme, ºe M a N jsou pravé R[T ]-moduly s akcí prvku T zadanou
endomor�smem α, resp. β. Dokaºte, ºe π : M → N je homomor�smus R[T ]-modul· práv¥,
kdyº je to homomor�smus R-modul· spl¬ující πα = βπ.

�e²ení. P°edpokládejme, ºe π je homomor�smus R-modul· a platí πα = βπ. Potom

π(m · (f0 + f1T + · · ·+ fkT
k)) = π(mf0 + α(mf1) + · · ·+ αk(mfk))

= π(m)f0 + βπ(m)f1 + · · ·+ βkπ(m)fk

= π(m)f0 + π(m)f1T + · · ·+ π(m)fkT
k

= π(m)(f0 + f1T + · · ·+ fkT
k).

Nyní p°edpokládejme, ºe π je homomor�smus R[T ]-modul·. Pak je π také homomor�smus
R-modul· a pro kaºdé m ∈M platí

(πα)m = π(αm) = π(mT ) = (πm)T = β(πm) = (βπ)m. �

P°íklad 1.21. Nech´

A =


1 1 0 · · · 0
0 1 1 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1


je reálná matice n × n, která má na diagonále i nad diagonálou jedni£ky, v²ude jinde nuly.
Tato matice zadává na Rn strukturu R[T ]-modulu M . Pro kaºdé i = 1, 2, . . . , n de�nujme
Mi = Lin(e1, . . . , ei), kde

e1 =


1
0
...
0
0

 , . . . , en =


0
0
...
0
1


jsou vektory standardní báze Rn, a M0 = 0. Ukaºte, ºe podmoduly M jsou práv¥ Mi, i =
0, 1, . . . , n.
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1. Moduly, podmoduly, homomor�smy modul·, faktorové moduly

�e²ení. Snadno se ov¥°í, ºe Mi jsou podmoduly M , nebo´ AMi = {Am,m ∈Mi} ⊆Mi.
Nyní dokáºeme, ºe podmoduly modul·Mi jsou tvaruMk pro vhodné k = 0, . . . , i. Tvrzení

dokáºeme indukcí vzhledem k i.
1. Pro i = 0 je tvrzení triviáln¥ spln¥no.

2. P°edpokládejme, ºe tvrzení platí pro v²echna i < r, r ∈ N.
Chceme ukázat, ºe pak tvrzení platí také pro i = r. Bu¤ L ⊂Mr libovolný podmodul. Pokud
je L ⊆Mr−1, pak podle induk£ního p°edpokladu je L tvaruMk pro vhodné k = 0, 1, . . . , r−1.
P°edpokládejme, ºe L * Mr−1. Pak existuje v ∈ L, jehoº r-tá sloºka je nenulová. Ukáºeme,
ºe platí L = Mr. K tomu nám sta£í ukázat, ºe vektory v,Av,A2v, . . . , Ar−1v jsou lineárn¥
nezávislé. Nech´ a0, a1, . . . , ar−1 jsou libovolná reálná £ísla spl¬ující

a0v + a1Av + · · ·+ ar−1A
r−1v = Bv = 0,

kde

B = a0I + a1A+ · · ·+ ar−1A
r−1 =


a0 a1 a2 · · · ar−1
0 a0 a1 · · · ar−2
0 0 a0 · · · ar−3
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · a0

 .

Pak a0 = a1 = · · · = ar−1 = 0, protoºe r-tá sloºka v je nenulová. �

Nech´ R a S jsou libovolné okruhy. Následující p°íklad ukazuje, ºe zadat na n¥jakém
R-modulu strukturu S-R-bimodulu je v jistém smyslu to samé, jako zadat homomor�smus
okruh· S → End(M).

P°íklad 1.22. Bu¤ M pravý R-modul. Ukaºte, ºe existuje bijekce

{homomor�smy okruh· f : S → End(M)} ←→ {S-R-bimoduly M}.

�e²ení. Bu¤ f : S → End(M) homomor�smus okruh·. Ukáºeme, ºe p°i°azení sm = f(s)(m)
zadává na M strukturu S-R-bimodulu. Pro libovolná m,m′ ∈M, s, s′ ∈ S, r ∈ R platí
1. (ss′)m = f(ss′)m =

(
f(s) ◦ f(s′)

)
(m) = f(s)

(
f(s′)(m)

)
= f(s)(s′m) = s(s′m);

2. (s+ s′)(m) = f(s+ s′)(m) =
(
f(s) + f(s′)

)
(m) = f(s)(m) + f(s′)(m) = sm+ s′m;

3. s(m+m′) = f(s)(m+m′) = f(s)(m) + f(s)(m′) = sm+ sm′;

4. s(mr) = f(s)(mr) =
(
f(s)(m)

)
r = (sm)r.

Bu¤ nyní M S-R-bimodul. De�nujme zobrazení f : S → End(M) p°edpisem

f(s)(m) = sm.

Není t¥ºké ov¥°it, ºe f(s) ∈ End(M) pro kaºdé s ∈ S. Pro libovolná m,m′ ∈M a r ∈ R platí
1. f(s)(m+m′) = s(m+m′) = sm+ sm′ = f(s)(m) + f(s)(m′);

2. f(s)(mr) = s(mr) = (sm)r =
(
f(s)(m)

)
r.

Ukáºeme, ºe f je homomor�smus okruh·. Pro libovolná m ∈M, s, s′ ∈ S platí
1. f(s+ s′)(m) = (s+ s′)m = sm+ s′m = f(s)(m) + f(s′)(m), tj. f(s+ s′) = f(s) + f(s′);

9
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2. f(ss′)(m) = (ss′)m = s(s′m) = f(s)
(
f(s′)(m)

)
=
(
f(s) ◦ f(s′)

)
(m), tj. f(ss′) = f(s) ◦

f(s′);

3. f(1)(m) = 1m = m, tj. f(1) = idM .
Nech´ f a g jsou dva homomor�smy zadávající naM stejnou strukturu bimodulu, tj. f(s)(m) =
sm = g(s)(m) pro v²echna s ∈ S,m ∈M . Pak f = g. �

P°íklad 1.23. Bu¤ M pravý R-modul. Ukaºte, ºe existuje na M existuje práv¥ jedna struk-
tura Z-R-bimodulu.

�e²ení. Podle p°edchozího p°íkladu Z-R-bimodulyM jednozna£n¥ odpovídají homomor�sm·m
f : Z→ End(M), a takový je jediný. �

P°íklad 1.24. Bu¤ R komutativní okruh a M netriviální kone£ný (levý) R-modul bez torze.
Ukaºte, ºe R je t¥leso, a tedy M je ve skute£nosti vektorový prostor nad R.

�e²ení. Ukáºeme, ºe R je obor integrity. P°ipus´me na chvíli, ºe existují nenulové prvky
r, s ∈ R takové, ºe r · s = 0. Pak pro libovolné nenulové m ∈M platí

0 = 0 ·m = (r · s) ·m = r · (s ·m).

Pokud s ·m = 0, pak m ∈ Tor(M); v opa£ném p°ípad¥ s ·m ∈ Tor(M). To je v obou p°ípadech
spor s tím, ºe M je bez torze.

Nyní ukáºeme, ºe R je kone£né. P°esn¥ji, ukáºeme, ºe |R| ≤ |A|. P°edpokládejme, ºe
|R| > |A|. To znamená, ºe existují prvky r, s ∈ R, r 6= s takové, ºe r ·m = s ·m pro n¥jaké
nenulové m. Odtud dostáváme, ºe

r ·m− s ·m = (r − s)︸ ︷︷ ︸
6=0

·m = 0,

coº op¥t není moºné. Tím jsme ukázali, ºe R je kone£ný obor integrity, a tedy je to t¥leso. �
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2. Sou£iny a p°ímé sou£ty modul·, jádra a kojádra homomor�sm·

2. Sou£iny a p°ímé sou£ty modul·, jádra a kojádra
homomor�sm·

De�nice 2.1 (direktní sou£in). M¥jme indexovou mnoºinu I a uvaºujme R-moduly Mi, i ∈
I. Pak direktní sou£in modul· Mi je mnoºinový kartézský sou£in

∏
i∈IMi, pro který jsou

akce okruhu R a s£ítání de�novány po sloºkách. Tento modul je dále vybaven kanonickými
projekcemi na i-tou sloºku Mi, tj. homomor�smy πi :

∏
i∈IMi → Mi, πi(m) = mi. Prvky

sou£inu m·ºeme chápat jako posloupnosti (resp. I-tice) m = (mi)i∈I .
Direktní sou£in modul· Mi m·ºeme také de�novat jako R-modul M spl¬ující následující
(univerzální) vlastnost:

(i) Jsou-li fi : N → Mi homomor�smy modul· z libovolného R-modulu N , pak existuje
jediný R-homomor�smus F : N →M , spl¬ující πi ◦ F = fi : N →Mi.

(ii) Tuto vlastnost lze vyjád°it diagramem, který komutuje pro libovolné N a fi

M

πi
��

N

F

::

fi
//Mi

Modul spl¬ující tuto vlastnost zna£íme
∏
i∈IMi a je dán jednozna£n¥ aº na unikátní

izomor�smus.

De�nice 2.2 (direktní sou£et). Pro libovolnou indexovou mnoºinu I uvaºujme R-moduly
Mi, i ∈ I. Pak direktní sou£et modul· Mi je mnoºina⊕

i∈I
Mi = {m ∈

∏
i∈I

Mi | pouze kone£n¥ mnoho mi 6= 0}.

Prvky direktního sou£tu lze tedy chápat jako posloupnosti (I-tice), které mají kone£n¥ mnoho
nenulových £len·. Násobení a akce okruhu jsou dány po sloºkách. Tento modul je dále vybaven
kanonickými vloºeními Mi do M , tj. homomor�smy ιi : Mi →

⊕
i∈IMi, kde ιi(mi) je I-tice,

která má na v²ech pozicích nuly, krom¥ i-té pozice, na které je prvek mi.
Direktní sou£et modul· Mi m·ºeme také de�novat jako R-modul M , spl¬ující následující
(univerzální) vlastnost:

(i) Jsou-li fi : Mi → N homomor�smy modul· do libovolného R-modulu N , pak existuje
jediný R-homomor�smus F : M → N , spl¬ující F ◦ ιi = fi : Mi → N .

(ii) Coº vyjád°íme také pomocí diagramu, komutujícího pro v²echna fi:

M
F

$$
Mi

ιi

OO

fi
// N

Modul spl¬ující tuto vlastnost zapisujeme ve tvaru
⊕

i∈IMi a je dán jednozna£n¥ aº
na unikátní izomor�smus.

Poznámka.

De�nice sou£tu a sou£inu jsou k sob¥ duální. Oto£ením sm¥ru ²ipek v prvním diagramu získáme diagram z
de�nice druhé a naopak.
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• Vnit°ní a vn¥j²í p°ímý sou£et (de�nice vnit°ního sou£tu viz. p°íklad 2.7 a p°edev²ím: Berrick A.J., Keating
M.E. An introduction to rings and modules with K-theory in view 2000, str. 37.). My²lenka zavedení
vnit°ního sou£tu spo£ívá v tom, ºe jsou-li Mi ⊆ M podmoduly M , pak lze jejich prvky uvnit° M s£ítat.
Toho bychom cht¥li vyuºit k popisu M pomocí jeho vhodných podmodul· a poté psát M =

⊕
i∈IMi. To

by v²ak nebylo korektní (totiº m1 +m2 + ... +mn ∈ M , ale (m1,m2, ...,mn) /∈ M). K zavedení vn¥j²ího
p°ímého sou£tu nastává d·vod v situaci, kdy neexistuje n¥jaký modul, který by obsahoval v²echny Mi jako
své podmoduly. Izomor�smus, který tento problém °e²í je práv¥ m1 +m2 + ...+mn 7→ (m1,m2, ...,mn).

Lemma 2.3. Uvaºujme R-moduly N , Mi, i ∈ I. Pak platí:

(i) HomR

(
N,
∏
i∈IMi

)
∼=
∏
i∈I HomR(Mi, N).

(ii) Platí rovnost HomR

(⊕
i∈IMi, N

)
∼=
∏
i∈I HomR

(
Mi, N

)
.

De�nice 2.4 (jádro/kernel). Bu¤ R okruh a f : M → N homomor�smus R-modul·. Jádrem
f nazýváme mnoºinu prvk· z M , na kterých se f nuluje. Zna£íme

ker(f) = {m ∈M | f(m) = 0N}.

De�nice 2.5 (kojádro/cokernel). Bu¤ R okruh a f : M → N homomor�smus R-modul·.
Kojádrem f nazýváme faktormodul N/im(f). Zna£íme

coker(f) = N/im(f).

V¥ta 2.6 (Vlastnosti direktního sou£tu).
(i) Direktní sou£et je podmodul direktního sou£inu. Navíc, je-li v p°ede²lé de�nici indexová

mnoºina I kone£ná, pak sou£in a sou£et je totéº.

(ii) Direktní sou£et je aº na izomor�smus asociativní a komutativní.

P°íklad 2.7. Bu¤M = M1⊕M2 vnit°ní direktní sou£et R-modul·M1,M2. K nim uvaºujme
p°íslu²nou mnoºinu inkluzí a projekcí {σ1, σ2, π1, π2}. Pro daný endomor�smus µ ∈ End(M)
de�nujme pro i, j ∈ {1, 2} následující R-homomor�smy modul·:

πiµσj = µij : Mj →Mi.

Ukaºte, ºe pro m ∈M , m = m1 +m2, mi ∈Mi, lze µ psát ve tvaru:

µ(m) = (µ11(m1) + µ12(m2)) + (µ21(m1) + µ22(m2)).

Chápeme-li prvky M jako sloupce
(
m1

m2

)
, ukaºte, ºe µ lze zapsat jako matici

(
µ11 µ12
µ21 µ22

)
.

Dále odvo¤te, ºe okruh endomor�sm· End(M) lze zapsat jako okruh matic 2× 2:

End(M) =

(
End(M1) Hom(M1,M2)

Hom(M2,M1) End(M2)

)
.

�e²ení. K ov¥°ení ekvivalentního vyjád°ení homomor�smu µ pouºijeme následující vlastnosti
inkluzí σi a projekcí πi:
1. σi(mi) = mi, ∀mi ∈Mi, i = 1, 2

12
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2. πi(mi) = mi, ∀mi ∈Mi, i = 1, 2

3. m = π1(m) + π2(m), ∀m ∈M .
Po£ítejme tedy:

µ(m) =
(
µ11(m1) + µ12(m2)

)
+
(
µ21(m1) + µ22(m2)

)
= π1µσ1(m1) + π1µσ2(m2) + π2µσ1(m1) + π2µσ2(m2)

= π1(µσ1(m1) + µσ2(m2)) + π2(µσ1(m1) + µσ2(m2))

= π1(µ(m1) + µ(m2)) + π2(µ(m1) + µ(m2))

= π1(µ(m1 +m2)) + π2(µ(m1 +m2))

= π1(µ(m)) + π2(µ(m))

= µ(m)

Poslední úpravu jsme provedli díky tomu, ºe µ ∈ End(M) (tedy µ(m) ∈M).

Chápeme-li prvky M jako sloupce tvaru
(
m1

m2

)
, m1 ∈M1, m2 ∈M2, pak

µ(m) = (µ11(m1) + µ12(m2)) + (µ21(m1) + µ22(m2))

zapí²eme ve tvaru

µ(m) =

(
µ11(m1) + µ12(m2)
µ21(m1) + µ22(m2)

)
.

Z tohoto zápisu jiº lehce vidíme rovnost:

µ(m) =

(
µ11 µ12
µ21 µ22

)(
m1

m2

)
. �

P°íklad 2.8. Pro R-moduly M,N de�nujme jejich biprodukt jako modul X spolu s homo-
mor�smy i1 : M → X, i2 : N → X, j1 : X →M , j2 : X → N spl¬ující rovnosti:

(i) j2 ◦ i1 = j1 ◦ i2 = 0

(ii) j1 ◦ i1 = idM

(iii) j2 ◦ i2 = idN

(iv) i1 ◦ j1 + i2 ◦ j2 = idX

Ukaºte, ºe M ×N ∼= X ∼= M ⊕N .

�e²ení. Pomocí univerzální vlastnosti sou£inu. Uvaºujme následující diagramy

M
i1 // X
π1

oo
π2

// N
i2oo

M

X
u //

j1

44

j2
**

M ×N
π1

88

π2

&&
N

13
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Zobrazení u, které je dáno z univerzální vlastnosti sou£inu, d¥lá druhý diagram komutativní.
Proto m·ºeme psát

π1 ◦ u = j1, π2 ◦ u = j2

u(x) =
(
π1 ◦ u(x), π2 ◦ u(x)

)
=
(
j1(x), j2(x)

)
.

Prvn¥ p°edpokládejme u(x) = u(y) a ukaºme injektivitu.

u(x) = u(y)⇒ j1(x) = j1(y), j2(x) = j2(y)⇒

⇒ i1 ◦ j1(x) = i1 ◦ j1(y), i2 ◦ j2(x) = i2 ◦ j2(y)

Se£teme-li poslední dv¥ rovností a aplikujeme poslední vztah z de�nice biproduktu získáváme(
i1 ◦ j1 + i2 ◦ j2

)
(x) =

(
i1 ◦ j1 + i2 ◦ j2

)
(y)⇒ x = y.

Tedy u je injektivní. Dále u(x) =
(
j1(x), j2(x)

)
a homomor�smy j1, j2 jsou surjektivní (v

opa£ném p°ípad¥ by totiº nemohla platit druhá a t°etí z rovností de�nujících biprodukt), je
tedy i u surjektivní a dává izomor�smus mezi X aM×N . Navíc tento sou£in je kone£ný, tedy
platí M ×N ∼= M ⊕N , coº dává X ∼= M ⊕N. �

P°íklad 2.9. Ukaºte, ºe pro okruh R a levé R-moduly M , Mi, i ∈ I a N jsou mnoºiny
HomR

(
M,N

)
, HomR

(⊕
i∈IMi, N

)
,
∏
i∈I HomR(Mi, N) abelovské grupy. Dále ukaºte, ºe je-

li R komutativní, pak jde o levé R-moduly.

�e²ení. Za£n¥me s p°ípadem HomR

(
M,N

)
. Prvky této mnoºiny m·ºeme s£ítat po sloºkách

(pointwise):
(f + g)(m) = f(m) + g(m),

nulový prvek máme díky tomu, ºe mezi moduly existují nulové mor�smy, inverze k f je −f a
asociativitu s£ítání mor�sm· lze také vid¥t ihned:(

f + (g + h)
)
(m) = f(m) +

(
(g + h)

)
(m)

= f(m) +
(
g(m) + h(m)

)
=
(
f(m) + g(m)

)
+ h(m)

=
(
f + g

)
(m) + h(m) =

(
(f + g) + h

)
(m).

Abychom ukázali, ºe pro R komutativní je HomR

(
M,N

)
levý R-modul, zave¤me levou akci

prvk· r ∈ R: (r ·f)(m) := rf(m), kde rf(m) dává smysl, nebo´ N je levý R-modul. Podmínky
z de�nice modulu pro akci R jsou spln¥ny:
1. (r + s) · f = (r + s)f = rf + sf = r · f + s · f .
2. r · (f + g) = r(f + g) = rf + rg = r · f + r · g.
3.
(
(rs) · f

)
(m) = (rs)f(m) = r

(
sf(m)

)
= r ·

(
sf(m)

)
= r ·

(
s · f

)
(m).

Komutativitu R pot°ebujeme pro kompatibilitu akce s multiplikativní strukturou R: pro r, s ∈
R, m ∈M , f ∈ HomR

(
M,N

)
(tj. sm ∈M a rf ∈ HomR

(
M,N

)
) lze psát:(

(rs) · f
)
(m) = r ·

(
s · f

)
(m)

= r ·
(
sf(m)

)
= r ·

(
f(sm)

)
= rf(sm)

= s
(
rf(m)

)
= s ·

(
r · f(m)

)
=
(
(sr) · f

)
(m).
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Vidíme tedy, ºe libovolné r, s ∈ R spolu musí komutovat.

Nyní pro libovolné F,G ∈ HomR

(⊕
i∈IMi, N

)
a m ∈

⊕
i∈IMi de�nujme

(F +G)(m) := F (m) +G(m).

Nulový prvek je nulový homomor�smus, inverzní prvek k F je −F . Pak díky tomu, ºe N je
levý R-modul, lze psát:

1. (−F+F )(m) = −F (m)+F (m) = 0N , ∀m ∈
⊕

i∈IMi ⇒ −F+F = 0 ∈ HomR

(⊕
i∈IMi, N

)
,

tedy −F je skute£n¥ inverze k F .

2. (F +G)(m) = F (m) +G(m) = G(m) + F (m)⇒ (F +G) = (G+ F ).

3. (F + (G+H))(m) = F (m) + (G+H)(m) = F (m) +G(m) +H(m) = (F (m) +G(m)) +
H(m)⇒ (F + (G+H)) = (F +G) +H

Coº platí pro libovolné F,G,H ∈ HomR

(⊕
i∈IMi, N

)
a v²echna m ∈

⊕
i∈IMi. Ov¥°ili jsme

tedy grupovou strukturu. Zavedeme-li levé násobení prvky z R:

(r · F )m := rF (m),

pak lze identicky jako v p°ede²lém ov¥°it, ºe HomR

(⊕
i∈IMi, N

)
je také levý R-modul.

Pro f, g ∈
∏
i∈I HomR(Mi, N) de�nujme

f + g :=
(
fi
)
i∈I +

(
gi
)
i∈I .

Toto s£ítání po sloºkách dává strukturu abelovské grupy díky vlastnostem cílového objektu
mor�sm· fi, i ∈ I (tj. sloºek prvku f ∈

∏
i∈I HomR(Mi, N) ). Nulový objekt je zde I-tice nul

a inverze k f =
(
fi
)
i∈I je −f =

(
−fi
)
i∈I .

Skute£nost, ºe
∏
i∈I HomR(Mi, N) je komutativní grupa, lze také vid¥t z toho, ºe kaºdý prvek

tohoto direktního sou£inu je abelovské grupa, coº jsme ukázali na za£átku tohoto cvi£ení.
Levou akce R je po sloºkách:

r · f :=
(
r · fi

)
i∈I ,

coº je korektní, nebo´ na za£átku tohoto cvi£ení jsme akci r·fi zavedli a vzhledem k ní pot°ebné
axiomy ov¥°ili. �

P°íklad 2.10. Dokaºte, ºe HomR

(⊕
i∈IMi, N

)
a
∏
i∈I HomR(Mi, N) jsou izomorfní jako

abelovské grupy, uvaºujeme-li R jako okruh a Mi, N jako levé R-moduly. Dále ukaºte, ºe je-li
R komutativní, pak jde o izomor�smus levých R-modul·.

�e²ení. Uvaºujme f ∈ HomR

(⊕
i∈IMi, N

)
. Doména f je vybavena vno°eními ιi : Mi →⊕

i∈IMi. Vyjád°eno diagramem:

Mi
ιi //
⊕

i∈IMi
f

// N

15
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a pro v²echna i ∈ I je sloºení f ◦ ιi : Mi → N prvek HomR(Mi, N). Proto
(
f ◦ ιi

)
i∈I ∈∏

i∈I HomR(Mi, N).

HomR(Mk, N)

HomR

(⊕
i∈IMi, N

)
//

f 7→f◦ιj
**

f 7→f◦ιk
44

∏
i∈I HomR(Mi, N)

πj

��

πk

OO

HomR(Mj , N)

Univerzální vlastnost direkntního sou£inu (viz. 2.1 ) nám °íká, ºe máme-li objekt vybavený
²ipkami do v²ech prvk· produktu, pak existuje (unikátní) zobrazení z tohoto objektu do
produktu, které komutuje se v²emi projekcemi, tj. máme mor�smus

φ : HomR

(⊕
i∈I

Mi, N
)
→
∏
i∈I

HomR(Mi, N)

de�novaný takto: φ(f) =
(
φ(f)

)
i∈I =

(
f ◦ ιi

)
i∈I .

HomR(Mk, N)

HomR

(⊕
i∈IMi, N

)
φ

//

(
φ(f)
)
j **

(
φ(f)
)
k

44

∏
i∈I HomR(Mi, N)

πj

��

πk

OO

HomR(Mj , N)

Tvrzení je, ºe toto zobrazení je izomor�smus abelovských grup.
Prvn¥ ov¥°me, ºe φ je skute£n¥ homomor�smus.
1.
(
φ(0)

)
i

= 0 ◦ ιi = 0, ∀i ∈ I.
2.
(
φ(f + g)

)
i

= (f + g) ◦ ιi = f ◦ ιi + g ◦ ιi =
(
φ(f)

)
i
+
(
φ(g)

)
i
, ∀i ∈ I.

Dále ukaºme, ºe φ je injektivní a surjektivní.
1. Bu¤ f ∈ ker(φ). Pak φ(f) =

(
φ(f)

)
i∈I =

(
f ◦ ιi

)
i∈I = 0⇒ f(mi) = 0, ∀i ∈ I, a v²echna

mi ∈ Mi. Dohromady pro libovolné m ∈
⊕

i∈IMi máme f
(
(m)i∈I

)
= f

(∑
i∈I

ιi(m)
)

=∑
i∈I

f
(
ιi(m)

)
=
∑
i∈I

0 = 0. Tedy kerφ = 0 a φ je injektivní.

2. Nyní vezm¥me libovolné F ∈
∏
i∈I HomR(Mi, N), které je dáno svými sloºkami (F )i =

πi(F ) : Mi → N , i ∈ I. To ale znamená, ºe pro v²echna i ∈ I máme mor�smus z Mi do
N a podle univerzální vlastnosti koproduktu (viz. 2.2 ) existuje mor�smus f ∈

⊕
i∈IMi

do N , který se v²emi (F )i komutuje, tj. f ◦ ιi = (F )i, ∀i ∈ I. Pro n¥j platí φ(f) = F .
Ukázali jsme, ºe φ je izomor�smus

HomR

(⊕
i∈I

Mi, N
)
∼=
∏
i∈I

HomR(Mi, N).
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2. Sou£iny a p°ímé sou£ty modul·, jádra a kojádra homomor�sm·

Na²im posledním úkolem je ukázat, ºe uvaºujeme-li v²echny moduly tohoto cvi£ení jako
levé moduly nad komutativním okruhem R, pak φ je izomor�smem levých R-modul·. Z p°e-
de²lého p°íkladu víme, ºe má smysl se na takovýto izomor�smus ptát, protoºe jiº víme, jak
struktura levých R-modul· na mnoºinách HomR

(⊕
i∈IMi, N

)
,
∏
i∈I HomR(Mi, N) vypadá.

Zbývá ukázat, ºe φ je kompatibilní se skalárním násobením. Uvaºujme tedy libovolné r ∈ R,
f ∈ HomR

(⊕
i∈IMi, N

)
a po£ítejme:

φ(r · f) =
(
φ(rf)

)
i∈I

=
(
(rf ◦ ιi)

)
i∈I

=
(
r · (f ◦ ιi)

)
i∈I

=
(
r · φ(f)

)
i∈I

= r ·
(
φ(f)

)
i∈I = r · φ(f).

Ukázali jsme, ºe φ je izomor�smus levých R-modul·. Pro£ je t°eba p°edpokládat komutativitu
R jsme vid¥li v p°ede²lém p°íklad¥. �
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3. Volné moduly a projektivní moduly

3. Volné moduly a projektivní moduly

3.1. Volné moduly

De�nice 3.1 (Lineární nezávislost). M¥jme R-modul M a libovolnou mnoºinu:

X = {xi | i ∈ I} ⊆M

�ekneme, ºe X je lineárn¥ nezávislá, jestliºe pro libovolnou kone£nou podmnoºinu J ⊆ I
platí: ∑

j∈J
rjxj = 0⇒ ∀j ∈ J : rj = 0

De�nice 3.2 (Báze). �ekneme, ºe X je báze M , jestliºe kaºdé x ∈ M umíme jediným
zp·sobem vyjád°it jako sou£et:

x =
∑
i∈I

rixi

kde ri ∈ R pro kaºdé i ∈ I, ale ri 6= 0 pouze pro kone£n¥ mnoho i.

De�nice 3.3 (Volný modul). Modul M nad R nazveme volný, jestliºe je sou£tem kopií R
(jakoºto modulu nad sebou samým), tj. jestliºe existuje mnoºina I spl¬ující:

M ∼=
⊕
i∈I

R

(
zkrácen¥ ∼=

⊕
I

R

)

V¥ta 3.4 (Vlastnosti volných modul·). Platí:
(i) Mnoºina X je báze R-modulu M práv¥ tehdy, kdyº 〈X〉 = M a X je lineárn¥ nezávislá.

(ii) Volné moduly jsou práv¥ ty, které mají bázi.

(iii) Kaºdý R-modul je volný práv¥ tehdy, kdyº R je okruh s d¥lením.

(iv) Kaºdý podmodul volného R-modulu je volný práv¥ tehdy, kdyº R je obor hlavních ideál·.

(v) Ideál J okruhu R je volný R-modul práv¥ tehdy, kdyº J ∼= R.

(vi) Sou£et volných modul· je volný modul.

(vii) Sou£in volných modul· nemusí být volný modul.

P°íklad 3.5. P°ímo z de�nice nebo pomocí p°edchozí teorie argumentujte, zda jsou následující
moduly volné.
1. Z-modul nZ
2. Z-modul Z× Z
3. Z× Z-modul Z× 0

4. R-modul R[x]

5. Z-modul Zn
6. Z2 modul Z4 s násobením [k]2 · [`]4 = [2k`]4

7. Z2-modul Z∗8 s násobením [k]2 · [`]8 = [`k]8

8. R[x, y]-modul (x, y) (jako jeho ideál)

18



3. Volné moduly a projektivní moduly

�e²ení.
1. Ano, nZ ∼= Z skrze izomor�zmus nk 7→ k.

2. Ano, kone£né sou£iny splývají se sou£ty, £ili Z× Z ∼= Z⊕ Z.
3. Ne. Pro libovolný prvek x ∈ Z× 0 platí (1, 1)x = (1, 0)x, £ili Z× 0 nem·ºe mít nad Z×Z

bázi.

4. Ano. Platí:
R[x] ∼=

⊕
n∈N0

Rxn ∼=
⊕
N0

R

5. Ne. Zn nem·ºe kv·li kardinalit¥ obsahovat s£ítanec izomorfní se Z.
6. Ne, Z4 sice obsahuje Z2-podmodul 2Z4, ale není to jeho p°ímý s£ítanec.

7. Ano, Z∗8 ∼= Z2 ⊕ Z2.

8. Ne, neplatí (x, y) ∼= R[x, y], nebo´ tento ideál není hlavní.
�

P°íklad 3.6. Modul Q není volný Z-modul.

�e²ení. P°edpokládejme, ºe máme bázi X ⊆ Q nad Z. Jestliºe |X| > 1, pak máme dv¥ r·zná
a
b ,

c
d ∈ X pro a, b, c, d ∈ Z. Potom ale:

b · a
b
− d · c

d
= 0

coº je spor s vlastností báze, nebo´ b 6= 0 6= d. Proto by muselo platit X = {q} tak, ºe pro
kaºdé x ∈ Q existuje z ∈ Z spl¬ující x = zq, coº je ale z°ejm¥ nesmysl (jinak °e£eno Q není
cyklický Z-modul). Proto Q nemá nad Z bázi a nem·ºe být volný. �

P°íklad 3.7. Modul R není volný Z-modul.

�e²ení. Kaºdá mnoºina generující R nad Z by musela obsahovat alespo¬ dv¥ racionální £ísla,
protoºe Q není cyklický Z-modul a Z-lineární kombinací iracionálních £ísel nedostaneme ra-
cionální £íslo. Mnoºina obsahující dv¥ r·zná racionální £ísla nem·ºe být nezávislá nad Z, jak
vyplývá z p°edchozího p°íkladu. �

P°íklad 3.8. Pro libovolné t¥leso K a libovolné n ≥ 2 není Kn volný Matn(K)-modul.

�e²ení. Ukáºeme, ºe kaºdá jednoprvková mnoºina v Kn je lineárn¥ závislá nad Matn(K). Od-
tud posléze vyplyne, ºe tento modul nem·ºe mít bázi. M¥jme libovolné nenulové (x1, . . . , xn) ∈
Kn. Protoºe n ≥ 2, existují (ne v²echna nulová) r1, . . . , rn ∈ K spl¬ující:

n∑
i=1

rixi = 0

Potom ale:  r1 · · · rn
...

. . .
...

r1 · · · rn


 x1

...
xn

 = 0

P°itom ale matice nalevo není celá nulová. �
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3. Volné moduly a projektivní moduly

P°íklad 3.9. Ideál J = (3, 2 +
√
−5) okruhu Z[

√
−5] není volný Z[

√
−5]-modul.

�e²ení. Musíme ukázat, ºe J není hlavní ideál. Nejprve uvaºme zobrazení h : Z[
√
−5] → Z s

p°edpisem:
h(a+ b

√
−5) = a2 + 5b2

Ukaºme, ºe h je ve skute£nosti homomor�zmus monoid· (vzhledem k násobení). Platí:

h((a+ b
√
−5)(c+ d

√
−5)) = (ac− 5bd)2 + 5(bc+ ad)2

= a2c2 − 10abcd+ 25b2d2 + 5b2c2 + 10abcd+ 5a2d2

= a2c2 + 5a2d2 + 5b2c2 + 25b2d2

= (a2 + 5b2)(c2 + 5d2) = h(a+ b
√
−5)h(c+ d

√
−5)

Dále h(x) = 1 práv¥ tehdy, kdyº x ∈ {1,−1}. Nyní p°edpokládejme, ºe J = (a). Nejprve
uvaºme moºnost J = Z[

√
−5]. Protoºe Z[

√
−5] ∼= Z[x]/(x2+5), platí J = Z[

√
−5] práv¥ tehdy,

kdyº (3, x+2) = Z[x]. Pokud ale 1 = p(x)3+q(x)(2+x) pro n¥jaké polynomy p, q ∈ Z[x], pak
volbou x = −2 dostaneme 1 = p(−2)3, coº je spor. Proto J musí být vlastní ideál Z[

√
−5]. Pro

a 6= ±1. Dále musí existovat x ∈ Z[
√
−5] spl¬ující 3 = ax a také 9 = h(3) = h(a)h(x). Protoºe

a 6= 1, musí platit h(x) = 1 nebo h(x) = 3. Druhý p°ípad není moºný, nebo´ a2 + 5b2 = 3
nemá °e²ení v celých £íslech. Proto h(x) = 1, tedy x = ±1 a J = 3Z[

√
−5]. To je ov²em také

spor, jelikoº rovnice 2 +
√
−5 = 3(a+ b

√
−5) nemá °e²ení v celých £íslech. �

P°íklad 3.10. Dokaºte, ºe volný modul M nad oborem integrity R je bez torze.

�e²ení. Nech´ x ∈ Tor(M) a r ∈ R jsou nenulové spl¬ující rx = 0. Nech´ x1, . . . , xn jsou
prvky báze M a r1, . . . , rn ∈ R ne v²echny nulové spl¬ují

∑n
i=1 rixi = x. Potom ale:

0 = rx =

n∑
i=1

rrixi

Protoºe je R obor integrity, nemohou být v²echny rr1, . . . , rrn nulové. Tím dostáváme nenulové
vyjád°ení nuly, coº je spor. Modul M musí být bez torze. �

P°íklad 3.11. Dokaºte, ºe kone£n¥ generovaný modul M bez torze nad oborem hlavních
ideál· R je volný modul.

�e²ení. M¥jme mnoºinu {x1, . . . , xn} generující modul M s minimální kardinalitou. Tvrzení
dokáºeme indukcí vzhledem k n. Nejprve z°ejm¥ 〈x1〉 je volný R-modul, protoºe M je bez
torze. P°edpokládejme, ºe 〈x1, . . . , xi〉 je volný a pro spor p°edpokládejme, ºe existuje r ∈ R
nenulové spl¬ující:

rxi+1 +
i∑

k=1

rkxk = 0

Uvaºme zobrazení f(x) = rx pro x ∈ 〈x1, . . . , xi+1〉. Kaºdé takové x je tvaru x =
∑i+1

k=1 skxk.
Potom ale:

f(x) = r
i+1∑
k=1

skxk =
i∑

k=1

rskxk + si+1rxi+1 =
i∑

k=1

rskxk + si+1

(
−

i∑
k=1

rkxk

)
∈ 〈x1, . . . , xn〉

Protoºe M je bez torze, je f monomor�zmus modul·. To znamená, ºe 〈x1, . . . , xi〉 obsahuje
podmodul, který není volný. To ale není moºné, protoºe R je obor hlavních ideál·. �
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3. Volné moduly a projektivní moduly

P°íklad 3.12. Dokaºte, ºe kaºdý kone£n¥ generovaný modul M nad oborem hlavních ideál·
R lze rozloºit M ∼= F ⊕ T , kde F je volný a T torzní modul.

�e²ení. M¥jme vzhledem ke kardinalit¥ nejmen²í mnoºinu X generující modul M . Poloºme
X1 = X ∩ Tor(X) a X2 = X \X1. Potom 〈X2〉 je kone£n¥ generovaný modul bez torze, tedy
podle p°íkladu 3.11 volný. Modul 〈X1〉 je z°ejm¥ torzní. Rovn¥º z°ejmé jeM ∼= 〈X2〉⊕〈X1〉. �

De�nice 3.13. R-modul M se nazývá volný objekt nad mnoºinou X v kategorii R-modul·,
jestliºe existuje zobrazení ι : X → M takové, ºe pro kaºdý R-modul N a kaºdé zobrazení
f : X → N existuje práv¥ jeden mor�zmus h : M → N spl¬ující h ◦ ι = f .

V¥ta 3.14. Volné objekty v kategorii R-modul· jsou práv¥ volné R-moduly.

P°íklad 3.15. Dokaºte p°ímo z de�nice volného objektu, ºe zobrazení ι je vºdy injektivní pro
volné moduly nad netriviálním okruhem.

�e²ení. M¥jme netriviální okruh R a mnoºinu X. Pokud X má mén¥ neº dva prvky, není co
dokazovat. Nech´ tedy existují x, y ∈ X, x 6= y, a nech´ pro ι : X → FX platí ι(x) = ι(y).
Zvolme zobrazení h : X → R dané:

h(m) =

{
1 jestliºe m = x

0 jinak

Potom pro kaºdé zobrazení (takºe i kaºdý mor�zmus) f : FX → R musí platit:

1 = h(x) = f(ι(x)) = f(ι(y)) = h(y) = 0

coº není moºné v netriviálním okruhu R. Proto ι musí být injektivní. �

P°íklad 3.16. Dokaºte p°ímo z p°edchozí de�nice, ºe pro kaºdou mnoºinu X platí:

〈ι(X)〉 = FX

�e²ení. Pro triviální okruh R je tato rovnice tvaru {0} = {0} a není co dokazovat. P°edpoklá-
dejme, ºe R je netriviální. Z°ejm¥ 〈ι(X)〉 ⊆ FX, ozna£mem : 〈ι(X)〉 → FX tuto inkluzi (jde o
injektivní homomor�zmus modul·, ale to v tuto chvíli nepot°ebujeme). Zobrazení ι : X → FX
se faktorizuje skrze m, tj. existuje κ : X → 〈ι(X)〉 spl¬ující ι = m ◦ κ. Dostáváme unikátní
homomor�zmus modul· f : FX → 〈ι(X)〉 z následujícího diagramu:

X
κ // 〈ι(X)〉

1〈ι(X)〉

��

m // FX

f

||

〈ι(X)〉

Potom platí m ◦ f = 1〈ι(X)〉, £ili m je surjektivní a tedy identita. �

P°íklad 3.17. Dokaºte, ºe je-li F volný modul a e : M → F epimor�zmus, pak F je retrakt
M , tj. existuje monomor�zmus m : F →M spl¬ující e ◦m = 1F .
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3. Volné moduly a projektivní moduly

�e²ení. M¥jme ι : X → F vloºení generátor· do volného modulu F . Protoºe je e surjektivní,
pro kaºdé x ∈ X existuje ax ∈M spl¬ující e(ax) = x (v tomto moment¥ obecn¥ pot°ebujeme
axiom výb¥ru). Poloºme m(x) = ax. Z univerzální vlastnosti volného modulu plyne existence
mor�zmu g : F →M spl¬ujícího m = g ◦ ι. Potom pro kaºdé y ∈ F plat (e◦m)(y) = e(ay) = y
neboli e ◦m = 1F . �

P°íklad 3.18. Dokaºte znova p°íklad 3.12 pomocí p°íkladu 3.17.

�e²ení. Je-li M kone£n¥ generovaný modul, potom M/Tor(M) je kone£n¥ generovaný modul
bez torze, £ili volný. Navíc máme p°irozen¥ de�novaný epimor�zmus - kanonickou projekci
p : M →M/Tor(M). Podle p°íkladu 3.17 jeM/Tor(M) retraktM a tedy jeho p°ímý s£ítanec.
Tím dostáváme sou£et

M ∼= M/Tor(M)⊕ Tor(M). �

P°íklad 3.19. Z p°íkladu 3.12 plyne, ºe kaºdý kone£n¥ generovaný modul nad oborem hlav-
ních ideál· obsahuje maximální volný podmodul vzhledem k inkluzi. Rozhodn¥te, zda tuto
vlastnost mají i nekone£n¥ generované moduly.

�e²ení. Ne, Z-modul Q obsahuje nekone£ný rostoucí systém volných podmodul·:

Z
1

n
=
{a
n
| a ∈ Z

}
jehoº je Q sjednocením. Modul Q ov²em není volný, maximální volný podmodul tedy neobsa-
huje. �

P°íklad 3.20. V p°íkladu 3.12 se tvrdí, ºe kaºdý kone£n¥ generovaný modul nad oborem
hlavních ideál· se dá rozloºit na sou£et volného a torzního modulu. Rozhodn¥te, zda tuto
vlastnost mají i nekone£n¥ generované moduly.

�e²ení. Ne, uvaºme Z-modul Q. Rozklad Q ∼= Q ⊕ 0 nep°ichází v úvahu, protoºe Q není
volný. Rozklad s netriviálním torzním podmodulem rovn¥º nep°ichází v úvahu, nebo´ Q je bez
torze. �

P°íklad 3.21. V p°íkladu 3.12 se tvrdí, ºe kaºdý kone£n¥ generovaný modul M nad oborem
hlavních ideál· se dá rozloºit M ∼= F ⊕ T , kde F je volný a T torzní modul. M·ºeme p°itom
za F dosadit kterýkoli izomorfní podmodul M?

�e²ení. Nem·ºeme. Máme rozklad Z ∼= Z ⊕ 0. P°itom Z ∼= nZ pro libovolné n ≥ 1, ale pro
n ≥ 2 není nZ p°ímý s£ítanec Z (je mu pouze izomorfní). �
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3.2. Projektivní moduly

De�nice 3.22. Modul P se nazývá projektivní, jestliºe pro libovolný epimor�zmus h : M → N
a libovolný mor�zmus f : P → N existuje mor�zmus g : P → M spl¬ující h ◦ g = f . Neboli
pokud:

M
h // // N

P

f

>>

g

``

V¥ta 3.23. Vlastnosti projektivních modul·:
(i) Kaºdý volný modul je projektivní.

(ii) Sou£et projektivních modul· je projektivní.

(iii) P°ímý s£ítanec projektivního modulu je projektivní.

(iv) Projektivní moduly jsou práv¥ p°ímé s£ítance volných modul·.

(v) Projektivní moduly nad obory hlavních ideál· jsou volné.

(vi) Pro kaºdý idempotent e okruhu R je 〈e〉 (= Re) projektivní R-modul.

P°íklad 3.24. Dokaºte, ºe Z-moduly Q a R nejsou projektivní.

�e²ení. Víme, ºe Q není volný Z-modul. Pokud by modul Q byl projektivní, byl by p°ímým
s£ítancem n¥jakého volného Z-modulu. P°ímé s£ítance volných komutativních grup jsou ov²em
op¥t volné. Tatáº argumentace platí pro R. �

P°íklad 3.25. Zn není projektivní Z-modul pro ºádné n ≥ 2.

�e²ení. Pokud by Zn byl projektivní Z-modul, potom by se identita 1: Zn → Zn faktorizovala
p°es modul Z podle de�nice projektivního modulu:

Z h // // Zn

Zn

1

>>

g

__

Jenomºe jediný mor�zmus modulu Zn do Z je nulový. Potom musí být nulové i jeho sloºení s
h a p°edchozí trojúhelník nem·ºe nikdy komutovat. �

P°íklad 3.26. Ideál J = (3.2 +
√
−5) okruhu Z[

√
−5] je projektivní Z[

√
−5]-modul.

�e²ení. M¥jme mor�zmus p : Z[
√
−5]2 → J daný p°edpisem:

p(r, s) = 3r + (2 +
√
−5)s

Zvolme zobrazení e : J → Z[
√
−5]2 p°edpisem:

e(3a+ (2 +
√
−5)b) = (2a+ 3b− a

√
−5, a− b+ (a+ b)

√
−5)
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Toto zobrazení je Z[
√
−5]-lineární. Nyní po£ítejme:

(p ◦ e)(3a+ (2 +
√
−5)b) = p(2a+ 3b− a

√
−5, a− b+ (a+ b)

√
−5)

= 3(2a+ 3b− a
√
−5) + (2 +

√
−5)(a− b+ (a+ b)

√
−5)

= 3a+ (2 +
√
−5)b

neboli p ◦ e = 1J . To znamená, ºe J je retraktem R2, £ili jeho p°ímý s£ítanec. P°ímý s£ítanec
volného modulu je projektivní. �

P°íklad 3.27. Nech´ R je okruh a e ∈ R idempotent. Dokaºte:
1. Re je projektivní R-modul tím, ºe jej vyjád°íte jako p°ímý s£ítanec R

2. Re je volný R-modul práv¥ tehdy, kdyº e ∈ {0, 1}
3. jestliºe R je obor integrity, tak Re je volný R-modul
Pomocí t¥chto výsledk· rozloºte následující okruhy R na netriviální sou£ty projektivních R-
modul·: Z6, Mat2(R), Z[x]/(x2 + x).

�e²ení. Nejprve si uv¥domme, ºe pokud je e idempotent, potom také 1− e je idempotent:

(1− e)2 = 1− 2e+ e2 = 1− 2e+ e = 1− e

1. Ukáºeme, ºe R ∼= Re⊕R(1−e). Nejprve kaºdé r ∈ R umíme vyjád°it jako r = re+r(1−e).
Nyní pokud ae = b(1− e), potom (a+ b)e = b a (a+ b)e(1− e) = (a+ b)(e− e) = 0. Proto
Re ∩R(1− e) = {0} a jsme hotovi.

2. Z°ejm¥ pokud e ∈ {0, 1}, pak Re je volný. Naopak pokud je Re volný, pak bu¤ Re = 0 a
e = 0, nebo Re = R a e je jednotka. To by ale znamenalo e = e1 = eee−1 = ee−1 = 1.

3. V oboru integrity nemáme d¥litelne nuly. Proto e(1− e) = 0 implikuje e ∈ {0, 1} a Re je
volný.

Okruh Z6 obsahuje netriviální idempotenty 3 a 4, v tomto p°ípad¥ platí 1− 3 = 4 a 1− 4 = 3.
Proto:

Z6
∼= 3Z6 ⊕ 4Z6

∼= Z2 ⊕ Z3

Okruh Mat2(R) obsahuje celou °adu netriviálních idempotent·:(
1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)
,

(
1 0
1 0

)
,

(
0 1
0 1

)
,

(
1 1
0 0

)
,

(
0 0
1 1

)
,

(
0 0
−1 1

)
, . . .

Dostáváme t°eda následující rozklad:

Mat2(R) ∼= Mat2(R)

(
1 0
0 0

)
⊕Mat2(R)

(
0 0
0 1

)
P°itom:

Mat2(R)

(
1 0
0 0

)
=

{(
a 0
b 0

)
|a, b ∈ R

}
Mat2(R)

(
0 0
0 1

)
=

{(
0 c
0 d

)
|c, d ∈ R

}
Idempotentní prvky okruhu Z[x]/(x2 + x) jsou faktory polynomu x2 + x:

Z[x]/(x2 + x) ∼= {[0], [x]} ⊕ {[0], [x+ 1]} ∼= Z2 × Z2 �
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P°íklad 3.28. Dokaºte, ºe kaºdý projektivní modul je bez torze.

D·kaz. Pokud by m¥l projektivní modul neprázdnou torzi, potom by také volný modul, jehoº
je p°ímým s£ítancem, m¥l neprázdnou torzi, coº není moºné.

P°íklad 3.29. Najd¥te modul bez torze, který není projektivní.

�e²ení. Z-modul Q je z°ejm¥ bez torze. Uº jsme si ukázali, ºe tento modul není projektivní. �

P°íklad 3.30. Dokaºte, ºe pro kaºdé t¥leso K je kaºdý Matn(K)-modul je projektivní.

�e²ení. Platí:

K ∼= Matn(K)


1 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0


Jelikoº je matice napravo idempotentní, je tento modul projektivní (podle úvodní teorie nebo
podle p°íkladu 3.27). �

P°íklad 3.31. Dokaºte, ºe modul P je projektivní práv¥ tehdy, kdyº pro kaºdý epimo�zmus
p : M → P existuje j : P →M spl¬ující p ◦ j = 1P .

�e²ení.
⇒: Nech´ P je projektivní a p : M → P je libovolný epimor�zmus. Podle de�nice projektivního
modulu umíme následující trojúhelník doplnit na komutující:

M
p

// // P

P

1

??

j

``

£ili p ◦ j = 1.
⇐: Víme, ºe kaºdý modul je homomorfním obrazem n¥jakého volného modulu. M¥jme tedy
takový epimor�zmus p : F → P . Podle p°edpokladu existuje j : P → F spl¬ující p ◦ j = 1P .
�ili modul P je retraktem volného modulu a tedy jeho p°ímý s£ítanec. P°ímé s£ítance volných
modul· jsou projektivní. �

P°íklad 3.32. Dokaºte, ºe modul P je projektivní práv¥ tehdy, kdyº se libovolná krátká
exaktní posloupnost následujícího tvaru ²t¥pí:

0 // N
m //M

p
// P // 0

�e²ení.
⇒: Jestliºe je modul P projektivní, pak se podle p°íkladu 3.31 ²t¥pí a ²t¥pí se i tato krátká
exaktní posloupnost.
⇐: Libovolný epimor�zmus p : M → P zadává krátkou exaktní posloupnost:

0 // ker p
ι //M

p
// P // 0

která se podle p°edpokladu ²t¥pí. �t¥pí se tedy i epimor�zmus p a P je op¥t podle p°íkladu
3.31 projektivní. �
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3. Volné moduly a projektivní moduly

P°íklad 3.33. Dokºte implikaci ⇐ v p°íkladu 3.31 p°ímo z de�nice projektivního modulu s
vyuºitím konstrukce tzv. pullbacku. Pullback mor�zm· f : A→ C a g : B → C je modul:

A×C B = {(a, b) ∈ A×B | f(a) = g(b)}

Tento modul je podmodulem A×B, má tedy p°irozené de�nované mor�zmy p1 : A×C B → A
a p2 : A×C B → B s p°edpisy p1(a, b) = a a p2(a, b) = b. (Pullback je jednozna£n¥ ur£en svou
univerzální vlastností, kterou se zde zabývat nebudeme.)

�e²ení. M¥jme libovolný epimor�zmus p : M → N a libovolný mor�zmus f : P → N . Uvaºme
pullback X = M ×N P . Platí p ◦ p1 = f ◦ p2, ov¥°me:

(p ◦ p1)(a, b) = p(a) = f(b) = (f ◦ p2)(a, b)

Máme tedy komutativní £tverec:

M
p

// // N

X

π1

OO

π2
// P

f

OO

Protoºe p je surjektivní, existuje ke kaºdému b ∈ P takové a ∈M , ºe p(a) = f(b). To znamená,
ºe mor�zmus p2 je epimor�zmus a ten se podle p°edpokladu ²t¥pí p2 ◦ j = 1P . Dostáváme
tedy mor�zmus g = p1 ◦ j spl¬ující:

p ◦ g = p ◦ p1 ◦ j = f ◦ p2 ◦ j = f

Modul P je tedy projektivní. �
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4. Tenzorový sou£in a jeho vlastnosti

4. Tenzorový sou£in a jeho vlastnosti

De�nice 4.1 (Tenzorový sou£in). Bu¤te R okruh s jedni£kou, M pravý a N levý R-modul.
Tenzorový sou£in M s N nad okruhem R, zna£ený M ⊗R N , je abelovská grupa spl¬ující
následující univerzální vlastnost:
• Pro libovolný R-bilineární homomor�smus β : M ×N → X, kde X je komutativní grupa,
existuje jediné zobrazení T : M ⊗R N → X spl¬ující T ◦ τ = β. Homomor�smus grup
τ : M ×N →M ⊗R N je dán (m,n) 7→ m⊗ n, zachovává aditivitu v obou sloºkách (tj. je
to bilineárního homomor�smus komutativních grup) a spl¬uje

∀m1,m2 ∈M, n1, n2 ∈ N : τ(mr, n) = τ(m, rn).

Ekvivalentn¥ pomocí komutativního diagramu

M ×N τ //

β
''

M ⊗R N

T
��

X

Konstrukce 4.2 (Konstrukce tenzorového sou£inu). Tenzorový sou£in je faktor grupa volné
abelovské grupy F , generované prvky tvaru m ⊗ n, m ∈ M , n ∈ N (tj. F = 〈m ⊗ n, m ∈
M, n ∈ N〉). Relace jsou generovány

(m1 +m2)⊗ n ∼ m1 ⊗ n+m2 ⊗ n

m⊗ (n1 + n2) ∼ m⊗ n1 +m⊗ n2
mr ⊗ n ∼ m⊗ rn.

Provedeme-li následující ozna£ení:

l1 = (m1 +m2)⊗ n−m1 ⊗ n−m2 ⊗ n,

l2 = m⊗ (n1 + n2)−m⊗ n1 −m⊗ n2,
aR = mr ⊗ n−m⊗ rn,

lze psát
M ⊗R N = F/〈l1, l2, aR〉.

Poznámka. R-balancovanost homomor�smu β není bilinearita jako u vektorových prostor·, o X se totiº ne-
p°edpokládá, ºe je R-modul. Proto není pravdivá rovnost β(mr, n) = rβ(m,n) = β(m, rn) (výraz rβ(m,n) by
nedával smysl), ale platí pouze β(mr, n) = β(m, rn). Tato vlastnost se také nazývá R-bilinearita.

Lemma 4.3 (Asociativita tenzorového sou£inu). Bu¤te Mi, i ∈ {1, 2, 3} levé moduly nad
komutativním okruhem R. Pak platí

M1 ⊗ (M2 ⊗M3) ∼= (M1 ⊗M2)⊗M3.

V¥ta 4.4. Bu¤ I indexová mnoºina a pro v²echna i ∈ I uvaºujme R-modulyMi, dále uvaºujme
R-modul N . Pak platí

N ⊗

(⊕
i∈I

Mi

)
∼=
⊕
i∈I

(N ⊗Mi) ,(⊕
i∈I

Mi

)
⊗N ∼=

⊕
i∈I

(Mi ⊗N) .
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4. Tenzorový sou£in a jeho vlastnosti

D·sledek 4.5. Bu¤ R komutativní okruh, M ∼= Rs, N ∼= Rt volné R-moduly s bázemi
m1, ...,ms a n1, ..., nt. Pak M ⊗R N je volný modul s bazí mi ⊗ nj, 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t, tj.
platí

M ⊗R N ∼= Rst.

P°íklad 4.6. Ukaºte, ºe C⊗RC a C⊗CC jsou levé R-moduly, které ale jako R-moduly nejsou
izomorfní.

�e²ení. Levou akci R lze pro C ⊗R C i C ⊗C C zade�novat stejn¥, necháme-li r ∈ R p·sobit
na první sloºku prvk· tenzorových sou£in·

r · z1 ⊗R z2 = rz1 ⊗R z2

r · z1 ⊗C z2 = rz1 ⊗C z2.

Díky tomu skute£n¥ získáváme strukturu R-modulu na pat°i£né abelovské grup¥, protoºe jiº C
je R-modulem. Pomocí elementárních úprav ov¥°me axiomy z de�nice modulu. Pro ∀r1, r2 ∈ R
a ∀z1, z2, z3 ∈ C platí
1. (r1 + r2) · z1 ⊗ z2 = (r1 + r2)z1 ⊗ z2 = r1z1 ⊗ z2 + r2z1 ⊗ z2 = r1 · z1 ⊗ z2 + r2 · z1 ⊗ z2
2. r · (z1 ⊗ z3 + z2 ⊗ z3) = r · (z1 + z2) ⊗ z3 = r(z1 + z2) ⊗ z3 = (rz1 + rz2) ⊗ z3 =
rz1 ⊗ z3 + rz2 ⊗ z3) = r · z1 ⊗ z3 + r · z2 ⊗ z3)

3. (r1r2) · z1 ⊗ z2 = (r1r2)z1 ⊗ z2 = r1(r2z1)⊗ z2 = r1 · (r2z1)⊗ z2
Abychom ukázali neexistenci izomor�smu mezi vý²e de�novanými R-moduly, pouºijeme

dimenzionální analýzu. Z lineární algebry víme, ºe

C ∼= R⊕ R,

a proto podle v¥ty 4.4
C⊗R C ∼= R4.

Dále platí
C⊗C C ∼= C ∼= R2.

Vidíme tedy, ºe C ⊗R C a C ⊗C C jsou izomorfní vektorovým prostor·m r·zných dimenzí. Z
tohoto d·vodu mezi nimi nem·ºe existovat izomor�smus. �

P°íklad 4.7. Ukaºte, ºe Q⊗Z Q a Q⊗Q Q jsou izomorfní jako Q-moduly.

�e²ení. Ov¥°ení, ºe ob¥ dv¥ abelovské grupy jsou moduly nad Q, se provede stejn¥ jako v
p°ede²lém p°íklad¥ (akce je de�nována analogicky, tj. na levé sloºce). Pak Q ⊗Q Q m·ºeme
chápat jako jednodimenzionální vektorový prostor nad Q, protoºe Q je t¥leso (moduly nad
t¥lesy jsou práv¥ vektorové prostory) a existuje kanonický izomor�smus který vypadá takto

q 7→ q ⊗ 1.

Z teorie vektorových prostor· víme, ºe kaºdé dva kone£n¥ dimenzionální vektorové prostory
nad stejným t¥lesem jsou jako vektorové prostory izomorfní (coº v na²em p°ípad¥ bude zname-
nat izomor�smus Q-modul·). Sta£í nám tedy ukázat, ºe Q⊗ZQ je vektorový prostor dimenze
jedna.
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4. Tenzorový sou£in a jeho vlastnosti

Uvaºujme prvek 1 ⊗ 1 a ukaºme, ºe pomocí n¥j vygenerujeme libovolný prvek tvaru
p1/p2⊗ q1/q2. Protoºe akci Q jsme de�novali na levé sloºce tenzorového sou£inu, jsme schopni
vygenerovat prvek p1/p2 ⊗ 1:

p1/p2 ⊗ 1 = p1/p2 · (1⊗ 1).

Obdobn¥ dostaneme q1 na pravou sloºku, protoºe q1 ∈ Z, tj.

q1 · (p1/p2 ⊗ 1) = q1(p1/p2)⊗ 1 = (p1/p2)q1 ⊗ 1 = p1/p2 ⊗ q1.

Nakonec prvek p1/p2 ⊗ q1/q2 získáme díky rovnostem

1/q ⊗ 1 = 1/q ⊗ (

q∑
i=1

1/q) =

q∑
i=1

(1/q ⊗ 1/q) = (

q∑
i=1

1/q)⊗ 1/q = 1⊗ 1/q.

Tenzor 1⊗ 1 je r·zný od nuly, tedy Q⊗Z Q je jím generován, proto je to jednodimenzionální
Q-vektorový prostor. D·sledkem je

Q⊗Z Q ∼= Q⊗Q Q. �

P°íklad 4.8.
Nech´ ϕ : R → S je homomor�smus okruh· a uvaºujme R-modul M . Popi²te na S ⊗R M
strukturu S-modulu a dokaºte pro kaºdý S-modul N existenci izomor�smu

HomR(M,N) ∼= HomS(S ⊗RM,N).

�e²ení.
V prvé °ad¥ si vzpomeneme, ºe S je levý modul sám nad sebou. Dále pomocí homomor�smu
ϕ lze na S de�novat akci okruhu R:

s · r := sϕ(r),

(viz. p°íklad 1.18) tedy strukturu pravého R-modulu. Díky asociativit¥ S platí

(s1 · s2) · r = (s1s2) · r = (s1s2)ϕ(r) = s1(s2ϕ(r)) = s1 · (s2ϕ(r)) = s1 · (s2 · r)

(coº je axiom provázanosti akcí y de�nice bimodul·). To z S d¥lá S-R-bimodul. Homomor�s-
mus ϕ nám na S⊗RM umoºnil zavést strukturu S-modulu. Tento postup se nazývá roz²í°ení
skalárního násobení. M·ºeme tedy uvaºovat abelovskou grupu HomS(S ⊗R M,N) v²ech ho-
momor�sm· mezi S ⊗RM a N .

Ukáºeme, jakým zp·sobem lze S-modul N chápat jako R-modul. Jinými slovy: pomocí ϕ
provedeme tzv. restrikci skalárního násobení z prvk· S na prvky R. De�nujme pro r ∈ R akci
na N : r · n = ϕ(r)n. Komutativní grupu HomR(M,N) tedy chápeme ve smyslu p°ede²lého
kroku.

Nyní k hledanému izomor�smu. Vezm¥me si libovolný prvek f ∈ HomR(M,N). Obraz f
p°i homomor�smu Φ: HomR(M,N)→ HomS(S ⊗RM,N) je dán následujícím sloºením

S ⊗RM
idS⊗f // S ⊗R N P // N .
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4. Tenzorový sou£in a jeho vlastnosti

Mor�smus S-modul· P je: s⊗ n 7→ sn. Tedy

Φ(f) = P ◦ idS ⊗ f ∈ HomS(S ⊗RM,N).

V²imn¥te si prost°edního £lene. Je to roz²í°ení skalárního násobení R-modulu N na okruh S.
Provedli jsme tedy nejprve restrikci a poté extenzi skalár· na N .

K sestrojení Φ−1 pouºijeme tzv. kanonický izomor�smus

I : M ∼= R⊗RM,

m 7→ 1⊗m.

Pak Φ−1 je pro libovolné ψ ∈ HomS(S ⊗RM,N) dáno následujícím sloºením

M
I // R⊗RM

ϕ⊗idM // S ⊗RM
ψ

// N .

Prvek ψ ∈ HomS(S ⊗RM,N) je poslán na Φ−1(ψ) = ψ ◦ (ϕ⊗ idM ) ◦ I : M → N .
To, ºe Φ je homomor�smem abelovských grup plyne z linearity tenzorového sou£inu v

druhé sloºce. Zbývá ov¥°it Φ−1 ◦ Φ = idHomR(M,N) a Φ ◦ Φ−1 = idHomS(S⊗RM,N).

Φ(•) = • ◦ ϕ⊗R idM ◦ I,

Φ−1(•) = P ◦ idS ⊗ •.

Pro ψ ∈ HomS(S ⊗RM,N) platí

Φ ◦ Φ−1(ψ) = Φ
(
Φ−1(ψ)

)
= (P ◦ idS ⊗ ψ) ◦ (ϕ⊗R idM ) ◦ I,

které m posílá takto

m 7→ 1R ⊗m 7→ ϕ(1R)⊗m 7→ 1S ⊗ ψ(m) 7→ 1Sψ(m) = ψ(m)⇔ m 7→ ψ(m).

Ukázali jsme tedy, ºe
(
Φ ◦ Φ−1(ψ)

)
(m) = ψ(m), pro libovolné m ∈M . Proto

Φ ◦ Φ−1 = IdHomS(S⊗RM,N).

Analogicky se ukáºe rovnost
Φ−1 ◦ Φ = IdHomR(M,N). �
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5. Ploché moduly

De�nice 5.1. Nech´ R je libovolný okruh a L,M jsou libovolné levé R-moduly. Pravý R-
modul F nazveme plochý (nad R), jestliºe pro libovolný injektivní homomor�smus R-modul·

ψ : L −→M

je
idF ⊗ ψ : F ⊗R L −→ F ⊗RM

injektivní homomor�smus grup.

V¥ta 5.2. Nech´ D je pravý R-modul a L,M,N jsou levé R-moduly. Jestliºe je posloupnost

0 // L
ψ
//M

ϕ
// N // 0

exaktní, pak je posloupnost

D ⊗R L
ψ
// D ⊗RM

ϕ
// D ⊗R N // 0

exaktní.

V¥ta 5.3. Kaºdý projektivní R-modul je plochý.

Nech´ M je pravý R-modul. Na abelovské grup¥ HomZ(M,Q/Z) de�nujeme strukturu
levého R-modulu následujícím zp·sobem:

∀r ∈ R, ∀f ∈ HomZ(M,Q/Z), ∀x ∈M : (rf)(x) = f(rx).

De�nice 5.4. Levý R-modul M ′ := HomZ(M,Q/Z) se nazývá modul charakter· M.

V¥ta 5.5 (Lambek). Pravý R-modul M je plochý práv¥ tehdy, kdyº jeho modul charakter· M ′

je injektivní.

Tato v¥ta nám spole£n¥ s Baerovým kritériem dává kritérium pro ploché moduly:

V¥ta 5.6 (Kritérium pro ploché moduly). Pravý R-modul M je plochý práv¥ tehdy, kdyº pro
kaºdý kone£n¥ generovaný levý ideál I ⊆ R je homomor�smus grup M ⊗R I → MI daný
p°edpisem m⊗ i 7→ mi izomor�smus.

P°íklad 5.7. Nech´ A1 a A2 jsou R-moduly. Dokaºte, ºe A1⊕A2 je plochý práv¥ tehdy, kdyº
A1 a A2 jsou ploché.

�e²ení. Nech´ L,M jsou levé R-moduly a ϕ : L −→ M je injektivní homomor�smus R-
modul·. Z vlastností direktního sou£tu plyne: Indukovaná zobrazení

idA1 ⊗ ϕ : A1 ⊗ L −→ A1 ⊗M,

idA2 ⊗ ϕ : A2 ⊗ L −→ A2 ⊗M
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jsou injektivní práv¥ tehdy, kdyº jejich direktní sou£et

(idA1 ⊗ ϕ)⊕ (idA2 ⊗ ϕ) : (A1 ⊗ L)⊕ (A2 ⊗ L) −→ (A1 ⊗M)⊕ (A2 ⊗M)

je injektivní. Aplikací v¥ty 4.4 dostaneme diagram

(A1 ⊗ L)⊕ (A2 ⊗ L) // (A1 ⊗M)⊕ (A2 ⊗M)

(A1 ⊕A2)⊗ L
idA1⊕A2

⊗ϕ
//

OO

∼=

OOOO

(A1 ⊕A2)⊗M
OO

∼=

OOOO

Snadno se ov¥°í, ºe tento diagram komutuje. To znamená, ºe indukované zobrazení

idA1⊕A2 ⊗ ϕ : (A1 ⊕A2)⊗ L −→ (A1 ⊕A2)⊗M

je injektivní práv¥, kdyº (idA1 ⊗ ϕ)⊕ (idA2 ⊗ ϕ) je injektivní. �

P°íklad 5.8. Nech´ R a S jsou okruhy s jedni£kou. P°edpokládejme, ºe M je pravý R-modul
a N je (R,S)-bimodul. Ukaºte, ºe pokud je M plochý nad R a N je plochý nad S, pak je také
M ⊗R N plochý nad S.

�e²ení. Nech´ K,L jsou levé S-moduly a ϕ : K −→ L je homomor�smus S-modul·. Chceme
ukázat, ºe pak také indukované zobrazení

idM⊗RN ⊗ ϕ : (M ⊗R N)⊗S K −→ (M ⊗R N)⊗S L

je injektivní. Protoºe je N plochý nad S, máme, ºe indukované zobrazení

idN ⊗ ϕ : N ⊗S K −→ N ⊗S L

je injektivní homomor�smus R-modul· (zde vyuºíváme toho, ºe na N ⊗S K a N ⊗S L máme
strukturu levého R-modulu). Protoºe je M plochý nad R, dostáváme, ºe také

idM ⊗ (idN ⊗ ϕ) : M ⊗R (N ⊗S K) −→M ⊗R (N ⊗S L)

je injektivní. Z v¥ty 4.4 dostaneme následující diagram

M ⊗R (N ⊗S K) //M ⊗R (N ⊗S L)

(M ⊗R N)⊗S K //

OO

∼=

OOOO

(M ⊗R N)⊗S L.
OO

∼=

OOOO

Tento diagram je z°ejm¥ komutativní, a proto je indukované zobrazení

idM⊗RN ⊗ ϕ : (M ⊗R N)⊗S K −→ (M ⊗R N)⊗S L

injektivní. �

P°íklad 5.9. Dokaºte, ºe R-modul A je plochý práv¥ tehdy, kdyº pro kaºdý kone£n¥ genero-
vaný ideál I okruhu R je zobrazení A⊗R I → A⊗R R indukované inkluzí I ⊆ R injektivní.
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�e²ení. Pokud je A plochý, tak p°ímo z de�nice plyne, ºe A⊗R I → A⊗R R je injekce.
Naopak, p°edpokládejme, ºe pro kaºdý kone£n¥ generovaný ideál I okruhu R je indukované

zobrazení idA ⊗ ι : A⊗R I → A⊗R R injektivní. Nech´ ϕ : A⊗R I → A · I je homomor�smus
grup daný p°edpisem m⊗ i 7→ mi. Snadno se ov¥°í, ºe diagram

A⊗R I //
idA⊗ι //

ϕ

����

A⊗R R
��

∼=
����

A · I //
⊆

// A

komutuje. Homomor�smus ϕ je z°ejm¥ surjektivní. Budeme hotovi, pokud ukáºeme, ºe je také
injektivní. Ale to plyne z komutativity diagramu. To znamená, ºe ϕ je izomor�smus, a podle
V¥ty 5.6 je pak A plochý. �

P°íklad 5.10. Dokaºte, ºe nad oborem integrity R je kaºdý plochý R-modul A bez torze.

�e²ení. Ukáºeme, ºe TA = {0}. Bu¤ a ∈ TA libovolný prvek. To znamená, ºe existuje
nenulové r ∈ R takové, ºe ar = 0. Zobrazení ψr : R→ R dané p°edpisem ψr(s) = sr je z°ejm¥
injektivní homomor�smus R-modul· (zde jsme vyuºili toho, ºe R je obor integrity a r 6= 0).
Protoºe je A plochý, tak p°íslu²né indukované zobrazení idA ⊗ψr : A⊗R R→ A⊗R R je také
injektivní. Prvek a⊗ 1 leºí v jád°e idA ⊗ ψr, nebo´ platí

idA ⊗ ψr(a⊗ 1) = a⊗ ψr(1) = a⊗ r = ar ⊗ 1 = 0⊗ 1 = 0.

Z injektivity idA ⊗ ψr plyne, ºe a ⊗ 1 = 0. Uvaºme nyní zobrazení ϕ : A ⊗R R → A dané
p°edpisem ϕ(a⊗ r) = ar. (Jedná se o izomor�smus R-modul·.) Platí

a = ϕ(a⊗ 1) = ϕ(0⊗ 1) = 0.

Tím jsme ukázali, ºe A je bez torze. �

Opa£ná implikace obecn¥ neplatí, coº ukazuje následující p°íklad.

P°íklad 5.11. Nech´ k je obor integrity. Ukaºte, ºe k[x, y]-modul (x, y) ⊆ k[x, y] je bez torze,
ale není plochý.

�e²ení. Ozna£me R = k[x, y], I = (x, y). Podle V¥ty 5.6 sta£í ukázat, ºe homomor�smus grup
I⊗R I → I2 není injektivní. Ukáºeme, ºe x⊗y 6= y⊗x. Uvaºme zobrazení ϕ : I× I → R dané
p°edpisem

ϕ(f, g) = f(x, 0) · g ∀f, g ∈ I.

Snadno se ov¥°í, ºe toto zobrazení je R-bilineární. Existuje tedy homomor�smus ψ : I⊗RI → R
takový, ºe ψ(f ⊗ g) = ϕ(f, g). Z°ejm¥ ϕ(x, y) 6= ϕ(y, x), a proto x⊗ y 6= y ⊗ x. �

P°íklad 5.12. Bu¤ R okruh hlavních ideál·. Dokaºte, ºe R-modul A je plochý práv¥ tehdy,
kdyº je bez torze.
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�e²ení. Nech´ A je plochý. Pak podle p°íkladu 5.10 je A bez torze.
Naopak, p°edpokládejme, ºe A je bez torze. Ukáºeme, ºe pak A je plochý. Bu¤ I libovolný

nenulový ideál okruhu R. Podle p°edpokladu je I tvaru rR pro vhodné nenulové r ∈ R.
Zobrazení ψr : R→ I dané p°edpisem ψr(s) = sr je izomor�smus R-modul·. Sloºení

R //
ψr // // I //

ι // R

zobrazení ψr s inkluzí ι : I ⊆ R odpovídá násobení prvkem r. Uvaºme homomor�smus R-
modul· ϕ : A → A, jeº je dán p°edpisem ϕ(a) = ar. Tento homomor�smus je injektivní,
nebo´ A je bez torze. Není t¥ºké ov¥°it, ºe diagram

A⊗R R
idA⊗ψr // A⊗R I

idA⊗ι // A⊗R R

A // ϕ
//

OO

∼=

OOOO

A
OO

∼=

OOOO

komutuje. Ukáºeme, ºe idA ⊗ ψr je izomor�smus R-modul·.
Z°ejm¥ se jedná o surjektivní homomor�smus, nebo´ vzorem prvku b⊗s je prvek b⊗ψ−1r (s).

Pokud by idA⊗ψr nebylo injektivní, pak by nebylo injektivní ani sloºení (idA⊗ ι)◦(idA⊗ψr),
coº podle p°edchozího není moºné.

Z toho, ºe je idA ⊗ ψr izomor�smus, plyne, ºe idA ⊗ ι je injektivní. Podle p°íkladu 5.9 je
tedy A plochý. �
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6. Direktní kolimity, Lazardova v¥ta, Regulární okruhy

Základním pojmem této £ásti budou direktní kolimity, coº jsou jisté moduly s univerzální
vlastností, které pouºijeme ke klasi�kaci v²ech plochých modul· (Lazardova v¥ta).

Nejprve si uve¤me n¥kolik motiva£ních p°íklad·:

1. Racionální £ísla Q jako Z−modul. Jist¥ je tato abelovská grupa generovaná zlomky typu 1
p ,

kde p je libovolné prvo£íslo, pokud tedy chceme zadat libovolný homomor�smus z Q, sta£í
k tomu popsat obrazy v²ech zlomk· 1

p (máme-li na pam¥ti rovnost p· 1p = q · 1q pro libovolná
dv¥ prvo£ísla p, q, kterou musíme respektovat). Av²ak m·ºeme se na Q rovn¥º dívat tak,
ºe je generované v²emi moºnými zlomky tvaru 1

m , kde m ∈ N. Zadat homomor�smus
z Q je potom to stejné jako zadat obrazy 1

m pro kaºdé m. Ty v²ak rovn¥º nem·ºeme
volit libovoln¥, nebo´ jsme svázani podmínkami m · 1

mn = 1
n . Jinými slovy, máme inkluzi

podgrup ι : 1
m ·Z ↪→ 1

mn ·Z a libovolný homomor�smus z Q zúºen na tyto podgrupy z°ejm¥
musí respektovat ι.

2. Kone£ná t¥lesa charakteristiky p. Bu¤ p libovolné prvo£íslo a bu¤te Fpn , n ∈ N v²echna
kone£ná t¥lesa charakteristiky p. Víme, ºe kone£né t¥leso je ur£eno jednozna£n¥ po£tem
svých prvk· q (aº na izomor�smus), q je vºdy mocnina p a navíc víme, ºe kaºdé kone£né
t¥leso o pn prvcích je rozkladovým t¥lesem polynomu xp

n − x. Dále víme, ºe Fpn ⊂ Fpm ,
práv¥ kdyº n|m. Algebraickým uzáv¥rem Fp je sjednocení v²ech kone£ných t¥les charakte-
ristiky p, tedy Fp = ∪Fpn p°es v²echna n ∈ N. Chceme-li popsat zobrazení z algebraického
úzáv¥ru Fp, op¥t nám sta£í popsat zobrazení z Fpn pro kaºdé n ∈ N, p°itom v²ak musíme
op¥t respektovat uvedené inkluze mezi jednotlivými t¥lesy.

De�nice 6.1 (Usm¥rn¥ná mnoºina). �ekneme, ºe uspo°ádaná mnoºina I je shora usm¥rn¥ná,
pokud kaºdé dva prvky i, j ∈ I mají horní závoru.

Usm¥rn¥né mnoºin¥ se n¥kdy °íká direktní mnoºina £i direktní uspo°ádaná mnoºina.

P°íklad 6.2. D·leºitými p°íklady direktních usm¥rn¥ných mnoºin jsou tyto mnoºiny:
1. (N,≤),

2. (N, |), tedy p°irozená £ísla spolu s d¥litelností (sta£í vzít nejmen²í spole£ný násobek),

De�nice 6.3 (Direktní systém modul·). Bu¤ dán okruh R a bu¤ dána direktní uspo°ádaná
mnoºina (I,≤). Bu¤ dále pro kaºdé i ∈ I zadán R-modul Mi a pro kaºdé i, j,∈ I, i ≤ j dán
homomor�smus modul· mij : Mi → Mj , p°i£emº mii = idMi . �ekneme, ºe systém {Mi}i∈I
tvo°í direktní systém modul·, pokud pro kaºdé i, j, k ∈ I, i ≤ j ≤ k platí mjk ◦mij = mik,
tedy ºe následující diagram komutuje:

Mi
mij

//

mik
$$

Mj

mjk

��

Mk

P°íklad 6.4 (Kolimita direktního systému). Bu¤ tedy R libovolný okruh a m¥jme dán di-
rektní systém R−modul· {Mi}i∈I . Sestrojme nyní R−modul M (kolimitu), který bude (ob-
razn¥ °e£eno) obsahovat v²echna data popsaná na²ím systémem:

Ozna£me A disjunktní sjednocení Mi (vezm¥me nap°íklad A = ∪Mi × {i}) a uvaºme na
A následující relaci ∼ : (a, i) ∼ (b, j), práv¥ kdyº existuje k ∈ I, k ≥ i, j takové, ºe mik(a) =
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mjk(b). Snadno se ov¥°í, ºe tato relace je vskutku relací ekvivalence (symetrie je bezprost°ední,
re�exivita plyne z poºadavku mii = idMi a k tranzitiv¥ sta£í vyuºít usm¥rn¥nosti na²eho
direktního systému). Modul A/∼ je potom na²e hledaná kolimita.

Na A/∼ zavedeme strukturu R−modulu pomocí reprzentant·. Stále máme na pam¥ti,
ºe prvek (x, i) ºije v i−tém modulu Mi. Libovolný prvek A/∼ je tvaru [(a, i)] pro n¥jaké
a ∈Mi. De�nujme násobení skaláry r · [(a, i)] = [(r · a, i)] a sou£et [(a, i)], [(b, j)] ∈ A/∼ jako
[(a, i)], [(b, j)] = [(mik(a) +mjk(b), k)] pro dostate£n¥ velké k ≥ i, j. Op¥t se snadno ov¥°í, ºe
s takto de�novanými operacemi je A/∼ R−modul.

Snadno se nyní uvidí n¥kolik velmi d·leºitých vlastností:
(i) Kaºdý prvek kolimity pochází z n¥kterého z modul· Mi,

(ii) Kaºdý prvek (a, i) ∈ Mi zadává v kolimit¥ stejný prvek jako (mij(a), j) pro libovolné
j ≥ i,

(iii) Platí-li v kolimit¥ [(a, i)] = [(b, j)], pak existuje k ∈ I tak, ºe mik(a) = mjk(b), tedy
pokud dva prvky ur£ují stejnou t°ídu v kolimit¥, musely �být stejné� uº n¥kde v na²em
systému, speciáln¥ tedy:

(iv) Platí-li v kolimit¥ [(a, i)] = 0, existuje pro [(a, i)] nulový reprezentant a kaºdý repre-
zentant (b, j) leºí v jád°e n¥kterého z homomor�sm· mjk, nemusí ov²em leºet v jádrech
v²ech homomor�sm· mαβ).

Za malou chvíli ukáºeme, ºe námi sestrojená kolimita M odpovídá kategoriální de�nici
direktní kolimity, a tedy ºe spl¬uje podmínky z následující de�nice:

De�nice 6.5 (Direktní kolimita). Bu¤ dán okruh R, direktní uspo°ádaná mnoºina (I,≤)
a {Mi}i∈I direktní systém modul·. Bu¤ dále M R-modul a nech´ jsou dány homomor�smy
mi : Mi → M tak, ºe pro i, j,∈ I, i ≤ j platí mj ◦ mij = mi, tedy ºe následující diagram
komutuje:

Mj
mj

//M

Mi

mij

OO

mi

;;

�ekneme, ºe M je direktní kolimita systému {Mi}i∈I , pokud pro kaºdý R−modul N s
homomor�smy gi : Mi → N tak, ºe pro i, j,∈ I, i ≤ j platí gj ◦ mij = gi existuje jediný
homomor�smus f : M → N tak, ºe f ◦mi = gi, tedy

Mj
mj

//

gj

((

M

∃!f
��

Mi

mij

OO

mi

66

gi
// N

Direktní kolimity zpravidla zna£íme M = colimMi. V modulech direktní kolimity existují
a díky své univerzální vlastnosti jsou jist¥ ur£ené jednozna£n¥ aº na izomor�smus.

Vskutku, máme-li M,N dv¥ direktní kolimity systému {Mi}, pak jist¥ existuje jediné
f : M → N tak, ºe f ◦ fi = gi a existuje jediné g : N →M tak, ºe g ◦ gi = fi pro kaºdé i.

Z de�nice M jako direktní kolimity máme následující diagram:
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Mi
mij

//

fi

��

fi

$$

Mj
fj

zz

fj

��

M

ϕ

��

M

kde zobrazení ϕ je dáno jednozna£n¥. Av²ak jist¥ identita id : M → M splní podmínku z
de�nice direktní kolimity. Pokud ukáºeme, ºe rovn¥º g ◦ f tuto podmínku splní, dostaneme
gf = id (a symetricky fg = id a tedy f je hledaný isomor�smus mezi M a N . Av²ak g ◦ f :
M →M a platí (g ◦ f) ◦ fi = g ◦ (f ◦ fi) = g ◦ gi = fi.

V²imn¥me si, ºe nesta£í °íct, ºe z unikátnosti zobrazení f v de�nici direktní kolimity auto-
maticky plyne, ºe gf je identita na M , ale musíme ov¥°it, ºe zobrazení gf opravdu vyhovuje
podmínkám kladeným na zobrazení z kolimity.

Ukaºme nyní, ºe námi sestrojená kolimita M systému z p°íkladu 6.4 je opravdu direktní
kolimitou ve smyslu de�nice 6.5. Jist¥ máme homomor�smy fi : Mi → M dané následovn¥:
ai ∈ Mi 7→ [ai]. Jist¥ potom fj ◦ mij = fi pro kaºdé i ≤ j ∈ I, nebo´ obrazy prvk· v mij

zadávají stejné prvky v kolimit¥.
Ov¥°me nyní univerzální vlastnost M . M¥jme R−modul N a homomor�smy gi : Mi → N

tak, ºe i, j,∈ I, i ≤ j platí gj ◦ mij = gi a hledejme homomor�smus f : M → N tak, ºe
f ◦ fi = gi.

Jedinou volbou m·ºe být f([(a, i)]) = gi(a). Ukaºme, ºe je takto de�nované zobrazení f
dob°e de�nované (ov¥°it, ºe potom p·jde o homomor�smus lze podobn¥ jako p°i ov¥°ování,
ºe M je vskutku R−modul). Bu¤ tedy [(a, i)] = [(b, j)]. Ukaºme, ºe gi(a) = f([(a, i)]) =
f([(b, j)]) = gj(b). Av²ak protoºe ∃k ∈ I tak, ºemik(ai) = mjk(bj) a protoºe platí gk◦mik = gi,
gk ◦mjk = gj , dostáváme gi(ai) = gk ◦mik(ai) = gk ◦mjk(bj) = gj(bj) a tedy na²e zobrazení
je de�nováno korektn¥.

Odtud jiº dostáváme M = colimMi.

Cvi£ení 6.6. Spo£t¥te direktní kolimitu vzhledem k mnoºin¥ s nejv¥t²ím prvek.

�e²ení. Ukaºme, ºe je to nejv¥t²í prvek této mnoºiny. Vskutku, ozna£me t nejv¥t²í prvek I
a ukaºme, ºe colimMi

∼= Mt. Podle p°íkladu 6.4 sta£í zkoumat, které prvky jednotlivých
modul· se slepí pomocí relace ∼. Jist¥ v²ak pro kaºdé i ∈ I existuje zobrazení mit a tedy
v²echny prvky a ∈ Mi budou ekvivalentní mit(a) ∈ Mt. Protoºe v²ak z Mt jiº nevede ºádný
homomor�smus (vyjma identity), budou v kolimit¥ t°ídy ur£ené prvky Mt r·zné. Zobrazení
mt bude tedy isomor�smus Mt ' colimMi. �

Cvi£ení 6.7. Spo£t¥te direktní kolimitu vzhledem ke kone£né mnoºin¥.

�e²ení. Kone£ná usm¥rn¥ná mnoºina jist¥ obsahuje nejv¥t²í prvek, pouºítím p°edchozího p°í-
kladu bude kolimitou op¥t modul odpovídající nejv¥t²ímu prvku dané usm¥rn¥né mnoºiny. �

P°íklad 6.8. Napi²te Z[1p ] jako direktní kolimitu modul· izomorfních se Z.
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�e²ení. Bu¤ I = N0 uspo°ádané jako °et¥zec a uvaºme následující direktní systém modul· s
homomor�smy danými inkluzemi:

Z ⊆
// Z · 1p

⊆
// Z · 1

p2
// · · · // Z · 1

pk
⊆
// Z · 1

pk+1
// · · ·

Jist¥ Z · 1
pk
∼= Z jako Z-moduly a tento izomor�smus je popsán 1

pk
7→ 1, tedy násobením pk.

Pomocí t¥chto izomor�sm· tedy m·ºeme p°epsat na²i posloupnost na

Z ·p
// Z ·p

// Z ·p
// · · · ·p

// Z ·p
// Z ·p

// · · ·

kde jist¥ zobrazení mij je dáno násobením pj−i.
Ozna£me nyní M = colimZ kolimitu tohoto systému a ukaºme, ºe je rovna Z[1p ]. Jist¥

máme pro i ≤ j zobrazení

(Z · 1
pi
∼=)Z = Mi

·pj−i
//

gi=·p−i
))

Mj = Z (∼= Z · 1
pj

)

gj=·p−j
��

Z[1p ]

Tyto zobrazení jist¥ komutují. Ukaºme tedy, ºeM ∼= Z[1p ]. Z de�nice kolimity víme, ºe existuje
jediné zobrazení f : M → Z[1p ], které s práv¥ sestrojenými zobrazeními komutuje. Ukaºme, ºe
je to bijekce.

P°edpokládejme, ºe f(a) = 0 pro n¥jaké a ∈ M . Nech´ [ai] = a, kde ai ∈ Mi je libovolný
reprezentant. Protoºe f ◦ fi = gi, dostáváme 1

pi
· ai = 0 a tedy ai = 0 a nutn¥ a = 0. f je tedy

injektivní.
Naopak ukaºme, ºe kaºdý zlomek 1

pk
má vzor (pro k ∈ N). Tyto jist¥ generují Z[1p ] jako

Z−modul. Vskutku, ozna£me a = fk(1k), kde 1k generuje Mk. Pak jist¥ gk(1k) = 1
pk
, coº

vzhledem k rovnosti f ◦ fk = gk, dává, ºe fk(1k) je vzor 1
pk

v zobrazení f a f je tudíº na. �

P°íklad 6.9. Napi²te Q jako direktní kolimitu modul· izomorfních se Z.

�e²ení. Podobn¥ jako v p°edchozím p°íkladu bu¤ I = (N, |) a uvaºme následující direktní
systém modul· {Mm}, kde Mm = Z (protoºe Z ∼= Z · 1

m) a homomor�smy de�nujme µm,mn :
Mm = Z→ Z = Mmn, a 7→ n · a. Op¥t máme homomor�smy

Z = Mm
·n //

gm=· 1
m ((

Mmn = Z

gmn=· 1
mn

��

Q

Ozna£me nyní M = colimZ kolimitu tohoto systému a ukaºme, ºe je rovna Q. Námi
sestrojená zobrazení gi jist¥ komutují se zobrazeními direktního systému. Z de�nice kolimity
tedy víme, ºe existuje jediné zobrazení f : M → Q, které s práv¥ sestrojenými zobrazeními
komutuje. Ukaºme, ºe je to bijekce.

P°edpokládejme, ºe f(a) = 0 pro n¥jaké a ∈ M . Nech´ [(a,m)] = a, kde a ∈ Mm je
libovolný reprezentant. Protoºe f ◦ fm = gm a gm jsou v²echno injekce, je nutn¥ f injektivní.

Naopak ukaºme, ºe kaºdý zlomek 1
m má vzor. Tyto jist¥ generují Q jako Z−modul.

Vskutku, ozna£me a = fm(1), kde 1m generuje Mm. Pak jist¥ gm(1) = 1
m , coº vzhledem

k rovnosti f ◦ fm = gm, dává, ºe fm(1) je vzor 1
m v zobrazení f a f je tudíº na. �
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Nyní si ukáºeme n¥které vlastnosti direktních kolimit.

Tvrzení 6.10 (Vlastnosti direktních kolimit).
(i) Kaºdý modul je direktní kolimitou svých kone£n¥ generovaných podmodul·,

(ii) Direktní kolimitu M lze rovn¥º sestrojit jako kvocient p°ímého sou£tu modul· Mi,

(iii) ⊕IMi = colimJ⊂I ⊕j∈JMj,

(iv) Direktní kolimita komutuje s tenzorovým sou£inem, tedy A⊗colimMi = colimA⊗Mi,

(v) Direktní kolimita plochých modul· je plochý modul.

(vi) Kaºdý modul je direktní kolimitou kone£n¥ prezentovatelných modul·.

D·leºitým tvrzením je následující klasi�kace plochých modul·:

V¥ta 6.11 (Lazard, 1969). R−Modul M je plochý, práv¥ kdyº je direktní kolimitou projektiv-
ních modul·.

Z p°íklad· (v) ihned dostáváme následující aplikaci Lazardovy v¥ty:

D·sledek 6.12 (Ploché moduly). Následující moduly jsou ploché:
(i) Z-modul Q,

(ii) Z-modul Z[1p ] pro libovolné prvo£íslo p.

Tvrzení 6.10 nám dává následující tvrzení pro abelovské grupy:

Cvi£ení 6.13 (Torze). Bu¤ A abelovská grupa. Dokaºte následující tvrzení o Z[1p ] = { a
pk
|a ∈

Z, k ∈ N} a Z(p) = {ab |a, b ∈ Z, p - b}:
1. A⊗ Z[1p ] = 0, práv¥ kdyº A je p−torzní,

2. A⊗ Z(p) = 0, práv¥ kdyº A je p′−torzní.

�e²ení. Rozepi²me A ⊗ Z[1p ] = A ⊗ colimZ = colimA ⊗ Z = colimNi. Jaká jsou ov²em
zobrazení mezi Ni a Nj? Jedná se o na²e násobení pj−i. Nyní jiº sta£í pouºít kritérium pro
nulovost prvk· v direktní kolimit¥: prvek [a⊗ x] bude v kolimit¥ nulový, pokud jeho obraz v
n¥kterém zobrazení bude nulový. Av²ak to znamená, ºe 0 = pk · a ⊗ x = (pk · a) ⊗ x a tedy
pk · a = 0 ∈ A a a je p−torzní.

V²echny p−torzní prvky grupy A tedy p°i tenzorování s Z[1p ] zmizí a odtud plyne zbytek
tvrzení 1.

V £ásti 2 se vyuºije stejného rozepsání, nebo´ Z(p) lze napsat jako direktní kolimitu tém¥°
stejným zp·sobem jako Q a postup je poté analogický p°edchozí £ásti. �

Stejným zp·sobem se dá vy°e²it následující cvi£ení:

Cvi£ení 6.14. Spo£ítejte Z[1p ]⊗ Z(p) = Q.

De�nice 6.15. �ekneme, ºe okruh R je von Neumann regulární, pokud pro kaºdé x ∈ R
existuje a ∈ R tak, ºe xax = x.

P°íklad 6.16. 1. Kaºdý Booleovský okruh je regulární.

2. Kaºdý okruh s d¥lením je regulární, tedy v²echna t¥lesa jsou regulární.
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3. kn×n okruh matic n× n nad t¥lesem k je regulární okruh.

�e²ení. 1. Vskutku, máme tam jednotku a kaºdý prvek je idempotent.

2. Vskutku, existují inverze.

3. Vskutku, za prvek a sta£í zvolit pseudoinverzi prvku x ∈ kn×n (pro prostory se skalárním
sou£inem lze volit nap°. Mooreovu−Penroseovu pseudoinverzi, pro obecné prostory se dá
pseudoinverze sestrojit p°ímo analogickým zp·sobem ke konstrukci pomocí adjungovaného
zobrazení). �

Cvi£ení 6.17. Nech´ R je komutativní regulární okruh. Ukaºte, ºe pro kaºdé x ∈ R existuje
jediné y ∈ R tak, ºe xyx = x a yxy = y.

�e²ení. Z de�nice regulárního okruhu víme, ºe existuje a ∈ R tak, ºe xax = x. Poloºme
y = axa. Potom z°ejm¥

xyx = x(axa)x = (xax)ax = xax = x,

yxy = (axa)x(axa) = a(xax)axa = axaxa = a(xax)a = axa = y

P°edpokládejme nyní, ºe pro z ∈ R platí xzx = x, zxz = z. Potom platí

z = zxz = z(xyx)z = zx(yxy)xz = y2zx3z = y2x(zxz)x = y2xzx = y2x = yxy = y

A tedy y je dáno jednozna£n¥. �

Pro komutativní von Neumann regulární okruhy tedy máme kanonický zp·sob, jak volit
slabou inverzi x.

D·leºitá je zejména následující v¥ta:

V¥ta 6.18. Okruh R je regulární, práv¥ kdyº libovolný R-modul je plochý.

Jednoduchým d·sledkem této v¥ty je následující tvrzení:

D·sledek 6.19. Kaºdý vektorový prostor nad t¥lesem je plochý.
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7. Krátké exaktní posloupnosti

Exaktní posloupnosti jsou velmi obecným aparátem. Jako takové je moºné zavést tento objekt
i pro jiné objekty neº jsou moduly, nap°.: obecné nekomutativní grupy, lieovy algebry. V
na²em kontextu bude exaktní posloupnost chápána výhradn¥ jako exatkní posloupnost modul·
(pokud nebude °e£eno jinak). Vzhledem k tomu, ºe n¥kolik p°ípad· bude zam¥°eno na grupy,
je dobré si hned ze za£átku uv¥domit, ºe libovolná komutativní grupa má zrejmou strukturu
Z-modulu.

De�nice 7.1 (Exaktní posloupnost). Exaktní posloupnost E je dána posloupností Modulu
{Mi |i ∈ Z} a posloupností homomor�sm· modul· {fi |i ∈ Z}, tak ºe

E : . . .
fi−2
//Mi−1

fi−1
//Mi

fi //Mi+1
fi+1

// . . . ,

kde pro kaºdé dva po sob¥ jdoucí homomor�smy fi, fi+1 platí

Im fi = Ker fi+1 .

Poznámka. • Zejména platí, ºe kaºdé sloºení dvou po sob¥ jdoucích zobrazení je nulové
zobrazení, tzn.:

fi+1 ◦ fi = 0

opak ov²em neplatí, vý²e uvedená podmínka znamená jen Im fi ⊆ Ker fi+1.

• V de�nici není explicitn¥ °e£eno, zda-li jsou dané moduly nenulové. Tedy zejména na první
pohled velá exaktní posloupnost muºe ve skute£nosti sestávat pouze z dvou nenulových
modul·

0 //M
f
// N // 0 .

Kde v²echny p°edchozí i následující moduly i zobrazení jsou nulové. V tomto p°ípad¥ je
net°eba explicitn¥ vypisovat.

Mezi exaktními posloupnostmi hraje velmi významnou roli speciální typ, takzvaná Krátká
exaktní posloupnost.

De�nice 7.2 (Krátká exaktní posloupnost). Je speciálním typem exaktní posloupnosti sestá-
vající se z 3 modul·

0 // A
f
// B

g
// C // 0 .

Tento, zdánliv¥ triviální objekt má velké mnoºství vyuºití jak, koneckonc· uvidíme v
p°íkladech.

Poznámka. Abychom získaly intuici pro nade�novaný pojem uvedeme si £ty°i typické situace,
které nám pomohou daný pojem lépe pochopit.
• V jistém smyslu triviální p°ípad krátké exaktní posloupnosti je následující posloupnost

M //M ⊕N // N

Tento typ nazýváme ²t¥pící se posloupnost. Obecn¥ charakterizujeme st¥pící se posloupnost
v níºe uvedeném lematu.
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• V kontextu roz²í°ení modul· se hodí následující interpretace

M // N // N/M ,

správná interpretace prost°edního modulu je jako roz²í°ení modulu M na modul N .

• V kontextu zobrazení jsou d·leºité dv¥ duální krátké exaktní posloupnosti

Ker f //M // Im f

coim f //M // coker f

• Poslední podstatný p°íklad je takzvaná prezentace modulu M . Ozna£me U(M) nosnou
mnoºinu moduluM a F (S) volný modul na mnoºin¥ generátor· S. Z univerzální vlastnosti

U(M) //

%%

FU(M)

��

N

máme zobrazení
FU(M)

p
//M

nýní s vyuºitím vety o isomor�smu, m·ºeme napsat FU(M)/Ker(p) ' M a tedy máme
krátkou exaktní posloupnost

Ker(p) // FU(M)
p
//M .

Modul FU(M) chápeme jako modul generátor· a Ker(p) jakoºto modul relací na gene-
rátorech. Je zajímavé zamyslet se nad iterací tohoto postupu. Pro Ker(p) jsme schopni
ud¥lat stejný trik. Tedy po libovolném po£tu krok· dostaneme posloupnost

FU(Ker(p2)) // FU(Ker(p1)) // FU(Ker(p)) // FU(M)
p
//M .

Tato posloupnost (takzvaná volná resolventa) je jedním z objekt· zkoumaných homologi-
cou teorii, zde se jím ale bohuºel nemáme místo zabývat.

Lemma 7.3. Posloupnost

A
f
// B

g
// C ,

se ²t¥pí v jednom z následujících p°ípadu, (tzn. pakliºe je spn¥no jedno z ekvivalentních tvrzení)
(i) Existuje zobrazení σ : C → B takové, ºe g ◦ σ je identita.

(ii) Existuje zobrazení τ : B → A takové, ºe τ ◦ f je identita.

(iii) Modul B je isomorfní direknímu sou£tu modul· A,C.

Poznámka. �ást tohoto lemma si dokáºeme ve cvi£eních.

P°íklad 7.4. Dv¥ neekvivalentní posloupnosti, problém roz²í°ení. Ukáºeme si, ºe dv¥ posloup-
nosti

A
f
// B1

g
// C A

f
// B2

g
// C .

Nemusejí být nutn¥ isomorfní.
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�e²ení. Zkonstrujeme velmi jednoduchý ale zárove¬ obecný p°íklad. Uvaºujme Z-modul Z/nZ.
Pro názornost vezm¥me n = 2. Nyní uvaºujme posloupnost

0 // Z/2Z // A // Z/2Z // 0 ,

otázka zní, jak lze zvolit A aby byla posloupnost exakntí. Z°ejm¥ se naskýta moºnost

0 // Z/2Z // Z/2Z⊕ Z/2Z // Z/2Z // 0 .

Zárove¬ máme i druhou moºnosti (dokonce i poslední coº nebudeme ukazovat) a to

0 // Z/2Z // Z/4Z // Z/2Z // 0 .

Tyto dv¥ volby prost°edního modulu jsou jist¥ neisomorfní protoºe zejména jakoºto abelovské
grupy mají prvky r·zných °ád·. �

P°íklad 7.5 (�Lepení posloupností�). V tomto p°íkladu ilustrujeme, ºe krátké exaktní po-
sloupnosti jsou v jistém smyslu základní stavební bloky v²ech exaktních posloupností. P°esn¥ji
to znamená, ºe z kaºdé dlouhé exaktní posloupnosti jsme schopni vytvo°it n¥kolik krátkých
exaktních posloupností, a naopakt jsme schopni lepit krátké posloupnosti do dlouhých.

�e²ení. Za£neme s jednodu²²ím sm¥rem, uvaºujme posloupnost

. . . // Ai−2
di−2
// Ai−1

di−1
// Ai

di // Ai+1
di+1
// Ai+2

// . . .

nyní, rozsekáme posloupnost následujícím zp·sobem, za�xujme si £len Ai a vezm¥me posloup-
nost

0 // Ker di−1
di−1

// Ai
di // Im di // 0 ,

ta je z°ejm¥ exaktní. Podobným zp·sobem dostaneme v²echny posloupnosti

...

0 // Ker di−2
di−2

// Ai
di−1
// Im di−1 // 0

0 // Ker di−1
di−1

// Ai
di // Im di // 0

...

.
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Nyní se podíváme na opa£ný sm¥r, m¥jme krátké exaktní posloupnosti

...

0 // Ai−1 // Ai // Ai+1
// 0

0 // Ai+1
// Ai+2

// Ai+3
// 0

...

.

nyní vytvo°íme posloupnost (zatím neexaktní)

Ai−1

!!

Ai+2

. . . Ai−1

;;

Ai

!!

Ai+1

;;

. . .

Ai−2

;;

Ai+1

;;

,

kde na diagonálách máme poloºeny na²e p·vodní posloupnosti.Nyní je pot°eba zade�novat
zobrazení di tak, ºe

Ai−1

!!

Ai+2

. . .
di+2

// Ai−1
di−1

//

;;

Ai
di //

!!

Ai+1
di+1

//

;;

. . .

Ai−2

;;

Ai+1

;;

,

horizontální posloupnost je exaktní. �

P°íklad 7.6. Je názorné ukázat si je²t¥ jeden obdobný p°íklad kdy p°edchozí situace nena-
stane. Uvaºujme podobný problém roz²í°ení

0 // Z/3Z // A // Z/2Z // 0 .

Zde nenastane situace jako v p°edchozím p°íklade protoºe 2, 3 jsou nesoud¥lné a Z/6Z '
Z/2Z⊕Z/3Z. Tedy pro tyto Z moduly existuje jedineé netriviální roz²í°ení. Tuto jedine£nost
zatím nebudeme dokazovat a podíváme se na ní v dal²ím p°íklad¥ v obecn¥j²í rovin¥.

Poznámka. Na tomto míst¥ je vhodné uv¥domit si d·leºitou v¥c. Jak jiº bylo uvedeno, kaºdá
komutativní grupa m·ºe být chápána jako Z modul. Toto ov²em neplatí pro grupy nekomuta-
tivní! Má smysl tedy hledat netriviální roz²í°ení pro p°edchozí p°ípad ve sv¥t¥ nekomutativních
grup, takové opravdu existuje jak nyní ukáºeme.
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Uvaºujme grupu symetrickou grupu na t°ech prvcích S3. Po£et prvk· je shodný ale roz-
hodn¥ není isomorfní Z/2Z⊕Z/3Z nap°íklad práv¥ z d·vodu nekomutatiovity. Nyní uvaºujme
alternující grupu A3 ta je podgrupou S3 a je isomorfní Z/3Z. Nyní známe v²e podstatné
abychom napsali roz²í°ení

0 // Z/3Z // S3 // Z/2Z // 0 .

Je²t¥ jednou podotkn¥me, ºe posloupnost je zde chápána jako posloupnost nekomutativních
grup nikoliv modul·.

P°íklad 7.7 (Grupy nesoud¥lných °ád·). V tomto p°íkladu uvedeme zobe£n¥ní p°edchozího
p°ípadu. Nech´ G,H jsou kone£né komutativní grupy nesoud¥lného °ádu, tedy (|G| - |H|).
Potom kaºdá exaktní posloupnost

0 // G // A // H // 0 ,

se ²t¥pí, tedy A ' G⊕H.

�e²ení. Ozna£me si °ády grup g := |G|h := |H|. Vzheldem k nesoud¥lnosti víme, z bezoutovy
nerovnosti, ºe existují celá £isla, tak ºe ag + bh = 1. �

P°íklad 7.8 (Determinant). V tomto p°íkladu si ukáºeme jednu mén¥ triviální exaktní po-
sloupnost nekomutativních grup.

1 // SLn(R) // GLn(R) // R // 1

�e²ení. Sta£í uhádnout co jsou dané zobrazení, potom je p°íklad p°ímo£arý. Z grupy GLn(R)
mám známý grupový homomor�smus do grupy R a tedy i homomor�smus Z-modul·. Tímto
zobrazením je determinant. Nyní si p°ipomeneme de�nici grupy

SLn(R) = {A ∈ GLn(R) | det(A) = 1}

Nyní si sta£í uv¥domit, ºe lze grupu SLn(R) chápat jako jádro determinantu, tzn.

Ker(det) = SLn(R)

Odtur jiº plnyne ná² p°íklad jakoºto speciální p°ípad posloupnosti

Ker f // A
f
// B . �

P°íklad 7.9 (A�nní grupa). V podobném duchu k p°edchozímu p°íkladu si ukáºeme takzvané
a�nní roz²í°ení obecné lineární grupy. Tento p°íklad je moºná £tená°i znám jako polop°ímí
sou£in dvou grup. Je t°eba mít na pam¥ti, ºe v tomto p°íkladu se zabýváme nekomutativnímy
grupamy (tedy né okruhy) ale pro £tená°e obeznámeného s základní teorii grup by nem¥l být
problém p°íklad pochopit. Uvaºujme následující posloupnost

0 // Rn // Affn(R) // GLn(R) // 1
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�e²ení. Pokusíme se vysv¥tlit konstrukci a�nní grupy. Uv¥domme si, ºe grupa GLn(R) má
standardní reprezentaci na prostoru R. To z prostoru R d¥lá levý GLn(R)-modul. Necháme
na £tená°i porovnal axiomy akce (skrze reprezentaci) s axiomy modulu. Navíc m·ºeme na
GLn(R) nahlíºet jako na okruh a tedy zejména jako na modul nad sebou samým.

Nyní máme v²e pot°ebné abychom stvo°ili a�nní grupu. Mnoºinov¥ poloºme Affn(R) =
GLn(R)× Rn. Nyní de�nujme operaci pomocí zmín¥né reprezentace jako

(A, b)(C, d) = (AC,Ad+ b) .

V tomto p°ípad¥ zna£íme grupu jako Affn(R) = GLn(R) nRn. �

P°íklad 7.10. V tomto p°íkladu si charakterizujeme n¥které známé vlastnosti zobrazeni po-
mocí exaktní posloupnosti.
1. Zobrazení f je surjektivní práv¥ tehdy kdyº je posloupnost

M
f
// N // 0 ,

exaktní.

2. Zobrazení f je injektivní práv¥ tehdy kdyº je posloupnost

0 //M
f
// N ,

exaktní.

�e²ení. Tento p°íklad je p°ímou aplikací de�nice, uvedeme proto °e²ení pouze první £ásti a
druhou necháme na £tená°i. Zobrazení vedoucí z N do nulového modulu nem·ºe být nic jiného
neº nulové zobrazení. Zejména tedy víme, ºe jeho jádro je celý modul N . Z exaktnosti plyne,
ºe obraz zobrazení f je roven modulu N .

Opa£ným sm¥rem, ze surjektivity víme, ºe obraz je celý modul N dále z°ejmé. �

P°íklad 7.11. Nyní charakterizujeme projektivní injektivní a ploché moduly v °e£í exaktních
posloupností. M¥jme obecnou krátkou exaktní posloupnost

0 // A // B // C // 0 ,

víme, ºe aplikací Hom(_, X), Hom(X,_) £i _ ⊗ X nemusíme dostat exaktní posloupnosti.
Nicmén¥, platí následujíci charakterizace

(i) Modul P je projektivní práv¥ tehdy kdyº aplikací Hom(P,_) obdrºíme op¥t exaktní
posloupnost.

(ii) Modul I je injektivní práv¥ tehdy kdyº aplikací Hom(_, I) obdrºíme op¥t exaktní
posloupnost.

(iii) Modul F je plochý práv¥ tehdy kdyº aplikací _⊗F obdrºíme op¥t exaktní posloupnost.

�e²ení. Ukáºeme pouze první a t°etí charakterizaci druhou ponecháme jako lehké cvi£ení
(duální k první). M¥jme nejprve libovolnou exaktní posloupnost modul·

0 // A
f
// B

g
// C // 0 .
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Aplikací Hom(P,_) obdrºíme novou posloupnost (né nutn¥ exaktní).

0 // Hom(P,A)
f∗ // Hom(P,B)

g∗ // Hom(P,C) // 0 .

Je dobré si p°epsat posloupnosti jako

P

��   ��

0 // A // B // C // 0

Je jasné, ºe zobrazení indukovaná zobrazení f∗, g∗ p·sobí jako prekompozice. Z tohoto plyne,
ºe g∗ ◦ f∗. Je tedy pot°eba ov¥°it jen opa£ný sm¥r inkluzí p°íslu²ných jader k obraz·m. �

P°íklad 7.12. Tento p°íklad ilustruje propojení projektivních a injektivních modul·. Je dán
okruh R dokaºme ekvivalencí následujících v¥t.
1. Kaºdý modul nad daným okruhem R je projektivní.

2. Kaºdý modul nad daným okruhem R je injektivní.

�e²ení. Dokáºeme nejd°íve (i) ⇒ (ii), m¥jme obecnou exaktní posloupnost (projektivních)
modul·

A
f
// B

g
// C ,

aplikací de�nice projektivního modulu C a exaktnosti v posledním £lenu

C

id
��

B
g
// C

g
// 0

dostáváme zvednutí identity
C

σ

~~
id
��

B g
// C g

// 0

coº nám dává ²t¥pení exaktní posloupnosti

A
f
// A⊕ C g

// C .

Z toho vidíme, ºe A je injektivní modul. D·kaz opa£ným sm¥rem je duální akorát dostaneme
²t¥pení v prvním £lenu. Tedy kaºdá exaktní posloupnost se ²t¥pí a tedy je poslední modul
projektivní. �

P°íklad 7.13. V tomto p°íklad¥ si ukáºeme zajímavou posloupnost se vztahem k algebraicke
geometrii. Nech´ je dáno C a zárove¬ okruh polynom· nad tímto polem, tzn.:

C[x] =

{
f : C→ C

∣∣∣∣∣f(x) =

n∑
i=0

aix
i

}
.

Nyní de�nujme funkci ev0 : C[x]→ C jako ev0(f) = f(0) = a0. Exaktní posloupnost je

0 // C[x] // C[x] // C // 0 ,

druhé zobrazení je zmín¥ná evaluace a zobrazení mezi C[x]→ C[x] je dáno X : f(x) 7→ xf(x).
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�e²ení. Nezbývá moc práce, je totiº tém¥° jasné, ºe evaluace libovolného polynomu xf(x) je
nula. Naopak, kaºdý polynom který má f(0) = 0 nem·ºe mít absolutní £len, a proto lze najít
vzor vyd¥lením x. �

P°íklad 7.14 (Homomor�smus krátkých exaktních posloupností). Uvaºujme následující dv¥
posloupnosti

0 // Z // Z // Z/nZ // 0 ,

0 // Z/kZ // Z/mZ // Z/nZ // 0 ,

takové, ºe m = kn. Zobrazení jsou vºdy násobení n a kanonick8 projekce. Nyní vytvo°íme
následující diagram

0 // Z

��

// Z

��

// Z/nZ

��

// 0

0 // Z/kZ // Z/mZ // Z/nZ // 0

P°esv¥d£te se o komutativit¥ diagramu

�e²ení. Pro jednoduchost vezm¥me konkrétní diagram

0 // Z

��

// Z

��

// Z/2Z

��

// 0

0 // Z/3Z // Z/6Z // Z/2Z // 0

kommutativita druhého £tverce je z°ejmá

Z

�� $$

Z/6Z // Z/2Z

jedná se jen o po sob¥ sloºenou projekci. První £tverec má v °ádcích "stejná"zobrazení. Vzhle-
dem k de�nici násobení v t°ídách ekvivalence se nám £tverec musí komutovat. �

P°íklad 7.15 (Fibrovaný sou£in). Tato uºite£ná konstrukce je zobecn¥ním p°ímého sou£inu
modul·. Nech´ jsou dány dv¥ zobrazení modul·

f : A→ C g : B → C ,

a uvaºujme následující diagram
B

g

��

A
f
// C

Zkonstruujte modul X tak, aby následující diagram komutoval

X //

��

B

g

��

A
f
// C
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�e²ení. Nejd°íve si uv¥dome, ºe m·ºeme zkonstruovat modul A ⊕ B a jeho projekcemi "na-
pojit"na ná² diagram.

A⊕B //

��

B

g

��

A
f
// C

tento diagram ov²em nekomutuje! Uvaºujme, ºe existuje modul X ze zadání tedy máme

X

��

))
A⊕B //

��

B

g

��

A
f
// C

z universality produktu (so£tu) modul· se musí faktorovat zobrazení z X p°es A⊕B tedy

X

##

��

))
A⊕B //

��

B

g

��

A
f
// C

tato skute£nost nám m·ºe napov¥d¥t hledat X jako podmodul sou£tu potom podmínka ko-
mutace nám °íká, ºe pro libovolné (a, b) ∈ A⊕B musíme mít

(a, b) //

��

b

g

��

a
f
// f(a) = g(b)

to je na²e podmínka, tedy modul X je dán jako

X = {(a, b) ∈ A⊕B|f(a) = g(b)}. �
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8. Injektivní moduly, injektivní obal modul·

8.1. Injektivní moduly

De�nice 8.1 (Injektivní modul). Modul E nad okruhem R je injektivní, jestliºe pro libovolný
monomor�zmus m : M → N a pro libovolný mor�zmus f : M → E existuje mor�zmus
g : N → E takový, ºe g ◦m = f neboli:

M //
m //

f
  

N

g
~~

E

V¥ta 8.2. Platí:
(i) Sou£in injektivních modul· je injektivní.

(ii) P°ímý s£ítanec injektivního modulu je injektivní.

(iii) Injektivní Z-moduly jsou práv¥ divizibilní komutativní grupy.

(iv) Vektorové prostory jsou injektivní moduly.

P°íklad 8.3. Ukaºte, jak z p°edchozí teorie plyne (ne)injektivita následujících modul·:
1. Z-modul Q
2. Z-modul R
3. Q-modul R
4. Z-modul Q/Z
5. Z-modul Z
6. Z-modul Zn

�e²ení.
1. Ano. Q je divizibilní grupa.

2. Ano. R je divizibilní grupa.

3. Ano. R je vektorový prostor nad Q.
4. Ano. Q/Z je divizibilní grupa.

5. Ne. Z není divizibilní grupa.

6. Ne. Zn není divizibilní grupa.
�

V¥ta 8.4. (Baerovo kritérium) M¥jme R-modul E. Potom E je injektivní práv¥ tehdy,
kdyº pro libovolný levý ideál I okruhu R a libovolný mor�zmus f : I → E existuje mor�zmus
g : R→ E, jehoº zúºení na I je f neboli:

I //
ι //

f
��

R

g
��

E
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P°íklad 8.5. Pomocí Baerova kritéria dokaºte, ºe Z není injektivní Z-modul.

�e²ení. Pro Z-modul Z m¥jme inkluzi libovolného ideálu ι : nZ → Z pro libovolné n > 1.
M¥jme mor�zmus f : nZ → Z ur£ený p°edpisem f(nk) = k a p°edpokládejme, ºe existuje
mor�zmus g : Z→ Z takový, ºe následující trojúhelník komutuje:

nZ // ι //

f
  

Z

g

��

Z

Potom platí:
ng(1) = g(n) = f(n) = 1

coº není moºné pro ºádné n > 1. �

P°íklad 8.6. Pomocí Baerova kritéria dokaºte, ºe Zn není injektivní Z-modul pro ºádné
n > 1.

�e²ení. M¥jme inkluzi ideálu ι : nZ → Z a mor�zmus f : nZ → Zn s p°edpisem f(nk) =
[k]n. Podle Baerova kritéria existuje mor�zmus g : Z → Zn takový, ºe následující trojúhelník
komutuje:

nZ // ι //

f
!!

Z

g
~~

Zn

Potom ale:
0 = ng(1) = g(n) = f(n) = 1

coº je spor. �

P°íklad 8.7. Pomocí Baerova kritéria dokaºte, ºe Zn je injektivní Zn-modul pro kaºdé n ∈ N.

�e²ení. Pouºijeme Baerovo kritérium. Libovolný ideál Zn je tvaru dZn = {kd | k ∈ Z} pro
n¥jaký d¥litel d £ísla n. Kaºdé Zn-lineární zobrazení libovolného z t¥chto ideál· do Zn je
bu¤ nulové zobrazení nebo inkluze podmodulu. V obou p°ípadech jsme schopni doplnit na
komutativní trojúhelník:

dZn //
ι //

0
!!

Zn

0
~~

Zn

dZn //
ι //

ι
!!

Zn

1
~~

Zn

�

P°íklad 8.8. Dokaºte, ºe pro kaºdý obor integrity R je jeho t¥leso zlomk· Q(R) injektivní
R-modul.
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�e²ení. M¥jme libovolný mor�zmus f : I → Q(R), kde I je ideál okruhu R. Pokud I = 0, je
tvrzení triviální. Nech´ x ∈ I \ {0}, de�nujeme zobrazení g : R→ Q(R) p°edpisem:

g(r) = r
f(x)

x

Toto zobrazení je z°ejm¥ R-lineární a pro kaºdé r ∈ I platí:

g(ι(r)) = g(r) = r
f(x)

x
=
f(rx)

x
=
f(xr)

x
= x

f(r)

x
= f(r)

Modul Q(R) je tedy injektivní. �

V¥ta 8.9. Modul E je injektivní práv¥ tehdy, kdyº Hom(−, E) zobrazuje monomor�zmy na
epimor�zmy.

P°íklad 8.10. Dokaºte, ºe E je injektivní modul práv¥ tehdy, kdyº Hom(−, E) je exaktní
funktor.

�e²ení.
⇒: Nech´ E je injektivní modul a m¥jme krátkou exaktní posloupnost:

0 //M //
m // N

e // // K // 0

Chceme ukázat, ºe i následující posloupnost je exaktní:

0 Hom(M,E)oo Hom(N,E)
Hom(m,E)
oo Hom(K,E)

Hom(e,E)
oo 0oo

Funktor Hom(−, E) zobrazuje vºdy epimor�zmy na monomor�zmy. Pro libovolné f, g : K → E
m·ºeme vyuºít de�nice epimor�zmu a psát:

Hom(e, E)(f) = Hom(e, E)(g)⇒ f ◦ e = g ◦ e⇒ f = g

Zobrazení Hom(e, E) je injektivní, tedy monomor�zmus. Dále protoºe je E injektivní, zobra-
zuje monomor�zmy na epimor�zmy. Zbývá dokázat:

ker Hom(m,E) = Im Hom(e, E)

Inkluze ⊇ plyne z e ◦m = 0 a:

[Hom(m,E) ◦Hom(e, E)] (f) = f ◦ e ◦m = 0

Pro opa£nou inkluzi nech´ f ∈ ker Hom(m,E), tj:

f ◦m = Hom(m,E)(f) = 0

Potom z univerzální vlastnosti kojádra e : N → E plyne existence g : K → E takového, ºe
následující diagram komutuje:

M
m // N

e //

f
  

K

g

��

E
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To znamená:
f = g ◦ e = Hom(e, E)(g)

£ili f ∈ Im Hom(e, E).

⇐: Nech´ je Hom(−, E) exaktní. Libovolný monomor�zmus m : M → N nám zadává krátkou
exaktní posloupnost:

0 //M //
m // N

p
// // N/M // 0

Tu nám funktor Hom(−, E) podle p°edpokladu zobrazí na krátkou exaktní posloupnost, ve
které bude Hom(m,E) epimor�zmus. Tento funktor tedy zobrazuje monomor�zmy na epimor-
�zmy, proto E musí být injektivní. �

P°íklad 8.11. Dokaºte, ºe sou£et injektivních modul· nad noetherovským okruhem je injek-
tivní modul.

�e²ení. M¥jme systémMi, i ∈ I, injektivních R-modul· a nech´ R je noetherovský. Ozna£me
M =

⊕
i∈IMi. M¥jme libovolný ideál I okruhu R a libovolné R-lineární zobrazení f : I →M .

Protoºe R je noetherovský, je ideál I kone£n¥ generovaný a obraz f m·ºeme zúºit na MJ =⊕
j∈JMj pro n¥jakou kone£nou podmnoºinu J ⊆ I. Tento kone£ný sou£et splývá se sou£inem

a jakoºto sou£in injektivních modul· je injektivní. Proto existuje g : R → MJ komutující
g ◦ ι = f . Zobrazení g m·ºeme zp¥t roz²í°it na zobrazení typu R→M a M je injektivní. �

De�nice 8.12. Nech´ R je obor integrity. �ekneme, ºe R-modul M je divizibilní, jestliºe pro
kaºdé r ∈ R \ {0} a x ∈ M existuje y ∈ M spl¬ující ry = x, tj. jestliºe rM = M pro kaºdé
r ∈ R \ {0}.

P°íklad 8.13. Dokaºte, ºe kaºdý injektivní modul M nad oborem integrity R je divizibilní.

�e²ení. M¥jme r ∈ R libovolné. Z°ejm¥ platí, ºe rM ⊆ M . Pro opa£nou inkluzi m¥jme
x ∈M libovolné. Uvaºme rR jako ideál oboru R. Zvolme mor�zmus `x : Rr →M s p°edpisem
`x(sr) = sx. Díky injektivit¥M se tento mor�zmus roz²í°í podél inkluze Rr ↪→ R na mor�zmus
h : R→M . P°itom platí:

rh(1) = h(r) = `x(r) = x

Na²li jsme tedy hledané y = h(1) a M je divizibilní. �

P°íklad 8.14. Dokaºte, ºe kaºdý divizibilní modul M nad oborem hlavních ideál· R je in-
jektivní.

�e²ení. Vyuºijeme Baerovo kritérium. M¥jme libovolný ideál I okruhu R a mor�zmus f : I →
M . Podle p°edpokladu I = (r) pro n¥jaké r ∈ R. V tom p°ípad¥ je zobrazení f jednozna£n¥
ur£eno obrazem f(r) = x. Protoºe je modul M divizibilní, existuje y ∈ M spl¬ujíci ry = x.
Zadejme zobrazení g : R→M p°edpisem g(a) = ay. Potom pro kaºdé sr ∈ I platí:

(g ◦ ι)(sr) = sry = sx = sf(r) = f(sr)

Modul M je tedy injektivní. �

P°íklad 8.15. Dokaºte, ºe kaºdý divizibilní modul M bez torze nad oborem integrity R je
injektivní.
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�e²ení. Pro spln¥ní Baerova kritéria nech´ I je libovolný ideál R a f : I → M libovolný
mor�zmus. Pro libovolné r ∈ I z divizibility plyne existence prvku x ∈M spl¬ujícího f(r) =
rx. Pokud je s ∈ I dal²í prvek, pak platí:

rf(s) = f(rs) = f(sr) = sf(r) = srx = rsx

Protoºe M je bez torze, plyne z toho f(s) = sx. V tom p°ípad¥ máme automaticky roz²í°ení
g mor�zmu f s p°edpisem g(r) = rx pro r ∈ R. Modul M je tedy injektivní. �

8.2. Injektivní obal a podstatná roz²í°ení

De�nice 8.16 (Podstatné roz²í°ení). Podmodul N modulu M nazýváme podstatný (zapisu-
jeme N ⊆e M), jestliºe pro libovolný podmodul K modulu M , platí implikace:

K ∩N = 0⇒ K = 0

Modul M nazýváme podstatné roz²í°ení modulu N .

P°íklad 8.17. Dokaºte p°ímo z de�nice, zda je N podstatný podmodul M pro:
1. M = Z a N = nZ pro n ≥ 2

2. M = Q a N = Z
3. M = R a N = Z
4. M = R a N = Q
5. M = C a N = R

�e²ení.
1. Ano. Libovolný netriviální podmodul Z je tvaru kZ pro k ∈ N a vºdy platí d ∈ kZ ∩ nZ,

kde d je nejv¥t²í spole£ný násobek £ísel n a k.

2. Ano. Libovolný netriviální podmodul Q musí obsahovat nenulové a
b . Potom ale musí ob-

sahovat i bab = a ∈ Z.
3. Ne. Pro libovolné transcendentní £íslo x ∈ R platí 〈x〉 ∩ Z = 0.

4. Ne. Podobn¥ jako p°edchozí bod dokonce 〈x〉 ∩Q = 0.

5. Ne. Nap°íklad iR ∩ R = 0. �

P°íklad 8.18. Pro modul M a jeho podmoduly N a K dokaºte:
1. K ⊆e N ∧N ⊆e M ⇒ K ⊆e M
2. N ∩K ⊆e M ⇔ N ⊆e M ∧K ⊆e M

�e²ení.
1. Nech´ L je libovolný podmodul M . Argumentujme:

K ∩ L = 0⇒ K ∩ (N ∩ L) = 0⇒ N ∩ L = 0⇒ L = 0

2. Nech´ znova je L libovolný podmodul M . Pro sm¥r ⇐:

(N ∩K) ∩ L = N ∩ (K ∩ L) = 0⇒ K ∩ L = 0⇒ L = 0

Pro sm¥r ⇒:
N ∩ L = 0⇒ N ∩K ∩ L = 0⇒ L = 0

K ∩ L = 0⇒ N ∩K ∩ L = 0⇒ L = 0 �
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De�nice 8.19. Injektivní obal R-modulu M je takový injektivní modul ER(M), ºe existuje
monomor�zmus M → ER(M) a pro kaºdý injektivní modul, který obsahuje podmodul izo-
morfní M , obsahuje také podmodul izomorfní ER(M).

V¥ta 8.20. M¥jme modul M a jeho nadmodul E. Potom následující podmínky jsou ekviva-
lentní:

(i) E je injektivní obal modulu M .

(ii) E je injektivní modul a je podstatným roz²í°ením modulu M .

(iii) E je maximální podstatné roz²í°ení modulu M .

P°íklad 8.21. Dokaºte, ºe pro libovolný modul M a jeho podmodul N platí:

N ⊆e M ⇒ E(N) = E(M)

�e²ení. Podle v¥ty 8.20 je M ⊆e E(M). Podle p°íkladu 8.18 zase:

N ⊆e M ⊆e E(M)⇒ N ⊆e E(M)

Op¥t vyuºitím v¥ty 8.20 je E(N) = E(M). �

P°íklad 8.22. Pro kaºdý obor integrity R platí ER(R) ∼= Q(R), kde Q(R) je t¥leso zlomk·
oboru R.

�e²ení. Víme, ºe Q(R) je injektivní R-modul. Sta£í ukázat, ºe R je podstatný podmodul
Q(R). To v²ak jde okamºit¥ vid¥t, nebo´ libovolný podmodul N modulu Q(R) obsahující
nenulový zlomek r

s , musí obsahovat také s rs = r ∈ R. �

P°íklad 8.23. Pro k ∈ N a prvo£íslo p uvaºme Zpk jakoºto Z-modul. Ur£ete EZ(Zpk).

�e²ení. Ukáºeme:
EZ(Zpk) ∼= Zp∞ = Z[1/pn | n ∈ N]/Z

p°i£emº grupu Zpk ztotoºníme s podgrupou {n/pk | 0 ≤ n < pk}. Grupa Zp∞ je z°ejm¥
divizibilní, £ili injektivní Z-modul. Sta£í ukázat, ºe Zpk je její podstatný podmodul. To je
ale také snadné, nebo´ Zpk obsahuje 1/p nehled¥ na k, stejn¥ jako kaºdá jiná netriviální
podgrupa. �

P°íklad 8.24. Nech´ K je t¥leso a uvaºme na K strukturu K[x]-modulu zadaného k · u = ku
pro k ∈ K a x ·u = 0, nebo také jinak p(x) ·u = qu, kde q je absolutní £len polynomu p ∈ K[x].
Zkonstruujte injektvní obal K[x]-modulu K.

�e²ení. Ukáºeme:
EK[x](K) ∼= K[x−1] = {k/xn | n ∈ N, k ∈ K}

Na modulu K[x−1] máme zavedenu strukturu K[x]-modulu p°edpisy:

k · (a0 + a1x
−1 + . . .+ anx

−n) = ka0 + ka1x
−1 + . . .+ kanx

−n

x · (a0 + a1x
−1 + . . .+ anx

−n) = a1 + a2x
−1 + . . .+ anx

−n+1

kde k ∈ K. Modul K[x−1] obsahuje p°irozen¥ podmodul K a ten je z°ejm¥ jeho podstatný
podmodul. Nyní ukáºeme, ºe K[x−1] je také injektivní. Pro vyuºití Baerova kritéria nech´
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J ⊆ K[x] je libovolný ideál a f : J → K[x−1] je mor�zmus K[x]-modul·. Pokud J = 0, pak
není co dokazovat. Naopak nech´ q(x) ∈ J je nekonstantní polynom. Platí q(x)q(x−1) = a2,
kde a 6= 0 je vedoucí koe�cient polynomu q. Zadejme g : K[x]→ K[x−1] p°edpisem:

g(p(x)) = p(x)f(q(x))q(x−1)a−2

Potom pro kaºdé p(x) ∈ J platí:

g(p(x)) = p(x)f(q(x))q(x−1)a−2 = f(p(x)q(x))q(x−1)a−2

= f(p(x))q(x)q(x−1)a−2 = f(p(x))a2a−2 = f(p(x))

a d·kaz je hotov. �
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9. Jednoduché a Polojednoduché moduly

Polojednoduché moduly jsou speciálním typem modul·. Tato skupina má velké vyuºití v teorii
reprezentací. Zásadní v¥tou celé teorie polojdnoduchých modul· je Wedderburnova v¥ta, která
nám dává úplnou charakterizaci pomocí takzvaných jednoduchých modul·, které je t°eba
chápat jako základní stavební bloky teorie. Jednoduché moduly jsou zna£n¥ omezené svoji
strukturou, toto nám °íká jednoduché ale p°itom silné Shurovo Lemma.

De�nice 9.1 (Jednoduchý modul). Jednoduchý modulM nemá ºádný netriviální podmodul.

Poznámka. Tato skute£nost jde téº vystihnout tak, ºe v libovolné následující posloupnosti

0 // I
f
//M ,

je zobrazení f vºdy identicky nulové, tedy neexistuji netriviální injekce do tohoto modulu.
Díky této de�nici m·ºeme °íct co je jednoduchý okruh

De�nice 9.2 (Jednoduchý okruh). Okruh R nazveme jednoduchý, pakliºe je jednoduchý ja-
koºto modul nad sebou samým.

Poznámka. Jinak °e£eno okruh R nemá ºádné netriviální ideály.

De�nice 9.3 (Polojednoduchý modul). Polojednoduchý modulM je sou£tem kone£n¥ mnoha
jednoduchých modul·.

V¥ta 9.4. Nech´ M je polojednoduchý modul, pak následující podmínky jsou ekvivalentní
(i) M je Noetherovský

(ii) M je Artinovský

(iii) M je p°ímý sou£in kone£n¥ mnoha jednoduchých modul·

(iv) M je kone£n¥ generovaný

Poznámka. V²imn¥me si zejména posledního bodu, kde máme obsaºenu jistou kone£n¥roz-
m¥rnost modulu.

Lemma 9.5 (Shur). Nech´ je M jednoduchý modul, potom platí, ºe kaºdý endomor�smus je
nutn¥ izomor�smem.

Poznámka. My se nemusíme trápit charakteristikou t¥lesa, protoºe v na²ich p°íkladech bude
pouºito výhradn¥ t¥leso C.

De�nice 9.6 (Reprezentace). Reprezentace grupy G je grupový homomor�smus

G→ End(V )

De�nice 9.7 (Grupová algebra). Grupová algebra je krásným a konkrétním p°íkladem, kde se
p°irozen¥ objeví teorie polojednoduchých modul·. Nech´ je dána kone£ná grupa G a okruh R.
Uvaºujme prostor R[G] =

⊕
g∈G agg formálních kombinací prvk· z G a koe�cienty z okruhu.

Z konstrukce je jasné, ºe je prostor R modulem. Navíc máme strukturu okruhu, kde náso-
bení je dáno následovn¥∑

g∈G
agg

∑
h∈G

ahh =
∑
g∈G

∑
h∈G

agah(gh) =
∑
g∈G

∑
kg−1∈G

agakg−1k
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Uvedeme si je²t¥ jednu v¥tu popisující strukturu grupové algebry

V¥ta 9.8 (Mashke). Nech´ G je kone£ná grupa a F t¥leso takové, ºe jeho charakteristika ned¥lí
°ád grupy, potom platí, ºe FG je polojednoduchý.

P°íklad 9.9 (Jednoduchý modul). V tomto p°íkladu si ukáºeme, ºe jednoduchý modul má
velmi jednoduchou strukturu. Platí totiº, ºe libovolný jednoduchý R-modul

M ' 〈m〉R ' R/Ann(m) ,

tedy je generován n¥jakým svým prvkem, anebo je izomorfní faktoru okruhu dle anihilátoru
daného prvku.

�e²ení. Za£neme prvním isomor�smem. Vezm¥me prvek libovolný prvek m ∈ M . Zkonstru-
ujme podmodul generovaný tímto prvkem tedy

〈m〉R = Rm

Z°ejm¥ je tento modul podmodulem M , ale z jednoduchosti dostáváme, ºe poté jiº musí
být celým modulem. Druhou £ást izomor�smu dostaneme jako jednoduchý d·sledek v¥ty o
izomor�smu. Uvaºujme homomor�smus modul·

R
f
// 〈m〉R r 7→ rm ,

toto je jist¥ homomor�smus a to dokonce surjektivní. Z v¥ty o izomor�smu víme, ºeR/Ker(f) '
〈m〉R. Nyní se sta£í p°esv¥d£it o tom, ºe Ker(f) = Ann(m). To je ale jasné z de�nice
Ker(f) = {r ∈ R|rm = 0} = Ann(m). �

P°íklad 9.10 (Maticová algebra). D·leºitým p°íkladem polojednoduchých modul· jsou mo-
duly nad maticovým okruhem. De�nujme obecný maticový okruh nad okruhem s d¥lením
D.

Matn(D) =



d11 d12 . . . d1n
d21 d22 . . . d22
...

...
. . .

...
dn1 dn2 . . . dnn


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ d

i
j ∈ D

 .(9.11)

Je z°ejmé, ºe takto zobecn¥né matice na obecný okruh s d¥lením jsou téº okruhem.
1. Podíváme se, jak vypadají levé, pravé a oboustranné ideály na²eho maticového okruhu.

2. Ov¥°íme, ºe Dn jakoºto Matn(D) modul je jednoduchý.

3. Ov¥°íme, ºe Dn ⊕Dn ⊕ . . .⊕Dn jakoºto Matn(D) modul je polojednoduchý.

�e²ení. Za£neme prvním bodem. Zásadním faktem je uv¥domit si, jak funguje maticové ná-
sobení. Uvaºujme matici A p·sobící na B zleva. Tento sou£in z°ejm¥ nemíchá sloupce matice
B. Tedy zejména matice tvaru

B =


0 . . . 0 a1 0 . . . 0
0 . . . 0 a2 0 . . . 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 . . . 0 an 0 . . . 0

 ,
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z·stane po násobení libovolnou maticí zleva ve stejném tvaru. Duáln¥ bude vypadat situace s
pravým násobením a maticí tvaru

B =



0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0
a1 a2 . . . an
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0


Odsud m·ºeme usoudit, ºe ideály bodu p°esn¥ dané �°ádkové� a �sloupcové� matice. Je snadné
v²imnout si, ºe tato volba ideálu je minimální (£tená° jist¥ najde vhodnou matici, kterou z
libovolného sloupce dostane libovolný jiný). Jinými slovy neexistuje ºádný ideál sloupe£ku. �

P°íklad 9.12 (Okruh s d¥lením). Okruh s d¥lením je p°ímým zobecn¥ním t¥lesa, n¥kte°í
auto°i dokonce nazývají okruh s d¥lením nekomutativním t¥lesem. Cht¥li bychom ukázat, ºe
End(M) pro okruh s d¥lením D.

�e²ení. Tento p°íklad je jednoduchým d·sledkem Frobeniovy v¥ty. Nech´ M je jednoduchý
modul �

Poznámka. Existuje úplná charakterizace kone£ných okruh· s d¥lením nad jakoºto R algeber.
V¥ta (Frobeniova) tvrdí ºe aº na isomor�smus existují pouze R,C a kvaterniony H.

P°íklad 9.13 (Grupová algebra dihedrální grupy). Uvaºujme dihedrální grupu na p¥ti prvcích
D5. Prezentace této grupy je dána následovn¥

〈r, s|r4 = 1, s2 = 1, s−1rs = r−1〉

Pro názornost uvedeme konkrétní maticovou reprezentaci

1 =

(
1 0
0 1

)
r =

(
0 −1
1 0

)
s =

(
1 0
0 −1

)
necháme na £tená°i, aby ov¥°il p°íslu²né relace pro dané generátory.

�e²ení. Nyní ukáºeme konkrétní realizaci grupové algebry a najdeme její podmodul, tedy
ukáºeme, ºe je grupová algebra polojednoduchá. �

P°íklad 9.14 (Modul nad PID). Zúºením na speciální typ okruh· (PID) se teorie modul·
velmi zjednodu²uje. V tomto p°íkladu nastíníme charakterizaci obecného modulu nad PID.
�tená° obeznámený s teorii klasi�kací abelovských kone£ných grup jist¥ uvidí analogii.

P°íklad 9.15 (Jednoduché moduly nad Z). Ukáºeme, ºe v²echny jednoduché Z-moduly jsou
izomorfní s Z/nZ pro n provo£íslo.

�e²ení. Za£n¥me pozorováním, ºe samotné Z jako modul nad sebou samým není jednodu-
chý. To je z°ejmé, protoºe zejména známe jak vypadají v²echny jeho ideály. Nyní vyuºijeme
charakterizace z prvního cvi£ení, ºe kaºdý jednoduchý modul nad Z je tvaru

M ' Z/Ann(m) ,

anihilátor prvku m je ideálem a z vlastnosti PID musí být nZ. Ale zárove¬ víme, ºe kdyby n
nebylo prvo£íslo, tak by výsledný modul ²el napsat ve tvaru Z/nZ ' Z/kZ⊕ Z/lZ. �
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P°íklad 9.16 (Jednoduché moduly nad F[x]). Tento p°íklad je podobný p°edchozímu a bu-
deme se zde snaºit ukázat, ºe kaºdý jednoduchý F[x]- modul je izomorfní F[x]/I kde I je
prvoideál.

�e²ení. Budeme postupovat obdobn¥ jako v p°edchozím cvi£ení. Vyuºitím prvního cvi£ení
máme

M ' F[x]/Ann(m) ,

Jediné, co je pot°eba ov¥°it je, ºe Ann(m) je prvoideál. Víme, ºe F[x] je PID okruh tedy
Ann(m) jakoºto ideál musí mít jeden generátor p. Tvrdíme, ºe polynom pmusí být ireducibilní.
Musíme rozebrat dva p°ípady
1. Kdyº je p = qr kde jsou oba faktory nesoud¥lné.

2. Kdyº je p = qn

Z PID plyne, ºe p má jednozna£ný rozklad p = αqn1
1 . . . qnkk . �e£eno jazykem ideál·, dostáváme

〈p〉 = 〈qn1
1 〉 ∩ . . . ∩ 〈q

nk
k 〉 ,

z £ínské v¥ty o zbytcích víme, ºe

F[x]/〈p〉 ' F[x]/〈qn1
1 〉 ⊕ . . .⊕ F[x]/〈qnkk 〉 .

To je ve sporu s ireducibilitou. Tedy jediné, co se m·ºe stát, je moºnost 〈p〉 = 〈qn〉 to by ale
modul téº nebyl jednoduchý. �

Poznámka. Je d·leºitým poºadavkem, ºe F je t¥leso. Kdyby tak nebylo, pak okruh nebude
PID. Uvaºujte nap°íklad Z[x] a jeho ideál 〈3, x〉.

P°íklad 9.17. Ukáºeme si krásný geometrický p°íklad neasociativního okruhu, který £te-
ná° jist¥ zná jiº od st°ední ²koly. Uvaºujme vektorový prostor R3 spole£n¥ s vektorovým
násobením. Z analytické geometrie víme, ºe dohromady se sou£tem jist¥ tvo°í okruh, ov²em
neasociativní! Dokáºeme, ºe tento okruh je sám nad sebou jednoduchý.

�e²ení. P°edpokládejme, ºe existuje podmodulM s prvkem u a bez ztráty obecnosti vezm¥me
normovaný vektor. Dopl¬me tento prvek na ortonormální bázi (u, v, w). Vektorový sou£in na
této bázi vypadá

u× v = w v × w = u w × u = v ,

tedy zap·sobením na v vektory u,w dostaneme celou bázi a ta generuje celé R3. �

P°íklad 9.18 (Weylova Algebra). Ukáºeme si velmi zajímavý p°íklad jednoduchého modulu.
Nech´ je dán C[x] okruh polynom·. Ten z°ejm¥ m·ºeme chápat jako modul nad sebou samým.
My ale roz²í°íme bázový okruh. De�nujme

∂ : C[x]→ C[x]

∂(anx
n + . . .+ a1x+ a0) = nanx

m−1 + . . .+ a1

tedy jako klasickou derivaci. Vzhledem ke kone£nosti polynom· m·ºeme tuto operaci chápat
£ist¥ algebraicky, tedy není t°eba ºádných analytických metod. Nyní de�nujme okruh D(C[x]),
coº bude okruh v²ech diferenciálních operátor· na C[x]. Tedy prvky mají tvar

d = fn(x)∂n + . . .+ f1(x)∂ + f0(x) .
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Z tvaru obecného prvku je jednoduché p°esv¥d£it se o tom, ºe okruh D(C[x]) je generován
symboly {x, ∂} jako nekomutativní okruh. Navíc z vlastnosti operace derivace vidíme

(∂x)f = f + (x∂)f [∂, x] := ∂x− x∂ = 1 .

M·ºeme tedy napsat D(C[x]) jako
C〈∂, x〉
〈[∂, x]− 1〉

,

tedy jako okruh nekomutativních polynom· s jednou relací. Nyní tvrdíme, ºe C[x] jakoºto
D(C[x])-modul je jednoduchý.

�e²ení. Vzhledem k tomu, ºe D(C[x]) obsahuje C[x], sta£í ukázat, ºe kaºdý podmodul ob-
sahuje prvek 1 ∈ C[x] a tedy bude celým modulem. To je ov²em jednoduché: nech´ M je
podmodulem a p ∈M ⊂ C[x]. Element je tvaru

p = anx
n + . . .+ a1x+ a0 ,

aplikací
d = (ann!)−1∂n ,

dostaneme polynom 1, tedy podmodul je celým modulem. Okruh D(C[x]) je zárove¬ R alge-
brou a jak název cvi£ení nazna£uje je znám jako Weylova algebra. �
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10. Noetherovské a artinovské okruhy a moduly

De�nice 10.1 (Noetherovský modul). �ekneme, ºe (levý) R−modul M je (levý) noetherov-
ský , jestliºe pro kaºdý neklesající °et¥zec N1 ⊆ N2 ⊆ N3 . . . (levých) podmodul· modulu M
platí, ºe existuje n ∈ N tak, ºe Nn = Nn+1 = . . ..

Tato de�nice se dá rovn¥º zformulovat tak, ºe kaºdý neklesající °et¥zec podmodul· se
nutn¥ stabilizuje (£asto je tato podmínka nazývaná (ACC) - ascending chain condition). Okruh
nazveme (levý) noetherovský, pokud je (levý) noetherovský jako (levý) modul sám nad sebou.
Podmínka na podmoduly pak p°echází na podmínku na (levé) ideály v daném okruhu. Rovn¥º
lze de�novat pojem noetherovský pro pravé podmoduly, v p°ípad¥ okruh· pro pravé ideály.

De�nice 10.2 (Artinovský modul). �ekneme, ºe R modul M je (levý) artinovský , jestliºe
pro kaºdý °et¥zec (levých) podmodul· N1 ⊇ N2 ⊇ N3 . . . modulu M platí, ºe existuje n ∈ N
tak, ºe Nn = Nn+1 = . . ..

Op¥t m·ºeme de�nici formulovat tak, ºe se kaºdý nerostoucí °et¥zec (levých) podmodul·
stabilizuje (n¥kdy (DCC) - descending chain condition). Podobn¥ okruh nazveme (levý) arti-
novský, pokud je (levý) artinovský jako modul sám nad sebou, dostáváme pak podmínky pro
(levé) ideály. Rovn¥º lze mluvit o pravých artinovských okruzích a modulech.

P°íklad 10.3 (Zoologie noetherovských okruh· a modul·). Rozhodn¥te o noetherovskosti
následujících okruh·, pop°. dejte podmínky na to, kdy budou dané okruhy noetherovské. Dále
rozhodn¥te o noetherovskosti uvedených modul·.
1. Z okruh celých £ísel,

2. Libovolné t¥leso k,

3. Okruh hlavních ideál· R,

4. A[xi] okruh polynom· nekone£n¥ mnoha prom¥nných nad okruhem A,

5. Z[i] okruh Gaussovských celých £ísel,

6. B okruh celých algebraických £ísel, tedy algebraických £ísel, jejichº minimální polynom je
normovaný,

7. Q jako Z−modul.

�e²ení. K °e²ení t¥chto p°íklad· se dá p°istoupit mnoha zp·soby, pokusme se o (neúplný)
vý£et argument·, které se dají v r·zných situacích pouºít:
1. Z vskutku je noetherovský, nap°íklad nebo´ kaºdý nenulový ideál I ⊂ Z je generovaný

jedním prvkem I = (n), n ∈ N a víme, ºe (a) ⊂ (b), práv¥ kdyº b|a. Z jednozna£nosti
rozkladu na prvo£ísla v Z dostáváme, ºe nad kaºdým nenulovým ideálem v Z m·ºe leºet
pouze kone£n¥ mnoho ideál· a tedy Z je nutn¥ noetherovský.

2. Ano, kaºdé t¥leso obsahuje pouze dva ideály, a to nulový ideál a samo sebe.

3. Ano, uvaºme sjednocení celého °et¥zce
⋃
i∈N Ii = I, coº je jist¥ op¥t ideál. Pak platí, ºe

I = (a) pro n¥jaké a ∈ R a tedy a ∈ In pro n¥jaké n ∈ N. Odtud ov²em In = In+1 = · · ·
4. A[xi] okruh polynom· nekone£n¥ mnoha prom¥nných nad okruhem A nikdy není noethe-

rovský okruh. Posloupnost ideál· (x1) ⊂ (x1, x2) ⊂ · · · ⊂ (x1, · · · , xn) ⊂ je jist¥ nekone£ný
rostoucí °et¥zec ideál·, který se nikdy nestabilizuje.
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5. Z[i] je noetherovský. Je to dokonce tzv. Dedekind·v okruh, které jsou vºdy noetherov-
ské (celouzav°ené, noetherovské a kaºdý prvoideál je maximální - Krullovy dimenze 1).
Obecn¥ okruhy, které vzniknou jako celý uzáv¥r Z v £íselném t¥lese (kone£ného roz²í°ení
Q, ekvivalentn¥ p°idáním jediného algebraického £ísla ke Q) jsou Dedekindovy, a tudíº
noetherovské okruhy. Av²ak Z[i] je navíc okruh s jednozna£ným rozkladem a je na n¥m
de�nována multiplikativní norma Z[i]→ N0, a+ bi 7→ a2 + b2, která nám umoº¬uje zavést
Euklid·v algoritmus a m·ºeme tedy pouºít stejný argument jako pro Z.

6. Okruh celých algebraických £ísel B není noetherovský, nebo´ obsahuje nekone£nou rostoucí
posloupnost ideál· (2) ⊂ (

√
2) ⊂ ( 4

√
2) · · · . Naproti tomu okruh v²ech algebraických £ísel

noetherovský je, jelikoº jde o t¥leso.

7. Ne, Q není noetherovský modul jako abelovská grupa. M·ºeme uváºit nap°íklad neko-
ne£nou posloupnost podgrup Z ⊂ 1

2 · Z ⊂
1
4 · Z · · · ⊂

1
2n · Z ⊂ · · · , která se jist¥ nikdy

nestabilizuje. �

Oproti noetherovským okruh·m, artinovské okruhy mají obecn¥ mnohem sloºit¥j²í struk-
turu. A£koliv se (DCC) zdá jako duální podmínka k (ACC), ve skute£nosti jde o mnohem
siln¥j²í podmínku a platí, ºe kaºdý artinovský okruh je noetherovský okruh. Caveat: neplatí
pro moduly, artinovský modul nemusí být noetherovský.

P°íklad 10.4 (P°íklady artinovských okruh· a modul·). Rozhodn¥te o artinovskosti násle-
dujících okruh· £i modul·.
1. Z okruh celých £ísel,

2. Obor integrity R,

3. Q/Z jako Z−modul,

4. Z[1p ] jako Z−modul, tedy zlomky, kde ve jmenovali povolíme pouze mocniny p°edem za-
�xovaného prvo£ísla p,

5. Z[1p ]/Z jako Z−modul,

6. k t¥leso, V vektorový prostor nad k kone£né dimenze.

�e²ení. Op¥t nazna£íme n¥kolik moºných zp·sob· rozhodování, zda je okruh artinovský.
1. Z není artinovský, nebo´ máme nekone£ný °et¥zec ideál· (p) ⊃ (p2) ⊃ · · · ⊃ (pn) ⊃ · · · ,

který se jist¥ nestabilizuje.

2. P°edpokládejme, ºe R je artinovský. Bu¤ a ∈ R libovolný nenulový prvek. Potom jist¥
mám klesající posloupnost ideál· (a) ⊃ (a2) ⊃ . . ., která se podle p°edpokladu stabilizuje,
tedy pro n¥jaké n ∈ N platí (an) = (an+1). Av²ak vzhledem k vlastnostem hlavních ideál·
to znamená, ºe an+1|an, tedy ºe existuje b ∈ R tak, ºe an+1 · b = an. Vyd¥lením an (R
je obor integrity) dostáváme, ºe ab = 1 a tedy a je jednotka. Libovolný nenulový prvek
oboru integrity R je jednotka a tudíº R je t¥leso. Z°ejm¥ v²echna t¥lesa jsou artinovská
(vºdy´ mají jen dva ideály), dostáváme tedy, ºe obor integrity je artinovský, práv¥ kdyº
je t¥lesem.

3. Q/Z není artinovský modul jako abelovská grupa, nebo´ m·ºeme uváºit následující po-
sloupnost podmodul·: v prvním podmodulu zakáºeme zlomky, které obsahují ve svém
jmenovateli mocniny 2, ve druhém zakáºeme navíc i ty, které obsahují ve svém jmenova-
teli mocniny 3, v n-tém zakáºeme navíc ty zlomky, které mají ve jmenovateli mocninu pn,
n-tého prvo£ísla. Tato klesající posloupnost se z°ejm¥ nikdy nestabilizuje.

63



10. Noetherovské a artinovské okruhy a moduly

4. Tento okruh není artinovský, nebo´ pro libovolné prvo£íslo q 6= p obsahuje nekone£ný
klesající °et¥zec Z(1p) ⊃ q · Z(1p) ⊃ q2 · Z(1p) ⊃ · · · , který se nikdy nestabilizuje.

5. Snadno se uvidí, ºe jediné podmoduly (podgrupy) okruhu R = Z(1p)/Z jsou generované
1
pk

+Z pro k ∈ Z≥0. Vskutku, p°edpokládejme, ºe na²e podgrupa obsahuje prvek s pk jako

nejv¥t²í mocninou ve jmenovateli v jeho zápise v bázi 1+Z, 1p+Z, . . .. Vhodným násobkem
m·ºeme docílit toho, ºe koe�cient u 1

pk
+Z bude 1. Pak ov²em vynásobením pk−1 zjistíme,

ºe na²e podgrupa nutn¥ obsahuje 1
p + Z, p°ípadným ode£tením vhodného násobku 1

p + Z
a vynásobením na²eho prvku pk−2 zjistíme, ºe na²e podgrupa obsahuje 1

p2
+ Z a stejným

zp·sobem tedy nutn¥ obsahuje 1
pk

+Z. Jist¥ tedy libovolná podgrupa obsahuje bu¤to v²e

nebo je generovaná 1
pn + Z pro n¥jaké n ∈ Z≥0. Odtud má jist¥ kaºdý vlastní podmodul

modulu R pouze kone£n¥ mnoho vlastních podmodul· a tedy R je nutn¥ artinovský.

6. Podmoduly jsou v tomto p°ípad¥ vektorové podprostory a protoºe platí, ºe dva do sebe
vno°ené podprostory stejné dimenze musí být stejné a vzhledem ke kone£nosti V/k dostá-
váme, ºe V je artinovský modul nad k. �

V¥ta 10.5 (Ekvivalentní podmíky Noetherovskosti). Bu¤ R okruh a bu¤ dále M libovolný
R−modul. Následující podmínky jsou ekvivalentní:

(i) M je noetherovský, tedy spl¬uje (ACC),

(ii) kaºdý podmodul N ⊂M je kone£n¥ generovaný,

(iii) kaºdý neprázdný systém podmodul· M má maximální prvek (v·£i inkluzi).

Tvrzení této v¥ty jsou jednoduché, av²ak velice mocné, je tedy vhodné zamyslet se nad jejím
d·kazem a ztotoºnit se s my²lenkami, které se v p°echodech mezi jednotlivými implikacemi
pouºívají, coº je obsahem následujícího cvi£ení.

Cvi£ení 10.6. Dokaºte p°edcházející v¥tu:

�e²ení. Dokáºeme jednotlivé implikace.
1→ 2 Sporem. Bu¤ N ⊂M podmodul a induktivn¥ konstruujte modulyM1 = 〈a1〉, a1 ∈ N ,

M2 = 〈a1, a2〉, a2 ∈ N −M1, obecn¥ Mn = 〈a1, . . . , an−1, an〉, kde an ∈ N −Mn−1 a
〈x, y〉 je podmodul generovaný prvky x, y. Dále pouºijte noetherovskost pro moduly
Mi.

2→ 1 Uvaºte nekone£nou rostoucí posloupnost podmodul· Mi modulu M . Co lze °íci o
sjednocení t¥chto podmodul·?

1→ 3 Z p°edpokladu, ºe existuje neprázdný systém podmodul· bez maximálního prvku
vybudujte nekone£nou rostoucí posloupnost podmodul· a odvo¤te spor s noetherov-
skostí M . (Za£n¥te s libovolným podmodulem z daného systému a zkoumejte jeho
maximalitu.)

3→ 2 P°edpokládejte, ºe kaºdý neprázdný systém podmodul·M mámaximální prvek (vzhle-
dem k inkluzi podmodul·) a pro daný podmodul N uvaºte systém jeho kone£n¥ ge-
nerovaných podmodul·.

2→ 3 Nech´ tedy Mj je neprázdný systém podmodul·. Bu¤ M1 libovolný modul tohoto
systému, pokud je maximální, jsme hotovi, v opa£ném p°ípad¥ existuje modul M2 ⊃
M1. Pokud jeM2 maximální, jsme hotovi, jinak op¥t existuje modulM3 ⊃M2. Takto
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získáme posloupnost vno°ených modul· M1 ⊂M2 ⊂ · · · a uvaºme sjednocení ∪Mi =
N (obecn¥ není prvkem na²eho systému). Av²ak víme, ºe N je kone£n¥ generovaný
modul, generovaný a1, . . . , an ∈ M . Pak ov²em existuje k ∈ N tak, ºe a1, . . . , an ∈
Mk a tedy kaºdý neprázdný rostoucí °et¥zec má horní závoru a z Zornova lemmatu
dostáváme maximální prvek celého systému.

3→ 1 P°edpokládejte, ºe máte nekone£ný rostoucí °et¥zec podmodul· M1 ⊂ M2 ⊂ · · · .
Pak jist¥ M1,M2, · · · je neprázdný systém podmodul· M a podle p°edpokladu tedy
obsahuje maximální prvek, °ekn¥me Mn. Av²ak potom pro kaºdé i > n platí (z maxi-
mality) Mi ⊂ Mn, (z p°edpokladu o °et¥zci) Mi ⊃ Mn a tedy Mn = Mi a °et¥zec se
stabilizoval. �

Podobn¥ lze °íci ekvivalentní podmínky pro artinovskost modulu:

V¥ta 10.7. Bu¤ R okruh a M bu¤ R−modul. Pak následující jsou ekvivalentní:
(i) M je artinovský, tedy spl¬uje (DCC),

(ii) kaºdý neprázdný systém podmodul· modulu M obsahuje minimální prvek v·£i inkluzi.

Toto tvrzení je op¥t jednoduché a znovu nám dává uºite£ný nástroj, jak s artinovskými
moduly pracovat.

Cvi£ení 10.8. Dokaºte p°edcházející v¥tu.

�e²ení. Ukaºme kaºdou implikaci zvlá²´:

2→ 1 Jist¥ kaºdý klesající °et¥zec podmodul· M1 ⊃ M2 ⊃ . . . tvo°í neprázdný systém
podmodul· a tedy musí obsahovat minimální prvek Mk. Potom v²ak pro v²echny
i ∈ N, i > k platí, ºe Mi ⊃ Mk (minimalita Mk) a zárove¬ Mk ⊃ Mi (z p°edpokladu
o °et¥zci). Kaºdý klesající °et¥zec podmodul· se tedy nutn¥ stabilizuje.

1→ 2 Op¥t pouºijeme Zornovo lemma: Uvaºme tedy neprázdný systém podmodul· modulu
M . Pak se jist¥ kaºdý klesající °et¥zec nutn¥ stabilizuje (vºdy´M je artinovský), tedy
kaºdý klesající °et¥zec má dolní závoru. Odtud z Zornova lemmatu existuje minimální
prvek celého systému. �

D·leºitým poznatkem o noetherovských, pop°. artinovských modulech je následující v¥ta:

V¥ta 10.9 (O exaktní posloupnosti noetherovských, resp. artinovských modul·). Nech´ R
je okruh a M,M ′,M ′′ bu¤te R−moduly. Bu¤ 0 → M ′

ι→ M
π→ M ′′ → 0 krátká exaktní

posloupnost modul·. Potom platí:
(i) M je noetherovský, práv¥ kdyº M ′ i M ′′ jsou noetherovské,

(ii) M je artinovský, práv¥ kdyº M ′ i M ′′ jsou artinovské.

Tato v¥ta nám umoº¬uje hledat nové noetherovské £i artinovské moduly. Jednodu²e odtud
odvodíme následující vlastnosti:

D·sledek 10.10. Nech´ R je okruh a M bu¤ libovolný R−modul. Pak platí:
(i) Podmoduly noetherovských (artinovských) modul· jsou noetherovské (artinovské),

(ii) Kvocienty noetherovských (artinovských) modul· jsou noetherovské (artinovské),

(iii) Homomorfní obraz noetherovského (artinovského) modulu je noetherovský (artinovský),
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(iv) P°ímý sou£et dvou noetherovských (artinovských) modul· je noetherovský (artinovský),

(v) Pro kaºdé n ∈ N, pokud M je noetherovský (artinovský), pak Mn je noetherovský
(artinovský).

Z v¥ty o korespondenci dostáváme následující p°íklad.

P°íklad 10.11. Bu¤ R okruh a M libovolný R-modul. Pokud pro kaºdý nenulový podmodul
N ⊆M platí, ºe kvocient M/N je kone£ný, je R noetherovský.

�e²ení. Z v¥ty o korespondenci dostáváme, ºe podmoduly kvocientu M/N odpovídají p°esn¥
podmodul·m M , které obsahují N . Protoºe je v²ak tento kvocient kone£ný, N je obsaºeno
pouze v kone£n¥ mnoha podmodulech M a tedy M je nutn¥ noetherovský. �

V¥ta 10.12 (Hilbertova v¥ta o bázi). Pokud R je noetherovský, pak i okruh polynom· jedné
prom¥nné R[x] je noetherovský okruh.

D·kaz této v¥ty lze najít ve v²ech standardních u£ebnicích algebry £i algebraické geometrie.
My dokáºeme upravené tvrzení. Jeho d·kaz v²ak bude pouze imitací klasického d·kazu pro
Hilbertovu v¥tu o bázi.

V¥ta 10.13. Pokud R je noetherovský, pak i okruh formálních mocninných °ad jedné pro-
m¥nné R[[x]] je noetherovský okruh.

D·kaz. V klasickém zn¥ní Hilbertovy v¥ty o bázi se zabýváme £lenem nejv¥t²ího stupn¥, u
mocninných °ad ºádný takovýto v²ak neexistuje. M·ºeme v²ak uváºit nejmen²í £len a jeho
koe�cient:

�ekneme, ºe °ada f = arx
r + ar+1x

r+1 + . . ., kde r ∈ N0, ai ∈ R pro i ∈ Z≥0, i ≥ r,
ar 6= 0 má stupe¬ r, vedoucí £len arxr a vedoucí koe�cient ar.

Bu¤ I ⊂ R[[x]] vlastní ideál a ukaºme, ºe je kone£n¥ generovaný. Konstruujme jeho bázi
postupn¥. Vyberme f1 ∈ I nejmen²ího stupn¥ d1. Ozna£me jeho vedoucí koe�cient a1. V
kaºdém kroku potom k jiº vybraným °adám f1, . . . , fk stup¬· d1, . . . , dk a vedoucích koe�ci-
ent· a1, . . . , ak vyberme polynom fk+1 ∈ I nejmen²ího moºného stupn¥ dk+1 a s vedoucím
koe�cientem ak+1 spl¬ující (ak+1) * (a1, . . . , ak).

Jelikoº (a1) ⊂ (a1, a2) ⊂ . . ., tento postup se zastaví, °ekn¥me po n krocích. Ukaºme,
ºe potom I = (f1, . . . , fk). Jist¥ jsme takto vybrali bázi ideálu v²ech vedoucích koe�cient·
°ad f ∈ I, která má navíc následující vlastnosti: di ≤ di+1 pro kaºdé i ∈ 1, . . . , n− 1 a
navíc pro kaºdou f ∈ I stupn¥ d s vedoucím koe�cientem a existuje nejmen²í k takové, ºe
a ∈ (a1, . . . , ak) a d ≥ dk.

Vskutku, kdyby d2 < d1, m¥li bychom spor s volbou f1. Pokud by bylo di > di+1 pro
n¥které i > 1, dostali bychom spor s volbou di, nebo´ jist¥ (ai+1) * (a1, . . . , ai−1). Ze stejného
d·vodu pokud k je nejmen²í takové, ºe a ∈ (a1, . . . , ak), pak jist¥ dk ≤ d, nebo´ jinak bychom
v k-tém kroku vybrali °adu f , nebo´ a neleºí v a ∈ (a1, . . . , ak−1).

Pi²me a =
∑k

i=1 ci0ai a dode�nujme g0 =
∑k

i=1 ci0x
d−difi. Potom g− g0 je stupn¥ v¥t²ího

neº d (vedoucí koe�cienty se ode£tou). Jist¥ g0 ∈ (f1, . . . , fk) ⊂ (f1, . . . , fn). Zopakováním
stejném úvahy pro g − g0 získáme °adu g1 ∈ (f1, . . . , fn) stupn¥ alespo¬ d+ 1.

Induktivn¥ tedy získáme g =
∑∞

j=0 gj =
∑∞

j=0

∑k
i=1 cijx

d−difi. Protoºe v²ak vnit°ní suma
je pouze kone£ná, m·ºeme zam¥nit po°adí sumace a platí tedy, ºe g = h1f1 + . . . hnfn pro
n¥jaké hi ∈ R[[x]].

P°ímým d·sledkem Hilbertovy v¥ty o bázi je pak následující tvrzení:
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D·sledek 10.14. Je-li R noetherovský okruh, pak okruh polynom· kone£n¥ mnoha prom¥n-
ných R[x1, . . . , xn] je noetherovský okruh.

D·leºitým d·sledkem této v¥ty (v kombinaci s p°edchozími tvrzeními o kvocientech) je ná-
sledující cvi£ení. Bu¤ R komutativní okruh. P°ipome¬me, ºe A je R−algebra (pro komutativní
okruh R), pokud je to R−modul a máme na n¥m de�nováno bilineární zobrazení · : A×A→ A
tak, ºe (A, ·,+) je okruh.

Cvi£ení 10.15 (Kone£ná generovanost). Bu¤R noetherovský okruh aN,A bu¤teR−moduly.
1. (moduly) Pokud N je kone£n¥ generovaný jako R−modul, pak je N noetherovský modul.

2. (algebry) Pokud R je komutativní a A je kone£n¥ generovaný jako R−algebra, pak A je
noetherovský okruh.

�e²ení. Bu¤ tedy R okruh a N,A bu¤te R−moduly.
1. (moduly) Kone£ná generovanost znamená, ºe existuje surjektivní zobrazení Rn → N pro

n¥jaké n ∈ N. Av²ak kone£ný sou£in noetherovských modul· je noetherovský (z v¥ty
o exaktní posloupnosti noetherovských modul·). Protoºe kvocienty noetherovských jsou
op¥t noetherovské, bude N nutn¥ noetherovský.

2. (algebry) Jelikoº kone£n¥ generovaný jako R−algebra znamená, ºe existuje surjektivní
zobrazení R[x1, . . . , xn] → A pro n¥jaké n ∈ N. Av²ak z Hilbertovy v¥ty o bázi je okruh
R[x1, . . . , xn] noetherovský a z uzav°enosti noetherovských modul· na kvocienty platí, ºe
A je noetherovský okruh. �

Cvi£ení 10.16. Bu¤ R obor integrity, který je noetherovský. Dokaºte, ºe potom libovolný
nenulový prvek, který není jednotka, lze napsat jako sou£in ireducibilních prvk·.

�e²ení. Bu¤ a ∈ R \R× libovolný prvek, který není jednotka.
Ukaºme nap°ed, ºe je d¥litelný n¥jakým ireducibilním prvkem. Pokud je a ireducibilní,

jsme hotovi. V opa£ném p°ípad¥ existují b1, c1 ∈ R \R×, tak, ºe a = b1 · c1. Pokud je alespo¬
jedno z b1, c1 ireducibilní, jsme hotovi. V opa£ném p°ípad¥ lze psát c1 = b2 · c2 pro n¥jaké
b2, c2 ∈ R \ R×. Analogicky m·ºeme postupovat dále. V²imn¥me si, ºe (a) ⊂ (c1) ⊂ (c2) · · · ,
protoºe R je noetherovský, musí se tento °et¥zec stabilizovat, coº znamená, ºe (cn) = (cn+1)
a cn, cn+1 jsou asociované, coº je spor. Tedy a je d¥litelné ireducibilním prvkem.

Stejným zp·sobem ukaºme, ºe a lze napsat jako sou£in ireducibilních prvk·: pi²me a =
p1·b1, kde p1 je ireducibilní. Pokud je b1 ireducibilní, jsme hotovi. V opa£ném p°ípad¥ b1 = p2·b2
a m·ºeme argument opakovat. Op¥t (a) ⊂ (b1) ⊂ (b2) ⊂ · · · , z noetherovskosti dostáváme,
ºe pro n¥jaké n ∈ N platí, ºe bn je asociované s pn je ireducibilní a tedy a = p1 · · · pn sou£in
ireducibilních prvk·. �

Cvi£ení 10.17. Bu¤ R komutativní okruh ve kterém kaºdý prvoideál je kone£n¥ generovaný.
Ukaºte, ºe R je noetherovský.

�e²ení. P°edpokládejme, ºe existují ideály v R, které nejsou kone£n¥ generované. Tvrzení
dokáºeme op¥t za p°edpokladu Zornova lemmatu. Uvaºme systém v²ech ideál·, které nejsou
kone£n¥ generované. Bu¤ {Ii | i ∈ N} libovolný °et¥zec takových ideál· a uvaºme sjednocení
I = ∪i∈NIi. Kdyby toto sjednocení bylo kone£n¥ generované, °ekn¥me prvky ai, . . . , an ∈ R,
existovalo by k ∈ N takové, ºe a1, . . . , an ∈ Ik a tedy Ik = I, coº je spor s tím, ºe Ii nejsou
kone£n¥ generované. Tedy ani I není kone£n¥ generovaný ideál a tudíº v systému v²ech ideál·,
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které nejsou kone£n¥ generované, má kaºdý °et¥zec horní závoru. Dle Zornova lemmatu tedy
dostáváme maximální prvek J tohoto systému.

Zbývá ukázat, ºe J je kone£n¥ generovaný. K tomu sta£í ukázat mnoºinu generátor· £i
ukázat, ºe J je prvoideál - pak bude kone£n¥ generovaný z p°edpokladu tvrzení. Bu¤ a, b ∈ R
libovoln¥ tak, ºe ab ∈ J a p°edpokládejme, ºe a neleºí v ideálu J .

Pak jist¥ (J, a) ⊃ J ost°e a tedy (J, a) je kone£n¥ generovaný. Uvaºme dále podíl ideál·
J : (a) = {x ∈ R : xa ∈ J} (není t¥ºké ov¥°it, ºe jde op¥t o ideál okruhu R). Protoºe z°ejm¥
J ⊂ J : (a), pokud dostaneme op¥t ostrou nerovnost, bude i J : (a) kone£n¥ generovaný.
Av²ak jist¥ b ∈ J : (a) (nebo´ ab ∈ J), pokud tedy J = J : (a), dostáváme, ºe b ∈ J , J je
prvoideál a jsme hotovi.

P°edpokládejme tedy, ºe J ) J : (a) a °ekn¥me, ºe x1, . . . , xr generují J : (a). Zvolme
generátory a, y1, . . . , ys ideálu (J, a). P°ípadným ode£tením násobku a m·ºeme navíc p°ed-
pokládat, ºe y1, . . . , ys leºí v J (vºdy´ kaºdý prvek (J, a) je tvaru αa + βj, kde α, β ∈ R a
j ∈ J).

Jelikoº pro kaºdé x ∈ J platí x ∈ (J, a), existují c, c1, . . . cs tak, ºe x = ca+c1y1+. . .+csys,
av²ak potom ca ∈ J a tedy c ∈ J : (a) a lze psát c = d1x1 + . . . drxr pro n¥jaké d1, . . . , dr ∈ R.
Pak ov²em x lze psát jako R−lineární kombinaci prvk· ax1, . . . , axr, y1, . . . , ys a J je kone£n¥
generovaný, coº je spor. �

Na záv¥r uve¤me n¥kolik dopl¬ujících otázek, které by m¥ly otestovat porozum¥ní uvede-
ným termín·m i ve spojitosti s p°edchozími kapitolami:

Cvi£ení 10.18. Zodpov¥zte následující otázky:
1. Jsou-li A,B R−moduly, A noetherovský, je modul A⊗R B op¥t noetherovský?

2. Je-li kaºdý vlastní podmodul A kone£n¥ generovaný, je A noetherovský modul?

�e²ení. 1. Ne, nap°. pro kaºdý A noetherovský a A−modul B, který není noetherovský,
platí A⊗A B ∼= B, coº není noetherovský modul. Tedy sta£í volit A = Z a B = Q.

2. Nikoliv, vid¥li jsme p°íklad Z−modulu R = Z[1p ]/Z, jehoº kaºdý vlastní podmodul je
kone£n¥ generovaný, av²ak sám modul kone£n¥ generovaný není. �
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