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Uvod
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1. Moduly, podmoduly, homomorfismy moduli, faktorové
moduly

Definice 1.1 (Levy modul). Levym R-modulem nebo levym modulem nad R nazveme mno-
zinu M se strukturou abelovské grupy, na niz mé okruh R akci (tj. zobrazeni R x M — M),
tzv. skalarni nasobeni, spliiujici Vr, s € R, Vm,n € M nésledujici podminky:

(i) (rs)m =r(sm)

(i)
(iii) r(m+n) =rm+ rn.
)

(iv) Im =m.

(r+s) =rm+ sm

Analogicky zavedeme pravé R-moduly (pravé moduly nad R) zménou podminek na akci
R na M.

Definice 1.2 (Pravy modul). Pravym R-modulem nebo také pravym modulem nad R na-
zveme mnozinu M se strukturou abelovské grupy, na niz ma okruh R akeci (tj. zobrazeni
M x R — M), tzv. skalarni nasobeni, spliwjici Vr, s € R, Ym,n € M nasledujici podminky:

(i) m(rs) = (mr)s

(ii

) m(r+s) =mr+ms
(iii) (m+n)7“—mr+m"
)

(iv) ml
Nyni uvazujme dva okruhy R, S.

Definice 1.3 (Bimodul). Abelovskou grupu M nazveme R-S-bimodulem, jestlize M ma struk-
turu levého R-modulu a zaroven pravého S-modulu a navic spliuje Vir € R,s € S;m € M
nésledujici podminku:

r(ms) = (rm)s.

Bude-li z kontextu jasné, jaky modul je uvazovan, budeme ve vétsiné pripadt dany modul
oznaCovat pouze M. Bude-li vSak tfeba, levé R-moduly budeme znacit takto: pM, pravé
R-moduly oznadime takto: Mp a R-S-bimoduly budeme psat timto zpusobem: pMg

Priklad 1.4.

1. Kazdy okruh je modulem sam nad sebou. Akce R X R — R je dana nasobenim v okruhu
S1 82 = §159.

2. Moduly nad okruhem celych ¢isel Z jsou presné abelovské grupy.
3. Moduly nad télesem K jsou pfesné vektorové prostory.

4. Uvazujme vektorovy prostor V dimenze n nad télesem K a okruh c¢tvercovych matic
Mat,, (K. Pokud ve V zvolime bézi, mizeme prvky tohoto prostoru chépat jako sloupce
a (pfirozenym zptisobem) definovat levou akci Mat,(K) na V' jako nasobeni matice a
vektoru. Tedy V je (levy) Mat,, (K)-modul.

5. Podobné na dudlnim prostoru k V, V* = {a: V — K | « linedrni} (tj. vektorovém
prostoru v8ech jedna forem na V' ) mame pravou akci matic, kterou pii zvoleném sou-
fadnicovém vyjad¥eni mizeme chapat jako nasobeni fadku matici. Tedy V* je (pravym)
Mat,, (K) modulem.
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6. Uvazujme hladkou varietu M. Pak prostor I' (T'M) vSech hladkych vektorovych poli na
této varieté je C°°(M) modulem, kde C*°(M) zna¢i okruh vSech hladkych funkeci na M.
Akce je dana pointwise f - X(m) := f(m)X(m), m € M.

7. Obecné pro hladkou varietu M je prostor vsech hladkych sekei T' ()" T'M) (tj. vSech
hladkych tenzorovych poli typu m, n ) C*°(M) modulem.

Definice 1.5 (Podmodul). Mé&me R-modul M nad okruhem R. PodmnoZinu N modulu M
nazveme podmodul R-modulu M (p¥ipadné pouze podmodul M ), je-li N podgrupou M, ktera
je uzaviend na akci okruhu R, tedy spliuje:

(i) rn € NVr € R,Vn € N (je-li M levy R-modul)
(ii) nr € N Vr € R,Vn € N (je-li M pravy R-modul).

Castym tkolem pfi praci s moduly je urcit, zda je podmnozina néjakého modulu M zarovein
jeho podmodulem. V takové situaci je velmi uzite¢né nasledujici kritérium:

Lemma 1.6 (Podmodulové kritérium). Pro okruh R wvaZujme levy R-modul M spolu s pod-
mnozinu N C M. Pak N je podmodulem modulu M, prdaveé kdyz plati ndsledujici podminky:

(i) 0 e N
(i) m+rn € N (resp. m +nr € N pro pravyj R-modul) Ym,n € N, Vr € R.

Definice 1.7 (Konetné generovany modul). Levy (pravy) R-modul M nazveme konecné
generovany, jestlize existuje kone¢na podmnozina {ai,...,a,} € M takova, ze V. m € M
Iry, .., € R:m=r1a1 + ...+ 1pay (resp. m = air; + ...+ apry).

Definice 1.8 (Homomorfismy moduli). Bud R okruh a M a N (levé) R-moduly. Zobrazeni
f: M — N se nazyva homomorfismus (levych) R-moduld, jestlize pro kazdé m,n € M ar € R
plati

(i) fm+mn) = f(m)+ f(n);

(ii) f(rm)=r(f(m)).
Definice 1.9 (Faktormodul). Bud R okruh, M (levy) R-modul a N podmodul modulu M.
Na faktorgrupé M /N definujeme strukturu R-modulu piedpisem pro kazdé m € M a kazdé

r € R:
r(m+ N) =rm + N.

Potom modul M /N nazyvame faktormodul modulu M podle podmodulu N.

Definice 1.10 (Irreducibilni modul). Rekneme, %e nenulovy R-modul M je ireducibilni,
jestlize 0 a N jsou jeho jediné podmoduly.

V naésledujicich pfikladech uvazujeme R jako okruh s jednotkou a M jako levy R-modul,
pokud neni uvedeno jinak.

Piiklad 1.11. Dokazte, ze Om =0a (—1)m =—-m Vm € M
Regen.
0-m=0+0)-m=0-m+0-m=0-m=0
(=) m+m=(-1)m+1-m=(-1+1)-m=0-m=0=(=1)-m=-m o
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Priklad 1.12. Prvek m R-modulu M se nazyva torzni, jestlize rm = 0 pro néjaky nenulovy
prvek r € R. Ozna¢me mnoZinu torznich prvka

Tor(M) = {m € M | rm = 0 pro n&jaké nenulové r € R}.
1. Dokazte, ze pokud je R oborem integrity, pak Tor(M) je podmodul M (tzv. torzni pod-

modul M).

2. Uvedte piiklad okruhu R a R-modulu M takovych, ze Tor(M) neni podmodulem M.
[Uvazte torzni prvky v R-modulu R.]

3. Ukazte, ze pokud R mé délitele nuly, pak kazdy nenulovy R-modul ma nenulové torzni
prvky.
Resend. 1. 7 definice torznich prvki
z,y € Tor(M) = Ja,b € R\{0} : ax = 0 = by

a pouzitim kritéria pro podmoduly dostavame:

(ab)(z + ry) = (ab)x + (ab)ry
= (ba)z + (ab)ry
= b(ax) + a(br)y
=0+ a(rb)y
= (ar)by
= (ar)0
=0.

Tedy x + ry € Tor(M),Vr € R a Tor(M) je podmodulem M.

2. Uvazme okruh R = Mato R, ktery je abelovskou grupou vzhledem ke s¢itani a okruhem s
déliteli nul vzhledem k nasobeni. Dale vezméme M = R a uvazujme nasledujici matice:

=00 2=(1)

Pak A i B jsou prvky Tor(M), ale jejich soutet A + B jiz nikoliv (ovéite). Neni tedy
splnéna uzavienost M vzhledem ke s¢itan{, ¢im7 jsme hotovi.

3. Vezméme libovolné x € M x # 0. Je-li & torznim prvkem, pak jsme hotovy. Pfedpokla-
dejme tedy, ze x neni torzni a uvazujme r,d € R\{0} : rd = 0.
Pak dx € Tor(M), protoze
r(dx) = (rd)x = 0z = 0.

Tedy Tor(M) # {0}, coz jsme chtéli ukazat. o
Priiklad 1.13. Jestlize N je podmodul M, annihildtor N v R je definovan takto:
Anng(N)={reR|m=0 VYnec N}.

Dokazte, ze anmihildtor N v R je oboustranny ideal R.
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Reseni. Cheeme ukézat, 7e V r € R, ¥V a € Anng(N) je ra,ar € Anng(N). Bud tedy n € N
libovolné.

1. ra € Anng(N): (ra)
2. ra € Anng(N): (ar)

n=r(an) =r0=ra € Anngr(N).
n

a(rn) =0 (nebot rn € N) = ar € Anng(N). o
Priiklad 1.14. Je-li I pravy idedl R, annihildtor I v M je definovan nasledovné:
Annpy(I)={me M |im=0 Viel}.
Dokazte, ze annihildtor I v M je podmodul M.
Reseni. Chceme:
m~+rn € Anny (1), Vm,n € Anny(I), Vr € R.

Pro libovolné i € I poditejme:
i(m+rn) =im+i(rn) = 0+ (ir)n = (ir)n.
Dale I je idedl a plati ir € I, proto (ir)n = 0. Dostavame m + rn € Anny,(I). o

Piiklad 1.15. Bud M abelovska grupa (tj. Z-modul) tvaru M = Z /247 x Z/15Z x Z/50Z.
1. Naleznéte generator annihilatoru M v Z

2. Necht I = 2Z. PopiSte annihilator I v M jako soucin cyklickych grup.

Reseni. 1. M je generovano prvky (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1). Hledame nejmensi k € Z, spl-
fujici £ = 0 (mod 24), k = 0 (mod 15), K = 0 (mod 50), coZ je nejmensi spole¢ny nasobek
Cisel 24,15, 50. Proto generator annihilatoru M v Z je ¢islo 600.

2. Nyni hledame (z,y,2z) € M takové, ze 2(z,y,z) = 0. Tedy (2z,2y,22) = (0,0,0) <
v €12 -ZJ24Z = Z/2 |y € 0-ZJ15Z = 0, z € 25 - Z/50Z = Z/2Z. Dohromady
Annp (1) = 7Z/2 X Z)2. o

Priklad 1.16. Bud z prvek centra okruhu R, tj. zr = rz, Vr € R. Dokaite, 7e

zM = {zm|me M}

je podmodul M. Dale ukazte, Ze je li R okruh matic nad télesem F: R = MatoFa A = <é 8) ;

pak A - R neni levy R-podmodul (kde M = R chapeme jako levy R-modul, stejné jako v
predeslém). Najdéte n&jaky prvek R, se kterym A nekomutuje.

Regend. Podle kritéria pro podmoduly chceme ukizat, ze zm + s(zn) € zM pro libovolné
m,n € M,s € R, coZ plyne ihned z definice prvki centra:

zm + s(zn) = zm + (sz)n
=zm+ (zs)n
= zm + z(sn)

= z(m + sn).
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. .. 1
Nyni uvazujme matici A = (O

1 0), talezi v A-Mato IF, protoze Mato IF obsahuje jednotkovou

matici. Pak pro matici B = <(1) (1)> € Maty IF plati BA ¢ <(1) 8) - Matsy IF.
Prvek R, ktery nekomutuje s A, je nap¥iklad D. Plati totiz:
1 0 11 11
=5 0) (1 1)=( o)
11 10 1 0
pa=(1 1) (5 0)=( o)
AD # DA o

Piiklad 1.17. Ukazte, Ze ireducibilni Z-moduly jsou tvaru Z/pZ, kde p je prvocislo.

Reseni. Bud M libovolny (nenulovy) ireducibilni Z-modul. Uvazme libovolny nenulovy ho-
momorfismus «: Z — M. Tento homomorfismus musi byt surjektivni (Im a je podmodul M).
Jeho jadro je jakozto idedl Z tvaru nZ pro vhodné n € N, a tedy M = Z/nZ. Pokud by
existoval ideal a takovy, ze Kera C a C Z, pak by a(a) byl nenulovy vlastni podmodul. Tedy
Ker o musi byt maximalni ideél, a proto je tvaru pZ pro vhodné prvodislo p, tj. M =2 Z/pZ. ¢

Piiklad 1.18. Mgme homomorfismus okruht s jednotkou f: R — S. UkaZte, Ze pomoci
tohoto homomorfismu lze na S zadefinovat struktura R-modulu, tj. popiste akci R na S a
ovérte pro ni potfebné axiomy.

Reseni. Akce R na S lze Vri,r2 € R, Vs1,s2 € S definovat timto zptsobem

r-s=f(r)s

a plati
1. (ri+re)-s=f(r1 +re)s = (f(rl) + f(rg))s = f(r1)s+ f(ro)s=r1-s+re-s
2. 1 (s14s2) = f(r)(s1+s2) = f(r)si + f(r)sa=71-s14+71" 52
3. (rire) - (s) = (f(rlrg))s = f('rl)(f(rg)s) =7r1-(rg-s). o

Priklad 1.19. Necht M je pravy R-modul a necht « je endomorfismus M. Ukazte, ze pravidlo
m-(fo+ AT+ + fiT%) =mfo+ almf) + -+ oF(mfy)

zadava na M strukturu R[T]-modulu. Dale ukazte, 7ze je-li M pravy R[T]-modul, pak je M
pravy R-modul a zobrazen{ a definované vztahem am = mT' je ednomorfismus R-modulu M.

Regend. Potfebujeme ovéfit axiomy modulu. Budte m,n € M, f, g € R[T] libovolné. Plati
1. m-1=m;
2. (m+n)f=mf+nf,
3. m(f +g) =mf +mg.
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Zbyva ukazat, ze m(fg) = (mf)g. To nam ziejmé stadi ukézat pro f = TF g = T, kde
k,l € N. Plat{

m(T* - TY = m(T*) = of T (m) = ol (¥ (m)) = (o (m)) T = (mT*)T".

Nyni ukdzeme, Ze zobrazeni « definované vztahem am = mT je endomorfismus R-modulu
M.

am+n)=(m+n)T =mT +nT = am + an;
a(mr) = (mr)T =m(rT) = m(Tr) = (mT)r = (am)r.

Tim jsme ukazali, Ze « je skutetné endomorfismus R-modulu M. o

Piiklad 1.20. Pfedpokladejme, ze M a N jsou pravé R[T]-moduly s akci prvku T zadanou
endomorfismem «, resp. . Dokazte, ze w: M — N je homomorfismus R[T]-modulé prave,
kdyz je to homomorfismus R-modula spliujici ra = S7r.

Resend. Pfedpokladejme, Ze m je homomorfismus R-modult a plati ma = 7. Potom

Nyni pfedpokladejme, ze 7 je homomorfismus R[T]-moduli. Pak je 7 také homomorfismus
R-modult a pro kazdé m € M plati

(ra)m = w(am) = 7(mT) = (mm)T = B(mm) = (Bm)m. ©

Priklad 1.21. Necht

110 0
01 1 0
N R 0
000 -~ 1

je readlnd matice n x n, kterd ma na diagonale i nad diagonélou jednicky, vSude jinde nuly.
Tato matice zadavd na R" strukturu R[T]-modulu M. Pro kazdé i = 1,2,...,n definujme
M; = Lin(ey, ..., €;), kde

1 0

0 0
e1r=1|:1,-..,en=

0 0

0 1

jsou vektory standardni baze R", a My = 0. Ukazte, Ze podmoduly M jsou pravé M,;,i =
0,1,...,n.



1. Moduly, podmoduly, homomorfismy moduli, faktorové moduly

Resend. Snadno se ovéii, ze M; jsou podmoduly M, nebot AM; = {Am,m € M;} C M;.
Nyni dokdzeme, ze podmoduly modult M; jsou tvaru My pro vhodné k =0, ..., i. Tvrzen{

dokazeme indukci vzhledem k 1.

1. Pro ¢ = 0 je tvrzeni trividlné splnéno.

2. Predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechna i < r,r € N.
Chceme ukazat, 7e pak tvrzeni plati také pro ¢ = r. Bud L C M, libovolny podmodul. Pokud
je L € M,_q, pak podle indukéniho predpokladu je L tvaru My pro vhodné k =0,1,...,r—1.
Piedpokladejme, ze L ¢ M,_y. Pak existuje v € L, jehoz r-ta slozka je nenulova. Ukazeme,
ze plati L = M,. K tomu nam sta¢i ukazat, ze vektory v, Av, A%v, ..., A"t jsou linedrné
nezavislé. Necht ag, a1, ..., a,—_1 jsou libovolnd realna ¢isla spliujici

apv + aAv+ -+ a,_1 A" o = Bv =0,

kde
ap aip a2 -+ Q-1
0 ay a1 -+ Gr_9
B=al+aA+ - +a A7 =10 0 a - a3
0O 0 0 -+ ag
Pak ap = a1 =--- = a,_1 =0, protoze r-ta slozka v je nenulova. o

Necht R a S jsou libovolné okruhy. Nésledujici piiklad ukazuje, Ze zadat na né&jakém
R-modulu strukturu S-R-bimodulu je v jistém smyslu to samé, jako zadat homomorfismus
okruhtt S — End(M).

Priiklad 1.22. Bud M pravy R-modul. UkaZte, Ze existuje bijekce
{homomorfismy okruhit f: S — End(M)} <— {S-R-bimoduly M}.

Reseni. Bud f: S — End(M) homomorfismus okruhii. UkéZeme, Ze p¥ifazeni sm = f(s)(m)
zadava na M strukturu S-R-bimodulu. Pro libovolna m,m’ € M,s,s’ € S,r € R plati

- (s8)m = f(ssym = (£(s) @ () (m) = £() (F(")m)) = £(5)('m) = s(s'm);
(s +8)(m) = f(s+5)(m) = (f(s) + f(s)) (m) = f(s)(m) + f(s')(m) = sm + s'm;

s(m+m) = f(s)(m+m') = f(s)(m)+ f(s)(m') = sm + sm/;

s(mr) = f(s)(mr) = (f(s)(m))r = (sm)r.

—_

m)

SIS

Bud nyni M S-R-bimodul. Definujme zobrazeni f: S — End(M) pFedpisem

F(s)(m) = sm.

Neni tézké ovéfit, ze f(s) € End(M) pro kazdé s € S. Pro libovolnd m,m’ € M a r € R plati
L f(s)(m+m') = s(m+m') = sm+sm’ = f(s)(m) + f(s)(m);
2. f(s)(mr) = s(mr) = (sm)r = (f(s)(m))r.

UkéZzeme, 7Ze f je homomorfismus okruhti. Pro libovolnd m € M, s, s’ € S plati
L f(s+8)(m) = (s + s )m = sm+ s'm = f(s)(m) + f(s')(m), tj. f(s+5) = f(s)+ f(s);
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2. fESS)’)(m) = (ss')m = s(s'm) = f(s)(f(s')(m)) = (f(s) 0 f(s))(m), tj. f(s5') = f(s) o
f(s);
3. f(1)Y(m) =1m =m, tj. f(1)=1idpy.
Necht f a g jsou dva homomorfismy zadavajici na M stejnou strukturu bimodulu, tj. f(s)(m) =
sm = g(s)(m) pro véechna s € S,m € M. Pak f =g. o

Priklad 1.23. Bud M pravy R-modul. Ukazte, ze existuje na M existuje pravé jedna struk-
tura Z- R-bimodulu.

Resent. Podle predchoziho pfikladu Z- R-bimoduly M jednoznaéné odpovidaji homomorfismiam
f:Z — End(M), a takovy je jediny. ©

Priklad 1.24. Bud R komutativni okruh a M netrivialni kone¢ny (levy) R-modul bez torze.
Ukazte, ze R je téleso, a tedy M je ve skutecnosti vektorovy prostor nad R.

Reseni. Ukazeme, 7e R je obor integrity. Pripustme na chvili, Ze existuji nenulové prvky
r,s € R takové, ze r - s = 0. Pak pro libovolné nenulové m € M plati

0=0-m=(r-s)-m=r-(s-m).

Pokud s-m = 0, pak m € Tor(M); v opatném piipadé s-m € Tor(M). To je v obou pFipadech
spor s tim, ze M je bez torze.

Nyni ukaZzeme, Ze R je konefné. Presné&ji, ukdzeme, 7e |R| < |A|. Pfedpokladejme, Ze
|R| > |A|. To znamen4, Ze existuji prvky r,s € R,r # s takové, ze r - m = s - m pro néjakée
nenulové m. Odtud dostavame, ze

r-m—s-m=(r—s)m=0,
——
£0

coz opét nenf{ mozné. Tim jsme ukizali, Ze R je konecny obor integrity, a tedy je to téleso. o

10
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2. Souciny a primé souc¢ty modulid, jadra a kojadra
homomorfismu

Definice 2.1 (direktni sou¢in). Mé&jme indexovou mnozinu I a uvazujme R-moduly M;, i €
I. Pak direktni soucin modultt M; je mnozinovy kartézsky soucin [[,.; M;, pro ktery jsou
akce okruhu R a s¢itan{ definoviny po slozkich. Tento modul je dale vybaven kanonickymi
projekcemi na i-tou slozku M;, tj. homomorfismy m;: [[,c; M; — M;, m(m) = m;. Prvky
sou¢inu muzeme chapat jako posloupnosti (resp. I-tice) m = (m;);e;.
Direktni soucdin modult M; mizeme také definovat jako R-modul M spliujici nésledujici
(univerzdalni) vlastnost:

(i) Jsou-li f;: N — M; homomorfismy moduli z libovolného R-modulu N, pak existuje

jediny R-homomorfismus F': N — M, spliujici m; 0o F' = f;: N — M;.

(ii) Tuto vlastnost lze vyjadfit diagramem, ktery komutuje pro libovolné N a f;

M

2
F -
e r?
e

e
Modul spliijici tuto vlastnost znacime [[;c; M; a je dan jednozna¢né az na unikatni
izomorfismus.

Definice 2.2 (direktni soucet). Pro libovolnou indexovou mnozinu I uvazujme R-moduly
M;, i € I. Pak direktni soucet modulid M; je mnozina

@Mi ={me l_IMZ | pouze konecné mnoho m; # 0}.

el iel
Prvky direktniho souctu lze tedy chapat jako posloupnosti (I-tice), které maji kone¢né mnoho
nenulovych ¢lenti. Nasobeni a akce okruhu jsou dany po slozkach. Tento modul je dale vybaven
kanonickymi vloZenimi M; do M, tj. homomorfismy v;: M; — @, M;, kde 1;(m;) je I-tice,
ktera mé na vSech pozicich nuly, kromé i-té pozice, na které je prvek m;.
Direktni soucet moduld M; miZeme také definovat jako R-modul M, spliwjici nésledujici
(univerzdlni) vlastnost:

(i) Jsou-li f;: M; — N homomorfismy moduli do libovolného R-modulu N, pak existuje
jediny R-homomorfismus F': M — N, splaujici F oy = fi: M; — N.

(ii) Coz vyjadiime také pomoci diagramu, komutujiciho pro v8echna f;:

~
N F

Li N
~

Mi%;N

Modul spliwjici tuto vlastnost zapisujeme ve tvaru €
na unikitni izomorfismus.

ser Mi a je dan jednoznacné az

Pozndmka.
Definice souc¢tu a soucinu jsou k sobé& dualni. OtoCenim sméru Sipek v prvnim diagramu ziskdme diagram z
definice druhé a naopak.

11



2. Souciny a piimé souCty modulii, jadra a kojadra homomorfismii

M.E. An introduction to rings and modules with K-theory in view 2000, str. 37.). Myslenka zavedeni
vnitfniho souctu spociva v tom, Ze jsou-li M; C M podmoduly M, pak lze jejich prvky uvnit¥ M scitat.
Toho bychom chtéli vyuzit k popisu M pomoci jeho vhodnych podmoduli a poté psat M = @ie] M;. To
by v8ak nebylo korektni (totiz mi + ma + ... + myn € M, ale (m1,ma,...,mn) ¢ M). K zavedeni vnéjsiho
pfimého souc¢tu nastava divod v situaci, kdy neexistuje néjaky modul, ktery by obsahoval vSechny M; jako
své podmoduly. Izomorfismus, ktery tento problém ¥esi je pravé my + ma + ... + myp — (M1, ma, ..., my).

Lemma 2.3. UvazZujme R-moduly N, M;, ¢ € 1. Pak plati:
(Z) HOHIR(N, HiEI Mz) = Hie] HOHIR(Mi, N)
(i) Plati rovnost Homp <®i61 M;, N) = [Lie; Homp <Mi, N).

Definice 2.4 (jadro/kernel). Bud R okruh a f: M — N homomorfismus R-moduli. Jadrem
f nazyvidme mnozinu prvka z M, na kterych se f nuluje. Znacime

ker(f) ={m e M | f(m) = On}.

Definice 2.5 (kojadro/cokernel). Bud R okruh a f: M — N homomorfismus R-moduli.
Kojadrem f nazyvame faktormodul N/im(f). Zna&ime

coker(f) = N/im(f).

Véta 2.6 (Vlastnosti direktniho souctu).
(i) Direktni soucet je podmodul direktniho soucinu. Navic, je-li v pFedeslé definici indexzovd
mnozinag I konecnd, pak soucin a soucet je totéz.

(1) Direkini soucet je aZ na izomorfismus asociativni a komutativni.

Piiklad 2.7. Bud M = M & M, vnitini direktni soucet R-modult M7, Ms. K nim uvazujme
prislugnou mnozinu inkluzi a projekci {01, 09,7, m2}. Pro dany endomorfismus p € End(M)
definujme pro 4, j € {1, 2} nasledujici R-homomorfismy modulii:

TiOj = M- Mj — Mz’-
Ukazte, Ze pro m € M, m = m1 + mgo, m; € M;, lze p psat ve tvaru:
p(m) = (pa1(ma) + pr2(me)) + (p21(ma) + pa2(m2)).

Hi11 Mm)

Chapeme-li prvky M jako sloupce <m1>7 ukazte, ze u lze zapsat jako matici <
m2 H21 22

Dale odvodte, ze okruh endomorfismtt End(M) lze zapsat jako okruh matic 2 x 2:

End(M):( End (M) Hom(Ml,Mz)>

HOm(MQ,Ml) End(Mg)
Reseni. K oveteni ekvivalentniho vyjad¥eni homomorfismu g pouzijeme nasledujici vlastnosti
inkluzi o; a projekct m;:

1. O',L(mz) =m;, VYm; € M;,i=1,2

12



2. Souciny a primé soucCty modult, jadra a kojadra homomorfismii

2. Wl(mz) =m;, Ym; € M;, i =1,2
3. m=mi(m)+ ma(m), Vm € M.
Poéitejme tedy:

p(m) = (pa1(ma) + paza(ma)) + (p21(ma) + poa(mo))
= mipo1(my) + mpoe(ms) + mopor(m) + mopoz(msa)
= mi(po1(mi) + poa(ms)) + ma(poi(ma) + poz(mz))
(1(ma) + p(ma)) + mo(pu(ma) + p(mz))
= mi(p(ma + ma)) + ma(u(mi + m2))
= Wl(M( ) + m2(p(m))
p(m)

Posledni tipravu jsme provedli diky tomu, ze p € End(M) (tedy u(m) € M).

:7‘[‘1

Chapeme-li prvky M jako sloupce tvaru <$1>, my € My, mo € My, pak
2

p(m) = (p11(ma) + paz(me)) + (p21(ma) + p22(ms))

 (nn(ma) + pra(mo)
pm) = (o) L)),

zapiSeme ve tvaru

7 tohoto zépisu jiz lehce vidime rovnost:

11 M2\ (M
plm) = (Zm Z22> <m2> ' ¢

Piiklad 2.8. Pro R-moduly M, N definujme jejich biprodukt jako modul X spolu s homo-
morfismy 41: M — X, i9: N = X, j1: X = M, jo: X — N splhujici rovnosti:

(i) jeoir =jioiz =0

(i) j1od1 =idym

(iii) jooig =idy

(iv) i1 01 +i2 0 Jo = idx

Ukaizte, 7e M x N2 X =2 M &® N.

Reseni. Pomoci univerzaln{ vlastnosti sou¢inu. Uvazujme nasledujic{ diagramy

<
S
=

XZ-*3sMxN
2
J2
N

13



2. Souciny a piimé souCty modulii, jadra a kojadra homomorfismii

Zobrazeni u, které je dano z univerzalni vlastnosti souc¢inu, déla druhy diagram komutativni.
Proto muzeme psat

TLOU=J1, T20U=j3

u(x) = (71'1 ou(x),m 0 u(z)) = (jl(x),jQ(x)).
Prvné predpokladejme u(x) = u(y) a ukazme injektivitu.

u(z) = uly) = ji(x) = 1), j2(z) = jaly) =

= i1 0 j1(x) =11 0j1(y), iz 0 j2(x) =iz 0 j2(y)
Secteme-li posledni dvé rovnosti a aplikujeme posledni vztah z definice biproduktu ziskdvame

(i1041+i2042)(x) = (1041 +i20J2)(y) =z =y.
Tedy u je injektivni. Déle u(x) = (jl(x),jg(x)) a homomorfismy ji, jo jsou surjektivni (v
opa¢ném piipadé by totiz nemohla platit druha a tieti z rovnosti definujicich biprodukt), je
tedy i w surjektivni a davé izomorfismus mezi X a M x N. Navic tento soudin je koneény, tedy
plati M x N =2 M & N, coz dava X = M & N. o
Priklad 2.9. Ukazte, Ze pro okruh R a levé R-moduly M, M;,i € I a N jsou mnozZiny
HomR(M, N), Hompg (@ig MZ-,N>, [I;c; Homg(M;, N) abelovské grupy. Dale ukazte, Ze je-
li R komutativn{, pak jde o levé R-moduly.
Reseni. Zatnéme s pfipadem Homp (M , N ) Prvky této mmnoziny mizeme séitat po slozkach
(pointwise):
(f +9)(m) = f(m) + g(m),

nulovy prvek mame diky tomu, ze mezi moduly existuji nulové morfismy, inverze k f je —f a
asociativitu s¢itani morfismt lze také vidét ihned:

(f + (g+h)(m) = f(m)+ ((g+ h))(m)
= f(m) + (g(m) + h(m))
= (f(m) + g(m)) + h(m)
= (f +g)(m) + h(m) = ((f + g) + h)(m).

Abychom ukézali, ze pro R komutativni je Homp (M , N ) levy R-modul, zavedme levou akei
prvki r € R: (r- f)(m) :=rf(m), kde r f(m) dava smysl, nebot N je levy R-modul. Podminky
z definice modulu pro akci R jsou splnény:
L (r+s)-f=@+s)f=rf+sf=r-f+s-f.
r-(f+g) =r(f+g)=rf+rg=r-f+r-g
3. ((rs) - f)(m) = (rs)f(m) =r(sf(m)) =r- (sf(m)) =7 (s- f)(m).

Komutativitu R potfebujeme pro kompatibilitu akce s multiplikativnf strukturou R: pror,s €
R,me M, f € Homp(M,N) (tj. sm € M arf € Homg(M, N) ) lze psat:
((rs)- f)(m)=r-(s- f)(m
=1 (sf(m))
— - (f(sm))
=rf(sm)

m
m



2. Souciny a primé soucCty modult, jadra a kojadra homomorfismii

Vidime tedy, Ze libovolné r, s € R spolu musi komutovat.
Nyni pro libovolné F, G € Hompg (@ie[ M;, N) am € @,;c; M; definujme
(F+ G)(m) :== F(m) + G(m).

Nulovy prvek je nulovy homomorfismus, inverzni prvek k F' je —F. Pak diky tomu, ze N je
levy R-modul, lze psét:

1. (=F+F)(m) = —F(m)+F(m) = Ox, ¥m € @,.; M; = —F+F = 0 € Homp (@iel M;, N),
tedy —F je skute¢né inverze k F'.
2. (F+G)(m)=F(m)+G(m)=G(m)+F(m)=(F+G)=(G+F).

3. (F+ (G + H))(m) = F(m) + (G + H)(m) = F(m) + G(m) + H(m) = (F(m) + G(m)) +
H(m)= (F+(G+H)=(F+G)+H

Coz plati pro libovolné F, G, H € Homp (EBZE[ M;, N) a vechna m €
tedy grupovou strukturu. Zavedeme-li levé nasobeni prvky z R:

ser M;. Overili jsme

(r- F)m :=rF(m),
pak lze identicky jako v prede§lém ovéfit, ze Homp (@iel M;, N> je také levy R-modul.
Pro f,g € [[;c; Homp(M;, N) definujme

f+g:= (fi)iel + (gi)iel'

Toto s¢itani po slozkidch dava strukturu abelovské grupy diky vlastnostem cilového objektu
morfismi f;, i € I (tj. slozek prvku f € [[,.; Homg(M;, N) ). Nulovy objekt je zde I-tice nul
a inverze k f = (fi)iel je—f= (_fi)iel‘

Skutecnost, ze [ [,.; Hompg(M;, N) je komutativni grupa, lze také vidét z toho, ze kazdy prvek
tohoto direktniho souéinu je abelovské grupa, coz jsme ukazali na zacatku tohoto cviceni.
Levou akce R je po slozkach:

refi=(r fi)z‘ep
coz je korektni, nebot na zacatku tohoto cviceni jsme akci r- f; zavedli a vzhledem k ni potiebné

axiomy oveéfili. o

Priklad 2.10. Dokazte, ze Homp (@z’el Mi,N) a [[;e; Homg(M;, N) jsou izomorfni jako
abelovské grupy, uvazujeme-li R jako okruh a M;, N jako levé R-moduly. Dale ukazte, ze je-li
R komutativni, pak jde o izomorfismus levych R-moduld.

Resent. Uvazujme f € HomR(@ieI Mi,N>. Doména f je vybavena vnofenimi ¢;: M; —
D, M;. Vyjadieno diagramem:

M;— s @, My~ N

15



2. Souciny a piimé souCty modulii, jadra a kojadra homomorfismii

a pro v8echna i € I je sloZeni f ot;: M; — N prvek Hompg(M;, N). Proto (f o Li) IS

Hie[ HOHIR(MZ‘, N)

el

Homp (Mg, N)

fr>fou
Tk

{

Homp, (@ieIMi,N> — — = 51, Homp(M;, N)

5

fr>fouj ]

HomR(Mj, N)

Univerzalni vlastnost direkntniho souinu (viz. 2.1 ) nam ¥ika, Ze mame-li objekt vybaveny
sipkami do v8ech prvka produktu, pak existuje (unikatni) zobrazeni z tohoto objektu do
produktu, které komutuje se v8emi projekcemi, tj. mame morfismus

¢ HomR<@Mi,N> — [[Homg(M;, N)
el el
definovany takto: ¢(f) = (¢(f)),c; = (fo i),

HOHIR(Mk, N)
(6(9)

Tk

o
Homy (e, Mis N) = == + [T, Homp(M;, N)

5

(en),

Homp(M;, N)
Tvrzeni je, Ze toto zobrazeni je izomorfismus abelovskych grup.
Prvné ovéime, Ze ¢ je skuteé¢né homomorfismus.

1. (¢(0)),=004=0,Viel.
2. (0(f+9),=(f+g)ow=fou+gou=(d(f),+ (6(9), Viel

Dale ukazme, ze ¢ je injektivni a surjektivni.

1. Bud f € ker(¢). Pak ¢(f) = (¢(f)),c; = (foti),c; =0= f(my) =0, Vi € I, a viechna

m; € M;. Dohromady pro libovolné m € @,.; M; méme f((m)icr) = f(z Lz(m)> =
el

> f(LZ(m)) =53 0=0. Tedy ker¢ = 0 a ¢ je injektivni.
i€l i€l

2. Nyni vezméme libovolné F' € [[;.; Homg(M;, N), které je dano svymi slozkami (F'); =
mi(F): M; — N, i € I. To ale znamen4, ze pro vSechna i € I mame morfismus z M; do
N a podle univerzalni vlastnosti koproduktu (viz. 2.2 ) existuje morfismus f € @,c; M;
do N, ktery se v8emi (F); komutuje, tj. fou; = (F);, Vi € I. Pro ngj plati ¢(f) = F.

Ukézali jsme, Ze ¢ je izomorfismus

Homp (@ M;, N) ~ [ Homp(M;, N).
i€l el
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2. Souciny a primé soucCty modult, jadra a kojadra homomorfismii

Nasim poslednim tkolem je ukazat, Ze uvazujeme-li v§echny moduly tohoto cviceni jako
levé moduly nad komutativnim okruhem R, pak ¢ je izomorfismem levych R-moduli. Z pie-
deslého prikladu vime, ze ma smysl se na takovyto izomorfismus ptat, protoZe jiz vime, jak

struktura levych R-moduli na mnozinach Homp (EBieI M;, N), [I;c; Homg(M;, N) vypada.
Zbyva ukazat, ze ¢ je kompatibilni se skaldrnim nasobenim. Uvazujme tedy libovolné r € R,
f € Homp (@id M;, N) a poclitejme:

. ¢<f>)zej
’ ((z)(f))zej =T (b(f)

Ukézali jsme, Ze ¢ je izomorfismus levych R-modulii. Pro¢ je tfeba predpokladat komutativitu
R jsme vidéli v pfedeslém piikladé. o

(
(

= (r-(fou))ie
(
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3. Volné moduly a projektivni moduly

3. Volné moduly a projektivni moduly

3.1. Volné moduly

Definice 3.1 (Linearni nezavislost). Mé&jme R-modul M a libovolnou mnozinu:
X={xlicel}CM

f{ekneme, ze X je linedrné nezdvisld, jestlize pro libovolnou koneénou podmnozinu J C [
plati:
ZT‘jZEj:0:>VjEJZTj:0
jeJ
Definice 3.2 (Baze). Rekneme, ze X je bdze M, jestlize kazdé € M umime jedinym
zpusobem vyjadrit jako soucet:
xr = Z TiT;

el
kde r; € R pro kazdé ¢ € I, ale r; # 0 pouze pro kone¢né& mnoho 1.

Definice 3.3 (Volny modul). Modul M nad R nazveme volny, jestlize je souc¢tem kopii R
(jakozto modulu nad sebou samym), tj. jestlize existuje mnozina I spliujici:

M = @ R (zkrécené &~ @ R)
I

i€l
Véta 3.4 (Vlastnosti volnych modult). Plati:
(i) MnoZina X je baze R-modulu M pravé tehdy, kdyz (X) = M a X je linedrné nezdvisld.
(1) Volné moduly jsou prave ty, které magi bdzi.
(i5i) Kazdy R-modul je volny prdvé tehdy, kdyZ R je okruh s délenim.
(iv) Kazdy podmodul volného R-modulu je volny prdvé tehdy, kdyZ R je obor hlavnich idedli.
(v) Idedl J okruhu R je volnyg R-modul prdvé tehdy, kdyz J = R.
(vi) Soucet volnijch moduli je volny modul.
(vii) Soucin volnych modulii nemusi byt volng modul.

Piiklad 3.5. Pfimo z definice nebo pomoci pfedchozi teorie argumentujte, zda jsou néasledujici
moduly volné.

Z-modul nZ

Z-modul Z x Z

Z x Z-modul Z x 0

R-modul R[z]

Z-modul Z,,

Zs modul Z4 s nasobenim [k]o - [(]4 = [2k{]4
Zy-modul Z} s nasobenim [k]o - [(]s = [¢¥]s

Rz, y]-modul (z,y) (jako jeho ideal)

O N> TN

18



3. Volné moduly a projektivni moduly

Resent.

[y

Ano, nZ = 7 skrze izomorfizmus nk — k.

Ano, konetné soudiny splyvaji se soucty, ¢ili Zx Z = Z & Z.

W N

Ne. Pro libovolny prvek x € Z x 0 plati (1,1)x = (1,0)z, ¢ili Z x 0 nemtZe mit nad Z X Z
bézi.
4. Ano. Plati:

Rlz]= P Ra"= PR

n€Ny No
Ne. Z,, nemtze kvili kardinalité obsahovat s¢itanec izomorini se Z.
Ne, Z4 sice obsahuje Zo-podmodul 2Z4, ale nenf to jeho pfimy scitanec.
Ano, Z3 = Zy ® Zs.

Ne, neplati (z,y) = R[x,y], nebot tento ideél neni hlavni.

® N> o

Piiklad 3.6. Modul Q neni volny Z-modul.

Reseni. Predpokladejme, ze mame bazi X C Q nad Z. Jestlize | X| > 1, pak mame dvé rizna
7,3 € X pro a,b,c,d € Z. Potom ale:
a c
b-——d--=0
b d

coz je spor s vlastnosti baze, nebot b # 0 # d. Proto by muselo platit X = {q} tak, Ze pro
kazdé = € Q existuje z € Z splhujici © = zq, coz je ale zfejmé nesmysl (jinak Feceno Q neni
cyklicky Z-modul). Proto Q nema nad Z bazi a nemiize byt volny. o

P#iklad 3.7. Modul R nenf volny Z-modul.

Resend. Kazd4 mnozina generujici R nad Z by musela obsahovat alesponn dvé racionalnf &fsla,
protoze Q neni cyklicky Z-modul a Z-line4drni kombinaci iracionélnich ¢isel nedostaneme ra-
cionaln{ ¢islo. Mnozina obsahujici dvé rtizné racionalnf{ ¢isla nemiize byt nezavisléd nad Z, jak
vyplyva z predchoziho pifikladu. o

Piiklad 3.8. Pro libovolné téleso K a libovolné n > 2 neni K" volny Mat,, (K)-modul.

Reseni. Ukazeme, 7e kazd4 jednoprvkova mnozina v K” je linearné zavisla nad Mat,, (K). Od-

tud posléze vyplyne, Ze tento modul nemuize mit bazi. Mé&me libovolné nenulové (x1,...,x,) €
K"™. Protoze n > 2, existuji (ne v8echna nulova) rq,...,r, € K splaujici:
n
E Tix; = 0
i=1
Potom ale:
™ T'n x1
; =0
1 n L,
Pfitom ale matice nalevo neni celd nulova. o
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3. Volné moduly a projektivni moduly

Priklad 3.9. Idedl J = (3,2 + v/—5) okruhu Z[v/—5] neni volny Z[v/—5]-modul.

Reseni. Musime ukazat, ze J neni hlavn{ ideal. Nejprve uvazme zobrazeni h: Z|V-5] = Z s
predpisem:
h(a + bv/=5) = a® + 5b*

Ukazme, ze h je ve skute¢nosti homomorfizmus monoida (vzhledem k nasobeni). Plati:

h((a +bv=5)(c + dv/—=5)) = (ac — 5bd)?* + 5(bc + ad)*

= a*c® — 10abed + 256%d? + 5b%c? + 10abed + 5a?d>

= a%® + 5a’d® + 5b*c? + 25b%d>

= (a® +5b*)(c? + 5d?) = h(a + bv/=5)h(c + dv/=5)
Déle h(x) = 1 pravé tehdy, kdyz « € {1,—1}. Nyni pfedpokladejme, 7e J = (a). Nejprve
uvazme moznost J = Z[v/—5|. Protoze Z[/—5] = Z[z]/(z?+5), plati J = Z[y/—5| pravé tehdy,
kdyz (3, x+2) = Z[z]. Pokud ale 1 = p(x)3+¢(z)(2+ ) pro n&jaké polynomy p, ¢ € Z[x]|, pak
volbou = —2 dostaneme 1 = p(—2)3, coz je spor. Proto J musi byt vlastni ideal Z[v/—5]. Pro
a # +1. Dale musi existovat x € Z[v/—5] spliwjici 3 = ax a také 9 = h(3) = h(a)h(x). Protoze
a # 1, musf platit h(z) = 1 nebo h(z) = 3. Druhy piipad neni mozny, nebot a? + 5b* = 3
nema feseni v celych ¢islech. Proto h(xz) =1, tedy z = £1 a J = 3Z[/—5]. To je ovSem také
spor, jelikoz rovnice 2 + v/—5 = 3(a 4+ by/—5) nema feSeni v celych &islech. o

Priklad 3.10. Dokazte, Ze volny modul M nad oborem integrity R je bez torze.

Reseni. Necht z € Tor(M) a r € R jsou nenulové spliiujici r& = 0. Necht z1,...,x, jsou
prvky baze M a ry,...,r, € R ne viechny nulové spliwuji > " ;| r;z; = x. Potom ale:
n
O=rx= Z T
i=1
Protoze je R obor integrity, nemohou byt vsechny rrq, ..., rr, nulové. Tim dostavadme nenulové
vyjadieni nuly, coz je spor. Modul M musi byt bez torze. o

Priklad 3.11. Dokazte, ze kone¢né generovany modul M bez torze nad oborem hlavnich
idedlt R je volny modul.

Reseni. Mé&me mnozinu {z1,...,2,} generujici modul M s minimalni kardinalitou. Tvrzeni
dokézeme indukci vzhledem k n. Nejprve ziejmé (x1) je volny R-modul, protoze M je bez
torze. Predpokladejme, ze (x1,...,x;) je volny a pro spor predpokladejme, Ze existuje r € R

nenulové spliiujici:

(2
TTit1 + ZTkxk =0

k=1
Uvazme zobrazeni f(x) = rz pro x € (r1,...,x;+1). Kazdé takové z je tvaru = = E;;ll SpTk-
Potom ale:
i+1 i i i
flx)=r Z SETk = Z TSETE T Si41TTiq1 = Z TSETE + Si+1 | — Z TeTk | € (T1,.. ., Tn)
k=1 k=1 k=1 k=1
Protoze M je bez torze, je f monomorfizmus modula. To znamend, %e (x1,...,x;) obsahuje
podmodul, ktery neni volny. To ale neni mozné, protoze R je obor hlavnich ideéld. o
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3. Volné moduly a projektivni moduly

Piiklad 3.12. Dokazte, Ze kazdy konecné generovany modul M nad oborem hlavnich idealt
R 1ze rozlozit M = F & T, kde F je volny a T torzni modul.

Resent. M&jme vzhledem ke kardinalité nejmensi mnozinu X generujici modul M. Polozme
X1 =XnNTor(X) a Xy =X\ Xi. Potom (X») je konetné generovany modul bez torze, tedy
podle piikladu 3.11 volny. Modul (X1) je zfejmé torzni. Rovnéz ziejmé je M = (Xo)®(X;). ©

Definice 3.13. R-modul M se nazyva volny objekt nad mnoZinou X v kategorii R-moduli,
jestlize existuje zobrazeni «: X — M takové, Ze pro kazdy R-modul N a kazdé zobrazeni
f: X — N existuje pravé jeden morfizmus h: M — N spliujici hot = f.

Véta 3.14. Volné objekty v kategoris R-moduli jsou prdaveé volné R-moduly.

Priklad 3.15. DokaZte pfimo z definice volného objektu, Zze zobrazeni ¢ je vzdy injektivni pro
volné moduly nad netrividlnim okruhem.

Resent. Megjme netrividlni okruh R a mnozinu X. Pokud X ma méné nez dva prvky, nenf co
dokazovat. Necht tedy existuji x,y € X, = # y, a necht pro ¢+: X — FX plati t(z) = t(y).
Zvolme zobrazeni h: X — R dané:

h(m) 1 jestlizem==x
m) =
0 jinak

Potom pro kazdé zobrazeni (takze i kazdy morfizmus) f: FX — R musi platit:

coz nen{ mozné v netrividlnim okruhu R. Proto ¢ musi byt injektivni. o
Priklad 3.16. Dokazte pfimo z pfedchozi definice, Ze pro kazdou mnozinu X plati:
(X)) = FX

Regend. Pro trivialni okruh R je tato rovnice tvaru {0} = {0} a neni co dokazovat. P¥edpokla-
dejme, ze R je netrivialni. Z¥ejmé (1(X)) C FX, ozna¢me m: (¢(X)) — FX tuto inkluzi (jde o
injektivni homomorfizmus moduli, ale to v tuto chvili nepotiebujeme). Zobrazeni 1: X — FX
se faktorizuje skrze m, tj. existuje k: X — (¢(X)) splaujici ¢« = m o k. Dostavame unikatni
homomorfizmus modula f: FX — (¢(X)) z nésledujiciho diagramu:

X —" (X)) —"—— FX

Loy !
(t(X))
Potom plati m o f = 1(,(x)), ¢ili m je surjektivni a tedy identita. o

Piiklad 3.17. Dokazte, ze je-li F' volny modul a e: M — F epimorfizmus, pak F' je retrakt
M, tj. existuje monomorfizmus m: F' — M spliujici eom = 1p.
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3. Volné moduly a projektivni moduly

Resend. Méjme ¢: X — F vloZeni generatorti do volného modulu F'. Protoze je e surjektivni,
pro kazdé x € X existuje a, € M spliwjici e(a,) = = (v tomto momenté obecné potfebujeme
axiom vybéru). Polozme m(x) = a,. Z univerzalni vlastnosti volného modulu plyne existence
morfizmu g: F' — M spliujictho m = got. Potom pro kazdé y € F plat (eom)(y) = e(ay) =y
neboli eom = 1p. o

Piiklad 3.18. Dokazte znova priklad 3.12 pomoci prikladu 3.17.

Resend. Je-li M konetné generovany modul, potom M / Tor(M) je koneéné generovany modul
bez torze, ¢ili volny. Navic mame prirozené definovany epimorfizmus - kanonickou projekci
p: M — M/ Tor(M). Podle ptikladu 3.17 je M/ Tor(M) retrakt M a tedy jeho pFimy sc¢itanec.
Tim dostavame soucet

M = M/ Tor(M) & Tor(M). o

Priklad 3.19. Z piikladu 3.12 plyne, ze kazdy kone¢né generovany modul nad oborem hlav-
nich idedld obsahuje maximalni volny podmodul vzhledem k inkluzi. Rozhodnéte, zda tuto
vlastnost majf i nekonecné generované moduly.

Resent. Ne, Z-modul Q obsahuje nekoneény rostouci systém volnych podmoduli:

- {tiec)

jehoz je Q sjednocenim. Modul Q ov&em neni volny, maximalni volny podmodul tedy neobsa-
huje. o

Priklad 3.20. V prikladu 3.12 se tvrdi, Ze kazdy konecné generovany modul nad oborem
hlavnich idealti se d& rozlozit na soucet volného a torznfho modulu. Rozhodnéte, zda tuto
vlastnost maji i nekonecné generované moduly.

Resend. Ne, uvazme Z-modul Q. Rozklad Q = Q & 0 nepfichazi v tvahu, protoze QQ neni
volny. Rozklad s netrivialnim torznim podmodulem rovnéz nepiichézi v ivahu, nebot Q je bez
torze. <o

Piiklad 3.21. V ptikladu 3.12 se tvrdi, Ze kazdy konecné generovany modul M nad oborem
hlavnich ideéla se da rozlozit M = F & T, kde F je volny a T torzni modul. MtZeme pfitom
za F' dosadit kterykoli izomorfn{ podmodul M?

Resend. Nemiizeme. Mame rozklad Z = Z & 0. Pfitom Z = nZ pro libovolné n > 1, ale pro
n > 2 neni nZ p¥Himy s¢itanec Z (je mu pouze izomortni). o
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3.2. Projektivni moduly

Definice 3.22. Modul P se nazyva projektivni, jestlize pro libovolny epimorfizmus h: M — N
a libovolny morfizmus f: P — N existuje morfizmus g: P — M spliujici h o g = f. Neboli
pokud:

Véta 3.23. Vlastnosti projektivnich moduli:
(i) Kazdij volng modul je projektivni.
(1) Soucet projektivnich moduli je projektivni.
(113) Primy scitanec projektivniho modulu je projektivni.
(iv) Projektivni moduly jsou prdvé primé scitance volngch moduli.
(v) Projektivni moduly nad obory hlavnich idedli jsou volné.

(vi) Pro kazdy idempotent e okruhu R je (e) (= Re) projektivni R-modul.
Priklad 3.24. Dokazte, ze Z-moduly Q a R nejsou projektivni.
Resent. Vime, 7e Q neni volny Z-modul. Pokud by modul Q byl projektivni, byl by p¥mym

s¢itancem néjakého volného Z-modulu. P#{mé s¢itance volnych komutativnich grup jsou ovSem
opét volné. Tataz argumentace plati pro R. o

Priklad 3.25. Z,, nenf projektivni Z-modul pro z&dné n > 2.

Reseni. Pokud by Z,, byl projektivni Z-modul, potom by se identita 1: Z,, — Z, faktorizovala
pres modul Z podle definice projektivniho modulu:

Jenomze jediny morfizmus modulu Z,, do Z je nulovy. Potom mus{ byt nulové i jeho slozen{ s
h a predchozi trojuhelnik nemtze nikdy komutovat. o

Priklad 3.26. Ideal J = (3.2 + /=5) okruhu Z[/—5] je projektivni Z[/—5]-modul.
Reseni. Méjme morfizmus p: 7Z[/=5]?> — J dany ptedpisem:
p(r,s) =3r + (2 +V-5)s
Zvolme zobrazeni e: J — Z[y/—5]? pFedpisem:
e(3a+ (2 +V-5)b) = (2a +3b — avV/—5,a — b+ (a + b)v/—5)
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3. Volné moduly a projektivni moduly

Toto zobrazeni je Z[v/—5]-linearni. Nyni pocitejme:
(poe)(Ba+ (2+V—=5)b) =p(2a+3b—av—5,a—b+ (a+b)V-5)
=32a+3b—av-5)+2+vV-5)(a—b+ (a+b)V-5)
=3a+ (2+V-5)b

neboli poe = 1. To znamena, ze J je retraktem R2, ¢li jeho pffmy s¢itanec. P¥imy séitanec
volného modulu je projektivni. o

Piiklad 3.27. Necht R je okruh a e € R idempotent. Dokazte:
1. Re je projektivni R-modul tim, Ze jej vyjadiite jako pfimy s¢itanec R
2. Re je volny R-modul pravé tehdy, kdyz e € {0, 1}
3. jestlize R je obor integrity, tak Re je volny R-modul

Pomoci téchto vysledkt rozlozte néasledujici okruhy R na netrividlni souéty projektivnich R-
modult: Zg, Mata(R), Z[z]/(2? + ).

Regend. Nejprve si uvédomme, ze pokud je e idempotent, potom také 1 — e je idempotent:
(1-e)?=1-2¢e+e*=1-2¢e+e=1—c¢

1. UkaZeme, ze R =~ Re® R(1—e). Nejprve kazdé r € R umime vyjadrit jako r = re+r(1—e).
Nyni pokud ae = b(1 —e), potom (a+b)e =ba (a+b)e(l—e) = (a+b)(e—e) = 0. Proto
RenN R(1 —e) ={0} a jsme hotovi.

2. Ziejmé pokud e € {0, 1}, pak Re je volny. Naopak pokud je Re volny, pak bud Re =0 a
e =0, nebo Re = R a e je jednotka. To by ale znamenalo e = el = eece™! = ee™! = 1.

3. V oboru integrity neméame délitelne nuly. Proto e(1 — e) = 0 implikuje e € {0,1} a Re je
volny.

Okruh Zg obsahuje netrivialn{ idempotenty 3 a 4, v tomto piipadé plati 1 -3 =4a1—4 = 3.
Proto:
T = 376 D Al = Ty B Zs3

Okruh Mato(RR) obsahuje celou fadu netrivialnich idempotenti:

(o) (o1): (o) (o) (oo)(TD)(50)

Dostavame tifeda nasledujici rozklad:

Matz(R) = Mats(R) ( (1) 8 ) @ Mats(R) < 8 (1) )

)-{(3 8)macs)
-

Pfitom:
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Priklad 3.28. Dokazte, Ze kazdy projektivni modul je bez torze.

Diikaz. Pokud by mél projektivni modul neprazdnou torzi, potom by také volny modul, jehoz
je pHimym s¢itancem, mél nepriazdnou torzi, coz neni mozné. O

Piiklad 3.29. Najdéte modul bez torze, ktery neni projektivni.
Resend. Z-modul Q je zfejme bez torze. Uz jsme si ukézali, Ze tento modul nenf projektivni. ¢
Priklad 3.30. Dokazte, ze pro kazdé téleso K je kazdy Mat,, (K)-modul je projektivni.

Resend. Plati:

10 0
00 0
K = Mat,,(K)
00 --- 0
Jelikoz je matice napravo idempotentni, je tento modul projektivni (podle tivodni teorie nebo
podle ptikladu 3.27). o

Priiklad 3.31. Dokazte, ze modul P je projektivni pravé tehdy, kdyz pro kazdy epimofizmus
p: M — P existuje j: P — M spliiujici poj = 1p.

Resent.

=-: Necht P je projektivni a p: M — P je libovolny epimorfizmus. Podle definice projektivniho
modulu umime néasledujici trojahelnik doplnit na komutujici:

Glipoj=1.

<: Vime, Ze kazdy modul je homomorfnim obrazem néjakého volného modulu. Mé&me tedy
takovy epimorfizmus p: F© — P. Podle predpokladu existuje j: P — F spliujici po j = 1p.
Cili modul P je retraktem volného modulu a tedy jeho pifimy sc¢itanec. P¥{fmé séitance volnych
modult jsou projektivni. o

Piiklad 3.32. Dokazte, Ze modul P je projektivni pravé tehdy, kdyz se libovolna kratka
exaktn{ posloupnost nasledujictho tvaru stépi:

0 N—™ -2 p 0

Resent.

= Jestlize je modul P projektivni, pak se podle pfikladu 3.31 8tépi a §tépi se i tato kratka
exaktn{ posloupnost.

<: Libovolny epimorfizmus p: M — P zadava kratkou exaktni posloupnost:

P .p 0

0 —kerp —~ M

kterd se podle predpokladu stépi. étépi se tedy i epimorfizmus p a P je opét podle piikladu
3.31 projektivni. o
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Piiklad 3.33. Dokzte implikaci <= v piikladu 3.31 p¥imo z definice projektivniho modulu s
vyuzitim konstrukce tzv. pullbacku. Pullback morfizma f: A — C a g: B — C' je modul:

AxcB={(a,b) € Ax B| f(a) = g(b)}

Tento modul je podmodulem A x B, ma tedy pfirozené definované morfizmy p1: Axc B — A
apy: AXc B — B s predpisy pi(a,b) = a a pa(a,b) = b. (Pullback je jednoznaéné urcen svou
univerzalni vlastnosti, kterou se zde zabyvat nebudeme.)

Resent. Mgjme libovolny epimorfizmus p: M — N a libovolny morfizmus f: P — N. Uvazme
pullback X = M xn P. Plati pop; = f o pg, ovéime:

(popi)(a,b) = pla) = f(b) = (f o p2)(a,b)

Mame tedy komutativni ¢tverec:
M N

X——0pP

—r

Protoze p je surjektivni, existuje ke kazdému b € P takové a € M, ze p(a) = f(b). To znamena,
ze morfizmus ps je epimorfizmus a ten se podle predpokladu §té€pi ps o j = 1p. Dostavame
tedy morfizmus g = py o j spliiujici:

pog=popioj=fopoj=f

Modul P je tedy projektivni. o
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4. Tenzorovy soucin a jeho vlastnosti

Definice 4.1 (Tenzorovy souc¢in). Budte R okruh s jednickou, M pravy a N levy R-modul.
Tenzorovy souc¢in M s N nad okruhem R, znafeny M ®p N, je abelovskd grupa spliiujici
nésledujici univerzaln{ vlastnost:

e Pro libovolny R-bilinearni homomorfismus g: M x N — X, kde X je komutativn{ grupa,
existuje jediné zobrazeni T: M ®r N — X spliujici T o 7 = . Homomorfismus grup
T: M x N — M®pgN jedan (m,n) — m ® n, zachovava aditivitu v obou slozkach (tj. je
to bilinearniho homomorfismus komutativnich grup) a spliiuje

Vmi,mo € M, ni,ng € N : 7(mr,n) =7(m,rn).

Ekvivalentné pomoci komutativntho diagramu

MxN—"sM@gN
I
N%/T
X

Konstrukce 4.2 (Konstrukce tenzorového soucinu). Tenzorovy soucin je faktor grupa volné
abelovské grupy F, generované prvky tvaru m @n, m € M, n € N (tj. F = (m®n, m €
M, n € N)). Relace jsou generoviny

(m1+me)@n~m;@n+msRn
m® (ny +n2) ~men; +mQns
mr@n~mgQ rn.

Provedeme-li ndsledujici oznaceni:
lih=(mi1+ma)®n—m ®n—my®n,
lo=m® (n1+ny) —m®®n; —m ng,
AR =mr@n —mQrn,

lze psdt
M®RN:F/<11, lo, aR>.

Pozndmka. R-balancovanost homomorfismu 3 neni bilinearita jako u vektorovych prostori, o X se totiz ne-
pfedpoklada, Ze je R-modul. Proto neni pravdiva rovnost B(mr,n) = rB(m,n) = f(m,rn) (vyraz r8(m,n) by
nedaval smysl), ale plati pouze 8(mr,n) = B(m,rn). Tato vlastnost se také nazyva R-bilinearita.

Lemma 4.3 (Asociativita tenzorového sou¢inu). Budle M;, i € {1,2,3} levé moduly nad
komutativnim okruhem R. Pak plati

My @ (M ® M3) = (M ® M) ® M;.

Véta 4.4. Bud I indexovd mnoZina a pro vSechna i € I uvazujme R-moduly M;, ddle uvvazujme

R-modul N. Paok plati
N® (@M) =P (N ® M),

el el
(@M) oN=PM@N).
el el
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Disledek 4.5. Bud R komutativni okruh, M = R*, N = R! volné R-moduly s bdzems
My, ..., Mg @ N1, ..,y Pak M @g N je volng modul s bazi m; @nj, 1 <i<s, 1 <75 <14, 4.
plati

M ®pr N = R*.

Piiklad 4.6. Ukaizte, Ze CRr C a C®¢ C jsou levé R-moduly, které ale jako R-moduly nejsou
izomorfni.

Resend. Levou akei R 1ze pro C @g C i C ®c C zadefinovat stejng, nechame-li r € R pisobit
na prvni slozku prvki tenzorovych soucint

21 QR 22 =121 QR 22

rez1 QC 22 =121 QC 22.

Diky tomu skute¢né ziskavame strukturu R-modulu na pat¥i¢né abelovské grupé, protoze jiz C
je R-modulem. Pomoci elementarnich taprav ovéfme axiomy z definice modulu. Pro Vry,ry € R
a Vzq, 29, 23 € C plati
L(r+m) z21®@n=(r+m)n®2n=rz21Q2n+rz2®@zn=r1-21Q2z0n+r 2 zxn
2.1 (21 @23+ 20®23) =71 (21+ 22) Q23 = r(21+ 22) ® 23 = (rz1 +722) ® 23 =
rz1®z3—|—rz2®23):r-zl®23+r-22®23)
3. (7“17‘2) ‘21 Q2o = (7’17’2)21 X 29 = 7’1(7"221) X 290 =17 " (7“22’1) X 22
Abychom ukézali neexistenci izomorfismu mezi vySe definovanymi R-moduly, pouZijeme
dimenzionéln{ analyzu. Z linedrni algebry vime, Ze

C=RoR,
a proto podle véty 4.4
Cepr C = R

Dale plati
C®c C=C =R

Vidime tedy, Zze C ®gr C a C ®¢ C jsou izomorfni vektorovym prostortim riznych dimenzi. Z
tohoto divodu mezi nimi nemtize existovat izomorfismus. o

Priklad 4.7. Ukazte, Ze Q ®z Q a Q ®g Q jsou izomorfni jako Q-moduly.

Resent. Ovéfeni, Ze obé dvé abelovské grupy jsou moduly nad Q, se provede stejné jako v
predesléem piikladé (akce je definovana analogicky, tj. na levé slozce). Pak Q ®g Q mizeme
chapat jako jednodimenzionalni vektorovy prostor nad Q, protoze Q je téleso (moduly nad
t&lesy jsou pravé vektorové prostory) a existuje kanonicky izomorfismus ktery vypada takto

g—q®1.

7 teorie vektorovych prostort vime, ze kazdé dva kone¢né dimenzionalni vektorové prostory
nad stejnym t&lesem jsou jako vektorové prostory izomorfni (coZ v nasem p¥ipadé bude zname-
nat izomorfismus Q-moduld). Sta¢i nam tedy ukazat, ze Q ®z Q je vektorovy prostor dimenze
jedna.
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Uvazujme prvek 1 ® 1 a ukaZme, Ze pomoci néj vygenerujeme libovolny prvek tvaru
p1/P2® q1/qe. Protoze akci Q jsme definovali na levé slozce tenzorového soucinu, jsme schopni
vygenerovat prvek pj/ps ® 1:

p1/p2®@1=pi/p2-(1®1).

Obdobné dostaneme ¢; na pravou slozku, protoze q; € Z, tj.

@ - (p1/p2®@1)=qi(p1/p2) ® 1= (p1/p2)q1 ® 1 =p1/p2 @ qu.

Nakonec prvek pi/ps ® q1/qe ziskame diky rovnostem

q q q

ge1=1/qg0 () _ 1/9)=Y (1/¢®1/9) =D _1/9®1/¢=1®1/q.

=1 =1 =1

Tenzor 1 ® 1 je rtizny od nuly, tedy Q ®z Q je jim generovan, proto je to jednodimenzionalni
Q-vektorovy prostor. Disledkem je

QezQ=Q®qQ. o

Priklad 4.8.
Necht ¢: R — S je homomorfismus okruht a uvazujme R-modul M. Popiste na S ®pr M
strukturu S-modulu a dokazte pro kazdy S-modul N existenci izomorfismu

Homp(M,N) = Homg(S @ M, N).

Resend.
V prvé fadé si vzpomeneme, ze S je levy modul sam nad sebou. Déale pomoci homomorfismu
@ lze na S definovat akci okruhu R:

s-r = sp(r),

(viz. piiklad 1.18) tedy strukturu pravého R-modulu. Diky asociativité S plati

(s1-82) - = (s182) -7 = (s152)p(r) = s1(s260(r)) = 81 (s20(r)) = 51~ (82 7)

(coz je axiom provazanosti akei y definice bimoduli). To z S déla S-R-bimodul. Homomorfis-
mus ¢ ndm na S ®p M umoznil zavést strukturu S-modulu. Tento postup se nazyva rozsirent
skaldrniho ndsobeni. MuZzeme tedy uvazovat abelovskou grupu Homg(S ®r M, N) vsech ho-
momorfismt mezi S r M a N.

Ukézeme, jakym zpisobem lze S-modul N chépat jako R-modul. Jinymi slovy: pomoci ¢
provedeme tzv. restrikci skaldrniho ndsobend z prvka S na prvky R. Definujme pro r € R akci
na N: r-n = ¢(r)n. Komutativni grupu Hompg (M, N) tedy chapeme ve smyslu piedeslého
kroku.

Nyni k hledanému izomorfismu. Vezméme si libovolny prvek f € Hompg(M, N). Obraz f
pfi homomorfismu ®: Homp(M, N) — Homg(S ®r M, N) je dan nésledujicim slozenim

Sep M- e, NP N,
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Morfismus S-moduld P je: s ® n — sn. Tedy
O(f) =Poids® f € Homg(S ®r M, N).

Vsimnéte si prostiedniho ¢lene. Je to rozsifeni skaldrniho nasobeni R-modulu N na okruh S.
Provedli jsme tedy nejprve restrikci a poté extenzi skalart na N.
K sestrojeni ® ! pouZijeme tzv. kanonicky izomorfismus

I:M=R®opM,
m—1Qm.
Pak ! je pro libovolné ¢ € Homg(S ®p M, N) dano nasledujicim slozenim

p®idnr
=

M—LyRorM SopM—Y— N .

Prvek 1 € Homg(S ®x M, N) je poslan na ®~1(¢)) = o (¢ ®idps)oI: M — N.
To, ze ® je homomorfismem abelovskych grup plyne z linearity tenzorového sou¢inu v
druhé slozce. Zb}’Iva OVErit (I)_l od = idHomR(M,N) ado (I)_l = idHoms(5’®RM,N)'

D(e) =00 @pidyol,
o) =Poidg®e.

Pro ¢ € Homg(S ®r M, N) plati

®od (1) = (@ (¢)) = (Poids @) o (p®pidy) o1,
které m posila takto

m = 1 @m = o(1g) @ m— 1g @ Y(m) = 1gy(m) = p(m) < m— p(m).
Ukazali jsme tedy, Ze (@ o ®~!(¢)))(m) = ¢(m), pro libovolné m € M. Proto
® 0 &' = Idyomg (s 5M,N)-

Analogicky se ukize rovnost
&' o ® = Idiomu (v, N)- o
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Definice 5.1. Necht R je libovolny okruh a L, M jsou libovolné levé R-moduly. Pravy R-
modul F nazveme plochy (nad R), jestlize pro libovolny injektivni homomorfismus R-modult

Y. L — M

je
dpRY: FprL — F®r M

injektivni homomorfismus grup.

Véta 5.2. Necht D je pravy R-modul a L, M, N jsou levé R-moduly. JestliZe je posloupnost

exakini, pak je posloupnost

Dopl—3DopM—5Dop N—s0
exakini.
Véta 5.3. Kazdy projektivni R-modul je plochyj.

Necht M je pravy R-modul. Na abelovské grupé Homy(M,Q/Z) definujeme strukturu
levého R-modulu néasledujicim zpisobem:

Vr € R, Vf € Homyz(M,Q/Z), Ve € M : (rf)(x) = f(rz).
Definice 5.4. Levy R-modul M’ := Homy(M,Q/Z) se nazyvé modul charakteri M.

Véta 5.5 (Lambek). Pravy R-modul M je plochy prdvé tehdy, kdyZ jeho modul charakteri M’
je injektivnd.

Tato véta ndm spolecné s Baerovym kritériem déava kritérium pro ploché moduly:

Véta 5.6 (Kritérium pro ploché moduly). Pravy R-modul M je plochy prave tehdy, kdyz pro
kazdy konecné generovany levy idedl I C R je homomorfismus grup M Q@r I — MI dany
piedpisem m ® i — mi izomorfismus.

Priklad 5.7. Necht A; a As jsou R-moduly. Dokazte, 7e A1 @ As je plochy préavé tehdy, kdyz
Aq a As jsou ploché.

Reseni. Necht L, M jsou levé R-moduly a ¢: L — M je injektivni homomorfismus R-
modult. 7 vlastnost{ direktniho souc¢tu plyne: Indukovana zobrazeni

ida, ® @i AL @ L —s Ay @ M,
idA2®§01A2®L—>A2®M
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jsou injektivni pravé tehdy, kdyz jejich direktni soucet
(ida, ® @) ® (ida, @ @): (A1 @L) D (A2® L) — (A1 @ M) ® (A2 @ M)
je injektivni. Aplikaci véty 4.4 dostaneme diagram

(AieLl)® (A2 L) —— (A1@M)® (A2®@ M)

(Al A) QL ——— (A1 A) 0 M

ida, oA, 09
Snadno se ovéfi, Ze tento diagram komutuje. To znamend, Ze indukované zobrazeni
idapa, @p: (A1 D A) XL — (A1 B A) O M
je injektivni prave, kdyz (ida, ® ¢) @ (ida, @ ¢) je injektivni. o

Priklad 5.8. Necht R a S jsou okruhy s jednickou. Predpokladejme, ze M je pravy R-modul
a N je (R, S)-bimodul. Ukazte, ze pokud je M plochy nad R a N je plochy nad S, pak je také
M ®pr N plochy nad S.

Reseni. Necht K, L jsou levé S-moduly a ¢: K —» L je homomorfismus S-moduli. Chceme
ukazat, ze pak také indukované zobrazeni

idyerN @ @2 (M @r N)®s K — (M ®r N) ®s L
je injektivni. Protoze je N plochy nad S, mame, Ze indukované zobrazeni
idN®<p: N®5K—>N®SL

je injektivni homomorfismus R-modulf (zde vyuzivame toho, Ze na N ®g K a N ®g L mame
strukturu levého R-modulu). Protoze je M plochy nad R, dostavame, ze také

idy @ (idy @ ¢): M @p (N ®s K) — M ®p (N ®g L)
je injektivni. Z véty 4.4 dostaneme néasledujici diagram
M ®@r(N®sK)—— M ®pr (N ®s L)
(M®R]1) ®SK—>(M®RL) ®s L.
Tento diagram je ziejmé komutativni, a proto je indukované zobrazeni
idyepn @@ (M rN)®g K — (M Qr N)®s L
injektivni. o

Priklad 5.9. Dokazte, ze R-modul A je plochy pravé tehdy, kdyz pro kazdy koneéné genero-
vany ideal I okruhu R je zobrazeni A ®p I — A ®p R indukované inkluzi I C R injektivni.
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Regend. Pokud je A plochy, tak pfimo z definice plyne, 7e A @r I — A ®r R je injekce.

Naopak, predpokladejme, Ze pro kazdy konecné generovany ideal I okruhu R je indukované
zobrazeni idg ® t: AQr I — A ®p R injektivni. Necht ¢p: A ®r I — A - I je homomorfismus
grup dany ptedpisem m ® i — mi. Snadno se ovéii, ze diagram

ARp -2 Aop R

A'I%A

komutuje. Homomorfismus ¢ je zifejmé surjektivni. Budeme hotovi, pokud ukazeme, Ze je také
injektivni. Ale to plyne z komutativity diagramu. To znamena, ze ¢ je izomorfismus, a podle
Véty 5.6 je pak A plochy. o

Priklad 5.10. Dokaizte, Ze nad oborem integrity R je kazdy plochy R-modul A bez torze.

Regeni. Ukazeme, 7e TA = {0}. Bud a € TA libovolny prvek. To znamend, Ze existuje
nenulové r € R takové, ze ar = 0. Zobrazeni 1, : R — R dané pfedpisem v, (s) = sr je zfejmé
injektivni homomorfismus R-modulii (zde jsme vyuzili toho, Ze R je obor integrity a r # 0).
Protoze je A plochy, tak pfislugné indukované zobrazeni id4 ® ¢,.: AQr R - A®Rg R je také
injektivni. Prvek a ® 1 lezi v jadie ida ® 1, nebot plati

ida@r(a®l)=a®¢,(1)=a®@r=ar®1=0®1=0.

Z injektivity id4 ® 1, plyne, 7e a ® 1 = 0. UvaZme nyni zobrazeni ¢: A ®p R — A dané
predpisem p(a ® r) = ar. (Jedna se o izomorfismus R-modult.) Plati

a=pa®l)=¢0®1)=0.
Tim jsme ukazali, Ze A je bez torze. o

Opacnd implikace obecné neplati, coz ukazuje nésledujici priklad.

Piiklad 5.11. Necht k je obor integrity. Ukazte, ze k[z, y]-modul (z,y) C k[z, y] je bez torze,
ale neni plochy.

Reseni. Oznatme R = k[, y], I = (x,y). Podle Véty 5.6 staci ukézat, Ze homomorfismus grup
I®p I — I? neni injektivni. UkdZzeme, 7e £ @y # y ® x. Uvazme zobrazeni ¢: I x I — R dané
predpisem

o(f,g) = f(z,0)-g Vf,gel

Snadno se ovéri, Ze toto zobrazeni je R-bilinearni. Existuje tedy homomorfismus ¢: IQrl — R
takovy, ze ¢ (f ® g) = ¢(f, g). Z¥ejmé p(z,y) # ¢(y,z), a proto @y # y ® x. ©

Priklad 5.12. Bud R okruh hlavnich ideald. DokaZte, ze R-modul A je plochy pravé tehdy,
kdyZ je bez torze.
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Reseni. Necht A je plochy. Pak podle ptikladu 5.10 je A bez torze.

Naopak, pFfedpokladejme, 7e A je bez torze. Ukazeme, 7e pak A je plochy. Bud I libovolny
nenulovy idedl okruhu R. Podle pfedpokladu je I tvaru rR pro vhodné nenulové r € R.
Zobrazeni ¢,: R — I dané pfedpisem 1,(s) = sr je izomorfismus R-moduli. SloZeni

r

R I———R

zobrazeni v, s inkluzi t: I C R odpovida nésobeni prvkem r. Uvazme homomorfismus R-
moduli ¢: A — A, jez je dan piedpisem ¢(a) = ar. Tento homomorfismus je injektivni,
nebot A je bez torze. Neni t&zké ovérit, 7e diagram

A®RR%A®RIMA®RR

A A

©

komutuje. Uk&Zeme, Ze td4 ® ¥, je izomorfismus R-modult.

Z¥ejmé se jednd o surjektivni homomorfismus, nebot vzorem prvku b®s je prvek b®1), 1 (s).
Pokud by id 4 ® 1, nebylo injektivni, pak by nebylo injektivni ani slozeni (id4 ®¢)o (id4 @),
coz podle predchoziho neni moZné.

7 toho, Ze je id4 ® 9, izomorfismus, plyne, Ze id4 ® ¢ je injektivni. Podle piikladu 5.9 je
tedy A plochy. o
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Zakladnim pojmem této ¢asti budou direktni kolimity, coz jsou jisté moduly s univerzalni
vlastnosti, které pouzijeme ke klasifikaci vsech plochych moduli (Lazardova véta).
Nejprve si uvedme nékolik motiva¢nich priklada:

1. Racionalni ¢isla Q jako Z—modul. Jisté je tato abelovska grupa generovand zlomky typu %,

kde p je libovolné prvoéislo, pokud tedy chceme zadat libovolny homomorfismus z Q, staci
k tomu popsat obrazy vSech zlomki * (mame-li na paméti rovnost 10-}17 = q% pro libovolna
dvé prvoéisla p, g, kterou musime respektovat). AvSak muzeme se na Q rovnéz divat tak,
7e je generované vSemi moznymi zlomky tvaru %, kde m € N. Zadat homomorfismus
z Q je potom to stejné jako zadat obrazy % pro kazdé m. Ty vSak rovnéz nemtzeme
volit libovolné, nebot jsme svazani podminkami m - ﬁ = % Jinymi slovy, mame inkluzi
podgrup ¢: % X — % -7 a libovolny homomorfismus z Q ziZzen na tyto podgrupy ziejmé

musi respektovat ¢.

2. Konecnéa télesa charakteristiky p. Bud p libovolné prvocislo a budte Fy»,n € N vSechna
konecna télesa charakteristiky p. Vime, 7e konecné téleso je urceno jednoznacné poctem
svych prvka ¢ (aZ na izomorfismus), ¢ je vZdy mocnina p a navic vime, Ze kazdé konetné
téleso o p™ prvcich je rozkladovym té&lesem polynomu zP" — x. Déle vime, 7e Fpn C Fpm,
pravé kdyz n|m. Algebraickym uzavérem F), je sjednoceni viech kone¢nych téles charakte-
ristiky p, tedy Fp = UF,» pfes viechna n € N. Chceme-li popsat zobrazeni z algebraického
tzavéru Fp, opét nam stadi popsat zobrazeni z Fyn pro kazdé n € N, pfitom vSak musime
opét respektovat uvedené inkluze mezi jednotlivymi télesy.

Definice 6.1 (Usmérnéna mnozina). Rekneme, Ze uspofddana mnozina I je shora usmérnéna,
pokud kazdé dva prvky ¢,5 € I maji horni zavoru.

Usmérnéné mnoziné se nékdy #ika direktni mnozina & direktni usporddand mnozina.

Piiklad 6.2. Dulezitymi priklady direktnich usmérnénych mnozin jsou tyto mnoZziny:
1. (N, <),

2. (N,|), tedy pfirozené ¢isla spolu s délitelnosti (staci vzit nejmensi spole¢ny néasobek),

Definice 6.3 (Direktni systém moduli). Bud dan okruh R a bud dana direktni uspofadana
mnozina (I, <). Bud déle pro kazdé ¢ € I zadan R-modul M; a pro kazdé i,j,€ I, i < j dan
homomorfismus modulia m;; : M; — M, pficemz my; = idpy,. Rekneme, Ze systém {M;}ier
tvoif direktni systém modull, pokud pro kazdé 7,7,k € I, i < j < k plati mj; o my; = myy,
tedy ze nasledujici diagram komutuje:

mij
M "
m lmjk
M,

Priklad 6.4 (Kolimita direktniho systému). Bud tedy R libovolny okruh a méjme dan di-
rektni systém R—modult {M;}cr. Sestrojme nyni R—modul M (kolimitu), ktery bude (ob-
razné fefeno) obsahovat v8echna data popsana nasim systémem:

Oznatme A disjunktni sjednoceni M; (vezméme napiiklad A = UM; x {i}) a uvazme na
A nasledujici relaci ~: (a,1) ~ (b,J), pravé kdyz existuje k € I,k > i,j takove, ze m;r(a) =
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m;i(b). Snadno se ovéfi, Ze tato relace je vskutku relaci ekvivalence (symetrie je bezprostiednt,
reflexivita plyne z pozadavku m;; = idy;, a k tranzitivé staci vyuzit usmérnénosti naseho
direktniho systému). Modul A/~ je potom naSe hledané kolimita.

Na A/~ zavedeme strukturu R—modulu pomoci reprzentantii. Stédle mame na paméti,
7e prvek (z,i) Zije v i—tém modulu M;. Libovolny prvek A/~ je tvaru [(a,i)] pro néjaké
a € M;. Definujme néasobeni skalary r - [(a,4)] = [(r - a,1)] a soulet [(a,i)], [(b,7)] € A/~ jako
[(a,9)],[(b,7)] = [(mir(a) + mjx(b), k)] pro dostatecné velké k > i, j. Opét se snadno ovéfi, ze
s takto definovanymi operacemi je A/~ R—modul.

Snadno se nyni uvidi nékolik velmi duilezitych vlastnosti:
(i) Kazdy prvek kolimity pochazi z nékterého z modula M;,

(i) Kazdy prvek (a,i) € M; zadava v kolimité stejny prvek jako (mj;(a),j) pro libovolné
J 21,

(iii) Plati-li v kolimité [(a,)] = [(b, j)], pak existuje k € I tak, Ze mp(a) = m;x(b), tedy
pokud dva prvky urcujf stejnou t¥idu v kolimité, musely ,, byt stejné* uz nékde v nasem
systému, specialné tedy:

(iv) Plati-li v kolimité [(a,)] = 0, existuje pro [(a, )] nulovy reprezentant a kazdy repre-
zentant (b, j) lezi v jadfe nékterého z homomorfisma m, nemusi oviem lezet v jadrech
vEech homomorfismi m,g).

Za malou chvili ukdZeme, Ze nami sestrojend kolimita M odpovida kategoridlng definici
direktni kolimity, a tedy Ze splituje podminky z nésledujici definice:

Definice 6.5 (Direktni kolimita). Bud dan okruh R, direktni uspofddand mnozina (I, <)
a {M;}iecr direktni systém moduli. Bud dale M R-modul a necht jsou dany homomorfismy
m; : M; — M tak, Ze pro i,j,€ I, i < j plati mj o m;; = m;, tedy Ze nasledujici diagram
komutuje:

M;—" s M

s

M;
Rekneme, 7e M je direkini kolimita systému {M;};cr, pokud pro kazdy R—modul N s

homomorfismy g; : M; — N tak, Ze pro ¢,j,€ I, ¢« < j plati g; o m;; = g; existuje jediny
homomorfismus f: M — N tak, ze f om; = g;, tedy

m;
M; M
;
M; _ N
i
Direktni kolimity zpravidla zna¢ime M = colim M;. V modulech direktni kolimity existuji
a diky své univerzalni vlastnosti jsou jisté urcené jednozna¢né az na izomorfismus.

Vskutku, mame-li M, N dvé direktni kolimity systému {M;}, pak jisté existuje jediné
f:M — N tak, ze f o f; = g; a existuje jediné g : N — M tak, Ze g o g; = f; pro kazdé i.
Z definice M jako direktni kolimity mame nésledujici diagram:
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kde zobrazeni ¢ je ddno jednoznatné. AvSak jisté identita id : M — M splni podminku z
definice direktni kolimity. Pokud ukazeme, Ze rovnéz g o f tuto podminku splni, dostaneme
gf = id (a symetricky fg = id a tedy f je hledany isomorfismus mezi M a N. AvSak go f :
M — M aplati (go f)ofi=go(fofi)=gog = fi

V8imnéme si, ze nestadi fict, ze z unikatnosti zobrazeni f v definici direktni kolimity auto-
maticky plyne, ze gf je identita na M, ale musime ovéfit, Ze zobrazeni gf opravdu vyhovuje
podminkdm kladenym na zobrazen{ z kolimity.

Ukazme nyni, Ze nami sestrojend kolimita M systému z piikladu 6.4 je opravdu direktni
kolimitou ve smyslu definice 6.5. Jisté mame homomorfismy f; : M; — M dané nasledovné:
a; € M; — [a;]. Jisté potom f; o m;; = f; pro kazdé ¢ < j € I, nebot obrazy prvki v ms;
zadavaji stejné prvky v kolimité.

Ovéfme nyni univerzaln{ vlastnost M. Mé&me R—modul N a homomorfismy g; : M; — N
tak, ze 1,5,€ I, © < j plati gj o m;; = g¢; a hledejme homomorfismus f : M — N tak, Ze
fofi=g

Jedinou volbou mize byt f([(a,?)]) = gi(a). Ukazme, Ze je takto definované zobrazeni f
dobfe definované (ovéfit, ze potom pujde o homomorfismus lze podobné jako p¥i ovéfovani,
7ze M je vskutku R—modul). Bud tedy [(a,i)] = [(b,j)]. Ukazme, ze g;(a) = f([(a,i)]) =
F([(b,7)]) = gj(b). Avsak protoze Ik € I tak, ze m;(a;) = m;i(b;) a protoze plati gom;y = g,
gk © mj = g;, dostavame g;(a;) = gi o mix(ai) = gr © m;jx(bj) = g;(b;) a tedy nase zobrazeni
je definovano korektné.

Odtud jiz dostavame M = colim M;.

Cviceni 6.6. Spoctéte direktn{ kolimitu vzhledem k mnoziné s nejvétsim prvek.

Resent. Ukazimne, Ze je to nejvétsi prvek této mnoziny. Vskutku, oznac¢me ¢ nejvétsi prvek [
a ukazme, ze colim M; = M,. Podle prikladu 6.4 sta¢i zkoumat, které prvky jednotlivych
modult se slepi pomoci relace ~. Jisté vSak pro kazdé ¢ € I existuje zobrazenf m; a tedy
viechny prvky a € M; budou ekvivalentni m;(a) € M;. Protoze v8ak z M; jiz nevede zadny
homomorfismus (vyjma identity), budou v kolimité tiidy urc¢ené prvky M; rtzné. Zobrazeni
my bude tedy isomorfismus M; ~ colim M;. o

Cviceni 6.7. Spoctéte direktn{ kolimitu vzhledem ke koneéné mmnoziné.

Reseni. Kone¢né usmérnénd mnozina jisté obsahuje nejvétsi prvek, pouzitim ptedchoziho pti-
kladu bude kolimitou opét modul odpovidajici nejvétsimu prvku dané usmérnéné mnoziny. ©

Priklad 6.8. Napiste Z[%] jako direktni kolimitu modula izomorfnich se Z.
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Reseni. Bud I = Ny uspofadané jako fetézec a uvazme nésledujici direktni systém modula s

homomorfismy danymi inkluzemi:

c C C

< 1 < 1 1 < 1
: Z- % Z.F Z.le

Z Z -

Jisté Z - & = 7Z jako Z-moduly a tento izomorfismus je popsén 1% — 1, tedy néasobenim p*.
Pomoci téchto izomorfismi tedy miizeme piepsat nagi posloupnost na

7 P 7 P 7 P o P 7 P 7 P

kde jisté zobrazeni m;; je ddno ndsobenim Pl
Oznatme nyni M = colimZ kolimitu tohoto systému a ukazme, Ze je rovna Z[%]. Jisté
mame pro ¢ < j zobrazeni{

(Z - L22=M-""sM=2(27 %)

—pi

Q
<

z|

D=

Tyto zobrazeni jisté komutuji. Ukazme tedy, ze M = Z[%]. 7, definice kolimity vime, 7e existuje
jediné zobrazeni f : M — Z[%], které s praveé sestrojenymi zobrazenimi komutuje. Ukazme, Ze
je to bijekce.

Predpokladejme, Ze f(a) = 0 pro né&jaké a € M. Necht [a;] = a, kde a; € M; je libovolny
reprezentant. Protoze f o f; = g;, dostavame i -a; =0 a tedy a; = 0 a nutné a = 0. f je tedy
injektivni.

Naopak ukazme, 7e kazdy zlomek # %]
Z—modul. Vskutku, ozna¢me a = fi(1z), kde 1 generuje M. Pak jisté gp(1x) = =, coZ

mé vzor (pro k € N). Tyto jisté generuji Z|

bS]

vzhledem k rovnosti f o fr = gi, dava, ze fir(1x) je vzor # v zobrazeni f a f je tudiz na. o

Priklad 6.9. Napiste Q jako direktni kolimitu modult izomorfnich se Z.

Reseni. Podobné jako v predchozim pitkladu bud I = (N,]) a uvazme nésledujici direktni
system modula {M,,}, kde M,, = Z (protoze Z = 7 - %) a homomorfismy definujme iy, ymp :
My, =7 — 7 = Mpnp, a — n-a. Opét mame homomorfismy

7 = My, —— My, = Z

.1
3 lgmn—'mn
gm—'ﬁ

Q

Oznatme nyni M = colimZ kolimitu tohoto systému a ukazme, Ze je rovna Q. Nami
sestrojend zobrazeni g; jisté komutuji se zobrazenimi direktniho systému. Z definice kolimity
tedy vime, ze existuje jediné zobrazeni f : M — Q, které s pravé sestrojenymi zobrazenimi
komutuje. Ukazme, Ze je to bijekce.

Predpokladejme, ze f(a) = 0 pro néjaké a € M. Necht [(a,m)] = a, kde a € M, je
libovolny reprezentant. Protoze f o f,,, = gm a gm jsou vSechno injekce, je nutné f injektivni.

Naopak ukazme, Ze kazdy zlomek % ma vzor. Tyto jisté generujl Q jako Z—modul.
Vskutku, ozna¢me a = fp,(1), kde 1,, generuje M,,. Pak jisté g, (1) = %, coz vzhledem
k rovnosti f o fp, = gm, dava, ze f,(1) je vzor % v zobrazeni f a f je tudiz na. ©
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Nyni si ukdzeme nékteré vlastnosti direktnich kolimit.

Tvrzeni 6.10 (Vlastnosti direktnich kolimit).
(i) Kazdyj modul je direkini kolimitou svijch konecné generovanich podmoduli,
(1) Direkini kolimitu M lze rovnéZ sestrojit jako kvocient piimého souctu moduli M;,
(iii) ©rM; = colim 1 BjesM;,
(1) Direkini kolimita komutuje s tenzorovgm soucinem, tedy A® colim M; = colim A® M;,
(v) Direktni kolimita plochijch moduli je plochy modul.

(vi) Kazdyg modul je direktni kolimitou konecéné prezentovatelnijch moduli.
Dulezitym tvrzenim je nasledujici klasifikace plochych moduli:

Véta 6.11 (Lazard, 1969). R—Modul M je plochy, privée kdyz je direktni kolimitou projektiv-
nich moduli.

Z prikladt (v) ihned dostavame nésledujici aplikaci Lazardovy véty:

Dusledek 6.12 (Ploché moduly). Ndsledugjici moduly jsou ploché:
(i) Z-modul Q,
(1) Z-modul Z[%] pro libovolné prvocislo p.

Tvrzeni 6.10 nam déava nasledujici tvrzeni pro abelovské grupy:

Cviceni 6.13 (Torze). Bud A abelovskd grupa. Dokazte nésledujici tvrzeni o Z[%] = {I%]a €
Z,k € N} a Zgy = {¢la,b € Z,p 1 b}:

1. A® Z[%} =0, pravé kdyz A je p—torzni,

2. A®Zy) =0, prave kdyz A je p'—torzni.
Regeni. Rozepisme A ® Z[%] = A®colimZ = colimA ® Z = colim N;. Jakd jsou ovSem

zobrazeni mezi IV; a N;? Jedna se o naSe nasobeni p?~% Nyni jiz sta¢i pouzit kritérium pro
nulovost prvkd v direktni kolimité: prvek [a ® x] bude v kolimité nulovy, pokud jeho obraz v
nékterém zobrazeni bude nulovy. Aviak to znamena, 7e 0 = p* - a @ . = (pk ca) @ x a tedy
pF-a=0¢Aaaje p—torzni.

V8echny p—torzni prvky grupy A tedy pfi tenzorovani s Z[%] zmizi a odtud plyne zbytek
tvrzent 1.

V ¢asti 2 se vyuZije stejného rozepsani, nebot Z,) 1ze napsat jako direktn{ kolimitu témér
stejnym zplsobem jako Q a postup je poté analogicky predchozi ¢asti. o

Stejnym zptsobem se da vyfFesit nasledujici cvicen:
Cviceni 6.14. Spocitejte Z[%] ® Ly = Q.

Definice 6.15. Rekneme, 7e okruh R je won Neumann reguldrni, pokud pro kazdé r € R
existuje a € R tak, Ze xax = x.

Piiklad 6.16. 1. Kazdy Booleovsky okruh je regularni.

2. Kazdy okruh s délenim je regularni, tedy vSechna télesa jsou regularni.
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6. Direktni kolimity, Lazardova véta, Regularnf okruhy

3. k™™ okruh matic n x n nad télesem k je regularni okruh.

Resent. 1. Vskutku, mame tam jednotku a kazdy prvek je idempotent.
2. Vskutku, existuji inverze.

3. Vskutku, za prvek a staci zvolit pseudoinverzi prvku = € k"*™ (pro prostory se skalarnim
soucinem lze volit napt. Mooreovu—Penroseovu pseudoinverzi, pro obecné prostory se da
pseudoinverze sestrojit piimo analogickym zptsobem ke konstrukci pomoci adjungovaného
zobrazeni). ©

Cviceni 6.17. Necht R je komutativni regularni okruh. Ukazte, Ze pro kazdé x € R existuje
jediné y € R tak, ze xyx = x a yry = y.

Resend. 7 definice regularniho okruhu vime, 7e existuje a € R tak, ze xax = x. Polozme
1y = azxa. Potom ziejmé

zyr = x(aza)r = (rar)axr = raxr = z,
yry = (axa)x(ara) = a(xazr)ara = axara = a(xax)a = axa =y
Ptedpokladejme nyni, Ze pro z € R plati xzx = z, zxz = z. Potom plati
_ _ _ _ 2.3, _ 2 2 2 _
z = zxz = z(xyz)z = za(yzy)rz = y za°z = y r(zez)r =y aze =y z =yry =y
A tedy y je dano jednoznatné. o

Pro komutativni von Neumann reguldrni okruhy tedy méame kanonicky zpisob, jak volit
slabou inverzi x.
Dilezita je zejména nasledujici véta:

Véta 6.18. Okruh R je requldrni, prdveé kdyz libovolny R-modul je plochy.
Jednoduchym dtsledkem této véty je nasledujici tvrzeni:

Dusledek 6.19. Kazdy vektorovy prostor nad télesem je plochi.
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7. Kratké exaktni posloupnosti

7. Kratké exaktni posloupnosti

Exaktni posloupnosti jsou velmi obecnym aparidtem. Jako takové je mozné zavést tento objekt
i pro jiné objekty neZ jsou moduly, napf.: obecné nekomutativni grupy, lieovy algebry. V
nasem kontextu bude exaktn{ posloupnost chapéna vyhradné jako exatkni posloupnost modulid
(pokud nebude feceno jinak). Vzhledem k tomu, Ze nékolik pfipadi bude zaméfeno na grupy,
je dobré si hned ze zac¢atku uvédomit, Ze libovolnd komutativni grupa mé zrejmou strukturu
Z-modulu.

Definice 7.1 (Exaktni posloupnost). Exaktni posloupnost £ je dana posloupnosti Modulu
{M; |i € Z} a posloupnosti homomorfismti modulu {f; |i € Z}, tak ze

L § VAT IRy VA LIS A e S

kde pro kazdé dva po sobé jdouci homomorfismy f;, fiy1 plati
Im fZ = Ker fi+1 .

Pozndmka. e Zejména plati, Ze kazdé sloZzeni dvou po sobé jdoucich zobrazeni je nulové
zobrazen{, tzn.:

fix10fi=0
opak ovSem neplati, vySe uvedend podminka znamena jen Im f; C Ker f;11.

e V definici neni explicitné feceno, zda-li jsou dané moduly nenulové. Tedy zejména na prvni
pohled veld exaktni posloupnost muze ve skute¢nosti sestavat pouze z dvou nenulovych

modula

0 M-t N 0.

Kde vsechny pfedchozi i nasledujici moduly i zobrazeni jsou nulové. V tomto piipadé je
netfeba explicitné vypisovat.

Mezi exaktnimi posloupnostmi hraje velmi vyznamnou roli specidlnf typ, takzvana Krdtkd
exakini posloupnost.

Definice 7.2 (Kratka exaktni posloupnost). Je specidlnim typem exaktni posloupnosti sesté-
vajici se z 3 moduli

f g

0 A B C 0.

Tento, zdanlivé trivialni objekt ma velké mnozstvi vyuziti jak, koneckonci uvidime v
ptikladech.

Pozndmka. Abychom ziskaly intuici pro nadefinovany pojem uvedeme si Ctyfi typické situace,
které nam pomohou dany pojem lépe pochopit.
e V jistém smyslu trivialni pripad kratké exaktni posloupnosti je néasledujici posloupnost

M——M®&N-——N

Tento typ nazyvame §tépici se posloupnost. Obecné charakterizujeme stépici se posloupnost
v nize uvedeném lematu.
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7. Kratké exaktni posloupnosti

e V kontextu rozsifen{ moduli se hodi nasledujici interpretace
M——N—N/M ,

spravné interpretace prostiednfho modulu je jako rozsiFen{ modulu M na modul N.

e V kontextu zobrazeni jsou dilezité dvé dudlni kratké exaktni posloupnosti

Kerf— M ——1Im f

coim f —— M —— coker f

e Posledni podstatny piiklad je takzvana prezentace modulu M. Ozna¢me U(M) nosnou
mnozinu modulu M a F'(S) volny modul na mnoziné generatort S. Z univerzalni vlastnosti

U(M)—— FU(M)
\le

FUM) 22— M

mame zobrazeni

nyni s vyuzitim vety o isomorfismu, mizeme napsat FU(M)/Ker(p) ~ M a tedy mame
kratkou exaktni posloupnost

Ker(p) —— FU(M) 2— M .

Modul FU(M) chapeme jako modul generatori a Ker(p) jakozto modul relaci na gene-
ratorech. Je zajimavé zamyslet se nad iteraci tohoto postupu. Pro Ker(p) jsme schopni
udélat stejny trik. Tedy po libovolném poc&tu krokd dostaneme posloupnost

FU(Ker(py)) — FU(Ker(py)) — FU(Ker(p)) — FU(M) 2— M .

Tato posloupnost (takzvané volna resolventa) je jednim z objektii zkoumanych homologi-

cou teorii, zde se jim ale bohuzel nemame misto zabyvat.
Lemma 7.3. Posloupnost

Atp 2.0,

se §tépi v jednom z ndsledugicich pfipadu, (tzn. pakliZe je spnéno jedno z ekvivalentnich tvrzend)
(i) Ezistuje zobrazeni o : C — B takové, Ze g o o je identita.
(i) Ezistuje zobrazeni T : B — A takové, Ze T o f je identita.

(113) Modul B je isomorfni direknimu souctu moduli A, C.

Pozndmka. Céast tohoto lemma si dokdzeme ve cvi¢enich.

Piiklad 7.4. Dvé neekvivalentni posloupnosti, problém rozsiteni. UkdZeme si, Ze dvé posloup-
nosti

A-t.p 20 a1l 2.,

Nemuseji byt nutné isomorfni.
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7. Kratké exaktni posloupnosti

Resend. Zkonstrujeme velmi jednoduchy ale zéroveii obecny piiklad. Uvazujme Z-modul Z/nZ.
Pro nézornost vezméme n = 2. Nyni uvazujme posloupnost

0—Z/2Z — A——Z/2Z —0 ,
otazka zni, jak lze zvolit A aby byla posloupnost exaknti. Zfejmé se naskyta moznost
0——Z/2Z — Z)2L S L)2L —— L]2Z —— 0 .
Zarovein mame i druhou moznosti (dokonce i posledni coz nebudeme ukazovat) a to

0 7./27. 7)AT —— 7,)27, — 0 .

Tyto dvé volby prostiedniho modulu jsou jisté neisomorfni protoze zejména jakozto abelovské
grupy maji prvky riznych fadu. o

Priklad 7.5 (,Lepeni posloupnosti“). V tomto piikladu ilustrujeme, ze kratké exaktni po-
sloupnosti jsou v jistém smyslu zakladni stavebni bloky v8ech exaktnich posloupnosti. Presnéji
to znamené, 7e z kazdé dlouhé exaktni posloupnosti jsme schopni vytvorit nékolik kratkych
exaktnich posloupnosti, a naopakt jsme schopni lepit kratké posloupnosti do dlouhych.

Reseni. Zactneme s jednodussim smérem, uvazujme posloupnost

di—2 di—1 d; dit1
...*}AZ’_Q*}Ai_l HA@'HAH—I *}AZ‘_A'_Q*)...

nyni, rozsekdme posloupnost nésledujicim zplisobem, zafixujme si ¢len A; a vezméme posloup-
nost

di— f
O%Kerdi_l %Ai%dlmdigﬂ) R

ta je ziejmé exaktni. Podobnym zptisobem dostaneme vSechny posloupnosti

di— d;i—
0——Kerd;_o é Az’ HIIHI di_1——0

d;i—
0 —— Ker dz‘—l ! Al
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7. Kratké exaktni posloupnosti

Nyni se podivame na opa¢ny smér, méjme kratké exaktni posloupnosti

nyni vytvorime posloupnost (zatim neexaktni)

Ay Aito ;

SN e

Aiq A; Ai1

Ai_g Ai—H

kde na diagonaldch mame polozeny naSe ptivodni posloupnosti.Nyni je potieba zadefinovat
zobrazen{ d; tak, Ze

Aiq Aiyo ;
diyo /dil \ d; dit1
a A A; Aita u
Aio A
horizontaln{ posloupnost je exaktni. o

.....

stane. Uvazujme podobny problém rozsifeni
0——Z/3Z —— A——Z/2Z ——0 .

Zde nenastane situace jako v pfedchozim piiklade protoze 2,3 jsou nesoudélné a Z/6Z ~
7.)27 @ Z/3Z. Tedy pro tyto Z moduly existuje jedineé netrivialni rozsifeni. Tuto jedinecnost
zatim nebudeme dokazovat a podivame se na ni v dal§im prikladé v obecnéjsi roviné.

Pozndmka. Na tomto misté je vhodné uvédomit si dilezitou véc. Jak jiz bylo uvedeno, kazda
komutativni grupa muiZze byt chapana jako Z modul. Toto ovSem neplati pro grupy nekomuta-
tivni! M4a smysl tedy hledat netrivialni rozsifeni pro predchozi pfipad ve svété nekomutativnich
grup, takové opravdu existuje jak nyni ukiZeme.
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7. Kratké exaktni posloupnosti

Uvazujme grupu symetrickou grupu na tfech prvcich S3. Pocet prvki je shodny ale roz-
hodné neni isomorfni Z /27 & 7 /37 naptiklad pravé z divodu nekomutatiovity. Nyni uvazujme
alternujici grupu As ta je podgrupou Ss a je isomorfni Z/37Z. Nyni zname vse podstatné
abychom napsali rozsifent

0——Z/3Z —— S3 ——Z/2Z——0 .

Jesté jednou podotknéme, ze posloupnost je zde chapana jako posloupnost nekomutativnich
grup nikoliv moduli.

Priklad 7.7 (Grupy nesoudélnych #adii). V tomto ptikladu uvedeme zobecnéni predchoziho
pfipadu. Necht G, H jsou kone¢né komutativni grupy nesoudélného fadu, tedy (|G| 1 |H]).
Potom kazda exaktni posloupnost

0 G A H 0,

se stépi, tedy A~ G @ H.

Reseni. Oznacme si Fady grup ¢ := |G| h := |H|. Vzheldem k nesoudélnosti vime, z bezoutovy
nerovnosti, Ze existujf celé ¢isla, tak ze ag + bh = 1. o

Priklad 7.8 (Determinant). V tomto piikladu si ukidzeme jednu meéné trivialni exaktni po-
sloupnost nekomutativnich grup.

11— SL,(R) — GL,(R) — R——1

Resend. Stadi uhadnout co jsou dané zobrazeni, potom je pifklad p¥fmocary. Z grupy GL,(R)
mam znamy grupovy homomorfismus do grupy R a tedy i homomorfismus Z-moduld. Timto
zobrazenim je determinant. Nyni si pfipomeneme definici grupy

SL,(R) ={A € GL,(R) | det(A) =1}
Nyni si staci uvédomit, ze lze grupu SL,(R) chapat jako jadro determinantu, tzn.
Ker(det) = SL,,(R)
Odtur jiz plnyne nag piiklad jakoZzto specialni p¥ipad posloupnosti

Kerf%AL>B. o

Ptiklad 7.9 (Afinni grupa). V podobném duchu k pFedchozimu piikladu si ukazeme takzvané
afinni rozgifeni obecné linearni grupy. Tento pfiklad je moZné ¢tenafi znam jako polopfimi
soutin dvou grup. Je tfeba mit na paméti, ze v tomto piikladu se zabyvame nekomutativnimy
grupamy (tedy né okruhy) ale pro ¢tenaie obeznameného s zakladni teorii grup by nemél byt
problém piiklad pochopit. Uvazujme nasledujici posloupnost

0 — R" —— Aff,,(R) —— GL,(R) —— 1
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Resend. Pokusime se vysvétlit konstrukei afinni grupy. Uvédomme si, Zze grupa GL,(R) ma
standardni reprezentaci na prostoru R. To z prostoru R dé&la levy GL,(R)-modul. Nechdme
na ¢tena¥i porovnal axiomy akce (skrze reprezentaci) s axiomy modulu. Navic miZzeme na
GL,(R) nahlizet jako na okruh a tedy zejména jako na modul nad sebou samym.

Nyni mame vse potiebné abychom stvofili afinni grupu. Mnozinové polozme Aff,(R) =
GL,(R) x R™. Nyni definujme operaci pomoci zminéné reprezentace jako

(A,0)(C,d) = (AC, Ad + D).
V tomto piipadé znacime grupu jako Aff, (R) = GL,(R) x R™. o

Piiklad 7.10. V tomto piikladu si charakterizujeme nékteré znamé vlastnosti zobrazeni po-
moci exaktn{ posloupnosti.
1. Zobrazeni f je surjektivni pravé tehdy kdyz je posloupnost

ML iN——0,

exaktni.

2. Zobrazeni f je injektivni pravé tehdy kdyz je posloupnost

OHMLHV,

exaktni.

Reseni. Tento piiklad je piimou aplikaci definice, uvedeme proto feSeni pouze prvni ¢asti a
druhou nechdme na ¢tenafi. Zobrazeni vedouci z N do nulového modulu nemize byt nic jiného
nez nulové zobrazen{. Zejména tedy vime, ze jeho jadro je cely modul N. Z exaktnosti plyne,
7e obraz zobrazeni f je roven modulu N.

Opacnym smérem, ze surjektivity vime, Ze obraz je cely modul N déle zfejmé. o

Priklad 7.11. Nynf{ charakterizujeme projektivnf injektivnf{ a ploché moduly v fe¢i exaktnich
posloupnosti. Mé&jme obecnou kratkou exaktni posloupnost

0 A B C 0,

vime, ze aplikaci Hom(_ , X), Hom(X, ) ¢ _ ® X nemusime dostat exaktni posloupnosti.
Nicméng, plati nasledujici charakterizace
(i) Modul P je projektivni pravé tehdy kdyz aplikaci Hom(P, ) obdrZime opét exaktni
posloupnost.
(ii) Modul I je injektivni pravé tehdy kdyz aplikaci Hom(_ ,I) obdrZime opét exaktni
posloupnost.

(iii) Modul F je plochy pravé tehdy kdyz aplikaci ® F obdrZime opét exaktni posloupnost.

Reseni. Ukazeme pouze prvni a tfeti charakterizaci druhou ponechédme jako lehké cviceni
(dualni k prvni). Méjme nejprve libovolnou exaktni posloupnost modula
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Aplikaci Hom(P, ) obdrzime novou posloupnost (né nutné exaktni).

0 —— Hom(P, A) —2 Hom(P, B) —~ Hom(P,C) —— 0 .
Je dobré si pfepsat posloupnosti jako
P

SN

A B C 0

Je jasné, ze zobrazeni indukovand zobrazeni fi, g, plsobi jako prekompozice. Z tohoto plyne,
7e g« o fyx. Je tedy potieba ovéfit jen opaény smér inkluzi pfislusnych jader k obrazim. o

Piiklad 7.12. Tento ptiklad ilustruje propojeni projektivnich a injektivnich modulid. Je dan
okruh R dokazme ekvivalenci nasledujicich vét.

1. Kazdy modul nad danym okruhem R je projektivni.
2. Kazdy modul nad danym okruhem R je injektivni.

Reseni. Dokézeme nejdifve (1) = (1), m&me obecnou exaktni posloupnost (projektivnich)
moduld

Atsp2.c,

aplikaci definice projektivntho modulu C' a exaktnosti v poslednim ¢lenu

dostavame zvednuti identity

B—— C ——0
coz nam davé stépeni exaktni posloupnosti

A—lasct o,

Z toho vidime, Ze A je injektivni modul. Dikaz opatnym smérem je duélni akorat dostaneme
§tépeni v prvnim ¢lenu. Tedy kazda exaktni posloupnost se §tépi a tedy je posledni modul
projektivni. o

Piiklad 7.13. V tomto ptikladé si ukdzeme zajimavou posloupnost se vztahem k algebraicke
geometrii. Necht je dano C a zaroveni okruh polynomii nad timto polem, tzn.:

f(z) = Zaixl} .
i=0
Nyni definujme funkci evg : C[z] — C jako evo(f) = f(0) = ag. Exaktni posloupnost je
0 Clx] Clz] C 0,

(C[a:]—{f:C—>(C

druhé zobrazeni je zminéna evaluace a zobrazeni mezi C[z] — C|z] je dano X : f(z) — xf(x).
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Resend. Nezbyva moc préce, je totiz témét jasné, ze evaluace libovolného polynomu z f(z) je
nula. Naopak, kazdy polynom ktery méa f(0) = 0 nemtze mit absolutni ¢len, a proto lze najit
vzor vydélenim . o

Piiklad 7.14 (Homomorfismus kratkych exaktnich posloupnosti). Uvazujme nasledujici dvé

posloupnosti
0 Z 4 Z/nZ 0,

0 Z/kZ Z/mZ ——Z/nZ ——0 ,

takové, ze m = kn. Zobrazeni jsou vzdy nésobeni n a kanonick8 projekce. Nyni vytvoiime
nésledujici diagram

0 z Z 707 —0
0 7/kZ. 7.)mZ —— T./nZ — 0

Piesvédcte se o komutativité diagramu
Reseni. Pro jednoduchost vezméme konkrétni diagram

0 Z Z 7.)27. —0

Lo

0 7./37. 7./67 — 7./27 — 0

kommutativita druhého ¢tverce je zfejma
Z \
Z]6Z ——7/27

jedné se jen o po sobé slozenou projekci. Prvni ¢tverec mé v fadcich "stejna'"zobrazeni. Vzhle-
dem k definici nadsobeni v t¥idach ekvivalence se ndm Ctverec musi komutovat. o

Piiklad 7.15 (Fibrovany soucin). Tato uZite¢na konstrukce je zobecnénim piimého soucinu
modult. Necht jsou dany dvé zobrazeni modulta

f:A=>C g:B—C,

a uvazujme nasledujici diagram

B

|s

AT>C

Zkonstruujte modul X tak, aby néasledujici diagram komutoval
X—1B
(-

AT>C
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Reseni. Nejdiive si uvédome, Ze miZzeme zkonstruovat modul A @ B a jeho projekcemi "na-
pojit"na nas diagram.
A®B——B

Lk

A — C
tento diagram ovSem nekomutuje! Uvazujme, Ze existuje modul X ze zadani tedy mame

X

b
2]
™

B

b ——
Q

]

C

z universality produktu (so¢tu) moduli se musi faktorovat zobrazeni z X pres A @ B tedy

B

{%

o~ —— D
<

]

C

tato skute¢nost ndm mize napovédét hledat X jako podmodul souc¢tu potom podminka ko-
mutace nam ¥ika, ze pro libovolné (a,b) € A @ B musime mit

(a,b) ——— b

to je nafe podminka, tedy modul X je dan jako

X = {(a,b) € A® B|f(a) = g(0)}. o
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8. Injektivni moduly, injektivni obal modula

8.1. Injektivni moduly

Definice 8.1 (Injektivni modul). Modul E nad okruhem R je injektivni, jestlize pro libovolny
monomorfizmus m : M — N a pro libovolny morfizmus f: M — FE existuje morfizmus
g: N — FE takovy, ze g om = f neboli:

\ g
"

E

Véta 8.2. Plati:
(i) Soucin injektivnich moduli je injektivni.
(ii) Primy scitanec injektivniho modulu je injektivni.
(#ii) Injektivni Z-moduly jsou prdvé divizibilni komutativni grupy.
(iv) Vektorové prostory jsou injektivni moduly.
Priklad 8.3. Ukaizte, jak z pFedchozi teorie plyne (ne)injektivita nasledujicich modula:
Z-modul Q
Z-modul R
Q-modul R
Z-modul Q/Z
Z-modul Z
Z-modul Z,,

S e

Resent.

Ano. Q je divizibilni grupa.

Ano. R je divizibilni grupa.

Ano. R je vektorovy prostor nad Q.
Ano. Q/Z je divizibilni grupa.

Ne. Z neni divizibiln{ grupa.

S S

Ne. Zy, neni divizibilni grupa.
o

Véta 8.4. (Baerovo kritérium) Meéjme R-modul E. Potom E je injektivni prdve tehdy,
kdyz pro libovolny levyj idedl 1 okruhu R a libovolny morfizmus f: I — E existuje morfizmus
g: R — E, jehoZ ziZeni na I je f neboli:

.

E

20



8. Injektivni moduly, injektivni obal modulii

Priklad 8.5. Pomoci Baerova kritéria dokazte, Ze Z neni injektivni Z-modul.

Resent. Pro Z-modul Z méjme inkluzi libovolného idedlu ¢ : nZ — Z pro libovolné n > 1.
Méjme morfizmus f: nZ — Z urceny piedpisem f(nk) = k a pfedpokladejme, Ze existuje
morfizmus g: Z — Z takovy, ze nasledujici trojihelnik komutuje:

Potom plati:

coz neni mozné pro zadné n > 1. o

Piiklad 8.6. Pomoci{ Baerova kritéria dokazte, ze Z, nenf injektivni Z-modul pro z&dné
n > 1.

Resend. M&jme inkluzi idedlu ¢ : nZ — Z a morfizmus f: nZ — Z, s predpisem f(nk) =
[k]n- Podle Baerova kritéria existuje morfizmus g: Z — Z,, takovy, ze néasledujici trojahelnik
komutuje:

nZ - Z
SN A
Lp
Potom ale:
0=ng(1) =g(n) = f(n) =1
cOZ je spor. o

Piiklad 8.7. Pomoci Baerova kritéria dokazte, ze Z,, je injektivni Z,,-modul pro kazdé n € N.

Regeni. Pouzijeme Baerovo kritérium. Libovolny idedl Z, je tvaru dZ, = {kd |k € Z} pro
néjaky délitel d ¢isla n. Kazdé Z,-linearni zobrazeni libovolného z téchto ideald do Z, je
bud nulové zobrazeni nebo inkluze podmodulu. V obou p¥ipadech jsme schopni doplnit na
komutativni trojihelnik:

o

Priklad 8.8. Dokaizte, ze pro kazdy obor integrity R je jeho téleso zlomku Q(R) injektivni
R-modul.

o1



8. Injektivni moduly, injektivni obal moduli

Reseni. M&jme libovolny morfizmus f: I — Q(R), kde I je ideal okruhu R. Pokud I = 0, je
tvrzeni trivialni. Necht z € I\ {0}, definujeme zobrazeni g: R — Q(R) piedpisem:

Toto zobrazeni je ziejmé R-linedrni a pro kazdé r € I plati:

() — o) o@D T S )

T X x X

Modul Q(R) je tedy injektivni. o

Véta 8.9. Modul E je injektivni pravé tehdy, kdyz Hom(—, E) zobrazuje monomorfizmy na
epimorfizmy.

Priklad 8.10. Dokazte, ze E je injektivni modul pravé tehdy, kdyz Hom(—, F) je exaktni
funktor.

Resent.

= Necht F je injektivn{ modul a mé&me kratkou exaktni posloupnost:

0 M—" s N—° w K 0

Chceme ukazat, ze i nasledujici posloupnost je exaktni:

Hom(m,E) Hom(e,E)
%

0 +——— Hom(M, E) Hom(N, F) +—— Hom(K,E) +—0

Funktor Hom(—, E') zobrazuje vzdy epimorfizmy na monomorfizmy. Pro libovolné f,g: K — E
muzeme vyuzit definice epimorfizmmu a psat:

Hom(e, £)(f) = Hom(e, E)(g) = foe=goc= f =g

Zobrazeni Hom(e, F) je injektivni, tedy monomorfizmus. Déle protoze je E injektivni, zobra-
zuje monomorfizmy na epimorfizmy. Zbyva dokazat:

ker Hom(m, F') = Im Hom(e, E)
Inkluze O plynez eom =0 a:
[Hom(m, E) o Hom(e, E)| (f) = foeom =0
Pro opac¢nou inkluzi necht f € ker Hom(m, F), tj:
fom=Hom(m,E)(f)=0

Potom z univerzalni vlastnosti kojadra e: N — E plyne existence g: K — FE takového, Ze
nésledujici diagram komutuje:
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To znamené:

f = goe=THom(e, )(g)
¢ili f € ImHom(e, E).

<: Necht je Hom(—, F) exaktni. Libovolny monomorfizmus m: M — N nam zadava kratkou
exaktn{ posloupnost:

p

0 M—"— N N/M ——0

Tu nam funktor Hom(—, E') podle pfedpokladu zobrazi na kratkou exaktni posloupnost, ve
které bude Hom(m, E) epimorfizmus. Tento funktor tedy zobrazuje monomorfizmy na epimor-
fizmy, proto ' mus{ byt injektivni. o

Priklad 8.11. Dokazte, Ze soucet injektivnich modult nad noetherovskym okruhem je injek-
tivn{ modul.

Resend. Megjme systém M;, i € I, injektivnich R-moduli a necht R je noetherovsky. Oznadme
M = @,c; M;. M&jme libovolny idedl I okruhu R a libovolné R-linearni zobrazeni f: I — M.
Protoze R je noetherovsky, je ideal I konecné generovany a obraz f miZeme zazit na Mj; =
D jed M; pro né&jakou kone¢nou podmnozinu J C I. Tento konecny soucet splyvé se souc¢inem
a jakoZto soucin injektivnich moduld je injektivni. Proto existuje g : R — M komutujici
got = f. Zobrazeni g miZzeme zpé&t roz§ifit na zobrazeni typu R — M a M je injektivni. ¢

Definice 8.12. Necht R je obor integrity. Rekneme, ze R-modul M je dwizibilni, jestlize pro
kazdé r € R\ {0} a © € M existuje y € M spliwjici ry = z, tj. jestlize rM = M pro kazdé
re R\ {0}.

Piiklad 8.13. Dokaizte, Ze kazdy injektivni modul M nad oborem integrity R je divizibilni.

Resent. Megjme r € R libovolné. Ziejmé plati, ze rM C M. Pro opacnou inkluzi méjme
x € M libovolné. Uvazme rR jako ideal oboru R. Zvolme morfizmus ¢, : Rr — M s predpisem
L;(sr) = sx. Diky injektivité M se tento morfizmus rozsi¥i podél inkluze Rr <— R na morfizmus
h: R — M. Ptitom plati:

rh(1) = h(r) =l,(r) =z

Nasli jsme tedy hledané y = h(1) a M je divizibilni. o

Piiklad 8.14. Dokazte, Ze kazdy divizibilni modul M nad oborem hlavnich idedld R je in-
jektivni.

Resent. Vyuzijeme Baerovo kritérium. Mé&jme libovolny ideal I okruhu R a morfizmus f: I —
M. Podle predpokladu I = (r) pro néjaké r € R. V tom piipadé je zobrazeni f jednozna¢né
urceno obrazem f(r) = x. Protoze je modul M divizibilni, existuje y € M spliujici ry = .
Zadejme zobrazeni g: R — M piedpisem g(a) = ay. Potom pro kazdé sr € I plati:

(goi)(sr) =sry=sx=sf(r)= f(sr)
Modul M je tedy injektivni. o
Piiklad 8.15. Dokazte, Ze kazdy divizibilni modul M bez torze nad oborem integrity R je

injektivni.
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Reseni. Pro splnéni Baerova kritéria necht I je libovolny ideal R a f: I — M libovolny
morfizmus. Pro libovolné r € I z divizibility plyne existence prvku x € M spliujictho f(r) =
rz. Pokud je s € I dalsi prvek, pak plati:

rf(s) = f(rs) = f(sr) = sf(r) = srx =rsz

Protoze M je bez torze, plyne z toho f(s) = sz. V tom pifipadé mame automaticky rozsifeni
g morfizmu f s pfedpisem g(r) = rx pro r € R. Modul M je tedy injektivni. o

8.2. Injektivni obal a podstatna rozsifeni

Definice 8.16 (Podstatné rozsifeni). Podmodul N modulu M nazyvame podstatny (zapisu-
jeme N C. M), jestlize pro libovolny podmodul K modulu M, plati implikace:

KNN=0=K=0
Modul M nazyvame podstatné rozsireni modulu N.

Piiklad 8.17. Dokazte piimo z definice, zda je N podstatny podmodul M pro:
M=%7aN =nZpron > 2

1.
2. M=QaN=2Z
3. M=RaN=2Z
4. M=RaN=Q
5. M=CaN=R
Res

1. Ano. Libovolny netrividlni podmodul Z je tvaru kZ pro k € N a vzdy plati d € kZ N nZ,
kde d je nejvétsi spole¢ny nasobek ¢isel n a k.

2. Ano. Libovolny netrividlni podmodul Q musi obsahovat nenulové 7. Potom ale musi ob-
sahovat i by = a € Z.
3. Ne. Pro libovolné transcendentni &slo x € R plati (x) NZ = 0.
4. Ne. Podobné jako pfedchozi bod dokonce (x) N Q = 0.
5. Ne. Napiiklad :RNR = 0. o
Piiklad 8.18. Pro modul M a jeho podmoduly N a K dokaZte:
1. KCCNANC . M=KC. M
2. NNKC . M&NC . MAKCo M
Resent.
1. Necht L je libovolny podmodul M. Argumentujme:
KNL=0=KN(NNL)=0=NNL=0=L=0
2. Necht znova je L libovolny podmodul M. Pro smér «:
(NNK)NL=NN(KNL)=0=KNL=0=L=0
Pro smér =:
NNL=0=NNKNL=0=L=0
KNL=0=NNKNL=0=L=0 o
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Definice 8.19. Injektivni obal R-modulu M je takovy injektivni modul Er(M), Ze existuje
monomorfizmus M — Egr(M) a pro kazdy injektivni modul, ktery obsahuje podmodul izo-
morfni M, obsahuje také podmodul izomorfni Er(M).

Véta 8.20. Meyme modul M a jeho nadmodul E. Potom ndsledujici podminky jsou ekviva-
lentni:

(i) E je injektivni obal modulu M.
(ii) E je injektivni modul a je podstatnym rozsirenim modulu M.

(iii) E je mazimdlni podstatné rozsireni modulu M.
Priklad 8.21. Dokazte, Ze pro libovolny modul M a jeho podmodul N plati:
N C. M = E(N) = E(M)
Resent. Podle véty 8.20 je M C, E(M). Podle piikladu 8.18 zase:
N C. M C. E(M)= N C, E(M)
Opét vyuzitim véty 8.20 je E(N) = E(M). o

Piiklad 8.22. Pro kazdy obor integrity R plati Er(R) = Q(R), kde Q(R) je téleso zlomka
oboru R.

Reseni. Vime, 7e Q(R) je injektivni R-modul. Sta&i ukizat, Ze R je podstatny podmodul
Q(R). To vsak jde okamzité vidét, nebot libovolny podmodul N modulu Q(R) obsahujici
nenulovy zlomek %, musi obsahovat také st =r € R. o

Ptiklad 8.23. Pro k € N a prvocislo p uvazme Zx jakozto Z-modul. Uréete Ez(Z,x).
Reseni. Ukazeme:
Ba(Zyp) = Ly = Z[1L/p" | n € NI/2.

pficemz grupu Z,. ztotoznime s podgrupou {n/pF |0 < n < pk}. Grupa Zp~ je ziejmé
divizibilni, ¢ili injektivni Z-modul. Staci ukazat, Ze Z,x je jeji podstatny podmodul. To je
ale také snadné, nebot Z,. obsahuje 1/p nehledé na k, stejné jako kazda jind netrividlni
podgrupa. o
Piiklad 8.24. Necht K je téleso a uvazme na K strukturu K[z]-modulu zadaného k - u = ku
pro k € Ka z-u =0, nebo takeé jinak p(z)-u = qu, kde ¢ je absolutni ¢len polynomu p € K[z].
Zkonstruujte injektvni obal K[z]-modulu K.

Reseni. Ukazeme:

By (K) = Klz™Y = {k/z" |n € N,k € K}
Na modulu K[z~!] mame zavedenu strukturu K[z]-modulu pfedpisy:

k-(ag+arx ™ + ... +ape™) = kag + kayz™ ' + ...+ kapz ™"

x - (ap+ az V4 apz™ ") =a; + asz V4 . apz

kde k € K. Modul K[z~!] obsahuje pfirozené podmodul K a ten je zfejmé& jeho podstatny
podmodul. Nyni ukidZeme, 7ze K[z~!] je také injektivni. Pro vyuziti Baerova kritéria nechft
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J C K[x] je libovolny ideal a f: J — K[z~!] je morfizmus K[z]-modult. Pokud J = 0, pak

neni co dokazovat. Naopak necht q(x) € J je nekonstantni polynom. Plati ¢(z)q(z~1) = a2,

kde a # 0 je vedouci koeficient polynomu ¢. Zadejme g: K[z] — K[z ~!] pfedpisem:

9(p(x)) = p(x) f(q(z))q(z")a™?

Potom pro kazdé p(x) € J plati:

=
=
—
8
Nt
Il
=
&
~
—
=
8
N
=
8
L
S
o
~
—
=
N
=N
2
=
8
L
IS
o

a ditkaz je hotov. o

o6
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9. Jednoduché a Polojednoduché moduly

Polojednoduché moduly jsou specidlnim typem moduli. Tato skupina ma velké vyuziti v teorii
reprezentaci. Zasadni vétou celé teorie polojdnoduchych modulii je Wedderburnova véta, ktera
nam dava dplnou charakterizaci pomoci takzvanych jednoduchych moduli, které je tieba
chapat jako zadkladni stavebni bloky teorie. Jednoduché moduly jsou znaéné omezené svoji
strukturou, toto nam fika jednoduché ale ptitom silné Shurovo Lemma.

Definice 9.1 (Jednoduchy modul). Jednoduchy modul M nemé zadny netrivialni podmodul.
Pozndmka. Tato skutefnost jde téz vystihnout tak, ze v libovolné nasledujici posloupnosti

0——1—1sm,

je zobrazeni f vzdy identicky nulové, tedy neexistuji netrividlni injekce do tohoto modulu.
Diky této definici mizeme ¥ict co je jednoduchy okruh

Definice 9.2 (Jednoduchy okruh). Okruh R nazveme jednoduchy, paklize je jednoduchy ja-
kozto modul nad sebou samym.
Pozndmka. Jinak Fefeno okruh R nemad 7z4dné netrividlni idealy.

Definice 9.3 (Polojednoduchy modul). Polojednoduchy modul M je sou¢tem kone¢né mnoha
jednoduchych moduld.

Véta 9.4. Necht M je polojednoduchyj modul, pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni
(i) M je Noetherovsksy
(1) M je Artinovsky
(113) M je piimy soucin konecné mnoha jednoduchijch moduli
(iv) M je koneéné generovany
Pozndmka. V&imnéme si zejména posledniho bodu, kde mame obsazenu jistou koneénéroz-

mérnost modulu.

Lemma 9.5 (Shur). Necht je M jednoduchiy modul, potom plati, Ze kazdy endomorfismus je
nutné izomorfismem.

Pozndmka. My se nemusime trapit charakteristikou télesa, protoze v nasich piikladech bude
pouzito vyhradné téleso C.

Definice 9.6 (Reprezentace). Reprezentace grupy G je grupovy homomorfismus
G — End(V)

Definice 9.7 (Grupova algebra). Grupova algebra je krdsnym a konkrétnim piikladem, kde se
prirozené objevi teorie polojednoduchych moduld. Necht je dana konecné grupa G a okruh R.
Uvazujme prostor R[G] = ¢ agg formélnich kombinaci prvki z G a koeficienty z okruhu.

Z konstrukce je jasné, ze je prostor R modulem. Navic mame strukturu okruhu, kde néso-
beni je dano nasledovné

Z agg Z aph = Z Z agap(gh) = Z Z agQpg—1k

geG heG g€G heG 9€G kg—1eG
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.....

Véta 9.8 (Mashke). Necht G je konecnd grupa a F téleso takové, Ze jeho charakteristika nedéli
Tdd grupy, potom plati, Ze FG je polojednoduchy.

Priklad 9.9 (Jednoduchy modul). V tomto piikladu si ukdZeme, Ze jednoduchy modul ma
velmi jednoduchou strukturu. Plati totiz, Ze libovolny jednoduchy R-modul

M ~ (m)r ~ R/Ann(m),

tedy je generovan néjakym svym prvkem, anebo je izomorfni faktoru okruhu dle anihilatoru
daného prvku.

Resend. Zaineme prynim isomorfismem. Vezméme prvek libovolny prvek m € M. Zkonstru-
ujme podmodul generovany timto prvkem tedy

(m)r = Rm

Ziejmé je tento modul podmodulem M, ale z jednoduchosti dostéavame, Ze poté jiz musi
byt celym modulem. Druhou &ast izomorfismu dostaneme jako jednoduchy disledek véty o
izomorfismu. Uvazujme homomorfismus moduld
f
R—— (m)p reTrmo,
toto je jisté homomorfismus a to dokonce surjektivni. Z véty o izomorfismu vime, ze R/ Ker(f) ~
(m)gr. Nyni se sta¢i pfesvéd¢it o tom, ze Ker(f) = Ann(m). To je ale jasné z definice
Ker(f) = {r € Rjrm = 0} = Ann(m). o

Priklad 9.10 (Maticova algebra). Dilezitym piikladem polojednoduchych moduli jsou mo-

duly nad maticovym okruhem. Definujme obecny maticovy okruh nad okruhem s délenim
D.

T
& 2. B\
(9.11) Mat,(D)=4 | © 2 7 Z||&eD
dy ... dn

Je zfejmé, Ze takto zobecnéné matice na obecny okruh s délenfm jsou téz okruhem.
1. Podivame se, jak vypadaji levé, pravé a oboustranné idedly naseho maticového okruhu.
2. Ovétime, ze D™ jakozto Mat, (D) modul je jednoduchy.
3. Ovéiime, ze D™ @ D" @ ... ® D™ jakozto Mat, (D) modul je polojednoduchy:.

Resend. Zatneme prvnim bodem. Zasadnim faktem je uvédomit si, jak funguje maticové né-

sobeni. Uvazujme matici A pusobici na B zleva. Tento soudin zfejmé nemiché sloupce matice
B. Tedy zejména matice tvaru

0 0 a' 0 0

0 0 a2 0 0
B = _ ,

0 0 a® 0 0

o8



9. Jednoduché a Polojednoduché moduly

zustane po nasoben{ libovolnou matici zleva ve stejném tvaru. Dudlné bude vypadat situace s
pravym nasobenim a matici tvaru

0 O 0
0 O 0
B=1]|a as an,
0 O 0
0O 0 ... 0

Odsud muzeme usoudit, ze idealy bodu pFesné dané ,Fadkové” a ,sloupcové” matice. Je snadné
vEimnout si, Ze tato volba idealu je minimélni (¢tenaf jisté najde vhodnou matici, kterou z
libovolného sloupce dostane libovolny jiny). Jinymi slovy neexistuje zadny ideal sloupecku. <

Priklad 9.12 (Okruh s délenim). Okruh s délenim je pfimym zobecnénim télesa, néktefi
autofi dokonce nazyvaji okruh s délenim nekomutativnim télesem. Chtéli bychom ukéazat, Ze
End(M) pro okruh s délenim D.

Reseni. Tento piiklad je jednoduchym diisledkem Frobeniovy véty. Necht M je jednoduchy
modul o

Pozndmka. Existuje iplné charakterizace konefnych okruhti s délenim nad jakoZzto R algeber.
Véta (Frobeniova) tvrdi Ze az na isomorfismus existuji pouze R, C a kvaterniony H.

Priklad 9.13 (Grupova algebra dihedrélni grupy). Uvazujme dihedralni grupu na péti prvcich
Ds. Prezentace této grupy je ddna nésledovné

(rslrt=1,s2=1, s lrs =171

Pro nazornost uvedeme konkrétni maticovou reprezentaci

1— 10 (0 -1 (1 0
“o1) "To) T \o 1
nechame na ¢tenéfi, aby ovéril piislusné relace pro dané generatory.
Resent. Nyni ukaZeme konkrétni realizaci grupové algebry a najdeme jeji podmodul, tedy

ukdzeme, Ze je grupové algebra polojednoduché. o

Priklad 9.14 (Modul nad PID). ZaZenim na specidlni typ okruhii (PID) se teorie moduli
velmi zjednoduSuje. V tomto prikladu nastinime charakterizaci obecného modulu nad PID.
Ctenaf obeznameny s teorii klasifikaci abelovskych kone¢nych grup jisté uvidi analogii.

Priklad 9.15 (Jednoduché moduly nad Z). Ukazeme, ze vSechny jednoduché Z-moduly jsou
izomorfni s Z/nZ pro n provoéislo.

Reseni. Zatnéme pozorovanim, Ze samotné 7 jako modul nad sebou samym neni jednodu-
chy. To je zifejmé, protoze zejména zname jak vypadaji vSechny jeho idedly. Nyn{ vyuzijeme
charakterizace z prvnfho cviceni, Ze kazdy jednoduchy modul nad Z je tvaru

M ~7Z/Ann(m),
anihilator prvku m je idedlem a z vlastnosti PID musi byt nZ. Ale zaroven vime, ze kdyby n

nebylo prvocislo, tak by vysledny modul Sel napsat ve tvaru Z/nZ ~ Z/kZ & 7./ 17Z. o
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Priklad 9.16 (Jednoduché moduly nad F[z]). Tento piiklad je podobny pfedchozimu a bu-
deme se zde snazit ukazat, ze kazdy jednoduchy F[z]- modul je izomorfni F[z]/I kde I je
prvoideéal.

Reseni. Budeme postupovat obdobné jako v ptedchozim cvieni. VyuZitim prvniho cvi¢en{
mame
M ~ F[z]/Ann(m),

Jediné, co je poti¥eba ovéfit je, 7e Ann(m) je prvoidedl. Vime, 7e F[z] je PID okruh tedy
Ann(m) jakozto ideal musi mit jeden generator p. Tvrdime, Ze polynom p musi byt ireducibilni.
Musfme rozebrat dva pfipady

1. Kdyz je p = gr kde jsou oba faktory nesoudélné.

2. Kdyz je p=q"
Z PID plyne, Ze p ma jednoznacny rozklad p = aqi ... q.*. Reteno jazykem ideél, dostdvame

(o) = (") N...0{g*),

z ¢inské véty o zbytcich vime, Ze

Fla]/(p) ~ Fla]/{g(") & ... @ Fla] /") -

To je ve sporu s ireducibilitou. Tedy jediné, co se miZe stat, je moznost (p) = (¢") to by ale
modul téZ nebyl jednoduchy. o

Pozndmka. Je dilezitym pozadavkem, ze F' je téleso. Kdyby tak nebylo, pak okruh nebude
PID. Uvazujte napiiklad Z[z]| a jeho ideal (3, z).

Priklad 9.17. UkadZeme si krasny geometricky pfiklad neasociativniho okruhu, ktery cte-
naf jisté zné jiz od stfedni gkoly. Uvazujme vektorovy prostor R spoleéné s vektorovym
nasobenim. Z analytické geometrie vime, Ze dohromady se souc¢tem jisté tvoii okruh, oviem
neasociativni! DokéaZzeme, Ze tento okruh je sam nad sebou jednoduchy.

Regend. Predpokladejme, ze existuje podmodul M s prvkem u a bez ztraty obecnosti vezméme
normovany vektor. Dopliime tento prvek na ortonormalni bazi (u, v, w). Vektorovy soucin na
této bazi vypada

UXV=wW VXW=U WXU=7v,

tedy zaptisobenim na v vektory u,w dostaneme celou bazi a ta generuje celé R3. o

Priklad 9.18 (Weylova Algebra). Ukazeme si velmi zajimavy piiklad jednoduchého modulu.
Necht je dan C[z] okruh polynomu. Ten zFejmé muzeme chépat jako modul nad sebou samym.
My ale rozsifime bazovy okruh. Definujme

0 : Clz] — Clz]

ANanz™ + ...+ a1z +ag) = na,z™ 1+ .. +ay

tedy jako klasickou derivaci. Vzhledem ke konecnosti polynomt mitzeme tuto operaci chapat
Cisté algebraicky, tedy neni tfeba zadnych analytickych metod. Nyni definujme okruh D(C|z]),
coz bude okruh v8ech diferencialnich operatort na Clz|. Tedy prvky maji tvar

d= fu@)d" + ...+ fi(2)d+ folx).
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Z tvaru obecného prvku je jednoduché presvédcit se o tom, ze okruh D(Clz]) je generovan
symboly {z, 0} jako nekomutativni okruh. Navic 7 vlastnosti operace derivace vidime

(Ox)f = f+ (z0)f [0,2] :=0x —xd =1.

Mizeme tedy napsat D(C[z]) jako
C(0, z)
<[8a x] - 1> ’
tedy jako okruh nekomutativnich polynomu s jednou relaci. Nyni tvrdime, ze C[x] jakozto
D(Clz])-modul je jednoduchy:.

Resend. Vzhledem k tomu, ze D(C[z]) obsahuje C[z], sta¢i ukazat, Ze kazdy podmodul ob-
sahuje prvek 1 € C[z] a tedy bude celym modulem. To je ovSem jednoduché: necht M je
podmodulem a p € M C C[z]. Element je tvaru

p=anx" +...+a1x+ag,

aplikaci
d = (apn))~to",

dostaneme polynom 1, tedy podmodul je celym modulem. Okruh D(C|x]) je zaroven R alge-
brou a jak nazev cvi¢eni naznacuje je znam jako Weylova algebra. o
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10. Noetherovské a artinovské okruhy a moduly

Definice 10.1 (Noetherovsky modul). Rekneme, Ze (levy) R—modul M je (levy) noetherov-
sky, jestlize pro kazdy neklesajici fetézec Ny C Ny C Nj... (levych) podmodult modulu M
plati, Ze existuje n € N tak, ze N, = Npp1 = .. ..

Tato definice se da rovnéz zformulovat tak, Ze kazdy neklesajici fetézec podmoduli se
nutné stabilizuje (Casto je tato podminka nazyvana (ACC) - ascending chain condition). Okruh
nazveme (levyj) noetherovsky, pokud je (levij) noetherovsky jako (levy) modul sam nad sebou.
Podminka na podmoduly pak pFechazi na podminku na (levé) ideédly v daném okruhu. Rovnéz
lze definovat pojem noetherovsky pro pravé podmoduly, v pfipadé okruhd pro pravé idedly.

Definice 10.2 (Artinovsky modul). Rekneme, ze R modul M je (levy) artinovsky, jestlize
pro kazdy fetézec (levych) podmodula Ny O Ny D Nj... modulu M plati, ze existuje n € N
tak, 7e Nn = Nn+1 = ....

Opét muzeme definici formulovat tak, ze se kazdy nerostouci fetézec (levych) podmoduli
stabilizuje (nékdy (DCC) - descending chain condition). Podobné okruh nazveme (levy) arti-
novsky, pokud je (levy) artinovsky jako modul sdém nad sebou, dostavame pak podminky pro
(levé) idedly. Rovnéz lze mluvit o pravych artinovskych okruzich a modulech.

Priklad 10.3 (Zoologie noetherovskych okruht a moduli). Rozhodnéte o noetherovskosti
nésledujicich okruht, popf. dejte podminky na to, kdy budou dané okruhy noetherovské. Déle
rozhodnéte o noetherovskosti uvedenych modult.

1. Z okruh celych &isel,

Libovolné téleso k,

Okruh hlavnich ideald R,

Alz;] okruh polynomi nekoneéné mnoha proménnych nad okruhem A,

Z|[i] okruh Gaussovskych celych ¢isel,

A

B okruh celych algebraickych ¢isel, tedy algebraickych ¢isel, jejichz minimalni polynom je
normovany,

7. Q jako Z—modul.

Regend. K fegeni téchto prikladt se d& pFistoupit mnoha zptsoby, pokusme se o (netplny)
vycéet argumenti, které se daji v riznych situacich pouzit:

1. Z vskutku je noetherovsky, napiiklad nebot kazdy nenulovy idedl I C Z je generovany
jednim prvkem I = (n),n € N a vime, 7e (a) C (b), pravé kdy7 bla. Z jednoznac¢nosti
rozkladu na prvodisla v Z dostavame, Ze nad kazdym nenulovym idedlem v Z muze lezet
pouze kone¢né mnoho idedlt a tedy Z je nutné noetherovsky.

2. Ano, kazdé téleso obsahuje pouze dva idedly, a to nulovy ideal a samo sebe.

3. Ano, uvazme sjednoceni celého Tetézce (J;cn Ii = I, coz je jisté opét ideal. Pak plati, ze
I = (a) pro néjaké a € R a tedy a € I, pro néjaké n € N. Odtud oviem I, = I,41 =+ -

4. Alz;] okruh polynomi nekone¢né mnoha proménnych nad okruhem A nikdy neni noethe-
rovsky okruh. Posloupnost idealt (z1) C (z1,22) C -+ C (21, ,x,) C je jisté nekoneény
rostouci Fetézec idealtd, ktery se nikdy nestabilizuje.
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D.

Z[i] je noetherovsky. Je to dokonce tzv. Dedekindiv okruh, které jsou vzdy noetherov-
ské (celouzaviené, noetherovské a kazdy prvoideél je maximalni - Krullovy dimenze 1).
Obecné okruhy, které vzniknou jako cely uzavér Z v ¢iselném télese (kone¢ného rozsiteni
Q, ekvivalentné pFidanim jediného algebraického &isla ke Q) jsou Dedekindovy, a tudiz
noetherovské okruhy. AvSak Z[i] je navic okruh s jednozna¢nym rozkladem a je na ném
definovana multiplikativni norma Z[i] — No, a +bi — a? +b?, kterad ndm umoziiuje zavést
Buklidiv algoritmus a muZeme tedy pouZzit stejny argument jako pro Z.

. Okruh celych algebraickych ¢isel B neni noetherovsky, nebot obsahuje nekonefnou rostouci

posloupnost ideala (2) C (v/2) C (v/2)---. Naproti tomu okruh viech algebraickych &isel
noetherovsky je, jelikoz jde o téleso.

. Ne, Q neni noetherovsky modul jako abelovskd grupa. MiZeme uvazit napiiklad neko-

nec¢nou posloupnost podgrup Z C % -7 C % -+ C % -Z C ---, ktera se jisté nikdy

nestabilizuje. o

Oproti noetherovskym okruhtim, artinovské okruhy maji obecné mnohem slozité&jsi struk-

turu. Ackoliv se (DCC) zd4 jako dudlni podminka k (ACC), ve skutetnosti jde o mnohem
silnéjsi podminku a plati, ze kazdy artinovsky okruh je noetherovsky okruh. Caveat: neplati
pro moduly, artinovsky modul nemusi byt noetherovsky.

Pr

iklad 10.4 (Ptiklady artinovskych okruht a modulil). Rozhodnéte o artinovskosti nasle-

dujicich okruht ¢ modula.

1.
2.
3.
4.

o.
6.

Z okruh celych ¢éisel,
Obor integrity R,
Q/Z jako Z—modul,

Z[%] jako Z—modul, tedy zlomky, kde ve jmenovali povolime pouze mocniny pfedem za-
fixovaného prvocisla p,

Z[%]/Z jako Z—modul,

k téleso, V' vektorovy prostor nad k kone¢né dimenze.

Reseni. Opét naznacime nékolik moznych zptisobli rozhodovani, zda je okruh artinovsky.

1.

Z neni artinovsky, nebof mame nekonecny Fetézec idedlt (p) D (p?) D --- D (p") D -+,
ktery se jisté nestabilizuje.

. Piedpokladejme, 7e R je artinovsky. Bud a € R libovolny nenulovy prvek. Potom jisté

mém klesajici posloupnost ideélii (a) D (a?) D ..., kterd se podle pfedpokladu stabilizuje,
tedy pro né&jaké n € N plati (a") = (a"*!). AvSak vzhledem k vlastnostem hlavnich idedld
to znamend, 7e a"T1|a™, tedy Ze existuje b € R tak, ze a"™! - b = a™. Vydélenim a" (R
je obor integrity) dostavame, ze ab = 1 a tedy a je jednotka. Libovolny nenulovy prvek
oboru integrity R je jednotka a tudiz R je téleso. Zifejmé vsechna télesa jsou artinovska
(vzdyt maji jen dva idedly), dostavame tedy, Ze obor integrity je artinovsky, pravé kdyz
je télesem.

. Q/Z neni artinovsky modul jako abelovské grupa, nebot muZzeme uvazit néasledujici po-

sloupnost podmodult: v prvnim podmodulu zakidzeme zlomky, které obsahuji ve svém
jmenovateli mocniny 2, ve druhém zakaZzeme navic i ty, které obsahuj{ ve svém jmenova-
teli mocniny 3, v n-tém zakdzeme navic ty zlomky, které maji ve jmenovateli mocninu py,,
n-tého prvodisla. Tato klesajici posloupnost se ziejmé nikdy nestabilizuje.
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4. Tento okruh neni artinovsky, nebot pro libovolné prvoéislo ¢ # p obsahuje nekone¢ny
klesajici Fetézec Z(%) Dgq- Z(%) Dq?- Z(%) D -+, ktery se nikdy nestabilizuje.

5. Snadno se uvidi, ze jediné podmoduly (podgrupy) okruhu R = Z(%) /Z jsou generované
# +7Z pro k € Z>¢. Vskutku, pfedpokladejme, Ze naSe podgrupa obsahuje prvek s p¥ jako
nejvétsi mocninou ve jmenovateli v jeho zapise v bazi 1+7Z, %—i—Z, .. .. Vhodnym nasobkem
muzeme docilit toho, Ze koeficient u # +Z bude 1. Pak oviem vynasobenim p*~! zjistime,
7e nase podgrupa nutné obsahuje % + Z, pfipadnym ode¢tenim vhodného nasobku % +7Z
a vynasobenim nageho prvku p*~2 zjistime, Ze nade podgrupa obsahuje p% + Z a stejnym
zpusobem tedy nutné obsahuje # + Z. Jisté tedy libovolna podgrupa obsahuje bud'to vse
nebo je generovand 1% + Z pro né&jaké n € Z>p. Odtud ma jisté kazdy vlastni podmodul
modulu R pouze koneéné mnoho vlastnich podmoduli a tedy R je nutné artinovsky.

6. Podmoduly jsou v tomto ptipadé vektorové podprostory a protoze plati, Ze dva do sebe
vnoiené podprostory stejné dimenze musi byt stejné a vzhledem ke kone¢nosti V/k dosté-
vame, ze V je artinovsky modul nad k. o

Véta 10.5 (Ekvivalentni podmiky Noetherovskosti). Bud R okruh a bud ddle M libovolny
R—modul. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) M je noetherovsky, tedy spliiuje (ACC),
(1) kazdy podmodul N C M je koneéné generovany,

(1) kazdy neprdzdnyg systém podmoduli M md maximdlni prvek (vicéi inkluzi).

Tvrzeni této véty jsou jednoduché, avSak velice mocné, je tedy vhodné zamyslet se nad jejim
dikazem a ztotoZznit se s myS§lenkami, které se v pifechodech mezi jednotlivymi implikacemi
pouzivaji, coz je obsahem nasledujiciho cviceni.

Cviceni 10.6. Dokazte predchazejici vétu:

Reseni. Dokazeme jednotlivé implikace.
1 — 2 Sporem. Bud N C M podmodul a induktivné konstruujte moduly M; = (a1),a; € N,
Ms = (a1,a2), ag € N — My, obecné M, = (a1,...,an—1,ay), kde a, € N — M,,_1 a
(x,y) je podmodul generovany prvky z,y. Déale pouzijte noetherovskost pro moduly
M;.
2 — 1 UvaiZte nekonecnou rostouci posloupnost podmodultt M; modulu M. Co lze Fici o
sjednoceni téchto podmodulu?

1 — 3 Z predpokladu, Ze existuje neprazdny systém podmoduld bez maximélniho prvku
vybudujte nekone¢nou rostouci posloupnost podmoduli a odvodte spor s noetherov-
skosti M. (Zacnéte s libovolnym podmodulem z daného systému a zkoumejte jeho
maximalitu.)

3 — 2 Predpokladejte, ze kazdy neprazdny systém podmoduli M ma maximélni prvek (vzhle-
dem k inkluzi podmoduli) a pro dany podmodul N uvazte systém jeho konecné ge-
nerovanych podmoduli.

2 — 3 Necht tedy M; je neprazdny systém podmodult. Bud M; libovolny modul tohoto
systému, pokud je maximdlni, jsme hotovi, v opa¢ném piipadé existuje modul My D
M. Pokud je My maximaélni, jsme hotovi, jinak opét existuje modul Mg D Ms. Takto
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ziskdme posloupnost vnorenych moduli M; C My C --- a uvazme sjednoceni UM; =
N (obecné neni prvkem naseho systému). AvSak vime, 7ze N je kone¢né generovany
modul, generovany ai,...,a, € M. Pak oviem existuje k € N tak, Ze ay,...,a, €
My, a tedy kazdy neprazdny rostouci fetézec mé horn{ zavoru a z Zornova lemmatu
dostavame maximéalni prvek celého systému.

3 — 1 Predpokladejte, Ze méte nekoneény rostouci fetézec podmodula M} C My C ---
Pak jisté My, Mo, --- je neprazdny systém podmoduli M a podle predpokladu tedy
obsahuje maximéalni prvek, feknéme M,,. Av8ak potom pro kazdé ¢ > n plati (z maxi-
mality) M; C M,, (z pfedpokladu o fetézci) M; D M, a tedy M, = M; a Fetézec se
stabilizoval. o

Podobné lze fici ekvivalentni podminky pro artinovskost modulu:

Véta 10.7. Bud R okruh a M bud R—modul. Pak ndsledujici jsou ekvivalentni:
(i) M je artinovsky, tedy splnuje (DCC),
(1) kazdy neprdazdny systém podmodulic modulu M obsahuje minimdlni prvek vici inkluzi.

Toto tvrzeni je opét jednoduché a znovu ndm dava uziteény nastroj, jak s artinovskymi
moduly pracovat.

Cviceni 10.8. Dokazte predchazejici vétu.

Reseni. Ukazme kazdou implikaci zv14st:

2 — 1 Jisté kazdy klesajici Fetézec podmoduld M; D My D ... tvof{ neprizdny systém
podmoduli a tedy musi obsahovat miniméalni prvek Mj. Potom v8ak pro vSechny
i € N, ¢ > k plati, ze M; D M}, (minimalita My) a zaroveir My D M; (z pFedpokladu
o fetézci). Kazdy klesajici fetézec podmoduli se tedy nutné stabilizuje.

1 — 2 Opét pouzijeme Zornovo lemma: Uvazme tedy neprazdny systém podmodulii modulu
M. Pak se jisté kazdy klesajici fetézec nutné stabilizuje (vzdyt M je artinovsky), tedy
kazdy klesajici fetézec ma dolni zavoru. Odtud z Zornova lemmatu existuje minimalni
prvek celého systému. o

Dulezitym poznatkem o noetherovskych, popt. artinovskych modulech je nésledujici véta:

Véta 10.9 (O exaktni posloupnosti noetherovskych, resp. artinovskych moduli). Necht R
je okruh a M,M' M" budte R—moduly. Bud 0 — M’ = M 5 M" — 0 krdtkd ezakini
posloupnost moduli. Potom plati:

(i) M je noetherovsky, prave kdyZ M’ i M" jsou noetherovské,
(11) M je artinovsky, prdve kdyz M’ i M" jsou artinovské.

Tato véta ndm umoziuje hledat nové noetherovské ¢i artinovské moduly. Jednoduse odtud
odvodime nasledujici vlastnosti:

Dusledek 10.10. Necht R je okruh a M bud libovolng R—modul. Pak plati:

(i) Podmoduly noetherovskych (artinovskijch) moduli jsou noetherovské (artinovské),
(i1) Kvocienty noetherovskijch (artinovskiyjch) moduli jsou noetherovské (artinovské),

(iii) Homomorfni obraz noetherovského (artinovského) modulu je noetherovsky (artinovsky),
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(iv) Piimy soucet dvou noetherovskijch (artinovskijch) moduli je noetherovsky (artinovsky),

(v) Pro kazdé n € N, pokud M je noetherovsky (artinovsky), pak M™ je noetherovski
(artinovsky).

7 vé&ty o korespondenci dostavame nasledujici pitklad.

Priiklad 10.11. Bud R okruh a M libovolny R-modul. Pokud pro kazdy nenulovy podmodul
N C M plati, ze kvocient M /N je kone¢ny, je R noetherovsky.

Reseni. 7 véty o korespondenci dostavame, Ze podmoduly kvocientu M /N odpovidaji pfesné
podmodulim M, které obsahuji N. Protoze je vSak tento kvocient kone¢ny, N je obsazeno
pouze v kone¢né mnoha podmodulech M a tedy M je nutné noetherovsky. o

Véta 10.12 (Hilbertova véta o béazi). Pokud R je noetherousky, pak i okruh polynomi jedné
proménné R|x] je noetherovsky okruh.

Dikaz této véty lze najit ve vSech standardnich u¢ebnicich algebry ¢i algebraické geometrie.
My dokdZeme upravené tvrzeni. Jeho dikaz vSak bude pouze imitaci klasického dikazu pro
Hilbertovu vétu o bézi.

Véta 10.13. Pokud R je noetherovsky, pak i okruh formdlnich mocninnijch tad jedné pro-
meénné R[[x]] je noetherovsky okruh.

Diikaz. 'V klasickém znéni Hilbertovy véty o bézi se zabyvame ¢lenem nejvétstho stupné, u
mocninnych fad zadny takovyto vSak neexistuje. MiZeme vSak uvazit nejmensi ¢len a jeho
koeficient:

Rekneme, 7e ¥ada f = a,2" + ar1z" 4. kde r € Ny, a; € R pro i € Zsg, i > 7,
ar # 0 méa stupeni r, vedouci ¢len a,x" a vedouci koeficient a,.

Bud I C R[[z]] vlastni idedl a ukaZme, Ze je kone¢né generovany. Konstruujme jeho bézi
postupné. Vyberme f; € I nejmensiho stupné dj. Oznacme jeho vedouci koeficient a. V
kazdém kroku potom k jiz vybranym faddm fi,..., fi stupii di,...,d; a vedoucich koefici-
entd ayp,...,a; vyberme polynom fry; € I nejmensiho moZného stupné di41 a s vedoucim
koeficientem ay41 spliwjici (ag41) € (a1, ..., ak).

JelikoZ (a1) C (ay,a2) C ..., tento postup se zastavi, feknéme po n krocich. UkaZme,
ze potom I = (f1,..., fr). Jisté jsme takto vybrali béazi idealu vSech vedoucich koeficientii
fad f € I, kterd mé navic nasledujici vlastnosti: d; < d;4q1 pro kazdé i € 1,...,n—1 a
navic pro kazdou f € I stupné d s vedoucim koeficientem a existuje nejmensi k takové, Ze
a < (a1,...,ak) ad>d.

Vskutku, kdyby do < di, méli bychom spor s volbou fi. Pokud by bylo d; > d;11 pro
nékteré ¢ > 1, dostali bychom spor s volbou d;, nebot jisté (ai+1) € (a1,...,ai—1). Ze stejného
davodu pokud k je nejmensi takove, ze a € (ay,...,ax), pak jisté dp < d, nebot jinak bychom
v k-tém kroku vybrali fadu f, nebot a nelezi v a € (a1,...,a5_1).

Pigme a = Z?Zl cioa; a dodefinujme gg = Zle ciox?=% f;. Potom ¢ — go je stupné vétsiho
nez d (vedouci koeficienty se odectou). Jisté go € (f1,...,fx) C (f1,..., fn). Zopakovanim
stejném uvahy pro g — go ziskdme ¥adu g1 € (f1,..., fn) stupné alesponn d + 1.

Induktivné tedy ziskime g = > 322 g; = 372 Zle cijz®=4 f;. Protoze viak vnit¥n{ suma
je pouze kone¢nda, miZeme zaménit pofadi sumace a plati tedy, Ze ¢ = hif1 + ... hnfn pro
néjake h; € R[[z]]. O

Ptrimym disledkem Hilbertovy véty o béazi je pak nasledujici tvrzeni:
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Ddsledek 10.14. Je-li R noetherovsky okruh, pak okruh polynomi konecné mnoha promeén-
ngch R[xy,...,xz,] je noetherovsky okruh.

Dulezitym diisledkem této véty (v kombinaci s pfedchozimi tvrzenimi o kvocientech) je né-
sledujici cviceni. Bud R komutativni okruh. P¥ipomenme, ze A je R—algebra (pro komutativni
okruh R), pokud je to R—modul a méme na ném definovano bilinearni zobrazeni - : Ax A — A
tak, ze (A,-,+) je okruh.

Cviceni 10.15 (Konené generovanost). Bud R noetherovsky okruh a N, A budte R—moduly.
1. (moduly) Pokud N je kone¢né generovany jako R—modul, pak je N noetherovsky modul.

2. (algebry) Pokud R je komutativni a A je konetné generovany jako R—algebra, pak A je
noetherovsky okruh.

Resent. Bud tedy R okruh a N, A bud'te R—moduly.

1. (moduly) Konetna generovanost znamend, Ze existuje surjektivni zobrazeni R™ — N pro
néjaké n € N. AvSak kone¢ny soucin noetherovskych modulii je noetherovsky (z véty
o exaktni posloupnosti noetherovskych modulii). ProtoZze kvocienty noetherovskych jsou
opét noetherovské, bude N nutné noetherovsky.

2. (algebry) Jelikoz konetné generovany jako R—algebra znamend, Ze existuje surjektivni
zobrazeni R[z1,...,x,] — A pro n&jaké n € N. Av8ak z Hilbertovy véty o bazi je okruh
R[z1,...,xy,) noetherovsky a z uzavienosti noetherovskych modult na kvocienty plati, Ze
A je noetherovsky okruh. o

Cviceni 10.16. Bud R obor integrity, ktery je noetherovsky. DokaZte, Ze potom libovolny
nenulovy prvek, ktery nenf jednotka, lze napsat jako soucin ireducibilnich prvki.

Reseni. Bud a € R \ R* libovolny prvek, ktery neni jednotka.

Ukazme napied, Ze je délitelny néjakym ireducibilnim prvkem. Pokud je a ireducibilnfi,
jsme hotovi. V opa¢ném piipadé existuji by, c; € R\ R, tak, ze a = by - ¢1. Pokud je alespon
jedno z by, ¢ ireducibilni, jsme hotovi. V opaéném piipadé lze psat ¢; = ba - co pro néjaké
ba,c2 € R\ R*. Analogicky muzeme postupovat dale. Vsimnéme si, ze (a) C (c1) C (c2)---,
protoZze R je noetherovsky, musi se tento fetézec stabilizovat, coZ znamend, Ze (¢,) = (cpt1)
a Cp, Cp+1 jSOu asociované, coz je spor. Tedy a je délitelné ireducibilnim prvkem.

Stejnym zptisobem ukazme, Ze a lze napsat jako soucin ireducibilnich prvka: piSme a =
p1-b1, kde p; jeireducibilni. Pokud je by ireducibilni, jsme hotovi. V opa¢ném pFipadé by = pa-bo

a mizeme argument opakovat. Opét (a) C (b1) C (b2) C ---, z noetherovskosti dostavame,
ze pro néjaké n € N plati, Ze b, je asociované s p, je ireducibilni a tedy a = p;y - - - p,, soucin
ireducibilnich prvka. o

Cviceni 10.17. Bud R komutativni okruh ve kterém kazdy prvoidedl je kone¢né generovany.
Ukazte, Ze R je noetherovsky.

Resent. Ptedpokladejme, Ze existuji idedly v R, které nejsou konecné generované. Tvrzeni
dokazeme opét za predpokladu Zornova lemmatu. Uvazme systém vSech idedli, které nejsou
konecné generované. Bud {I; |7 € N} libovolny Fetézec takovych ideélii a uvazme sjednoceni
I = UjenI;. Kdyby toto sjednoceni bylo kone¢né generované, feknéme prvky a;,...,a, € R,
existovalo by k£ € N takové, ze ai,...,a, € I} a tedy I, = I, coz je spor s tim, ze I; nejsou
kone¢né generované. Tedy ani I neni konetné generovany ideél a tudiz v systému vSech ideali,
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které nejsou konec¢né generované, mé kazdy fetézec horni zévoru. Dle Zornova lemmatu tedy
dostavame maximalni prvek J tohoto systému.

Zbyva ukazat, ze J je konetné generovany. K tomu stadi ukizat mnoZinu generatori &
ukézat, ze J je prvoidedl - pak bude koneéné generovany z piedpokladu tvrzeni. Bud a,b € R
libovolné tak, Ze ab € J a predpokladejme, Zze a nelezi v idedlu J.

Pak jisté (J,a) D J ostie a tedy (J,a) je kone¢né generovany. Uvazme dale podil idealt
J:(a) ={z € R:xza € J} (neni tézké ovéfit, ze jde opét o idedl okruhu R). Protoze ziejmé
J C J : (a), pokud dostaneme opét ostrou nerovnost, bude i J : (a) konetné generovany.
Avsak jisté b € J : (a) (nebot ab € J), pokud tedy J = J : (a), dostavame, ze b € J, J je
prvoidedl a jsme hotovi.

Predpokladejme tedy, ze J 2 J : (a) a feknéme, ze z1,...,z, generuji J : (a). Zvolme
generatory a,yi,...,ys idedlu (J,a). P¥ipadnym odectenim nasobku a mizeme navic pied-
pokladat, ze y1,...,ys lezi v J (vzdyt kazdy prvek (J,a) je tvaru aa + 5, kde o, € R a
jed).

Jelikoz pro kazdé x € J plati x € (J,a), existuji ¢, c1, . .. cs tak, ze x = ca+ciy1 +. . . +CsYs,
aviak potom ca € J a tedy ¢ € J : (a) alze psat ¢ = dyz1 +. .. d,x, pro néjaké dy,...,d, € R.
Pak ovSem x 1ze psat jako R—linearn{ kombinaci prvkd axy,...,ax,, y1,...,ys @ J je konetné
generovany, coz je spor. o

Na zavér uvedme nékolik dopliujicich otazek, které by mély otestovat porozuméni uvede-
nym termintim i ve spojitosti s pfedchozimi kapitolami:
Cviceni 10.18. Zodpovézte nasledujici otazky:
1. Jsou-li A, B R—moduly, A noetherovsky, je modul A ® g B opét noetherovsky?
2. Je-li kazdy vlastni podmodul A kone¢né generovany, je A noetherovsky modul?
Reseni. 1. Ne, napt. pro kazdy A noetherovsky a A—modul B, ktery neni noetherovsky,
plati A ® 4 B = B, coZ neni noetherovsky modul. Tedy sta¢i volit A =7 a B = Q.
2. Nikoliv, vidéli jsme piiklad Z—modulu R = Z[+]|/Z, jehoZ kazdy vlastni podmodul je

1
v v ’ v 2 v p -, 2,
koneéné generovany, avSak sdm modul konecné generovany neni. o
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