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Porovnánı́ metod

Literatura

Osnova
1 Kalibrace

Pojem kalibrace
Cı́le kalibrace
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Pojem kalibrace

Kalibracı́ rozumı́me soubor úkonů, které dávajı́ za určitých
podmı́nek závislost mezi hodnotami indukovanými
měřidlem A a mezi přı́slušnými hodnotami indukovanými
jiným měřidlem B.

Fáze kalibrace

Sestavenı́ kalibračnı́ho modelu (kalibrace přı́stroje)
Použitı́ kalibračnı́ho modelu (měřenı́ kalibrovaným
přı́strojem)
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Cı́le kalibrace

Stanovenı́ hodnot vybraných parametrů, které
charakterizujı́ vybraný objekt

Určenı́ oblastı́ spolehlivosti

Testovánı́ hypotéz o hodnotách vybraných parametrů
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Předpoklady

Měřı́me m různých objektů pomocı́ dvou různých přı́strojů
(přı́stroje A a přı́stroje B), měřenı́ provedeme n - krát,
všechna měřenı́ jsou nezávislá.

Předpokládáme,že:
přı́stroj A je méně „přesný“ a přı́stroj B „přesnějšı́“
naměřené hodnoty na obou přı́strojı́ch majı́ normálnı́
rozdělenı́
pro každý z m objektů platı́, že při měřenı́ přı́strojem A jsou
bezchybně měřené hodnoty µ = (µ1, . . . , µm)
při měřenı́ přı́strojem B jsou bezchybně měřené hodnoty
cµ2

i + bµi + a, kde a,b, c ∈ R, i = 1,2, . . . ,m
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Měřenı́ kalibrovaným přı́strojem

Metoda maximálnı́ věrohodnosti

Náhodné veličiny Xij ∼ N
(
µi , σ

2
x
)

resp.
Yij ∼ N

(
cµ2

i + bµi + a, σ2
y
)

realizujeme pomocı́ přı́stroje A
resp. B

Cı́l: najı́t vektor parametrů Θ =
(
a,b, c, µ1, . . . , µm, σ

2
x , σ

2
y
)

Známe rozdělenı́ pravděpodobnosti náhodných veličin Xij
a Yij a vı́me, že jsou nezávislé, můžeme určit jejich hustotu
a k určenı́ Θ použı́t odhadu pomocı́ metody maximálnı́
věrohodnosti

Petra Širůčková, prof. RNDr. Gejza Wimmer, DrSc. KVADRATICKÁ KALIBRACE
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Odhad vektoru parametrů

Určı́me věrohodnostnı́ funkci, jejı́m zlogaritmovánı́m pak
logaritmickou věrohodnostnı́ funkci:

l (x11, · · · , ymn; Θ) = ln L (x11, · · · , ymn; Θ) =

= −mn ln(2π)− mn
2

lnσ2
x −

mn
2

lnσ2
y−

− 1
2σ2

x

m∑
i=1

n∑
j=1

(
xij − µi

)2− 1
2σ2

y

m∑
i=1

n∑
j=1

(
yij − a− bµi − cµ2

i

)2
.

Minimalizacı́ funkce l (x11, · · · , ymn; Θ) zı́skáme realizace
maximálně věrohodných odhadů parametru Θ.
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Odhad vektoru parametrů

Maximálně věrohodný odhad je asymptoticky normálnı́ a
nestranný odhad Θ. Pro dostatečně velké n platı́:

Θ̂abc ≈ N

a
b
c

 ,
1
n

J
(

Θabc
)−1


kde J (Θ) je Fisherova informačnı́ matice
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Konfidenčnı́ oblast pro vektor parametrů

Asymptotická (1− α) .100% - nı́ konfidenčnı́ oblast pro
vektor parametrů (a,b, c) je

∗C1
(1−α) =


a

b
c

 :

â− a
b̂ − b
ĉ − c

′ (Σabc
)−1

â− a
b̂ − b
ĉ − c

 ≤ χ2
3 (1− α)

 ,

Pro vektor L =
(
1, x, x2) a L ·Θ dostaneme

P
{

L′xΘ̂abc −
√

L′xΣ̂abcLx · χ2
1 (1− α) < L′xΘabc <

< L′xΘ̂abc +

√
L′xΣ̂abcLx · χ2

1 (1− α)

}
= 1− α.
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Konfidenčnı́ oblast pro vektor parametrů
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a+ bx+ cx
2

â+ b̂x+ ĉx
2

Červeně označený - konfidenčnı́ pás okolo kalibračnı́ křivky, modře označená - kalibračnı́ křivka, čárkovaně
označená - skutečná kalibračnı́ křivka.

Obrázek je vykreslen pro hodnoty µ = (1, 2, . . . , 5), σx = 0, 2, σy = 0, 1, n = 10.
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a+ bx+ cx
2

â+ b̂x+ ĉx
2

Červeně označený - konfidenčnı́ pás okolo kalibračnı́ křivky, modře označená - kalibračnı́ křivka, čárkovaně
označená - skutečná kalibračnı́ křivka.
Pro µ = (1, 2, . . . , 5), σx = 0.2, σy = 0.1, n = 10 a naměřenou hodnotu x = 2.5 je interval (13.585, 31.737)

nejméně 90% konfidenčnı́ interval pro hodnotu νx = a + bµx + cµ2
x .
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Replikovaný model
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Replikovaný model

Předpokládáme nejdřı́ve, že provedeme pouze jedno
měřenı́, tak zı́skáme model(

X
Y

)
∼ N

[(
µ
ν

)
,

(
σ2

x Im 0m
0m σ2

y Im

)]
,

kde νi = cµ2
i + bµi + a. Máme tedy regresnı́ model, ten

linearizujeme pomocı́ Taylorova polynomu

(diag (b01m + 2c0µ0) ,−Im)

(
δµ
ν

)
+
(

1m, µ0, µ0
2
)a

b
c

 = 0.
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Za předpokladu, že měřenı́ zopakujeme n – krát zı́skáme
replikovaný model

X1 − µ0
Y1

...
Xn − µ0

Yn

 ∼ N
[
1n ⊗

(
δµ
ν

)
, In ⊗

(
σ2

x Im 0m
0m σ2

y Im

)]

(kde ⊗ je Kronekerova δ)
Takto zı́skáme model neúplného nepřı́mého měřenı́ s
podmı́nkami II. typu na parametry 1. řádu.
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Replikovaný model
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Konfidenčnı́ oblast pro vektor parametrů
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Odhad vektoru parametrů

Odhadneme parametry a,b, c, µ1, . . . , µm, podle knihy
Statistika a metrologie, parametry σ2

x , σ
2
y odhadneme

pomocı́ MINQUE metody. Dostávámeâ
b̂
ĉ

 ∼ N

a
b
c

 ,

(
A′
(

1
n

W
)−1

A

)−1
 .
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Konfidenčnı́ oblast pro vektor parametrů

Pro výpočet konfidenčnı́ oblasti, použijeme metodu
Kenwarda Rogera

C2
(1−α) =


a

b
c

 :

â− a
b̂ − b
ĉ − c

′ Σ̂A
−1

â− a
b̂ − b
ĉ − c

 ≤ 3 · F3,u (1− α)

λ


Pro vektor L = (1, x, x2) a L ·Θ dostaneme

P
{

â + b̂x + ĉx2 −

√√√√F1,u (1− α) ·
(

L′x Σ̂ALx

)
λ

≤ a + bx + cx2 ≤

≤ â + b̂x + ĉx2

√√√√F1,u (1− α) ·
(

L′x Σ̂ALx

)
λ

}
= 1− α.
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Kalibrace
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Konfidenčnı́ oblast pro vektor parametrů
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2

â+ b̂x+ ĉx
2

Červeně označený - konfidenčnı́ pás okolo kalibračnı́ křivky, modře označená - kalibračnı́ křivka, čárkovaně
označená - skutečná kalibračnı́ křivka.
Obrázek je vytvořen pro hodnoty µ = (1, 2, . . . , 5), σx = 0, 2, σy = 0, 1, n = 10.
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Měřenı́ kalibrovaným přı́strojem
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2

â+ b̂x+ ĉx
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Červeně označený - konfidenčnı́ pás okolo kalibračnı́ křivky, modře označená - kalibračnı́ křivka, čárkovaně
označená - skutečná kalibračnı́ křivka.
Pro µ = (1, 2, . . . , 5), σx = 0.2, σy = 0.1, n = 10 a naměřenou hodnotu x = 2.5 je interval (14.954, 29.819)

nejméně 90% konfidenčnı́ interval pro hodnotu νx = a + bµx + cµ2
x .
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Porovnánı́ metod

µ, n C2
1−α C1

1−α
µ = (1, 2, 3, 4) , n = 2 70, 76% 65, 90%
µ = (1, 2, 3, 4) , n = 5 85, 07% 83, 60%
µ = (1, 2, 3, 4) , n = 10 90, 09% 89, 50%
µ = (1, 2, 3, 4) , n = 20 92, 76% 93, 80%
µ = (1, 2, 3, 4) , n = 50 94, 14% 93, 00%
µ (1, 2, 3, 4, 5) , n = 2 72, 27% 72, 20%
µ (1, 2, 3, 4, 5) , n = 5 87, 24% 87, 20%
µ (1, 2, 3, 4, 5) , n = 10 91, 47% 90, 70%
µ (1, 2, 3, 4, 5) , n = 20 93, 51% 92, 60%
µ (1, 2, 3, 4, 5) , n = 50 94, 03% 94, 20%
µ (1, . . . 6) , n = 2 71, 59% 77, 10%
µ (1, . . . 6) , n = 5 87, 20% 88, 60%
µ (1, . . . 6) , n = 10 91, 38% 89, 90%
µ (1, . . . 6) , n = 20 93, 29% 92, 80%
µ (1, . . . 6) , n = 50 94, 31% 92, 90%

C2
1−α , C1

1−α ... empirické pokrytı́
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Srovnánı́ konfidenčnı́ch intervalů (1.2) a (2.2).
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Metoda maximalni verohodnosti

Replikovany model

Obrázky jsou generovány pro hodnoty µ = (1, 2, . . . , 5), σx = 0.2, σy = 0.1, n = 10.
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