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Abstrakt

Predlozend dizerta¢ni préace je vénovana modelum vicerozmeérné kalibrace. Podrobnéji
feceno se zabyva trojrozmérnym a dvojrozmérnym kalibra¢nim modelem.

Prace obsahuje tti kapitoly a jeden dodatek. Kapitola 1 obsahuje stru¢ny piehled
teoretickych vychodisek souvisejicich s tématem prace. Konkrétné je vénovana de-
finici a vlastnostem Kroneckerova souc¢inu matic, definici nékterych zakladnich li-
nearnich modelu méreni a nékterych odvozenych linearnich modelu méreni, od-
hadim nezndmych parametru v danych modelech a uréeni jejich presnosti, od-
hadiim parametri neznamé kovariacni matice modelu pomoci metody MINQUE
v nékterych zakladnich linedrnich modelech a jejich odvozeni pro specidlni linedrni
modely méteni. Posledni podkapitola shrnuje Kenwarduv-Rogeruv odhadovaci po-
stup, ktery slouzi pro aproximaci rozdéleni odhadu parametru modelu pfi neznamé
kovarian¢éni matici.

V kapitole 2 je definovan trojrozmeérny nereplikovany i replikovany kalibra¢ni
model. V obou piipadech jsou odvozeny odhady neznamych parametru modelu, tj.
odhady strednich hodnot a parametru kalibracni funkce, pii znamé kovaria¢ni matici
a urceni jejich presnosti. V replikovaném kalibra¢nim modelu pii neznamé kovariaéni
matici jsou navic pomoci metody MINQUE odhadnuty parametry této kovariancni
matice a odvozena presnost téchto odhadu a déle s vyuzitim postupu Kenwarda
a Rogera jsou vyjadieny konfidenc¢ni oblasti, a to pro vektor parametru kalibra¢ni
funkce i pro dvé vybrané linearni funkce parametru kalibracni funkce. Zavér kapitoly
je vénovan malé simulacni studii ovéreni aproximativnich vlastnoti rozdéleni.

Kapitola 3 definuje dvojrozmérny nereplikovany model. Odvozuje odhady para-
metru modelu za predpokladu, ze kalibraéni funkce zachovava objekty (matice trans-
formace je ortonormdlni s determinantem rovnym 1) - kalibrace identickych nespe-
cifikovanych objektu. Déle se odvozuji odhady parametru modelu za predpokladu,
ze objekt je specifikovan a je jim kruznice.

Programy k zrealizovani malé simulacni studie, kterd je soucasti dizertacni prace,
byly napsany v softwaru MATLAB a lIze je nalézt na prilozeném CD.



Abstract

The present thesis is concerned with multicalibration models. More precisely, it deals
with three- and two-dimensional calibration models.

It consists of three chapters and one appendix. Chapter 1 brings an overview
of the theoretical concepts related to the subject of the thesis. In particular, it is
concerned with the definition and properties of the Kronecker matrix product, the
definition of some basic linear measurement models and some derived linear measu-
rement models, estimators of the unknown parameters in particular models and the
determination of their dispersion, estimators of the parameters of an unknown co-
variance model matrix based on the MINQUE methods in some basic linear models
and their derivation for special linear measurement models. The last sub-chapter
summarizes the Kenward-Roger estimation procedure used to approximate the dis-
tribution of model parameter estimators with unknown covariance matrix.

Chapter 2 defines 3D non-replicated and replicated calibration models. For both
types, estimators are derived of the unknown parameters of a model, that is, estima-
tors of the mean values and parameters of the calibration function if the covariance
matrix is known with their dispersions determined. In a replicated calibration model
with unknown covariance matrix, moreover, the MINQUE method is used to esti-
mate the parameters of this covariance matrix and determine the dispersions of such
estimators and next, using the Kenward and Roger procedure, the confidence areas
are determined both for the vector of the calibration function parameters and for
two selected linear functions of the parameters of the calibration function. The last
part of the chapter deals with a small simulation study to verify the approximation
properties of the distribution.

Chapter 3 defines a two-dimensional non-replicated model. It derives estimators
of the parameters of the model provided that the calibration function preserves
objects (the transformation matrix is orthogonal with the determinant equal to 1)
- calibration of identical non-specified objects. Next estimators are derived of the
parameters of the model if the object is specified as a circle.

The computer programs implementing the small simulation study are written in
MATLAB and can be found on the enclosed CD.
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Uvod

Kalibrace je pojem, s kterym se ¢asto setkdvame, zejména v technické praxi. Snad
nejcastéji v souvislosti s kalibrovanim pfistroju. Pro matematicky popis (sestaveni
modelu) kalibrace vsak nemust jit jenom o dvé méfeni na ruznych piistojich, ale i o
dvé méfeni ziskand ruznymi metodami ¢i za ruznych podminek.

Cile zkoumani v kalibraci jsou dva. Prvni je najit vztah mezi méfenimi - tzv.
kalibra¢ni funkci. Druhym je stanovit predpis, jak urcit skutecnou (bezchybnou)
hodnotu méteni a ,,nejistotu” tohoto urceni, kdyz mérime nakalibrovanym ptistojem.

Pro vyjadfeni odhadu parametru modelu rozlisujeme dvé situace. Prvni, kdyz
jedno méteni je pevné (presné, bezchybné) a druhé je realizaci ndhodné veli¢iny ¢
nahodného vektoru, potom se v podstaté jedna o regresni tilohu. Druhou je situace,
kdy obé méteni povazujeme za realizace ndhodné veli¢iny ¢i ndhodného vektoru, tj.
oboji mérime s néjakou neptesnosti.

Podle poc¢tu stanovenych veli¢in u jednotlivych méreni rozlisujeme kalibraci jed-
norozmeérnou ¢i vicerozmérnou.

Podle toho, zda méfeni muzeme opakovat rozliSujeme modely kalibrace repliko-
vané a nereplikované.

Byly navrzeny ruzné modely jednorozmeérné kalibrace, kde jedno méfreni povazu-
jeme za ,,bezchybné”. Jedny z prvnich modelu popisuji Eisenhart (1939) a Krutchkoff
(1967), prehledné jsou popsany napi. v [15], kde navic kromé odhadu parametri
kalibracni funkce je navrzen i odhad inverzni kalibracni funkce.

Vicerozmérné modely kalibrace, kde jedno méfeni je ,,bezchybné” jsou popsany
napi. v [2].

Jednorozmérny model, kde obé méteni jsou s chybami, tzv. model komparativni
kalibrace, je podrobné popsan napi. v [7, 3]. V [20, 21, 22] jsou i odhady inverzni
kalibracni funkce.

V préaci se budeme zabyvat vicerozmérnym komparativnim kalibraénim mode-
lem, tj. obé méteni jsou zatizena chybami. Budeme ptredpokladat kalibra¢ni funkci
v linearnim tvaru. Cilem préce je najit odhady neznamych parametru modelu, urcit
presnost téchto odhadu (kovarianéni matice), dale v replikovaném kalibraénim mo-
delu vyjadrit odhad neznamych komponent kovariacni matice modelu a zkonstruovat
konfidené¢ni oblasti pro vektor parametru kalibra¢ni funkce ¢i jeji linearni kombinaci
v piipadé, ze nezname kovariacni matici méfeni. Pro vypocet konfidencni oblasti
pii neznamé kovariacni matici se aplikuje postup Kenwarda-Rogera (viz. [5]), ktery
navrhuje odhad kovariacni matice a s vyuzitim ,,zpfesnéné” kovariac¢ni matice uvadi



statistiku, ktera ma aproximativné F-rozdéleni.

Bezprostiedni motivaci pro trojrozmérnou kalibraci byly dvé tlohy. Prvni z ob-
lasti genetiky, konkrétné meéreni prostorovych souradnic bodu na Sroubovici DNA
(genu) ze dvou ruznych poloh a uréeni vztahu mezi témito méfenimi. Vysledku se
vyuziva na urceni prostorovych souradnic bodu (genu), které muzeme urcit pouze
z jedné pozice. Druhd tloha je z fotogrammetrie, kde jde o nalezeni vztahu mezi
meérenimi polohy predmeétu ze dvou ruznych pozic. Specialné pro konstrukci map. Sa-
moziejmé predlozend prace umoznuje tesit sirokou skélu (zejména) trojrozmérnych
kalibra¢nich tloh.



Pouzité znaceni

- vec A - vektor ze sloupcu matice A uspotradanych pod sebe v prirozeném
poradi

- A ® B - Kroneckeruv souc¢in matic A a B (v pojeti definice 1)

- I, - n-rozmérna jednotkova matice

- I - jednotkova matice vhodného typu

- 1,, - n-rozmérny sloupcovy vektor jednicek

- Pa - projekéni matice na ortogonélni doplnék prostoru sloupcu matice A
- M(A) - linedrn{ obal sloupcu matice A

- TrA - stopa matice A

- h(A) - hodnost matice A

- A’ - transponovand matice k matici A

- A" - Mooreova-Penroseova pseudoinverzni matice k matici A

- n€r - n-rozmérny vektor nul s jednickou na k-té pozici

- B - n-rozmérnd ¢tvercova matice nul s jednickou na pozici k, k
- 04 - k-rozmérna ctvercova matice nul

- Oy, - matice nul typu (k,n)

- {A},,; - i-ty sloupec matice A

- {A};. - i-ty fadek matice A

- Y ~ (X3,X) - ndhodny vektor Y se stfedni hodnotou X3 a kovariaéni ma-
tici X

- Sa - kriteridlni matice (v pojeti definice 10)

10



Kapitola 1

Teoreticka vychodiska

1.1 Kroneckeruv soucin

Definice 1. Méjme matici A typu (m,n) a matici B typu (r,s). Jejich Kronecke-
rovym souc¢inem A ® B je blokové zapsand matice typu (mr,ns):

CLHB CL12B Ce alnB
A 2 B GQ%B GQ?B . GQ?B
amB a2B ... a,,,B

Nize uvadime nékteré vlastnosti Kroneckerova souc¢inu matic. Dukazy veét 1.1 -
1.4 jsou napft. v [4, str. 122 - 125].

Véta 1.1. Necht matice A je typu (m,n), matice C je typu (n, k), matice B typu
(p,7) a matice D typu (r,s). Potom plati:

(A ® B)(C ® D) = AC @ BD.

Véta 1.2. Necht A a B jsou requldrni matice. Potom jejich Kroneckeriv soucin
A ® B je také requldrni matice a plati:

(AB)'=A"'0B "
Véta 1.3. Necht A a B jsou libovolné matice, potom
(AB)=A"®B'.

Véta 1.4. Necht matice A a B jsou symetrické, potom jejich Kroneckeriv soucin
A ® B je také symetrickd matice.

Lemma 1.5. Necht matice A je typu (m,n), matice B je typu (n,k) a matice C
typu (k,l). Potom plati:

vec ABC = (C' ® A)vecB.

11



Diikaz. Rozepsanim tvrzeni lehce dokazeme. n

Lemma 1.6. Necht matice A je typu (m,n) a matice B je typu (n,m). Potom plati:
TrAB = (vecB') vec A.

Dukaz. Rozepsanim tvrzeni lehce dokazeme. [l

12



1.2 Modely méreni

1.2.1 Neékteré zakladni linearni modely méreni

Definice 2. Necht 3 je k-rozmérny realny vektor, X redlnd matice typu (n, k)
s vlastnosti h(X) = k < n, 3 pozitivné definitni n-rozmérna redlnd matice a Y
n-rozmérny nahodny vektor se stfedni hodnotou X3 a kovariaéni matici ¥. Potom
trojici (Y, X3, ¥) nazyvame model nepiimého méfeni a zapisujeme ho ve tvaru

Y ~ (X8, %). (1.1)

Definice 3. Necht Y ~ (X3, X) je model nepiimého méfeni a necht X = I. Potom
trojici (Y, 3,3) nazyvame model pifimého méfeni a zapisujeme ho ve tvaru

Y ~ (8,%). (1.2)

Definice 4. Necht B3 je ki-rozmérny redlny vektor, B, je ko-rozmérny redlny vektor,
b je g-rozmérny redlny vektor, B je redlnd matice typu (g, k1) a By je redlnd matice
typu (¢, k2) s vlastnostmi h(By,Bs) = ¢ < ki + ko, h(By) = ky < ¢. Déle necht X
je redlnd matice typu (n, ki) s vlastnosti h(X) = k1 < n, 3 je pozitivné definitni n-
rozmérnd realna matice a Y je n-rozmérny nahodny vektor se sttedni hodnotou X3
a kovaria¢ni matici . Potom trojici (Y, X1, 2) s podminkami b+B;3;+By3; = 0
nazyvame (regularni) model netiplného neprimého métreni s podminkami II. typu na
parametry 1. fadu a zapisujeme ho ve tvaru

Y ~ (XB1,%), b+ B+ BB =0. (1.3)

Véta 1.7. Necht (1.3) je (requldrni) model netiplného neprimého méreni s podmin-
Qu Qu2) _
Q21 Qxn

-1
) . Potom nejlepsi nestranny linedrni odhad parametri

kami II. typu na parametry 1. 7ddu. Oznacme (
(Bl(X’E_lX)_lB’1 B,
2

0
B, B2 je
B\ _ ((X’E—lX)‘lB’lQH) bt (I - (X'2—1X)—1B/1QHBI) E
By Qa1 —Q21B4 b

kde 81 = (X'S1X)"'X'SYY; kovariacni matice odhadu je
. (@) _ ( var(By)  cou(y, ﬂ;)) |
B2 cov(Bz, B1) var(B2)
var(By) = (X'E7'X)™! — (X'E7'X)'B/Qu B (X' 7'X) 7,

var(,ég) = —Q2,
cov(Ba, B1) = —QuBy(X'T'X) .

kde

13



Dikaz. Viz. [7, str. 129]. O

Definice 5. Necht Y ~ (X31,%), b+ B13; + ByB2 = 0 je model netplného
nepiimého méfeni s podminkami II. typu na parametry 1. fadu a nechf X = I.
Potom trojici (Y, 31,%) s podminkami b + B;3; + By3> = 0 nazyvame model
neuplného primého métreni s podminkami II. typu na parametry 1. fadu a zapiSeme
ho ve tvaru

Y ~ (B1,%), b+BifBi+ByB;=0. (1.4)

Véta 1.8. Necht (1.4) je model neiplného primého méereni s podminkami II. typu

Qi Q2 _ B,¥B] B,
Q21 Qa2 B, 0

nestranny linedrni odhad parametri By, 32 je

B\ (=BiQu I-3B/QuB,)
(/éQ)_ (Q21 >b+( —Q21B, )Y’

kovariacni matice odhadu je

var (51) _ < var(B,) COU(BI»/éQ)) :

—1
na parametry 1. radu. Oznacme ( ) . Potom nejlepsi

B2 COU(B% Bl) UW(B2)
kde
var(B)) = £ — IBQ,, B, X,
’UW(BQ) = —Q2,
COU(é%Bﬂ = —QB;%.
Diikaz. Plyne z véty 1.7 volbou X = L. O

Lemma 1.9. Necht W je pozitivné definitni matice typu (n,n) a A je matice typu
(n, k) s hodnosti h(A) = k. Potom matice

(¥ 0)

W A\
A o) T

B (Wl — WIAA'WA) AW WlA(A/WlA)l)

je requldrni a jeji inverze je

(AAWIA)TA'W— L —(A'WA)!
Diikaz. Existence inverzni matice plyne zfejmé z toho, Ze matice A’'W1A je re-
gularni. Tvar inverze se ovéri pfimym vypoctem. O

Pozndmka. Matici

W - WIAAW A AW
muzeme zapsat ve tvaru (PaWP4)", kde T oznacuje Mooreovu-Penroseovu pseu-
doinverzi, viz [16, str. 47].

14



1.2.2 Dva specialni linearni modely méreni

V aplikacnich tlohach rozlisujeme dvé situace: nereplikované a replikované meéreni.
V predchozi kapitole jsme se zabyvali nereplikovanymi modely. Nyni budeme uvazovat
modely, které vyuzivaji replikace, tj. moznosti nezavisle opakovat métreni. Repli-
kace navic umoznuji odhadovat dalsi parametry, nejcastéji neznamé parametry ko-
varian¢ni matice (viz kapitola 1.3).

Definice 6. Necht Y; ~ (X31,3), b+ B3, +B23,=0,...,Y,, ~ (XB,%),b+
B13:+B232 = 0 jsou (reguldrni) modely neiplného nepiimého méteni s podminkami
II. typu na parametry 1. fddu. Necht cov(Y;,Y;) = 0 pro i # j. Oznacme Y =
(Y, ..., Y. ). Potom trojici (Y, (1,, ® X)B4,I,, ® ¥) s podminkami b + B3, +

B23; = 0 nazyvame replikovany neuplny nepiimy model méfeni s podminkami
II. typu na parametry 1. fadu a zapisujeme ho ve tvaru
Y~ [1,9X)81,1,9%], b+BiB+ByB8,=0. (1.5)

Véta 1.10. Necht (1.5) je replikovany neiplny neprimy model méreni s podminkami

II. typu na parametry 1. fddu. Oznacme Y = %Z?; Y, <811 812> —
21 Qoo

1 /-1 -1/ -1
-B;(X'YX7"X)""'B] B O S .
mBi( ) ! 2) . Potom nejlepsi nestranny linedarni odhad parametri

B 0
B4, B2 je ddn vztahem

ﬁil _ (%(X’E—lX)—lB’lQn) bt (I - %(X’E—1X)—1B’1Q1131) 3
ﬁQ Qa1 —Q21 B, b

kde B, = (X' 1X)"'X'S"1Y ; kovariacni matice odhadu je
var (5:1> _ ( UGTA(BQ 000(611ﬁ2)>
B2 COU(527 51) var (ﬁQ)

1
m?

kde

S
var(By) = —(X'E7'X) ™ — S (X'S7X) T BiQuBI (X'ETX)

Ua?“(éQ) = —Qa,
COU(BQaﬁI) = —%QmBl(X,Z_lX)_I-

Dikaz. Vyplyva z vlastnosti Kroneckerova sou¢inu uvedenych v kapitole 1.1 a z véty
1.7, kde
X—-1,0X, YX—-I,%% Y-—-oY.

(X nahradim 1,, ® X, ¥ nahradim I,, ® ¥, Y nahradim Y).
Potom (X'Y7!'X) ™ — [(1,0X')(I,0%)(1,8X)] ! = 2(X'Z'X) taX'E'Y —
(1, 2X)I1,o2)Y =(1,X2)Y =" XTY,=mX'E"1Y. O

15



Definice 7. Necht Y; ~ (X31,2), b+ B3, +By3,=0,...,Y,, ~ (XB,X),b+
B,31+B232 = 0 jsou (regularni) modely netiplného nepiimého méteni s podminkami
II. typu na parametry 1. Fddu. Necht cov(Y;,Y;) = 0 pro i # j. Oznactme Y =
%Z;’ll Y,. Potom trojici (Y, X,@l,#E) s podminkami b + B13; + B3, = 0
nazyvame neuplny neptimy model méfeni s aritmetickymi pruméry a s podminkami
II. typu na parametry 1. fadu a zapisujeme ho

— 1
Y ~ |:X;817 EE]’ b + B1/61 + B2/82 - O (16)

Véta 1.11. Necht (1.6) je neiplng neprimy model mérendi s aritmetickymi primeéry
Qi Qa2 _
Q21 Qo2

-1
) . Potom nejlepsi nestranny linedrni odhad parametri

a s podminkami II. typu na parametry 1. 7ddu. Oznacme (

%BI(X’E”X)”B’1 B
B’2 0
B, B2 je

ﬂil _ (%(sz—l}()—lB’lQn) b+ (I — %(X/E_1X)_1B/1Q11B1) 3
ﬁ2 Qa1 —Q21 B, b

kde B, = (X'S1X)IX'SYY; kovariaéni matice odhadu je
var (@1) _ ( UWA(BQ COU(ﬁLﬁz))
B2 cov(Ba, B1) var(B2)

2 1 1
var(B3) = E(X'Z_IX)_I - ﬁ(X’E_IX)_IBIIQHBl(X'E_lX)_l,
UW(BQ) = —Qo,
22 1
COU(ﬁQaIBI) = —EQ21B1(X,Z_1X)_1.

kde

Dikaz. Vyplyva z véty 1.7, kde
1 —
X—=-XY——>2XY—->Y.
m
Potom (X'E7!'X)™ — L(X'S71X) 1
X'y Y — X’(%E)_I? =mX'SY. O

Pozndmka. Odhady parametru (31, 82 v modelu s aritmetickymi prumeéry a v repli-
kovaném modelu jsou shodné.
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1.2.3 Ekvivalence modela

Definice 8. M¢jme dva modely obsahujici stejny neznamy vektor parametru. Tyto
modely nazveme ekvivalentni vzhledem k neznamému vektoru parametriu a zvolené
metodé, dale jen ekvivaletni, kdyz odhad neznamého vektoru parametru zvolenou
metodou je v obou modelech totozny.

Uvazujme (reguldrni) model netiplného piimého méreni s podminkami II. typu
na parametry 1. fadu (viz definice 5):

Y ~ (81,%), b+B;B+By3:,=0.

Ptripomenme, ze b je g-rozmérny redlny vektor, B; je redlnd matice typu (g, k1) a
B; je realnd matice typu (g, k2) a vlastnost h(Bs2) = ko < ¢. Vektor b rozlozime
na dva subvektory by, by tak, Ze prvni subvektor ma rozmér q — ko, druhy ks.
Matice By, By rozlozime na dvé submatice: B} = (B, B},), kde B2 ma rozmér
(kay k1) a By = (B, B),), kde By mé rozmeér (kq, k) a navic bez ijmy na obec-
nosti predpokladejme, ze je regularni (oproti ¢astéji pouzivanému vybéru prvnich ks
linedrné nezévislych sloupcu bereme poslednich ky sloupci). Podminky piepiSeme

nasledovneé: .
1 B By
+ + = 0.
() + () 5+ (52) 2

Dostavame soustavu dvou systému rovnic
b; +B1181 + Ba1 32 = 0,
by + B1281 + By = 0.
7, druhé rovnice vyjadiime
B2 = —By,'by — By, B
Dosadime do prvni rovnice
b; + B1181 — B21B; by — B3B3, Bip31 = 0

a upravime
b; — By By by + (Byp — By B,y Bo) 31 = 0.

Oznacme: b = bl—B21B2_21b2, B = Bll_B21B2_21B12. Vzhledem k tOHlll7 ze matice B
je plné fadkové hodnosti (dukaz viz. [6, str. 131]) dostavame model tiplného primého
meéreni s podminkami I. typu na parametry 1. fadu (podrobnéji v [7, str. 124]):

Y~ (81,%), b+BB =0.

Matici B rozlozime na dvé submatice: B = (By, Bs), kde By mé rozmeér (q— ks, ¢q— ko)
a navic bez ijmy na obecnosti predpokladejme, ze je regularni. Vektor 3; rozlozime
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na dva subvektory ~1, s tak, ze prvni subvektor ma rozmeér ki + ks — g, druhy g — ks.
Podminku prepiseme do tvaru

b+ (By, Bs) @1) =0

2

nebo do tvaru
b + 81’71 + BQ"}’Q = 0.

Odtud vyjadiime
Yo = —B5'0 — By ' B

Model tplného primého métfeni s podminkami I. typu na parametry 1. fadu lze

zapsat
Y ~ ((%> 7E>7 b+ By + Bxy. = 0.

Y2

Zahrnutim podminek do modelu dostavame

71
Y ((—8515—62_181’71) 72>7
0 I
v (o)~ ((as) 1)

Oznacme: B = — (Bzolb) , Ki= <—l3211[>’1>' Vzhledem k tomu, ze matice K;

je plné sloupcové hodnosti, dostavame model nepfimého méteni:

Upravou

Y — B~ (Kivi, 2).
Ptedchozi postup je diukazem nésledujiciho lemmatu:

Lemma 1.12. Model neiplného primého mereni s podminkamsi I1. typu na parame-
try 1. radu
Y ~ (81,X), b+BiBi+By3,=0

je ekvivaletni s modelem neprimého mérent

Y - 31,0 ~ (Kl")’la 2)-
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1.3 MINQUE odhady

Metoda MINQUE slouzi k odhadu neznamé kovariancni matice, resp. k odhadu
neznamych komponent kovariaéni matice ¢i k odhadu linearni funkce téchto kompo-
nent. Nazev je zkratkou z anglického ,,minimum norm quadratic unbiased estima-
tor”. Budeme hledat odhady, které jsou kvadratické, invariantni, nevychylené a mi-
nimalizuji normu matice (v nasem piipadé Euklidovskou normu matice). MINQUE
odhady zavedl Rao v roce 1970.

Uvazujme model nepiimého méfeni Y ~ (X3, ). Ekvivalentné lze model zapsat
Y = X3 + €, kde € je ndhodny vektor chyb. Vektor € byva casto ve tvaru: € =
Ui& + - + U, kde Uy, ..., U, jsou znamé matice, &i,...,&, jsou ndhodné
vektory s pocty prvki ng,...,n,, pro které plati

E(&) =0, var(&) =91, kde 09;,>0 pro i=1,...,p

a cov(§,§)=0 pro i,7=1,....p a i#j].

(Tento model byva také nazyvéan modelem se smiSenymi efekty).
7 predchoziho obdrzime

E(Y) = X3,
V&r(Y) = 191U1U/1 + 4 ﬁpUpU; = ?91V1 + e+ 19pr = E,
kde V; = U, U, proi=1,...,p.
Piedpoklddejme, Ze zndme ptiblizné (apriorni) hodnoty 99, ...,9% nezndmych

p
komponent ¥4, ..., 9,.
Parametry kovariancni matice modelu reparametrizujeme pomoci vztahu

v

%-:@, pro i=1,...,p

odtud VVZ = \/ﬁ?Ui, Tz = ﬁ?VZ = WlW;, 51 = \/19?7]1' pro 1= 1, RN B Potom

kovariacni matici lze zapsat ve tvaru

Ez’lel—f-"'—f—’Ypr.

Chceme odhadnout linearni funkci nezndmych komponent

p p
Z giv; = sz‘%‘-
i=1 i=1

Hleddme kvadraticky odhad, tedy odhad ve tvaru Y’AY. Dalsimi pfirozenymi
pozadavky na odhad jsou invariance a nestrannost. Kritériem pro nejlepsi odhad je
v tomto pripadé minimalizace normy matice.
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a) Invariance (nezavislost na posunuti). Necht By € R?, zvolme By = 8 — By =
Y, = XB4+e =XB+e—XBy =Y —-XFy. Pozadujeme, aby odhad Y, AY byl
pro vSechna B € RP stejny jako Y'AY, coz bude pravé tehdy, kdyz AX =0
(viz [7, str. 97)).

b) Nestrannost < E(Y'AY) = Y°F | piv;. Na zdklade vety 15 z [1, str. 80] lze psat

E(Y'AY) = Tr{Avar(Y)} +E(Y)AE(Y) = Tr{AY " | vT;} + BX'AX3 =

P WT{AT;} = >P  piyi pro vsechna v, > 0,7 = 1,...,p. Odhad tedy
bude nestranny pravé tehdy, kdyz Tr{AT;} = p; pro vSechna i =1,...,p.

¢) Minimalizace normy. Pokud by hypotetické proménné m; (méfeni tykajici se
neznamé komponenty ;) byly zndmé, potom pfirozenym odhadem ~; je nin; /n;
(vzhledem k nulové sttedni hodnoté) a déle prirozenym odhadem Y7, p;y; je

D1 p
—mm + -+ Fnm, =n'An,
nq nyp

ay 0O --- 0
ni - N1
0 2T, .- 0
kde ' = (my,...,m,), A = . ’ . ) (vzhledem k nekore-
0 0 21,

lovanosti vektort).

Muzeme psat Y'AY = (X8 + €)A(XB + €) = € Ae = " W'AWrn, kde W =
(W1,...,W,), nebot € = U = Wn, kde U = (Uy,...,U,), £ = (&,...,8,).

S odhadem n"W’AWn se chceme co nejvic priblizit prirozenému odhadu n’An,
proto budeme minimalizovat rozdil téchto dvou ¢isel, neboli minimalizovat normu

rozdilu matic W/ AW — A.

Definice 9. Odhad Y'AY, kde matice A minimalizuje normu [|[W/AW — A|| za
podminky AX = 0, Tr{AT;} = p; pro i = 1,...,p nazyvame kvadraticky, inva-
riantni, nevychyleny odhad s minimdlni normou (MINQUE odhad) parametrické
funkce Y7, pivi.

Pfi volbé Euklidovské normy (||B|®> = soucet ¢tvercti véech prvku matice B,

|B||> = Tr{BB'}) obdrzime

W/ AW — A|]> = Tr{ (W' AW — A)(W/AW — A)'} =
= Tr{WAWW'AW — 2W/ AWA + AA} = Te{WAWW'AW} — Tr{AA} =
= Tr{ATAT} — Tr{AA},

kde T=3" W,W,=5%" T, Vyse uvedena rovnost vychdzi ze vztahu
Tr{WAWA} = Ti{AWAW'} = 377 Tr{AEW,Wi} =7 By, = Tr{AA}.

Minimalizace normy se tedy zjednodusuje na minimalici stopzy Tr{ATAT} za
podminek AX = 0, Tr{AT;} =p; proi =1,...,p.

20



Podle [16, str. 91] oddilu (III) je minima dosazeno pro A = > M*RT;R, kde
R=T"!"-T'X(X'T'X)"X'T" akde \f splauji Y 7_, ¥Tr{RT,RT,} = p;.
Zpétnd reparametrizace: T; = 9V, p; = 99g;.
Minima je tedy dosazeno pro A =3"? | ,RV,;R, kde \; spliluji
P AMTH{RV,RV;} =g; aR=T"'"-T'X(X'T'X)"X'T "
Odhad linedrni funkce Y%7, g0, = D% pivi je YYAY =Y' Y7 ARV, RY =
PANYRV,RY = X7 NQ = NQ, kde Q; = YRV,RY pro ¢ = 1,...,p,
N=(A,...,N),Q = (Q,...,Q,), pficemz vektor X vyhovuje rovnici SgA = q,
kde q' = (q1, ..., qp).

Definice 10. Matici Sg nazyvame kriterialni matice a jeji prvky jsou definovany
vztahem {SR}ij = TI'{RVlRVJ}

Véta 1.13. Nechl Y ~ (XB3,X) je model neprimého méreni a necht kovariaéni

matice je v souctovém tvaru, tj. 3 =0 9;V;. Oznacme g =Y 7 99V,. Potom

(a) Funkce g(9) = g9 =", g;9; je nestranné kvadraticky a invariantné odhad-
nutelnd pravé tehdy, kdyz

gc M(S('pxzo’px)+>.

(b) Jestlize funkce g(-) spliiuje podminku z (a), potom MINQUE této funkce je
. p
g9 => NY'(PxZoPx) Vi(PxZoPx)"Y,
i=1

kde vektor X = (A1,...,\,) je Tesenim rovnice

S(pxzopx)+ A= g.

Jestlize matice Spy s py)+ je reguldrni (tzn. pozitivné definitni), potom odhad
metodou MINQUE celého vektoru existuje a je

Y'(PxSoPx) V1 (PxZoPx)tY

9 _ a—1
9 = S(szopx)+

Y/ (Px3oPx)tV,(PxZoPx)tY

(c) V pripadé normality vektoru Y navic plati, Ze kovariacni matice odhadu 9 je
var(¥dy) = 28(791x20Px)+'

Diikaz. Dukaz viz [7, str. 101]. O
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Lemma 1.14. Necht Y ~ (81,%), b+ B18; + ByB> = 0 je model netipiného
primého mereni s podminkami I1. typu na parametry 1. rdadu, potom plati

(1) (Px,XPxk,)" = B1QuB, )

(2) (Px, XPk,) " (Y — Bro) = 7Y — B),

kde Ky, B je z lemmatu 1.12 a Qu1, 81 je z véty 1.8,

Diikaz. Dukaz viz. [7, str. 194] O

Pozndamka. Vztahy plati 1 pri ndhradé matice ¥ matici Xy, musime vsak tuto
nahradu provést i ve vyjadieni matice Q1; a odhadu 3.

Lemma 1.15. Necht Y ~ (8, %E), b + B13; + B2B2 = 0 je model netplného
primého mereni s aritmetickymi pruméry a s podminkami II. typu na parametry
1. radu, potom plati

(1) (Px,XPxk,)" :_B/1Q11B1 .

(2) (P, XPx,) T (Y — Bio) = 7Y - Bu),

kde K1, B10 je z lemmatu 1.12, Q1 je z véty 1.8 a Bl je zvéty 1.11 pri volbé X = 1.

Diikaz. Dukaz tvrzeni (1) i (2) vychazi z lemmatu 1.14 rozepsanim a vyuzitim defi-
nice Mooreovy-Penroseovy pseudoinverze. O]

Pozndmka. Vztahy plati 1 pri ndhradé matice ¥ matici Xy, musime vsak tuto
nahradu provést i ve vyjadieni matice Q1; a odhadu 3.

Kombinaci predchoziho lemmatu a véty a vyuzitim ekvivalence modelu dostavame
nasledujici lemma.

Lemma 1.16. Nechf Y ~ (B1,%), b+ B1B; + ByBy = 0 je model neiiplného
primého meéreni s podminkami II. typu na parametry 1. vddu a necht kovariacni
matice je v souctovém tvaru, tj. 3 = > F_ 9;V;. Oznacme Lo = > 1 V. Qu, 5
jsou z véty 1.8. Potom

(a) Funkce g(9) = g9 =3 " | g:0; je nestranné kvadraticky a invariantné odhad-
nutelnd pravé tehdy, kdyz

gc M(SBﬁQuBl)'

(b) Jestlize funkce g(-) spliuje podminku z (a), potom MINQUE této funkce je

p
g9 => MY - B)E;'V,E(Y - B),
=1

kde vektor X = (A1,...,\p) je fedenim rovnice
SBﬁQnBl)‘ =g
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Jestlize matice Sw1 q,,B, je requldrni (tzn. pozitivné definitni), potom MINQUE
celého vektoru existuje a je

(Y - B)E5'ViZg (Y - By)
9= SE’%QIIBl ) R
(Y — 8%, 'V, 2 (Y — By)

(c) V pripadé normality vektoru Y navic plati, Ze kovariacni matice odhadu 9 je

var(¥dy) = 2S]_3,1Q11B1.

Dukaz. Na zakladé lemmatu 1.12 prepiSeme model netiplného primého méteni s pod-
minkami II. typu na parametry 1. fadu (1.4) na model nepfimého méteni (1.1). Déle
aplikujeme vétu 1.13 a lemma 1.14. O

Véta 1.17. Necht Y ~ [(1m ® X)6,L, ® E} je replikovany model netplného
neprimého mérent a necht kovariacni matice je v souctovém tvaru, tj. X =3 ¢ _ 9, V;.
Oznacme B = Y0 09V, ¥ = L5 Y, S = L5 (Y, - Y)(Y; - Y).
Potom

(a) Funkce g(9) = g9 =", g;9; je nestranné kvadraticky a invariantné odhad-
nutelnd pravé tehdy, kdyz

g € M((m — 1)8261 + S(PXEOPX)+)‘

b) Jestlize funkce g(-) splnuje podminku z (a), potom MINQUE této funkce je
(b) Jfunkce g(-) splituje p (a), p j
~ p —— —
g = Z Nl(m — D Tr(Z, V2 !S) + mY (PxZoPx) " Vi(PxZoPx) Y],
i=1

kde vektor X = (M1,...,\,) je TeSenim rovnice
[(m — 1)820_1 - S(PXEOPXV])‘ =9

Jestlize matice (m—1)Sg—1 4+ S(pyxpy)+ Je requldrni (tzn. pozitivné definitni),
potom MINQUE celého vektoru existuje a je

~

é = [(m - 1)820_1 + S(szopxﬁ]il’y’

(m — 1) Tr(Zy'V12518) + mY (PxZoPx) T Vi(PxZoPx)TY
kde 4 = : :
(m—1)TH(Z;'V,25'S) + mY (PxZoPx) TV, (PxZoPx)TY
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(c) V pripadé normality vektoru Y navic plati, Ze kovariacni matice odhadu 9 je
var(9|9g) = 2[(m — 1)S51 + S(pyzpe ]

Diikaz. Dukaz plyne z véty 1.13, kdeY - Y, X — 1,8 X, ¥ — I,, ® 3. Podrobné
v [7, str. 139-142]. O

Véta 1.18. Necht Y ~ [(1m ®1)B,1L, ® 2] , b+ B8 +By8y = 0 je replikovany
model neuplného primého méreni s podminkami II. typu na parametry 1. rddu a
necht kovariaéni matice je v souctovém tvaru, tj. X = > 5 9;V;. Oznacme Xy =

le ﬁ?Vz, Y = % Z;nzl Yj, S = ﬁ Z;nzl (YJ — Y) (Y] — Y)/ QH, ,31 jSOU z Uéty
1.8. Potom

(a) Funkce g(9) = g9 =3>_"_| g:0; je nestranné kvadraticky a invariantné odhad-
nutelnd pravé tehdy, kdyz

gc M((m - 1)8251 + SB'lQuB1)v

(b) Jestlize funkce g(-) spliiuje podminku z (a), potom MINQUE této funkce je
p

go=> XN(m—1)TrH{Z;'V;55'S} + m(Y — 81)'Z, ' ViZ (Y - B),
i=1

kde vektor X = (A1,...,\p) je fedenim rovnice
[(m - 1)8251 + SBllQuBl]}‘ =g

Jestlize matice (m —1)Sg-1 + Spiqu s, Je reguldrni (tzn. pozitioné definitni),
potom MINQUE celého vektoru existuje a je

19 - [(m - 1)8251 + SBllQnBl]_l’%

(m —1)Tr{Z;'V 2518} + m(Y — B1)Z5 Vi, (Y — 8y)
kde 4 = :
(m— 1) Tr{Z;'V, 558} + m(Y - 81)'S5 'V, 50 (Y — By)

(c) V pripadé normality vektoru Y navic plati, Ze kovariacni matice odhadu 9 je
UCL7’<1§|’190> = 2[(m — 1)820—1 + SB/lQHBl]il'

Diikaz. Na zakladé lemmatu 1.12 s vyuzitim oznaceni K, 31 prepiSeme model
neulplného neptimého méreni s podminkami II. typu na parametry 1. fddu na model
nepiimého méfeni (bez podminek):

Y-(1®D)Bi~ 1K)y, iﬁi(l ® Vi),

i=1
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Vyuzitim véty 1.17 dostavame:

~

¥ = [(m — 1)Ss-1 + S(py, mopic, ] Y kde

(m — 1)Tr(S5"V1iE5'8) + m(Y — Bro) (Pk, 0Pk, ) V1(Pk, ZoPk, )T (Y — Bro)
Y= :

(m — DTr(Z,'V,pE0'S) + m(Y — Bio) (P, Z0Pk,) T Vo(Pr, ZoPk,) (Y — Bio)
Nyni aplikujeme lemma 1.15 a obdrzime

~

19 = [(m — 1)8261 + SBlQuBl]_l'}’a

(m—1)Tr(E5 V25 18) + m(Y - B1)Z; ' ViZgL(Y - 61)
kde 4 = :

(m — D)Te(35 'V, 25'S) + m(Y — B1)' 'V, 201 (Y - B1)
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1.4 Kenwarduv-Rogeruv odhadovaci postup

Kenwarduv-Rogeriuv odhadovaci postup slouzi na konstrukei konfidenéni oblasti pro
vektor parametru (¢i linedrni funkei prvku vektoru parametru) v nepiimém modelu
méteni pii nezndmé kovariaéni matici. Vychdzi z odhadu kovariacni matice (resp.
jejich parametru), ktery se zptresnuje (viz [5]). Odvozuje se statistika, kterd mé apro-
ximativné F-rozdéleni.

Uvazujme model nepiimého méreni
Y ~ (X3,%).

Predpokladejme, ze kovarianéni matice 3 je funkci r neznamych parametru, -
rozmérného vektoru 9. Pokud budeme chtit zduraznit zavislost kovariacni matice na
neznamych parametrech, budeme psat 3(1). Nejprve odhadneme vektor neznamych
parametri 9, éimz dostavame i odhad kovariaéni matice 3. Oznacime W = var(?)
kovaria¢ni matici odhadu 9. Odhadnout neznamé parametry kovariacni matice mu-
zeme napi. metodou REML (popsanou v [5]). Pokud kovariaéni matice je v souc¢tovém
tvaru, také napf. metodou MINQUE uvedenou v kapitole 1.3. Ozna¢me ®(9) =
(X'E71(9)X) ™. Zpiesnéni této matice je dané vztahem

. . . r r . 1 .
)=+ 2¢'{ > D {W}(Qy — PP, — ZRij)}‘I’v

i=1 j=1

kde Py = X'Z2X, Qi = XS 22X, Ry = XS 55551 X a & = $(9).

99,00,
Pokud kovarlancnl matice je v souctovem tvaru, tj. X = 21:1 9;V;, kde V; pro
. . , , . . 2 . < <
t=1,...,r jsou znamé matice, potom vzhledem k rovnosti 8351:9' = 0 je zpresnéni
10V

déno vztahem

Pa=® - ZZ{ }”819 av;"

i=1 j=1

Pokud navic predpoklddame piimy model méfeni (X = I), pak ® = X a

b, =d=13.

Uvazujme [ linedrnich kombinaci prvku vektoru 3: L'3, kde L je zndméa matice
typu (k,1). Ozna¢me

= (8- BYLL®,LL) L5 - ).

V [5] je odvozeno, ze AF mé aproximativné F rozdéleni o [ a m* stupnich volnosti,
kde
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E*(m* —2)’
. [+2
m :4+—lp_1,
J— V*
P—2E*2;
V*:g 1—|—ClB
{ (1 — CQB)2(1 — CgB)7
B=0-
I+ 2—g
ST 32— g)
l—yg
2T 82l —g)
61247
3+2(1—yg)
(DA - (1+4)A,
(14 2)A, ’

1
B - 2_Z(A1 + 6A2),

r

A= i{W}ijTr{G)@Pi@}Tr{G)(I)Pj<I>},

i=1 j=1

A=) {W},;Tr{ODP,203P;d},
i=1 j=1
© = L(L'®L)'L.
Konfidené¢ni oblast pro linearni funkci vektoru parametru je dana vztahem

1
P(F < XE,m*(a)) =l-a
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Kapitola 2

Trojrozmérny kalibracni model

2.1 Nereplikovany trojrozmeérny kalibra¢ni model

Uvazujeme, ze dvéma ruznymi metodami méfime 3 hodnoty (napf. 3 soutradnice)
u n objektu. Prvni méfeni jsou realizace n ndhodnych vektort, u kterych predpo-
kladame

X
Xi: Xgi NN(/.I,Z,EX>,Z:17,7’L,
X3i
M1 o2 0 0
kde p; = | p2i | ,Xx = | 0 o2 0 |. Druhé méfeni je realizaci n ndhodnych
M3i 0 0 O'g
vektoru s nasledujicimi predpoklady:
Yy
Yz = Ygl NN(I/i,Ey>; 1= 17 , N,
Y,
V1 Uz 0 0
kdev,= |10 | , 2y =1 0 ag 0 |. Dale predpokladame nekorelovanost prvniho
Vs, 0 0 0'(25

a druhého méteni i méfeni mezi objekty (jednotlivych vektor). Tuto skutecnost
vyjadiime nésledovneé:

COV(XZ',YJ') =0 VZ,j = 1, o, n,
cov(X;,X;) =0, cov(Y;,Y;) =0 pro i#j.

Vektory pozorovani muzeme uspotradat do matic

Xlla'“?Xln Yll)"‘aifln
X=|Xo,.... X0, |, Y=1|Yy,... Yo, |,
XSla'--aXSn YE’)la---aYESn
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stejné tak i vektory stfednich hodnot

M1ty .-y Hin "1,y Vin
M = M2ty -y Hon | s N = Va1, .-+ Von
M315 -5 U3n V31,...,V3pn

Pomoci operace vec (uspordadani jednotlivych vektoru matice pod sebe v pfiro-
zeném poradi) zapiseme model méteni ve tvaru:

vec X vec M L, ®Xx 05,
vecY vecN )’ 03, L, ®Xy

s podminkami na parametry

vi=a+Bu; pro i=1,...n,

aq bii bz bis
kde a= [ay |, B= by boy bo3
as b3 b3y b33

Podminky na parametry lze zapsat ve tvaru
N=1, ®a+BM

nebo ve tvaru
vecN =1, ® a+ (I, ® B)vec M.

Model je nelinearni vzhledem k parametrim, protoze ve vyjadieni podminek
se vyskytuje soucin parametru B a M. Linearizaci provedeme vhodnym rozvinutim
pomoci Taylorova rozvoje okolo By, My a ¢leny s vyrazy (I,®IB)vec SM zanedbame.
Dostavame aproximaci podminek ve tvaru

vecN ~ 1, ® a+ (I, ® Bg)vec My + (I, ® §B)vec M + (I, ® Bg)vec dM,

kde {B =B — By, M =M — M,.
Vzhledem k lemmatu 1.5 muzeme psat

(I, ® 0B)vec My = vec (6BMl,,) = vec (I30BMy) = (Mg’ ® I3)vecdB.
Podminky na parametry muzeme tedy prepsat do tvaru

vec oM , a B
(In X B[))’UCCM() + (In X B(), —Ign) ( vee N ) -+ (]—n X 13, MO X Ig) <U605B> =0.
Dostavame linearizovany model
vec X — vec My vecOM I, ®Xx 05,
vecY vecN |’ 03, I, ®Xy

s podminkami na parametry

(2.1)

vecOM , a -
vec N ) + (10 @15, My @ I) (vec5B> =0
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Definice 11. Model (2.1) nazyvame nereplikovanym trojrozmérnym kalibraénim
modelem.

Véta 2.1. V modelu (2.1) jsou nejlepsi nestranné linedrni odhady nezndamych pa-
rametru dany vztahy

vecM = vec X + (P, ® ExByC) (vecY — vec BoX), (2.2)

vecN = vecY — (P, @ 2y CY) (vecY — vec BoX), (2.3)

a no UM\ (1
(Uec5B> - ((Moln MOMOO) (Mo> ®I3) e moeeBoX). (24

Kovariacni matice téchto odhadiu vyjadrime ndsledovné:

var vee M (L, ®Xx 03, B
vecN ) 03, I, ® Xy
. P(ln,ME)) ® EXB60_1B02X _P(lmMG) & EXBE)C_IEY
—Pa,.my) @ ByC'BeXx Pa.my @ ByC 'Sy ’

A N_( n  uM\T s
Y veeB) T \ Mo, MM, ’
a vec M n 1/ M, Y
: <) 1=1- " ") @B,z
COU( (vecB) ’ (vecN) ) ( <M01n M0M6> <M0> @ B0,

-1
n 1M, LY ox
M,l, MM, M, Y

kde C = BoXxBj + Xy a Pu, my) je projekéni matice na ortogondlni doplnek
prostoru sloupct matice (1,, MJ).

Dikaz. Jednd se o specialni piipad modelu netplného ptimého métreni s podminkami
II. typu na parametry 1. fddu (viz véta 1.8), kde

vec N

b — (I, ® Bo)veceMy, By — (I, ® By, —13,), B — (vech) 7

, a I, ®Xx 03,
B: - (L@, My®L), B2— (vec5B) B ( 035, In®EY> '

Oveéreni predpokladu modelu:
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- h(B1,B3) = 3n je zarutena, nebot matice (B, By) obsahuje jednotkovou ma-
tici radu 3n,

podminka 3n < 6n + 12 plati,

- h(B3) = 12, bude zarucena pokud zvolime matici M, tak, ze h(1, M) = 4,

podminka 12 < 3n bude platit pokud n > 4.

Na zakladé lemmatu 1.9, kde

W — BlzBl = (In ® B07 I3n) < Odn In (029 EY _I5n B

I, ® B!
= (In ® B()EX, _In &® ZY) ( ® 0

=1, 2 (BXxB,+Xy)=1,®C,

) (1, ® BySxB) + (I, © Sy) =

A — By = (1,213 M;®L) = (1,, M) @I,

vyjadiime
Q=W ' '-WIAAWI!A) AW =
1, 0C [In ® C*l} [(1n, M) @ 13]

-1
(1) erlnecnmen]) () =1l foc ] -
(Mo, viony) @€ _1 [(a,) o] -
Lo [ () 1\1401}\“40> (%) oo -

-1
/ n 1, M L, } -1 _
) MO) (MO]-n MOM6 MO ® C ==

- [In el
= 7)(1”7M/0) ® (j_l7

~I,2C — [(1,“ M) ® C—l]

[L,©C] ' [(1, M) @ 13]> _

-1 _1
(/v 1M N (nvM
- _< (M01n MOM()) 2C ) - (M01n MOM{)) ®C,
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Q21 = _QQQA/W_I =
_ no UM\ 1 N
_ < (Moln MOM{)) ® C) < <M0) ® 13> (In ® C > _
n 1/ M, - 1 oI
Mol, MM; M, 3

Q12 = Q5.

Nyni jiz dle véty 1.8 muzeme vyjadiit odhady parametru:

M
(UUQQCCN > = —3BQub+£{ - EBQuBi{ = -EB1Qu(b+Bi{) + £ =

_ In ® EX O3n In ® B{) .
- ( 03, I, ® Ey) ( I, [73(1”,1\/16) ®C ]

(I, ® BoJvee Mo + (I, @ By, ~Iy,) <%CX — vee M0>

vecY
n vecX — vecMy
vecY

I, ® Zx By )
= — ( 1,0 EYO) [P(ln,Mg,) ®C 1} (vec BoX — vecY)+

n vec X — vec My
vecY

-1 .
— (P(;;’MO) ® ;XEBOS_I ) (vecY — vec BOX) + <UGCX vee MO) .
—Pa,.mp) Y

+

vecY
Jelikoz vee M = vec 6M + vec M,, potom

vee M = vec X + (P(1n7M6) ® EXB()C_l)(vecY — vec BoX)

vecN = vecY — (P, © ByC ) (vee Y — vee BoX).
Dale

a

(U665B> = —Qub—QyB1& = —-Qu(b+ B =

—1
_ no o 1,Mj U\ o1
M1, M0M6 M, 3

(I, ® Bg)vec Mg + (I, ® Bg, —I3,) (UeCX — vec Mo) ] _

vecY

_ no UM\ (1,
(o, 2588) " (2 ) 1) v —eemix)
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Jesté vyjadiime kovaria¢ni matice odhadu

M
var (”ec . ) ~ ¥ - ¥B/,Q,B,= =

vec N
. In & 2X 03n o In & EX 03n In & BE)
N 03n In & EY 03n In & ZY _I3n
_ I, ®3% 0
1 o n X 3n _
|:P(1n,M6) & C i| (In (%9 BOa I3n) ( O3n In ® EY)

_ In & 2X 03n . In & EXB6 |: —1}
B ( 0 Li® zy) ( Lox, ) [Pem@C

(In & BOEXa _In X Z:Y) =

_ In &® EX 03n B
 (Pa.wy ® ExBICBeSx  —Pu, ) © ExBiC ISy
—Pa.mp) ©EyCBeEx P,y @ EyCTIBy )7

a (n M\
vecB) = Q2= (MO]-n MOM6) ®C,
a vec M
(vecB) ’ (vecN) ) = ~Qub.
no UM\ (1, L,y 03
(Moln M()M()) (MO) ®© 13) (In @ BO’ _I3n) ( O3n In & EY

Y AN AT
R R

=\ M, MMy ) v

B n UM\ /1, no UM\ /1,

- <_(M01n MOM{)) (M(J)@Bozx’ (Moln MM, )\ ) € )
0

2.2 Replikovany trojrozmeérny kalibra¢ni model

Predpokladejme, Ze pokus (méfeni) m-krat nezdvisle opakujeme. Model, ktery za-
hrnuje vSsech m opakovani méfeni zapiseme ve tvaru

vec X! — vec M,
vecY!

Y

vec 51\/1) 1L, (In RXy 03, ) (2.5)

(1n®Xen) ( vecN 0s, I, ®X2y

vec X™ — vec M,
vec Y™
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V modelu jsou kladeny podminky na parametry ve tvaru

vec M a
(I, ® Bo)vec My + (I, ® By, —13,) ( vee N ) + (1, @ 13, My ® I) (veC(SB) =0

Definice 12. Model (2.5) nazyvame replikovanym trojrozmérnym kalibraénim mo-
delem.

Véta 2.2. V modelu (2.5) jsou nejlepsi nestranné linedrni odhady nezndamych pa-
rametru dany vztahy

vec M = vec X + (P, ® EyBiC ) (vecY — vec BoX) (2.6)

vecN = vecY — (Pa,my) ® ByC ) (vee Y — vee BoX) (2.7)

a no UM\ (1 - -
(vec (5B) - ((Moln l\/fol\/[oé) (Nfo) ®13) [UGCY —vecBpX (2.8)

kde C=ByXxBj+ Xy, X =137 XY =157 Y

Kovariacni matice téchto odhadi jsou:
vec M 1 (I,2x 03,
var = — _
vec N m 03, I, @3y
1 (Pa,my ® BxBiCT'BeZy  —Pp, vy © SxByC ISy
_P(ln,M{)) & 2YCilBOEX P(lmMﬁ) & EYC*EY ’

a\ 1( n 1M, 71@0
YT\ veeB) T m Mol, MyMj ’

on a vee M N Y aa 1 M - 1 2B,
vecB) \vecN T m Mol, MM M, A
no UM\ (1’ )
(Moln MOM{)) M v

Dukaz. Tento model je specidlnim piipadem modelu netdplného neptimého méreni
s podminkami II. typu na parametry 1. fadu (viz. véta 1.7), kde

3

In®zX OSn

b — (I, ® Bg)veceMy, Bj — (I, ® By, —13,), B1 — (vecéM) 7

vec N
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a
B2H<1H®I37M6®I3)7 /82—>(’U605B).
Ovéreni predpokladu modelu:
- h(X) = 6n je zarucena, nebot matice X obsahuje jednotkovou matici fadu 6n,

- nerovnost 6n < 6mn bude platit pro m > 1,

- h(By,By) = 3n je zarutena, nebot matice (B, By) obsahuje jednotkovou ma-
tici radu 3n,

- podminka 3n < 6n + 12 plati,
- h(B3) = 12, bude zarucena pokud zvolime matici M, tak, ze h(1, M) = 4,
- podminka 12 < 3n bude platit, pokud n > 4.

Pro odhad parametru pottebujeme nejprve vyjadrit prvky inverzni matice Q;1,
Q22, Q2. To udélame na zékladé lemmatu 1.9, kde

W — B,(X'Z"'X)"'B] =

I, 2! 03,
(1, ® Is,) (Im ® ( %% L @32;1) > (1 ® T6,)

-1

= (In & BO; _I3n)

L, @By\ _
_I3n N

—1

-1

I, B _
_I3n N

03, I, ®»%,!

o 1 In ® 2X 03n In & B6 o
- (In ® BO; _ISn) m ( Ogn In ® EY _I3n -

I, ® B@)

1
(I, ® BoXy, -1, ® By) ( = —((L, ® BoExBy) + (I, @ By))

(I, ® C),

3= 3|

A— By, = (1n ® I3aME) ® 13) - (1n7 M6) ®1Is.
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Potom

Qu=W'-WITAA'W'A) AW =
=m[l,® C'] —m(L, ® C")[(1,, Mp) ® I]

(%) exlna ey

{ (1\140> “ 13} m[L, © C™'][(1,. M) © 1]

=m(L, ® C™") —m[(L,, Mp) © C']

~1
11, 1M, . 1 »
(Moln MoMg) 2C { (Mo> ®C

_ n 8 ANRAT -
=m(L, ®C™) —m(L,, Mp) (Moln MONIOO) (Mo> 2o

B N n UM\ (1, o
— m(In — (1, Mp) (Moln M, M) M, ® C

= mP(ln,Mg) & C_l,

Qo= —(A'WA) ! =
_ H (1\1/%0> ® 13} m[L, ® C'[(1,, M) ® 1]

:_1[(131n 1;M3>®C_1 _ 1( n 1211\/16) el

-1

m | \Mol, MM m \Mopl, MM,

Qo = QAW ! =

1 no UM\ 1 i
_E[<M01n Momg) ©C {(MO)M?’}’”[I”@C J=

-1
_ n 1M, U\ o1
Moyl, MM M, 3

Q12 = Q.

Nyni jiz muzeme vyjadiit odhady parametru

Bl — (X/271X>7lx/271£ _

—1 _1
— [(1;1 ® Is,) (Im ® (In c(izx . 23"2;1) ) (1, ® IGn)} (1, ® Igy)
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vee X! — vec M,

vecY!
I @ I, @3y 03, _ _
vec X" — vec My
vecY™
_ Ly 03 L2 0
. ! 1 n n ! n X n
= (“mlm) ® ( 0 L Ey> > (1m ® ( 05, Lo
vec X! — vec My vec X! — vec M,
vecY! . vecY!
m
vee X™ — vec My vee X™ — vec My
vecY™ vecY™
_ 1 (YL (vee X —vee M)\ _ vecX — vee M
m Yo vecY! vecY ’

(0550511%4 ) = —(X'=7'X)"'Bi{Qub + (I (X’E7'X)'B{QuB1)B; =
— —(X'S7'X)'B|Qui(b + BiBy) + B =

1 (1I,02x 03, I, ® B! 1
- _E < 03n In & ZDY _I3n ’ m |3P(1”7M6) © C :|

<(In ® Bo)vee My + (I, ® By, —I,) (UecX — vec Mo) )

vecY
(Ueci — vec MO)
+ e

UGC?
(e YxBj
N _In & 2Y

n vee X — vee My
vecY

- (T Rt < Y _) vee X — vee My
= ( _P(ln,Mg) & Eycfl vecY —vecBogX ) + e

Pa, vy ® c! ((In ® Bo)vec X — vec?)

Jelikoz vec M = vec SM + vee M, potom

vec M = veeX + (73(1”71\/16) ® XxB{C™") (vecY — vec BoX)

veeN = vec Y — (77(1",1\/16) ® EYC’l)(Uec? — vec BOX).

)
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Déle

a

(veCAéB) = —Qub— QuBiB = —Qu(b+Bf) =

-1
_ n 1M U\ o1
Mol, MM M, 3

-1
_ n 1M, U\ o1
Mol, MM, M, 5

Kovarian¢ni matice odhadu jsou

(vec B,X — vec ?)

<vec? — vec BOX) .

var (“66511§\I/I> = (X'S7'X)! - (X'=X)'BQB (XS X)L =
vec

N m 03n In X Z)Y m 03n In & EY _I3n
_ 1 /I, % 0
1 . - n X 3n _
R A A A

_ 1 (Lexx 03n,

m ( 03n, I, ® Ey)
1 (I, ® ZxBj

m ( -1, ® 3y

_ 1 (LeX 03n,

m ( 03n, I, ® Ey)

. <P(1"7M6) ®3xBiC ' BoEx  —Pu,my) @ EXB()C—lEY)

Py @EyCBoEx  Pa,ay) @ By CTSy )

) [P(lmMB) (29 C_l] (In X B()Ex, _In X Ey) =

m
a \ 1 n UM\
vat <vec 513) = Q= m (Moln MOME)) ®C,
a vec M L o1~y 1
COV( (vecéB) ’ ( vee N > = ~QuB(XETX)T =
(o mMp\ T
- M,l, MM, M, 3

1 no UM\ (1 .
= m | Mo, Moy (g ) @

1 (1I,@Xx
(In & B07 _1371)% ( O3n In

(In X BOZXa _In ® 2JY) -

1 no UM\ (1 n UM\ (1
_E[_(M(ﬂn Momg) (M0)®B02X’ (M01n MMy, ) (M) @]

03n _
®Xy)

]
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2.2.1 MINQUE odhady v replikovaném modelu

Kovarianéni matice modelu nemusi byt znama. Kdyz méame dostatek méreni, muzeme
kromé neznamych parametri modelu odhadnout i neznamé parametry kovarianéni
matice. Pfipomenme, ze kovarian¢ni matice replikovaného trojrozmérného kalibrac-

niho modelu (2.5) je
Im ® (In ® 2X 03n ) :

03n In ® 2Y
kde
o 0 0 o2 0 0
Sx=[0 o2 0], Z=[0 02 0
0 0 o2 0 0 o
Odhadovat tedy budeme nezndme parametry o2 proi = 1,...,6. PouZijeme metodu

MINQUE popsanou v kapitole 1.3. Oznacme

3= In X Z]X 03n
B 03n In & ZY .

Nejprve piepiseme tuto kovariaéni matici do souc¢tového tvaru. Protoze lze psat

o2 0 0

EX = 0 0'3 0 :U%E11+0§E22+U§E33,
0 0 o2
oy 0 0

Ey = 0 O'g 0 == UiEll + U§E22 + O'%Egg,
0 0 o

potom pii oznaceni

(L ®@E; 03, .
Vi= ( 03, OSn)  pro 1=135,

_ O?m 03n -
VvV, = (03n L Ei3i3> , pro 1=4,506,

vyjadiime
6
R
i=1
Véta 2.3. Necht 9 = (0%,...,02) je vektor nezndmych parametri kovariancéni
matice v trojrozmérném replikovaném kalibracnim modelu (2.5). Ddle necht 9y =
(0%70, e ,aéo)’ je pribliznd hodnota parametru ¥. Analogicky oznacme
o1 O 0 Uio 0 0
Yxo=1 0 0370 0], Zyo=]|0 052)’0 01,
0 0 o2, 0 0 o2,
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$ I, ®Xx 03y,
0 03, L, ®@3XYyo) "

Potom MINQUE odhad nezndmého vektoru 9 je ddn vztahem

9 =[(m—1)S5.1 +Swmiq,8,)) 'K, (2.9)
kde
K= (K1,...,Ke),
ki = o Y (i(x’; X;)? +m(X; —Mij)2>, i=1,23
j=1 k=1

Kovariacni matice odhadu je
var(9]90) = 2[(m — 1)Sy+ + Smyqusn] - (2.10)

Dikaz. Dukaz vychazi z véty 1.18, kde

-1y ;-1 _ I,® 2)—(’10 03, L,@En 03, (I,® E)_(,10 03,
0 1<0 = Ogn In®2;}) 03n 03n OSn ITL®E;7B
_ In X E)_(?()Ell 03n In X 2)_(710 03n
03n 03n 037’L I’Vl ® ZX_/})
L o XY EnXy, 03, -
= ( )(()’;)n H=X0 Ojn) = Ul,évlv
nebot
org 0 0 1 0 0\ o5 0 0
SEnZxo=( 0 o5 0 {00 0| 0 o5 0 |=
0 0 o35/ \0 00 0 034
o 0 0\ [fog O 0 oo 00
=10 00)[ 0 o056 0]=|0 00]=
0 00 0 0 o35 0 00
—0'1_7§E11

Analogicky dostavame
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_ L1 [veeXF —veecX < <
TI{EO v, 5! Z (vecYk B vec?) <(U€c X* —veeX), (vee Y* — vec Y)') } =

_ —ins vec XF — vec X < ko <\ ko —,>}_
= Tlr{al-,0 V; > (vecY’“ B vec?) (vec X¥ —wvec X)), (vecY" —vecY)' ) ¢ =

B i E v o\ (veeXE —veeX }
= Tr{aw Z ((UecX vec X)), (vecY" —vecY) )Vl <vecYk _ vec?)
=0, Z (vee XF —vec X)' (1, @ Ey) (vee XF — vee X) =

= U;(;LZ (ij —X;;)? pro i=1,2,3.

_ 1= (veeXF —veeX < ~
Tr{EO v,z ! Z (vecYk B vec?) <(vec X* —wveeX), (vec Y* — vec Y)’) } =

o 4 ‘m vec XF —vee X ( ko — - _,>}
= Tr{aw V; ; (vecYk _ vec?) (vee X¥ —vecX)', (vec Y —vecY)

- _4m ko <\ ko v\ v vec XF —vee X }
= Tf{ai,o Z ((vecX vecX)', (vecY" —vecY) >V1 (vecYk B vec?)

= 02-_761 Z (Yf_3j ~Y, 3)* pro i=4,56.

Podobné

m((vecX —vee M), (vec Y — vecN) ) S5V, 57 (vecX —vee M)

vecY —vecN
= mcri_yglz (Xi; —M;;)? pro i=1,23.

J=1

- A _ . X —vecM
X — M) Y — N)’ E_lviz_l vees \
m((vec vec ) ) (UGC vec ) ) 0 0 vecY — vecN

n

~

= mU;(;l (?i_gj — Ni_gj)z pro 1= 4, 5, 6.
j=1

7 vyse uvedenych rovnosti jiz plyne tvrzeni véty. O]
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Vyjadreni kriterialnich matic
V zavéru kapitoly ukazeme jakého tvaru jsou kriteridlni matice, a to na zédkladé defi-

nice {Sa}i; = Tr{AV,;AV,} postupnym vypoctem jejich prvki. Neprve spocitdme
prvky kriteridlni matice 8251:

I,®3y 0; I, E; 0
_ ~1y. 9 1‘ TN n X,0 n n 11 3n
{Ser =T 1% Vi) = Tr{ ( 0;, L ® 2;})) ( 03, 03,

(X
| I Sy 03, I, @ E;; 03, } .
03n I ® Z)_/%) 03n OSn B

TI'{ I ®2X0E11 03n In®z;(710E11 03'rL }
Ogn 03n 03n
3n
00
nebot 2;(}013112;(}01511: 00
00
L, ®2 03y, I, ®E;; 03
Szt = T(Z, V15,1V, :T{ L) n
{Sggihe =T 12 Vo) =r 0, LoXh)\ 05, 0

(%o
I, ® Xy 03, L, ® Eg 03n } _
Ogn I X Zyo 03n 3n B
{ (I X ZX UEU 03n> (I ® EX 0E22 03n) }
03n

(T ®EXOE112XOE22 05\ _
03n 03n

nebot’ 2)_(710E112)_(’10E22 = 03.
Analogicky dopocitdme ostatni prvky kriteridlni matice a dostavame:

ol 0 0 0 0 0
0 o530 0 0 0 0
_ 0 0 o550 0 0 0
SEtET 0 00 0 ot 000
0 0 0 0 o5 O

0 0 0 0 0 o4

Tentyz postup budeme aplikovat i pii vypoctu prvku kriteridlni matice Sg:q,,B, -
Oznac¢me Cy = BoXx ¢Bj + Xy,0. Nejprve vyjadieme

®BC Bo _P(lnM’ ®BC )

Pa
B,Q B, = &
1Qu By ( P(lnM’ ® Cy BO P(lnM’)®C
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Tuto matici vyuzijeme v dalsich vypoctech.

{SB/ Q11Bl}1 1= Tr(SB'Q11B1vlsB/ Q11B1V1> =

r (73 ln M’ ® B C IBO _P(ln M' ® B C ) <In ® Ell OSn)
Pa, vy @ C 'By Pa, vy ® C 03, 03,
P

lnM’)®BC Bo _PI,LM{))@BC I, ®E;; 03, }
—Pa,.my @ Cy ' By P,y @ Cyl 03, 03,

T Pa.my) ©BCy 'BoE11 03, P,y @ ByCqy 'BoE11 03,
—Pa,. M) ®Co BoE11 03, —Pa., )®C0 'BoE;; 03,

P(ln M’ ®B C 1B()]'EHB C B0E11 03n
—Pa,.my @ Cy'BoE11 B{Cy 1BoEn 03,

=Tr
= Tr{Pu, vy} Te{B{C o 'BoE;1B{Cy'ByE,} =
= (n— 4){B{Cy "By} 1,

nebot Tr{P, m;)} = h(Pa,my) =n — 4.

{SB’Q11B1}1 2 = Tr(SB/QuB1vlsB’Q11Blv2) =

T (73 (1. M) © BoCq 'By —Pu, ) @ ByCy > <In ® Eqy O3n)
Pa, My ® Co By P,y © Ct 035, 03,
D

)}

(1.,M5) @ ByCqy 1Bo =P, my) ®BC )(In®E22 OSn)}:

( —Pa,my) ® Cy "By Pa, vy @ Cy! 03, 03,

T Pln M) ® BrCy 1B0E11 03\ (Pa,my @ ByCy 1B0E22 03,
Pa,my) © Cq 'BoE11 03, —Pa.my) © Cy 'BoEs> 03,

Ty Pa.my) @ By Co BoE11B{C;'BoEx» 03,
P(ln )) ® C BOE11B C 1B0E22 Ogn

= TI‘{P 1,,M/ )} TI'{B/ 0 lBoEHBOCO B()EQQ} =
= Tr{ P, My } {BGCo 'Bo}2,1{B(Cy 'Bo}i2 =
- ( - ){B6 1]-3’0}1 29

nebot Tr{Pg, M)} = WP, my)) = n — 4 a matice B{C;'By je symetrickd.

Analogickymi vypocty dostavame

{SB&QHBI}Z’J = ( 4){B, 1B0} pI’O 7’ = 17 27 37.7 = 17 27 3a

{SB’lQnBl}iJ = ( 4){0 1B0}j 3, PTO 1=1,2,3,7 =4,5,6;

{SBiQuiBi bij = (n —4) i3 proi=4,56,7=1,23;
(n—4)

{SBﬁQuBl}iJ =(n—4 {C 1} —3,j—3 PTO i =4,5,6,5 =4,5,6.

)}
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2.2.2 Konfidené¢ni oblasti

V replikovaném modelu, kromé odhadu parametru kovariaéni matice, lze vyuzitim

postupu Kenwarda a Rogera (viz. kap. 1.4) zkonstruovat konfidenéni oblast pro

vektor parametru kalibracni funkce ¢i pro linedrni funkci téchto parametru.
Uvazujeme model

a a ) 1 n 1M\ :
(vecB) NN((U&CB) "m (MO]-n MOME)) ® (BoXxBj + Zy) |.

Pro zjednodusSeni zapisu oznac¢me

1 !/ / -1
G = (” 1nM0> ® (ByXyBj + ).

~ m \Mol, MM
Vzhledem k

o2 0 0

EX = 0 U% 0 :U%E11+U§E22+U§E33,
0 0 o?
o 0 0

Ey = 0 0'52) 0 = O‘iEll + U§E22 + O'gEgg
0 0 o

muzeme Kovarian¢éni matici zapsat ve tvaru

6
G=)> dG;
=1
kde

bt n LM\
m \Mol, MyMj ’
Gi = D X B()E”B6 = D (029 {BO}o,i{BO}/.,i pro 1= 17 2, 3,
Gi =D® Eifgifg =D® eifge;_?) pro 1= 4, 5, 6.

P1i aplikaci postupu Kenwarda a Rogera shodné s [5] oznacme

_9G™!

P, = -G 'G,G 1,
do?
—1 —1
Qi = aaGTGaaGT =G 'G,GT'GGTIG,GT = GTIGGTIG,GT,
7 J
9’°G
R.=G! Gl=o.
K 00?80? .
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Protoze se jedna o model primého méreni s kovariaéni matici v souctovém tvaru,
plati vzhledem ke znaceni pouzitém v kapitole 1.4

=G a (i’A:G

Nyni konstruujeme konfidenéni oblasti, neprve pro cely vektor parametru ka-
libracni funkce, potom pro dvé konkrétni linearni kombinace téchto parametru.
V nésledujich podkapitoldach budeme opét respektovat znaceni zavedené v [5] s tim,
ze v jednotlivych podkapitolach pouzijeme vzdy stejné symboly, jejichz vyjadieni
bude dano konkrétni situaci.

Konfidenc¢ni oblast pro vektor parametri kalibracni funkce
Konstruujeme nejprve konfidenc¢ni oblast pro cely vektor parametru kalibracni funkce
(a’,vecB'). Oznaéme

L ::[127

©=LLGL)'L'=G™"
A spocitejme

Ay = 26: i{W}ijTr{QGPiG}Tr{QGPjG}

i=1 j=1

6 6
=> ) {W};Tr{-G'GG'G,G'G}Tr{-G'GG'G,G"'G}

i=1 j=1

=S Y (WHT{GGITH{G G},

i=1 j=1
kde

T{G™'G;} = Ti{[D™" @ (BoXxBj + Zy) '[[D ® {Bo}ei{Bo}s, |} =
= Tr{l, ® (BoXxBj + Zy) {Bo}ei{Bo}s,} =
= 4By}, ;(BoXxB{ + y) {Bola, pro i=1,2,3,
Tr{G'G;} = Tr{[D' ® (BoXxBj, + Zy) '|[DQE;_3; 3]} =
= Tr{l, ® (BoXxBj + Yyv) 'Ei3i3} =
=4{(Be=xB)+Xy) '} 3,3 pro i=4506.
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Déle spoctéme

6 6
A=Y {W},;Tr{0GP,GOGP,;G} =

i=1 j=1

6 6
=> ) {W};Tr{G'GG'G,G"'GG'GG'G,G'G} =

i=1 j=1

= ZG: i{w}iij{GlGiGlGJ}7

i=1 j=1

kde

Tr{G7'G,G™'G,} = Tr{[D™' @ (BoZxBj + Zy)'|[D @ {Bo}...{Bo}.
D™ @ (BoZxBj + Zy) 7 '|[D @ {Bo}e j{Bo}e ]} =
= Tr{I, ® (Bo=xBj + Zy) ' {Bo}ei{Bo}e,
(Bo=xBj + Zy) ' {Bo}e {Bo}s,} =
=4-{Bo},;(Bo=xBj + Zy) " {Bo}as
{Bo}.(BeXxBj + Zy) {Bo}s; i,j=1,2,3.

Tr{G'G,G'G;} = Tr{[D"' ® (ByXxBj + Zy) '][D ® {Bo}si{Bo}. ]

D' ® (ByXxBj + Zy) '|[D®e;_se) 4]} =

= Tr{I, ® (Bo=xBj + Zy) {Bo}ei{Bo}e,
(BoXxBj + Ey)’lej,y,e;-fg} =

—4-¢_,(BySyxB)+ Iy) " {Bol.,
{Bo}.(BoZxBj + Zy) 'e; 3

=4-{(ByXxB{ + EY)_l}j—s,.{Bo}.,i
{Bo}, {(Bo=xBy+ Zy) '}ejos i=1,2,3;5=4,5,6.

Tr{G'G,G'G;} = Tr{{D' ® (BoZxBj + Zy) '|[D ® e;_ze]_,]
D' @ (BoXxBj + Zy) '|[D @ {Bo}e j{Bo}. ]} =
=Tr{I, ® (BoZxBj + Zy) 'e;_s€]
(BoXxBj + Zy) {Bo}e i {Bo}.;} =
— 4 {Bo},,(BoSxB) + Sy) ers
€ 3(BoXxBj + Zy) {Bo}.
=4-{Bo}, ;{(BoXxB{ + Zy) ' }eis
{(BoExB) +3y) '}ise{Bote; i=4,5067=12,3.
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Tr{G'G;G'G,} = Tt{{D! ® (ByXxB} + Zy)}|[D ® e;_se|_s]
(D™ @ (BoXxBy + By) '|[D @ ej_3¢] 4]} =
=Tr{l, ® (BoXxBj + Zy) 'e; ze]_,
(BoXZx By + 2Y)7lejfge;73} =
=4-€;_3(BoXxBj + 3y) 'e;_3
e, ;(BoXxBj,+ Zy) 'e;_3
=4-{(BeZxBj + Zy) '} 3.3
{(BoXxB) +Xy) '}is; 3  i,j=4,56.

S vyuzitim hodnot A;, Ay postupné vypocteme

=12,
B—l(A +6A)—1(A +64,)
—2l 1 2—24 1 2)
I+ 1A - (I+4)Ay 134, — 164,
B (I+2)A, 144y, 7
o = g _ g
3l+2(1—g) 36+2(1—g)
l—yg 12—¢g
Co = =
T 3l+2(1—g) 36+201-—g)
o l+2—-g9g 14—gq
ST 3l+2(1—g) 36+2(1-—g)
Ay Ay,
Er=(1-2)t=0-22
1-) -3
V*_2 1+ClB _1 1+61B
I (1—cB)2(1—c3B)  6(1 —cuB)%(1—c3B)’
— V*
P= g
. 1+2 14
:4+—: 5
Ip—1 12p— 1
m*
)\_
Ex(m* — 2)

Nyni jiz muzeme zapsat statistiku

) (e (29)

jejiz A nasobek ma aproximativné F-rozdéleni

F1>|< = )\F ~ FlZ,m*-

(2.11)

(2.12)
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Konfidenéni interval pro vektor parametru kalibrac¢ni funkce:

1
P(F S XFIZm*(Oé)) =1-oq.

Konfidenc¢ni interval pro jednotlivé slozky vektoru parametra kalibracéni
funkce

Konfidené¢ni interval pro jednotlivy parametr dostaneme jako konfidenéni oblast pro
specialni linearni kombinaci vSech parametru kalibra¢ni funkce. Maticové zapsano
jako soucin prislusného jednotkového vektoru s vektorem parametru. Vektor pa-
rametru ma 12 prvku, jejich poradi budeme indexovat symbolem r. Stejné jako
v predchozim odstavci neprve oznacme:

L = se,,
!/ — !/ / — / ET’T‘
e = L(L GL) 1L = 12€7~(126r G 128r) 11287" = {12G-}7.T
Spocitame
6 6
A=Y {W},;Tr{6GP,G}Tr{®GP,G}
i=1 j=1
6 6 E E
= {W},Tr{ S il GG‘lGiG‘lG}Tr{ S il GG‘lGG‘lG}
; ; ’ {G} {G}. ’
E E
_ W ; Tr 128y }TI‘ 128y G.
;;{“ﬁ%w (c, &
{@@{&M}ﬁG {Gi}{Gi}
= W1, Tr Wl .
;;{“{} @ = 22Vl
Déle spocteme
6 6
Ay =" {W},;r{®@GP,GOGP;G} =
i=1 j=1
6 6 E E
= W i-Tr{ 2 GG TGGT G GG-1G-G—1G} =
; ]Zl{ }] {G}N {G}rr J

12Er'r 12E'r'r : G rr G rr
_szmﬁ%wmw} >y twh S

=1 j=1 =1 j=1
7, predchozich vypoctu dostavame:

A1:A2
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Déle postupné spocitame

I=1,
B %(A1+6A2) _ ;Al,
_ (+1DA - (1+4)A _ 1
g (1 +2) A, ’
_ g 1
AT 3209 T
B l—yg 2
2T 31219 T
l+2—g 4
C3 = = =
3+2(1—g) 7
ZT:(L—%%*:WI—AQ*,
e 2 1+c¢,B B 2— A
l(]_—CQB)Q(]_—CgB) (1—141)2(1—2141)’
v 24
P 9E2 T o1 - 24))
SSIPURES RO T T Y 3
lp—1 p—1 p—1 Ay
ye om0 -A)dp-1)
E*(m* — 2) 2p+1

Nyni jiz muzeme zapsat statistiku

(26~ o) Voo () - ()

F = -

pro kterou podle [5] plati
F*=F ~ Fp .

Konfidenéni interval pro danou slozku vektoru parametru kalibraéni funkce

P(F < Fip(a)=1-a.

Konfiden¢ni oblast pro linearni funkci vektoru parametru kalibraéni funkce

V této podkapitole zkonstruujeme konfidenéni oblast pro polohu obrazu pevné ur-
¢eného bodu. Ozna¢éme (1, 2, r3)" bezchybné soutadnice daného bodu. Souradnice
obrazu odpovidaji funkéni hodnoté kalibraéni funkce pro dany vektor soutradnic
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€
bodu, tj. a+ B | 22 | . Protoze parametry kalibra¢ni funkce mame uspotradany do
xs3
vektoru, musime urcit matici transformace celého vektoru tak, aby hodnoty obrazu
byly stejné. Tuto matici oznacime L a zapiSeme

1

L=x®I;; x= 1

X2

T3

Potom plati
a 1
/ _
L (vecB> =a+B ? . (2.13)

3

Déle oznacme

©=L(LGL) '/ = x@L)(xX 9 L]D® Clx® 1) ¥ @I =

= k@ L[(¥Dx) " @ CX @ L] = ———

®C™!,

kde C = Bgsz6 + Ey.

A vypocitame

Ay = 26: ZG:{W}ijTr{GGPiG}Tr{GGPjG}

i=1 j=1

6 6
=> Y {W},;Tr{-0GG'G,G'G}Tr{-0GG 'G,;G'G}

i=1 j=1
6 6
=33 {W},Tr{0G,}Tr{OG,},
i=1 j=1
kde
{06} = T{[ 2% & D & {By}u (Bo}., ]} =
v x'Dx 0Fe i1 0 eil] =
1 , _ ,
= o< r{xxD}Tr{C "{Bo}e{Bol}..}
1
= X,DXX/DX {BO}/o,icil{BO}o,i

= {Bo},,C ' {Bo}s; i=1,2,3.
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xx’

Tr{©G;} = Tr{[ ® C7'][D® e;_se_5]} =

x'Dx
1
— X/DXTr{xx/D}Tr{C_lei_ge;,?)}
1
= X/DXX/DX e, ,Cle, 3=—¢ ,C e, 3

={C ' }isi3 1=4,5,6.
Jesté vypocitame
6 6 6 6
A=Y S (W}, Tr{OGP,GOGP,G} = Y Y (W}, Tr{6G,0G,},
=1 j=1 i=1 j=1

kde

xx’
x'Dx

Tr{0G;0G;} = Tr{| ® C7][D @ {Bo}ei{Bo}.

xx’

[X/DX

1
= WTI‘{XX/DXX/D}

Tr{C {Bo}s:{Bo}.,C {Bo}e {Bo}.;} =
= {Bo}/.,jCfl{Bo}-,i{Bo}/.,icfl{Bo}-,j =
= [{Bo}.,C ' {Bo}ss)®  i,j=1,23.

®CD® {BO}o,j{BO}/o,j]} =

/

xx ® C YD ® {Bo}ei{Bo}.,l

x'Dx
( xx’
x'Dx

1
= WTY{XX/DXX/D}

Tr{C {Bo}si{Bo}.,C 'e;_s€} 3} =
=€} ;C {Bo}e {Bo}.,C ej_3
={C '}, -34{Bo}ei{Bo}e {C }ejs =
= {C}se{Bote*  i=1,2,3;7 =456

® C'|[D®@ej_se; 5]} =

X /

X
x'Dx
xx’

[X/DX

Tr{®G,;0G;} = Tr{| ® C7'[D ® e;_s€]_,]

®CD® {Bo}ei{Bo}a ]} =

ol



1
= m TI'{XX/DXX/D}

Tr{C 'e;_se] 3C ' {Bo}s;{Bo}. ;} =
={Bo},,C 'e;_se]_sC ' {Byl.,
= {Bo}/.,j{c_l}-,¢_3{C_1}z‘—3,-{B0}-,j
= [{Bo}o ,{C ' }eizs]?  i=14,5,6;5=1,2,3.

xx’

x'Dx
( xx’
x'Dx

1
= WTT{XX/DXX,D}

Tr{C_lei_geéfgc_lej_ge}%} =
= e;_3C_1ei_3e;_3C_1ej_3 ={C'},5,-3{C " }is,3

= [{C '}, 3.3)° i,j =4,5,6.

Tr{0G,0G,;} = Tr{] ® C[D @ e;_s€}_4]

® C7'][D® ej_3e]_5]} =

S vyuzitim hodnot A;, Ay dale vypocteme

=3
1 1
B (1+2)A,  BA
. g _ 9
"TBl+20—g)  11—-2g
l—g 3—g
Cy = =
3l+2(1—g) 11—2g
o [+2—-g9g  5—yg
ST 34201 —g) 11-2g
A A
B = (1= = (1= 2 =33 - 4
V*—2 1+ B 2 1+aB
1 (1 -eB)2(1—e3B)  3(1—cB)2(1 —c3B)
— V*
Yo
[ +2 5 12p+1
Fed 4 —— — 4 = 2.14
" +lp—1 +3p—1 3p—1 ( )
* — 12 1 — A5 12 1
\— m _ 3 Ag p+ _ 3 2 12p + (215)
E*(m* — 2) 3 6p+3 9 2p+1

o2



Nyni jiz muzeme zapsat statistiku

F= 3x’1Dx ( (veécﬁ) - (veiB) >/(XX' ®C™) ( Qi}é) - <veiB> )

jejiz A nasobek ma aproximativné F-rozdéleni

F* = \F ~ Fj . (2.16)

Konfidenéni oblast pro linedrni funkci vektoru parametru kalibracni funkce je dana
vztahem

P(F < %F&m*(a)) “l-a (2.17)

2.2.3 Vypocetni programy a simulace

Neékteré ze vztahu odvozenych v kapitole 2.2 jsme naprogramovali v programu
Matlab. Programy jsme vyuzili na zrealizovani malé simulacni studie pro orienta¢ni
ovéteni vhodnosti aproximacné urcené konfidenc¢ni oblasti pro linedrni funkci para-
metru kalibra¢ni funkce (2.13). Algoritmus simula¢ni studie je nasledujici

1. vytvoreni procedury pro ziskani (simulaci) vysledki méfeni X,Y (vyuziti
funkce Matlabu, kterd generuje realizace z vicerozmérného normalniho roz-
déleni)

2. vypocet pocatecnich hodnot matic My, By a varia¢nich komponent 9 (viz
nésledujici podkapitola)

3. vypocet odhadi parametri modelu M, N, &, B (dle vzorcii (2.6), (2.7) a (2.8))

4. vypocet odhadu vektoru parametru kovariancni matice modelu 9 a kovaria¢ni

~

matice tohoto odhadu var(d¥) (dle vzorcu (2.9) a (2.10))

5. vypocet konfiden¢ni oblasti pro linearni funkci parametru kalibraéni funkce
podle vztahu (2.17)

6. ovéreni ,,platnosti” konfiden¢ni oblasti pro konkrétni volbu matic M, a, B,
EX; EY

Urceni odhadt se provadi iteracné, tj. vypoctené odhady M, N, B a odhad ¥ se
opét pouziji jako pocatecni odhady (opakuji se kroky 3 a 4). Ukazuje se, ze po 5
iteracich se odhady prakticky ustalily. Pocet iteraci zustava teoreticky otevienym
problémem.

Seznam a popis programu je uveden v piiloze A, samotné programy jsou potom

na prilozeném CD.
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Pocatecni hodnoty

Pocatecni odhad matice My: vzhledem k tomu, zZe se jednda o poc¢atecéni odhad stiedni
hodnoty, vezmeme aritmeticky prumeér (nejlepsi nestranny linedrni bodovy odhad
stfedni hodnoty pro normélni rozdéleni):

M, = X. (2.18)
Pocatecni odhad matice By: za pocatecni volbu hodnoty By polozime odhad B
z modelu
~ </ a
Y ~ {(171 ®I3,X ®1I3) <vecB) ,Ign}.
Model vychézi z myslenky, ze za M i N vezmeme jejich nejlepsi nestranné linearni

odhady (aritmetické priiméry), a hleddme linedrni vztah mezi X,Y. Jde o model
neprimého meéreni, odhad neznamych parametru je tedy dan vztahem:

a\ ([l el — TeL o
<vec]§)_((i®13)(1"®13’x ®I3)> X ® I vecY =
—1
n 1X 1, -
:{(Kn XK) o] () on)ree¥ -

T\ /
— [ (an %;,) (;) ® 13:| vecY (2.19)

Pocatecni odhad vektoru 9¥y: pro pocatecni volbu rozptylt opét pouzijeme nej-
lepsi nestranné bodové odhady. Tedy

Uioz m—1) ZZ - Xy,)?

=t
03,02 m=1) ;; X35 — Xy)°
R
Uioz ) ;; ~Y,;)?
U?),oz m—1) ;m;z”; Y35 — Yo)?

j
o= i 2 2V~ Vo

j
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Simulace

Vztah pro interval spolehlivosti pro linedrni funkci vektoru parametru kalibracni
funkce (2.13) jsme provéfili na simulovanych datech. K pevné zvolenym maticim

20 =20 20 0 20 1 4 7 10
M=1120 20 20 20 20 2 5 8 9
20 20 -20 20 0 3 6 9 8

gt O W
»
I

W DN — =

jsme pevné volili kovariaéni matice tfemi ruznymi zpusoby

1 00 1 00
volba A: Yx=|(01 0,2 =101 0],

0 01 0 01

1 0 O 1 0 O
volba B: ¥x=10 5 0},3=10 5 0],

0 0 10 0 0 10

1 0 O 10 0 O
volba C: Xx=105 01],%=[10 50

0 0 10 0 01

Ve vsech trech piipadech jsme vygenerovali ndhodné data pro pevné zvoleny
pocet replikaci m = 10. Pfi numerickém vypoctu jsme pouzili pevného poctu iteraci,
a to péti.

Pro kazdou volbu kovarianéni matice A, B, C jsme provedli 100 simulaci (100-
krét jsme opakovali postup popsany v tvodu kapitoly) a sledovali jsme, kolikrat
plati nerovnost AF' < Fj,,«(1 — ) pro o = 0, 05. Vzhledem k tomu, ze 100 simulaci
neni mnoho, provedli jsme dalsich 100 a opét jsme sledovali, kolikrat plati nerovnost
AF < F3,+(1 — a) pro a = 0,05. Celkem jsme provedli 100 opakovani. Kromé
frekvence splnéni vyse uvedené nerovnosti nas zajimalo, zda tvar kovaria¢ni matice
ma vliv na vysledky realizaci.

Vysledky jsou zaznamenany v nasledujici tabulce:
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. . . . 1. | Kovarianéni matice
Pocet h
ocet uspechu A B C
86 0 0 1
87 0 0 1
88 0 0 0
89 2 0 0
90 2 1 2
91 3 4 2
92 7 3 4
93 15 10 5
94 14 13 18
95 17 16 23
96 21 19 18
97 12 23 15
98 7 7 7
99 0 3 4
100 0 1 0
Celkovy soucet 100 100 100
a zobrazeny v histogramu:
Volba A
30 T T T T T T T T T T T T T T T
= 20
8 10}
0 56 57 58 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
Volba B
30 T T T T T T T T T T T T T T T
= 20
8 10}
0 56 57 58 ég 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
Volba C
30 T T T T T T T T T T T T T T T
= 20
g 10
o 1 1

86 87 88 89 90 91

92 93

94 95 96

Pocet uspechu

97 98 99

100

7 tabulky lze soudit, Ze simulované vysledky odpovidaji teoretickym vypoctum,
tj. pocet uspésnych simulaci ze 100 se pohybuje kolem 95. Konkrétné nejvétsi cetnosti
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jsou u hodnot 95, 96 a 97 v zavislosti na tvaru kovaria¢ni matice. Simulace tedy navic
potvrdily i predpoklad o vyrazném vlivu tvaru kovarian¢nich matic na realizaci
odhadu parametru kalibra¢niho modelu.

Pro kazdou ze tii voleb kovariacni matice jsme vlastné provedli 10 000 simulaci.
Muzeme tedy spocitat empirickou pravdépodobnost, ze realizace padne do konfi-
denc¢niho intervalu. Vysledky jsou uvedeny v nésledujici tabulce.

Kovarianéni matice A B C
Empiricka pravdépodobnost | 0,9467 | 0,954 | 0,951
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Kapitola 3

Neéekteré specialni pripady
dvojrozmeérné kalibrace

Shodné s kapitolou 2 ptredpokladejme, ze prvni méfeni je realizaci n nahodnych
vektoru, pro které plati

kde p; je dvojrozmérny vektor a Xy je pozitivné definitni matice typu (2,2). Druhé
meéteni je realizaci n ndhodnych vektort s nasledujicimi predpoklady:

_(Yu i
Y; = (Y%) ~Nw,Zy);i=1,...,n,

kde v; je dvojrozmérny vektor a Xy je pozitivné definitni matice typu (2,2). Déle
predpokladame nekorelovanost prvniho a druhého méfeni i méreni mezi objekty
(jednotlivych vektoru). Tuto skute¢nost vyjadiime nasledovné:

cov(X;,Y;)=0 Vi,j=1,....n,

cov(X;,X,) =0, cov(Y;,Y;) =0 pro i#j.

Necht parametry jsou vdzany linedrnim vztahem (kalibraéni funkef)
vi=a+Bu, pro i=1,...,n,

kde a je dvourozmérny vektor a B je matice typu (2,2). Model méteni zapiSeme
nasledovne:

X M1
Xn  17% In X EX 02n

~ N 3.1
Y, a+Bu |’ < 02, I,® EY) (3.1)
Y, a+Bpu,
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Definice 13. Model (3.1) nazyvame nereplikovanym dvourozmérnym kalibraénim
modelem.

Definice 14. Necht (3.1) je nereplikovany dvourozmérny kalibracn{ model a necht
matice B je ortonormalni s determinantem rovnym 1. Ulohu odhadnout nezndmé pa-
rametry py, ..., iy, a, B nazyvame dvourozmeérnou kalibraci nespecifikovangch iden-
tickych objektai. Ulohu odhadnout nezndmé parametry pq, ..., by, a, B za pfedpokla-
du, ze vektory pq, ..., i, jsou soutadnicemi bodu na zadaném objektu, nazyvame
dvourozmeérnou kalibraci specifikovanych identickiych objekt.

Zacneme definici matice funkci jedné realné proménné a poté budeme pokracovat
nekolika ziejmymi tvrzenimi o ortonormalnich maticich typu (2,2).

Definice 15. Matici B(3), jejimiz prvky jsou diferencovatelné funkce proménné
B, tedy {B(5)}i; = bi;(8) pro vsechny i, j, nazyvame matice funkei jedné redlné
proménné.

Definice 16. Derivaci matice funkei jedné realné proménné oznacime B'(f3). Jeji
prvky jsou definovény vztahem {B’(3)};; = b;;(3) pro vsechny i, j.

Véta 3.1. Bud B libovolnd pevné vybrand ortonormdlni matice typu (2,2), jejiz
determinant je roven jedné. Potom existuje jediné 3 € (0,2m) takové, Ze

B_ ( cos 3 sinﬂ)

—sinf3 cosf

Véta 3.2. Oznacme pro kazdé redlné cislo 3

[ cospB sinf
B(5) = (—sinﬁ cosﬁ>'

Potom B(B) je ortonormdlni matice s determinantem rovngm jedné.

Dusledek 3.3. Mnozina {B(3); 8 € (0,27)} je mnozina vSech ortonormélnich matic
typu (2,2) s determinantem rovnym jedné.

Véta 3.4. a) Pro inverzni matici k matici B(3) plati

B9 =80 = (] o),

cos 3
b) Pro derivaci matice B(3) plati

B =BG +0) = (] 50,

—cos3 —sinf
¢) =B(f3) = B(7 + 0),
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d) B(51 + B2) = B(51)B(5).

Pozndamka. Zopakujme, ze v zapisu (3.1) jsou pq, ..., Uy, a, B nezndmé parametry
modelu. Diky dusledku 3.3 lze ¢étyfi neznamé prvky matice B jedno-jednoznacné
nahradit jedinym parametrem (. Model (3.1) pak zapiSseme ve tvaru

X1 1
Xn Hn In & EX 02n

~ N . 3.2
Y, a+B(@)p |’ ( 02, I, ® EY> (3.2
Y, a+ B(f)pn

Stredni hodnota kazdého z nahodnych vektoru Y; je nelinearni funkei parametru
B, pi, nebot E(Y;) =a+B(B)u; proi = 1,...,n. Kazdy ze soucinu B(3)u; lineari-
zujeme rozvinutim do Taylorovy fady o sttedu |3y, u?] a zanedbanim ¢lenu druhého
radu a vyssich. Obdrzime tvrzeni:

Véta 3.5. Bud 3y € R,u? € R* proi=1,2,...,n. Potom plati priblizny vztah
. s ™
BY) =t B+ A)uld+ B - BC + duldy (33
pro viechna i z mnoziny {1,2,... ,n}.

Pozndmka. Vztah (3.3) muzeme pro i = 1,2,...,n zapsat ve tvaru

g
™ . ™
E(Y: + B(5 + fo)ifho) = (B(5 + o), 1o, B(h)) | a
i
Dusledek 3.6. Oznacme

0271 0, I, 0- - 0,

021 0 O I, oo 09

A 051 0, 0, 0, ... I,

Pouzitim vztahu z ptredchozi pozndmky lze model (3.2) prepsat do (pfiblizného)
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tvaru

X,
X2 6
: a
X H1 I, XYy 0s,,
- ~N|A , , 3.4
Y1+ BT+ o)l o ( 05, u®2;> (34)
Y, + B(5 + fo)usfo :
o

v némz pribliznost se tykd stfednich hodnot.

Pozndmka. Vztahy uvedené v predchozim dusledku jsou hledanym vyjadfenim re-
gularni dvojrozmérné kalibrace nespecifikovanych identickych objektu pomoci zo-
becnéného Gaussova-Markovova regresniho modelu. Urcit odhady parametru mo-
delu a kovarian¢ni matice odhadu parametru modelu jsou jiz standardni tlohy (napf.
v [1]). Model (3.4) je také modelem nepiimého méfeni, viz definice 2. Pro parametry
V1, ...,V plati vztah v; = a+ B(6) ;.

Pozndmka. V nasledujici ponékud delsi poznamce ukazeme neprilis formalizovanym
zpusobem jednu z moznosti prevedeni regularni dvojrozmérné kalibrace identickych
kruznic na zobecnény Gaussuv-Markovuv regresni model.

Pozndmka. Uvazujme, Ze specifikovanym objektem je kruznice. Nechf U,V € R2,
pus pv € Rak(U,p,) je kruznice se sttedem U a polomérem p,,, k&(V, p,) je kruznice
se sttedem V a polomérem p,. Potom nova tloha regularni dvojrozmérné kalibrace
identickych kruznic je diivéjsi tloha regularni dvojrozmeérné kalibrace nespecifiko-
vanych identickych objektu doplnéna o podminky:

M € k(UapM)7Vi € k(V’pV)yyi =a+ B(ﬁ)p’l pro 1= 1727 ey T (35)

Tyto podminky lze prepsat do tvaru

o COS (; o cos Y;
i =U+p, <Sin90i> Vi=V+p, (Sinwi) ;

cos;\ cos(p; — )
V+m<ww)—a+mmU+m<mwﬁﬁQ,

kde @1, ..., on, VY1, ..., Y, jsou néjaka redlna cisla.
Diky regularité tulohy obdrzime

V=a+B(p)U,p,=p, =p, (Z?j;ﬁ:) = (Z?I?((Z; :g;) proi=1,2,...,n.

7 poslednich vztahu opét diky regularité dostavame ¢; = ¢; — f proi =1,2, ..., n.
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Resend uloha je tedy ekvivalentni uloze, v niz vektor (X1, ..., X/, Y, ..., Y ) mé
normalni rozdéleni se stredni hodnotou

COS ©;
E(X;) =i =U+p (Sinz) :

E(Y;) =vi=a+B(B)U+p (Z?I?((:g: : g?) ’

a kovarian¢ni matici stejnou jako v predchozim pripadé.
Rozvinme postupné funkce

COS ©; cos(p; — )
do Taylorovych fad o stfedech postupné (po, ¢?), (B30, U°), (po, Bo, ©}); zanedbejme
¢leny druhého a vyssich fddu. Dostaneme

COSY; ) . [ Pop; S Py COS ¢ —po sin ¢, .
o) = (i)« () o () o

B(3)U = ~B( + AU + B(S + 5)U°3 + B(5)U

p (cos(gpi — ﬁ)) B
sin(p; — )
cos(ip; — o) —sin(¢; — fo) —sin(¢! — o) [, o
. + 7 - i - .
(b =) o ot ) == (i ) et =
Neznamymi parametry nového modelu budou ,,posunuti” v kalibrac¢ni funkci a,
stted ,,prvni” kruznice U, spole¢ny polomér obou kruznic p, parametr ,,otoc¢eni”

druhé kruznice oproti prvni kruznici § a uhly @1, ..., p,, které sviraji pruvodice
bodu lezicich kruznici k(U, p,,) s osou .
Diky predchozim vztahtim dostaneme pii oznaceni R(y) = (2?1: g) zAapisy

PR(p:) = —po R(= 5t #0) + R()p+ poR(= 5 T ©0)i,
B(p)U = —B( + B)U°6, + B( 5 + B)U°B + B(5))U
pR(p; — ) =

=R(p) — Bo)p + poR( + ) — Bo) (i — B) — poR( + ) — Bo) (] — Bo)-
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Odtud

E(X;) = U+ pR(g;) = PO%R( +¢)) + (09, I, R(¢)), 021, POR( +¢Y))

2o Cw

E(Y;) =vi=a+B(8)U + PR(%‘ - pB) =
= —B(5 +B)U%0 — pR(5 + ¢ — o) () — Bo) + at
+B()U + R — fo)p+ [B(5 + AU’ = poR(S + ¢! — )]+
[poR( +¢7 = Bo)les

Oznacme K; = —B(5 + 3)U°6y — poR(5 + ¢} — 0o) (¢ — o),
L, = ( +ﬁ)UO — poR(5 + ¢? — ). Potom

a
U
E(Y;) =K; + (I, B(5), R(¢) — o), Z’pOR( +¢)—=060) | p
B
i
Disledek 3.7. Ozna¢me symbolem C matici
09 I, R(¢?) 021 poR(5 + ¢7) 021 e 021
02 I, R(¢9) 021 021 poR(5 + ¥Y) - 021
02 12 R((p?l) 02,1 0271 02 . /)QR(% + @2)
I, B(B) R(¢)—00) Li poR(5+ ¢! — o) 02,1 02,1
I, B(f) R(gd—05) Lo 021 poR(5 + ©3—Bo) ... 021
I, B(6) R(gp —0o) Ly 02,1 02,1 . poR(5 + ¢ — fo)

Pouzitim vztaht z predchozi poznamky lze vyraz (3.2) pii respektovani podminek

(3.5) prepsat do priblizného tvaru
X1 + poeiR(5 + ¢Y)

a
X + posR(5 + ¢3) U
: P
X+ poSR(5 +@0) | Pl (LoZx 0
Y, - K, ~NC 1|’ 02, L, ®Xy ’ (3.6)
Yg — K2 P2
Y, K, “n
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v némyz piibliznost se tyka stfednich hodnot. Model (3.6) je hledany zobecnény
Gaussuv-Markovuv model, v [7] je nazvany modelem nepiimého méreni. Upfesnéme,
ze pro parametry vy, Vs, ..., v, plati ziejma podminka v; = a + B(5) ;.
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Zaver

Prace se zabyva modely vicerozmérné kalibrace a je rozdélena na tii ¢asti. Prvni
je vénovana teorii, konkrétné nékterym linearnim modelum métreni, MINQUE od-
hadium a postupu Kenwarda a Rogera pro konstrukei konfiden¢ni oblasti.

Druha c¢ast se zabyva trojrozmérnym kalibraé¢nim modelem s kalibrac¢ni funkei
v linedrnim vztahu. Na zdkladé analogie s modely netuplného nepiimého méreni
s podminkami II. typu na parametry 1. fadu jsou odvozeny odhady nezndmych para-
metru modelu, konkrétné stiednich hodnot a kalibracni funkce, véetné kovariacnich
matic téchto odhadu za predpokladu znamé kovariaéni matice modelu. V repliko-
vaném kalibracnim modelu lze navic odhadnout parametry kovaria¢ni matice mo-
delu. V praci je k tomuto ucelu pouzita metoda MINQUE. Dale je za predpokladu
neznamé kovariacni matice modelu zkonstruovana konfidenc¢ni oblast pro vektor pa-
rametru kalibracni funkce a pro dvé konkrétni linedrni kombinace parametru ka-
libra¢ni funkce. Vyuzili jsme postupu Kenwarda a Rogera, ktery odhad kovaria¢ni
matice zpTesnuje a odvozuje statistiku, kterd ma aproximativné F-rozdéleni.

Odvozené vztahy jsme naprogramovali v programu Matlab a procedur vyuzili
k malé simulacni studii pro ovéreni aproximativnich vlastnosti konfidenc¢nich oblasti.
Simulace potvrdily teoretické ivahy. Navic se ukazalo, ze zalezi na volbé kovarianéni
matice.

Treti ¢ast je vénovana dvéma specidlnim piipadum dvojrozmérné kalibrace.
V prvnim predpokladame, ze kalibra¢ni funkce zachovava objekty, tedy Ze matice
transformace je ortonormélni s determinantem rovnym jedné. V druhém piipade
navic predpoklame, ze objekt je specifikovan, konkrétné uvazujeme kruznici. Druhy
pripad lze rozsitit i na dalsi konkrétni objekty.

Dalsim pfirozenym pokracovanim prace je rozsitit postup uvedeny v kapitole 2
(pro trojrozmérnou kalibraci) pro vétsi dimenzi i zobecnit pro dimenzi d. Vyzaduje
to vice formalizmu a pocitani. Dale provést rozsahlejsi simula¢ni studii. V neposledni
fadé vyjadrit odhad parametru inverzni kalibra¢ni funkce a popsat jeji vlastnosti.

Struény prehled dosazenych vysledku

e Vypocet odhadu neznamych parametru v trojrozmérném nereplikovaném ka-
libraé¢nim modelu se zndmou kovariaéni matici a kovaria¢nich matic téchto

odhadu.
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Vypocet odhadu neznamych parametri v trojrozmérném replikovaném ka-
libra¢nim modelu se znamou kovaria¢ni matici a kovariacnich matic téchto

odhadu.

Vypocet odhadu neznamych parametri kovariacni matice v trojrozmérném
replikovaném kalibracnim modelu s neznamou kovariaéni matici a kovariacni
matice tohoto odhadu.

Vypocet konfidencni oblasti pro vektor parametru kalibra¢ni funkce v troj-
rozmérném replikovaném kalibra¢nim modelu s neznamou kovaria¢ni matici.

Vypocet konfidenéniho intervalu pro jednotlivé slozky vektoru parametru ka-
librac¢ni funkce v trojrozmérném replikovaném kalibra¢nim modelu s nezndmou
kovaria¢ni matici.

Vypocet konfidenéni oblasti pro linearni funkci prvku vektoru parametru ka-
libra¢ni funkce v trojrozmérném replikovaném kalibra¢nim modelu s neznamou
kovaria¢ni matici.

Vypocet odhadu neznamych parametru v dvojrozmérném nereplikovaném ka-
libracnim modelu se znamou kovariacni matici za predpokladu, ze kalibracni
funkce zachovava objekty - kalibrace identickych nespecifikovanych objektu.

Vypocet odhadu neznamych parametru v dvojrozmérném nereplikovaném ka-
libraé¢nim modelu se zndmou kovariaéni matici za predpokladu, ze kalibra¢ni
funkce zachovava objekty a ze tim objektem je kruznice - kalibrace identickych
specifikovanych objektu (kalibrace kruznic).
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Priloha

Seznam programu uvedenych na prilozeném CD

generuj.m

pocatek.m

nkalireplik.m

MINQUE.m

iterace.m

KRbod.m

KRvektor.m

KRkonfbod.m

simulace.m

Popis programui uvedenych na prilozeném CD

Generovani vysledki méteni z mnohorozmérného normélniho rozdéleni
[x,y]l=generuj(m)

m ...pocet replikaci

x,y ...matice vysledku prvniho a druhého méreni

Vypocet pocatecnich hodnot v trojrozmérném replikovaném kalibracnim modelu
[MO,B0,v0]=pocatek(x,y,m)

x,y ...matice vysledku prvniho a druhého méreni

m ...pocet replikaci

My ...pocatecni odhad stFedni hodnoty prvniho méfeni (viz vzorec (2.18))

By ... pocéteéni odhad matice tranformace z kalibra¢ni funkce (viz vzorec (2.19))
¥y ...pocatetni odhad vektoru komponent kovarianéni matice (viz vzorec (2.20))

Odhady parametru v trojrozmérném replikovaném kalibra¢nim modelu
[oM,oN,a,B]=nkalireplik(x,y,m,B0,M0,v0)
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x,y ...matice vysledku prvniho a druhého méreni

m ...pocet replikaci

My ...pocatecni odhad stredni hodnoty prvniho méteni

... pocatecni odhad matice tranformace kalibra¢ni funkce

... pocateéni odhad vektoru komponent kovarianéni matice
...odhad matice stfednich hodnot prvniho méfeni (viz vzorec (2.6))
N ...odhad matice stfednich hodnot druhého méfen{ (viz vzorec (2.7))
a,B ...odhad parametri kalibracni funkce (viz vzorec (2.8))

23w

Odhad vektoru neznamych komponent kovariacni matice v trojrozmérném repliko-
vaném kalibra¢nim modelu pomoci metody MINQUE a kovariacni matice tohoto
odhadu

[ov,varov]=MINQUE(x,y,m,oM,oN,oB,v0)

x,y ...matice vysledku prvniho a druhého méreni

m ...pocet replikaci

M, N ...odhad matic stfednich hodnot

B ...odhad parametru kalibra¢ni funkce

Yy ...pocatecni odhad vektoru komponent kovariancéni matice

~

¥ ... odhad vektoru komponent kovarian¢n{ matice (viz vzorec (2.9))

var(¥) ...kovarian¢ni matice odhadu vektoru komponent kovarian¢ni matice (viz
vzorec (2.10))

Iterativni odhad parametru v trojrozmérném replikovaném kalibraénim modelu s
neznamou kovariac¢ni matici

[oM,0N,a,B,ov,varov]=iterace(x,y,m)

x,y ...matice vysledku prvniho a druhého méreni

m ...pocet replikaci

M ...odhad matice stiednich hodnot prvniho méfeni (viz vzorec (2.6)
N ...odhad matice stfednich hodnot druhého méfeni (viz vzorec (2.7)
a,B ...odhad parametri kalibracni funkce (viz vzorec (2.8))

9 ... odhad vektoru komponent kovarianén{ matice (viz vzorec (2.9))
var(9) ... kovarianéni matice odhadu vektoru komponent kovarianéni matice (viz
vzorec (2.10))

)
)

Vypocet parametru pro konstrukei konfidenéni oblasti pro linearni funkci vektoru
parametru podle postupu Kenwarda a Rogera

[m*,lam]=KRbod (B0, ov,varov)

9 ...odhad vektoru komponent kovarianéni matice

var(@) ... kovarian¢ni matice odhadu vektoru komponent kovariancéni matice

By ...pocateéni odhad matice tranformace z kalibracni funkce

m* ...odhad druhého stupné volnosti v F-rozdéleni (viz vzorec (2.14))
A ...odhad multiplikativni konstanty (viz vzorec (2.15))
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Vypocet parametru pro konstrukci konfidenéni oblasti pro vektor parametru podle
postupu Kenwarda a Rogera

[m*,lam]=KRvektor (BO,ov,varov)

9 ...odhad vektoru komponent kovarianéni matice

var(@) ... kovarian¢ni matice odhadu vektoru komponent kovarianc¢ni matice

By ...pocatecni odhad matice tranformace z kalibracni funkce

m* ...odhad druhého stupné volnosti v F-rozdéleni (viz vzorec (2.11))
A ...odhad multiplikativni konstanty (viz vzorec (2.12))

Ovéreni konstrukce konfidencni oblasti pro linedrni funkci vektoru parametru ka-
libracni funkce

[F*,Fm*]=KRkonfbod (xx,m)

m ...pocet replikaci

xx ...soufadnice konkrétniho bodu

Fx ... hodnota testové statistiky (viz vzorec (2.16))

Fmx ... kvantil F-rozdéleni o 3, m* stupnich volnosti

Vysledek simulace
[ppl=simulace
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