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Školitel: Prof. RNDr. Gejza Wimmer, DrSc.

Rok obhajoby: 2009
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Abstrakt

Předložená dizertačńı práce je věnována model̊um v́ıcerozměrné kalibrace. Podrobněji
řečeno se zabývá trojrozměrným a dvojrozměrným kalibračńım modelem.

Práce obsahuje tři kapitoly a jeden dodatek. Kapitola 1 obsahuje stručný přehled
teoretických východisek souvisej́ıćıch s tématem práce. Konkrétně je věnována de-
finici a vlastnostem Kroneckerova součinu matic, definici některých základńıch li-
neárńıch model̊u měřeńı a některých odvozených lineárńıch model̊u měřeńı, od-
had̊um neznámých parametr̊u v daných modelech a určeńı jejich přesnosti, od-
had̊um parametr̊u neznámé kovariačńı matice modelu pomoćı metody MINQUE
v některých základńıch lineárńıch modelech a jejich odvozeńı pro speciálńı lineárńı
modely měřeńı. Posledńı podkapitola shrnuje Kenward̊uv-Roger̊uv odhadovaćı po-
stup, který slouž́ı pro aproximaci rozděleńı odhadu parametr̊u modelu při neznámé
kovariančńı matici.

V kapitole 2 je definován trojrozměrný nereplikovaný i replikovaný kalibračńı
model. V obou př́ıpadech jsou odvozeny odhady neznámých parametr̊u modelu, tj.
odhady středńıch hodnot a parametr̊u kalibračńı funkce, při známé kovariačńı matici
a určeńı jejich přesnosti. V replikovaném kalibračńım modelu při neznámé kovariačńı
matici jsou nav́ıc pomoćı metody MINQUE odhadnuty parametry této kovariančńı
matice a odvozena přesnost těchto odhad̊u a dále s využit́ım postupu Kenwarda
a Rogera jsou vyjádřeny konfidenčńı oblasti, a to pro vektor parametr̊u kalibračńı
funkce i pro dvě vybrané lineárńı funkce parametr̊u kalibračńı funkce. Závěr kapitoly
je věnován malé simulačńı studii ověřeńı aproximativńıch vlastnot́ı rozděleńı.

Kapitola 3 definuje dvojrozměrný nereplikovaný model. Odvozuje odhady para-
metr̊u modelu za předpokladu, že kalibračńı funkce zachovává objekty (matice trans-
formace je ortonormálńı s determinantem rovným 1) - kalibrace identických nespe-
cifikovaných objekt̊u. Dále se odvozuj́ı odhady parametr̊u modelu za předpokladu,
že objekt je specifikován a je j́ım kružnice.

Programy k zrealizováńı malé simulačńı studie, která je součást́ı dizertačńı práce,
byly napsány v softwaru MATLAB a lze je nalézt na přiloženém CD.



Abstract

The present thesis is concerned with multicalibration models. More precisely, it deals
with three- and two-dimensional calibration models.

It consists of three chapters and one appendix. Chapter 1 brings an overview
of the theoretical concepts related to the subject of the thesis. In particular, it is
concerned with the definition and properties of the Kronecker matrix product, the
definition of some basic linear measurement models and some derived linear measu-
rement models, estimators of the unknown parameters in particular models and the
determination of their dispersion, estimators of the parameters of an unknown co-
variance model matrix based on the MINQUE methods in some basic linear models
and their derivation for special linear measurement models. The last sub-chapter
summarizes the Kenward-Roger estimation procedure used to approximate the dis-
tribution of model parameter estimators with unknown covariance matrix.

Chapter 2 defines 3D non-replicated and replicated calibration models. For both
types, estimators are derived of the unknown parameters of a model, that is, estima-
tors of the mean values and parameters of the calibration function if the covariance
matrix is known with their dispersions determined. In a replicated calibration model
with unknown covariance matrix, moreover, the MINQUE method is used to esti-
mate the parameters of this covariance matrix and determine the dispersions of such
estimators and next, using the Kenward and Roger procedure, the confidence areas
are determined both for the vector of the calibration function parameters and for
two selected linear functions of the parameters of the calibration function. The last
part of the chapter deals with a small simulation study to verify the approximation
properties of the distribution.

Chapter 3 defines a two-dimensional non-replicated model. It derives estimators
of the parameters of the model provided that the calibration function preserves
objects (the transformation matrix is orthogonal with the determinant equal to 1)
- calibration of identical non-specified objects. Next estimators are derived of the
parameters of the model if the object is specified as a circle.

The computer programs implementing the small simulation study are written in
MATLAB and can be found on the enclosed CD.
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2.2.2 Konfidenčńı oblasti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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Úvod

Kalibrace je pojem, s kterým se často setkáváme, zejména v technické praxi. Snad
nejčastěji v souvislosti s kalibrováńım př́ıstroj̊u. Pro matematický popis (sestaveńı
modelu) kalibrace však nemuśı j́ıt jenom o dvě měřeńı na r̊uzných př́ıstoj́ıch, ale i o
dvě měřeńı źıskaná r̊uznými metodami či za r̊uzných podmı́nek.

Ćıle zkoumáńı v kalibraci jsou dva. Prvńı je naj́ıt vztah mezi měřeńımi - tzv.
kalibračńı funkci. Druhým je stanovit predpis, jak určit skutečnou (bezchybnou)
hodnotu měřeńı a ,,nejistotu” tohoto určeńı, když měř́ıme nakalibrovaným př́ıstojem.

Pro vyjádřeńı odhadu parametr̊u modelu rozlǐsujeme dvě situace. Prvńı, když
jedno měřeńı je pevné (přesné, bezchybné) a druhé je realizaćı náhodné veličiny či
náhodného vektoru, potom se v podstatě jedná o regresńı úlohu. Druhou je situace,
kdy obě měřeńı považujeme za realizace náhodné veličiny či náhodného vektoru, tj.
oboj́ı měř́ıme s nějakou nepřesnost́ı.

Podle počtu stanovených veličin u jednotlivých měřeńı rozlǐsujeme kalibraci jed-
norozměrnou či v́ıcerozměrnou.

Podle toho, zda měřeńı můžeme opakovat rozlǐsujeme modely kalibrace repliko-
vané a nereplikované.

Byly navrženy r̊uzné modely jednorozměrné kalibrace, kde jedno měřeńı považu-
jeme za ,,bezchybné”. Jedny z prvńıch model̊u popisuj́ı Eisenhart (1939) a Krutchkoff
(1967), přehledně jsou popsány např. v [15], kde nav́ıc kromě odhad̊u parametr̊u
kalibračńı funkce je navržen i odhad inverzńı kalibračńı funkce.

Vı́cerozměrné modely kalibrace, kde jedno měřeńı je ,,bezchybné” jsou popsány
např. v [2].

Jednorozměrný model, kde obě měřeńı jsou s chybami, tzv. model komparativńı
kalibrace, je podrobně popsán např. v [7, 3]. V [20, 21, 22] jsou i odhady inverzńı
kalibračńı funkce.

V práci se budeme zabývat v́ıcerozměrným komparativńım kalibračńım mode-
lem, tj. obě měřeńı jsou zat́ıžena chybami. Budeme předpokládat kalibračńı funkci
v lineárńım tvaru. Ćılem práce je naj́ıt odhady neznámých parametr̊u modelu, určit
přesnost těchto odhad̊u (kovariančńı matice), dále v replikovaném kalibračńım mo-
delu vyjádřit odhad neznámých komponent kovariačńı matice modelu a zkonstruovat
konfidenčńı oblasti pro vektor parametr̊u kalibračńı funkce či jej́ı lineárńı kombinaci
v př́ıpadě, že neznáme kovariačńı matici měřeńı. Pro výpočet konfidenčńı oblasti
při neznámé kovariačńı matici se aplikuje postup Kenwarda-Rogera (viz. [5]), který
navrhuje odhad kovariačńı matice a s využit́ım ,,zpřesněné” kovariačńı matice uvád́ı
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statistiku, která má aproximativně F -rozděleńı.
Bezprostředńı motivaćı pro trojrozměrnou kalibraci byly dvě úlohy. Prvńı z ob-

lasti genetiky, konkrétně měřeńı prostorových souřadnic bod̊u na šroubovici DNA
(gen̊u) ze dvou r̊uzných poloh a určeńı vztahu mezi těmito měřeńımi. Výsledku se
využ́ıvá na určeńı prostorových souřadnic bod̊u (gen̊u), které můžeme určit pouze
z jedné pozice. Druhá úloha je z fotogrammetrie, kde jde o nalezeńı vztahu mezi
měřeńımi polohy předmětu ze dvou r̊uzných pozic. Speciálně pro konstrukci map. Sa-
mozřejmě předložená práce umožňuje řešit širokou škálu (zejména) trojrozměrných
kalibračńıch úloh.
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Použité značeńı

· vecA - vektor ze sloupc̊u matice A uspořádaných pod sebe v přirozeném
pořad́ı

· A ⊗ B - Kronecker̊uv součin matic A a B (v pojet́ı definice 1)

· In - n-rozměrná jednotková matice

· I - jednotková matice vhodného typu

· 1n - n-rozměrný sloupcový vektor jedniček

· PA - projekčńı matice na ortogonálńı doplněk prostoru sloupc̊u matice A

· M(A) - lineárńı obal sloupc̊u matice A

· TrA - stopa matice A

· h(A) - hodnost matice A

· A′ - transponovaná matice k matici A

· A+ - Mooreova-Penroseova pseudoinverzńı matice k matici A

· nek - n-rozměrný vektor nul s jedničkou na k-té pozici

· nEkk - n-rozměrná čtvercová matice nul s jedničkou na pozici k, k

· 0k - k-rozměrná čtvercová matice nul

· 0k,n - matice nul typu (k, n)

· {A}•,i - i-tý sloupec matice A

· {A}i,• - i-tý řádek matice A

· Y ∼ (Xβ,Σ) - náhodný vektor Y se středńı hodnotou Xβ a kovariačńı ma-
tićı Σ

· SA - kriteriálńı matice (v pojet́ı definice 10)
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Kapitola 1

Teoretická východiska

1.1 Kronecker̊uv součin

Definice 1. Mějme matici A typu (m,n) a matici B typu (r, s). Jejich Kronecke-
rovým součinem A ⊗ B je blokově zapsaná matice typu (mr, ns):

A ⊗ B =











a11B a12B . . . a1nB

a21B a22B . . . a2nB
...

...
. . .

...
am1B am2B . . . amnB











.

Nı́že uvád́ıme některé vlastnosti Kroneckerova součinu matic. Důkazy vět 1.1 -
1.4 jsou např. v [4, str. 122 - 125].

Věta 1.1. Necht’ matice A je typu (m,n), matice C je typu (n, k), matice B typu
(p, r) a matice D typu (r, s). Potom plat́ı:

(A ⊗ B)(C ⊗ D) = AC ⊗ BD.

Věta 1.2. Necht’ A a B jsou regulárńı matice. Potom jejich Kronecker̊uv součin
A ⊗ B je také regulárńı matice a plat́ı:

(A ⊗ B)−1 = A−1 ⊗ B−1.

Věta 1.3. Necht’ A a B jsou libovolné matice, potom

(A ⊗ B)′ = A′ ⊗ B′.

Věta 1.4. Necht’ matice A a B jsou symetrické, potom jejich Kronecker̊uv součin
A ⊗ B je také symetrická matice.

Lemma 1.5. Necht’ matice A je typu (m,n), matice B je typu (n, k) a matice C

typu (k, l). Potom plat́ı:

vecABC = (C′ ⊗ A)vecB.

11



D̊ukaz. Rozepsáńım tvrzeńı lehce dokážeme.

Lemma 1.6. Necht’ matice A je typu (m,n) a matice B je typu (n,m). Potom plat́ı:

TrAB = (vecB′)′vecA.

D̊ukaz. Rozepsáńım tvrzeńı lehce dokážeme.
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1.2 Modely měřeńı

1.2.1 Některé základńı lineárńı modely měřeńı

Definice 2. Necht’ β je k-rozměrný reálný vektor, X reálná matice typu (n, k)
s vlastnost́ı h(X) = k ≤ n, Σ pozitivně definitńı n-rozměrná reálná matice a Y

n-rozměrný náhodný vektor se středńı hodnotou Xβ a kovariačńı matićı Σ. Potom
trojici (Y,Xβ,Σ) nazýváme model nepř́ımého měřeńı a zapisujeme ho ve tvaru

Y ∼ (Xβ,Σ). (1.1)

Definice 3. Necht’ Y ∼ (Xβ,Σ) je model nepř́ımého měřeńı a necht’ X = I. Potom
trojici (Y,β,Σ) nazýváme model př́ımého měřeńı a zapisujeme ho ve tvaru

Y ∼ (β,Σ). (1.2)

Definice 4. Necht’ β1 je k1-rozměrný reálný vektor, β2 je k2-rozměrný reálný vektor,
b je q-rozměrný reálný vektor, B1 je reálná matice typu (q, k1) a B2 je reálná matice
typu (q, k2) s vlastnostmi h(B1,B2) = q ≤ k1 + k2, h(B2) = k2 ≤ q. Dále necht’ X

je reálná matice typu (n, k1) s vlastnost́ı h(X) = k1 ≤ n, Σ je pozitivně definitńı n-
rozměrná reálná matice a Y je n-rozměrný náhodný vektor se středńı hodnotou Xβ1

a kovariačńı matićı Σ. Potom trojici (Y,Xβ1,Σ) s podmı́nkami b+B1β1+B2β2 = 0

nazýváme (regulárńı) model neúplného nepř́ımého měřeńı s podmı́nkami II. typu na
parametry 1. řádu a zapisujeme ho ve tvaru

Y ∼ (Xβ1,Σ), b + B1β1 + B2β2 = 0. (1.3)

Věta 1.7. Necht’ (1.3) je (regulárńı) model neúplného nepř́ımého měřeńı s podmı́n-

kami II. typu na parametry 1. řádu. Označme

(

Q11 Q12

Q21 Q22

)

=

=

(

B1(X
′Σ−1X)−1B′

1 B2

B′
2 0

)−1

. Potom nejlepš́ı nestranný lineárńı odhad parametr̊u

β1,β2 je
(

ˆ̂
β1

ˆ̂
β2

)

= −

(

(X′Σ−1X)−1B′
1Q11

Q21

)

b +

(

I − (X′Σ−1X)−1B′
1Q11B1

−Q21B1

)

β̂1,

kde β̂1 = (X′Σ−1X)−1X′Σ−1Y; kovariačńı matice odhadu je

var

(

ˆ̂
β1

ˆ̂
β2

)

=

(

var(
ˆ̂
β1) cov(

ˆ̂
β1,

ˆ̂
β2)

cov(
ˆ̂
β2,

ˆ̂
β1) var(

ˆ̂
β2)

)

,

kde

var(
ˆ̂
β1) = (X′Σ−1X)−1 − (X′Σ−1X)−1B′

1Q11B1(X
′Σ−1X)−1,

var(
ˆ̂
β2) = −Q22,

cov(
ˆ̂
β2,

ˆ̂
β1) = −Q21B1(X

′Σ−1X)−1.

13



D̊ukaz. Viz. [7, str. 129].

Definice 5. Necht’ Y ∼ (Xβ1,Σ), b + B1β1 + B2β2 = 0 je model neúplného
nepř́ımého měřeńı s podmı́nkami II. typu na parametry 1. řádu a necht’ X = I.
Potom trojici (Y,β1,Σ) s podmı́nkami b + B1β1 + B2β2 = 0 nazýváme model
neúplného př́ımého měřeńı s podmı́nkami II. typu na parametry 1. řádu a zaṕı̌seme
ho ve tvaru

Y ∼ (β1,Σ), b + B1β1 + B2β2 = 0. (1.4)

Věta 1.8. Necht’ (1.4) je model neúplného př́ımého měřeńı s podmı́nkami II. typu

na parametry 1. řádu. Označme

(

Q11 Q12

Q21 Q22

)

=

(

B1ΣB′
1 B2

B′
2 0

)−1

. Potom nejlepš́ı

nestranný lineárńı odhad parametr̊u β1,β2 je
(

β̂1

β̂2

)

= −

(

ΣB′
1Q11

Q21

)

b +

(

I − ΣB′
1Q11B1

−Q21B1

)

Y;

kovariačńı matice odhadu je

var

(

β̂1

β̂2

)

=

(

var(β̂1) cov(β̂1, β̂2)

cov(β̂2, β̂1) var(β̂2)

)

,

kde

var(β̂1) = Σ − ΣB′

1Q11B1Σ,

var(β̂2) = −Q22,

cov(β̂2, β̂1) = −Q21B1Σ.

D̊ukaz. Plyne z věty 1.7 volbou X = I.

Lemma 1.9. Necht’ W je pozitivně definitńı matice typu (n, n) a A je matice typu
(n, k) s hodnost́ı h(A) = k. Potom matice

(

W A

A′ 0

)

je regulárńı a jej́ı inverze je
(

W A

A′ 0

)−1

=

=

(

W−1 − W−1A(A′W−1A)−1A′W−1, W−1A(A′W−1A)−1

(A′W−1A)−1A′W−1, −(A′W−1A)−1

)

.

D̊ukaz. Existence inverzńı matice plyne zřejmě z toho, že matice A′W−1A je re-
gulárńı. Tvar inverze se ověř́ı př́ımým výpočtem.

Poznámka. Matici
W−1 − W−1A(A′W−1A)−1A′W−1

můžeme zapsat ve tvaru (PAWPA)+, kde + označuje Mooreovu-Penroseovu pseu-
doinverzi, viz [16, str. 47].
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1.2.2 Dva speciálńı lineárńı modely měřeńı

V aplikačńıch úlohách rozlǐsujeme dvě situace: nereplikované a replikované měřeńı.
V předchoźı kapitole jsme se zabývali nereplikovanými modely. Nyńı budeme uvažovat
modely, které využ́ıvaj́ı replikace, tj. možnosti nezávisle opakovat měřeńı. Repli-
kace nav́ıc umožňuj́ı odhadovat daľśı parametry, nejčastěji neznámé parametry ko-
variančńı matice (viz kapitola 1.3).

Definice 6. Necht’ Y1 ∼ (Xβ1,Σ),b + B1β1 + B2β2 = 0, . . . ,Ym ∼ (Xβ1,Σ),b +
B1β1+B2β2 = 0 jsou (regulárńı) modely neúplného nepř́ımého měřeńı s podmı́nkami
II. typu na parametry 1. řádu. Necht’ cov(Yi,Yj) = 0 pro i 6= j. Označme Y =
(Y′

1, . . . ,Y
′
m)′. Potom trojici (Y, (1m ⊗ X)β1, Im ⊗ Σ) s podmı́nkami b + B1β1 +

B2β2 = 0 nazýváme replikovaný neúplný nepř́ımý model měřeńı s podmı́nkami
II. typu na parametry 1. řádu a zapisujeme ho ve tvaru

Y ∼
[

(1m ⊗ X)β1, Im ⊗ Σ
]

, b + B1β1 + B2β2 = 0. (1.5)

Věta 1.10. Necht’ (1.5) je replikovaný neúplný nepř́ımý model měřeńı s podmı́nkami

II. typu na parametry 1. řádu. Označme Y = 1
m

∑m

j=1 Yj,

(

Q11 Q12

Q21 Q22

)

=

(

1
m
B1(X

′Σ−1X)−1B′
1 B2

B′
2 0

)−1

. Potom nejlepš́ı nestranný lineárńı odhad parametr̊u

β1,β2 je dán vztahem
(

ˆ̂
β1

ˆ̂
β2

)

= −

(

1
m

(X′Σ−1X)−1B′
1Q11

Q21

)

b +

(

I − 1
m

(X′Σ−1X)−1B′
1Q11B1

−Q21B1

)

β̂1,

kde β̂1 = (X′Σ−1X)−1X′Σ−1Y; kovariačńı matice odhadu je

var

(

ˆ̂
β1

ˆ̂
β2

)

=

(

var(
ˆ̂
β1) cov(

ˆ̂
β1,

ˆ̂
β2)

cov(
ˆ̂
β2,

ˆ̂
β1) var(

ˆ̂
β2)

)

,

kde

var(
ˆ̂
β1) =

1

m
(X′Σ−1X)−1 −

1

m2
(X′Σ−1X)−1B′

1Q11B1(X
′Σ−1X)−1,

var(
ˆ̂
β2) = −Q22,

cov(
ˆ̂
β2,

ˆ̂
β1) = −

1

m
Q21B1(X

′Σ−1X)−1.

D̊ukaz. Vyplývá z vlastnost́ı Kroneckerova součinu uvedených v kapitole 1.1 a z věty
1.7, kde

X → 1m ⊗ X, Σ → Im ⊗ Σ, Y → Y.

(X nahrad́ım 1m ⊗ X, Σ nahrad́ım Im ⊗ Σ, Y nahrad́ım Y).
Potom (X′Σ−1X)−1 → [(1′

m⊗X′)(Im⊗Σ)(1m⊗X)]−1 = 1
m

(X′Σ−1X)−1 a X′Σ−1Y →

(1′
m ⊗ X′)(Im ⊗ Σ)Y = (1′

m ⊗ X′Σ)Y =
∑m

i=1 X′Σ−1Yi = mX′Σ−1Y.
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Definice 7. Necht’ Y1 ∼ (Xβ1,Σ),b + B1β1 + B2β2 = 0, . . . ,Ym ∼ (Xβ1,Σ),b +
B1β1+B2β2 = 0 jsou (regulárńı) modely neúplného nepř́ımého měřeńı s podmı́nkami
II. typu na parametry 1. řádu. Necht’ cov(Yi,Yj) = 0 pro i 6= j. Označme Y =
1
m

∑m

j=1 Yj. Potom trojici (Y,Xβ1,
1
m
Σ) s podmı́nkami b + B1β1 + B2β2 = 0

nazýváme neúplný nepř́ımý model měřeńı s aritmetickými pr̊uměry a s podmı́nkami
II. typu na parametry 1. řádu a zapisujeme ho

Y ∼
[

Xβ1,
1

m
Σ
]

, b + B1β1 + B2β2 = 0. (1.6)

Věta 1.11. Necht’ (1.6) je neúplný nepř́ımý model měřeńı s aritmetickými pr̊uměry

a s podmı́nkami II. typu na parametry 1. řádu. Označme

(

Q11 Q12

Q21 Q22

)

=

(

1
m
B1(X

′Σ−1X)−1B′
1 B2

B′
2 0

)−1

. Potom nejlepš́ı nestranný lineárńı odhad parametr̊u

β1,β2 je

(

ˆ̂
β1

ˆ̂
β2

)

= −

(

1
m

(X′Σ−1X)−1B′
1Q11

Q21

)

b +

(

I − 1
m

(X′Σ−1X)−1B′
1Q11B1

−Q21B1

)

β̂1,

kde β̂1 = (X′Σ−1X)−1X′Σ−1Y; kovariačńı matice odhadu je

var

(

ˆ̂
β1

ˆ̂
β2

)

=

(

var(
ˆ̂
β1) cov(

ˆ̂
β1,

ˆ̂
β2)

cov(
ˆ̂
β2,

ˆ̂
β1) var(

ˆ̂
β2)

)

,

kde

var(
ˆ̂
β1) =

1

m
(X′Σ−1X)−1 −

1

m2
(X′Σ−1X)−1B′

1Q11B1(X
′Σ−1X)−1,

var(
ˆ̂
β2) = −Q22,

cov(
ˆ̂
β2,

ˆ̂
β1) = −

1

m
Q21B1(X

′Σ−1X)−1.

D̊ukaz. Vyplývá z věty 1.7, kde

X → X,Σ →
1

m
Σ,Y → Y.

Potom (X′Σ−1X)−1 → 1
m

(X′Σ−1X)−1;

X′Σ−1Y → X′( 1
m
Σ)−1Y = mX′Σ−1Y.

Poznámka. Odhady parametr̊u β1,β2 v modelu s aritmetickými pr̊uměry a v repli-
kovaném modelu jsou shodné.
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1.2.3 Ekvivalence model̊u

Definice 8. Mějme dva modely obsahuj́ıćı stejný neznámý vektor parametr̊u. Tyto
modely nazveme ekvivalentńı vzhledem k neznámému vektoru parametr̊u a zvolené
metodě, dále jen ekvivaletńı, když odhad neznámého vektoru parametr̊u zvolenou
metodou je v obou modelech totožný.

Uvažujme (regulárńı) model neúplného př́ımého měřeńı s podmı́nkami II. typu
na parametry 1. řádu (viz definice 5):

Y ∼ (β1,Σ), b + B1β1 + B2β2 = 0.

Připomeňme, že b je q-rozměrný reálný vektor, B1 je reálná matice typu (q, k1) a
B2 je reálná matice typu (q, k2) a vlastnost h(B2) = k2 ≤ q. Vektor b rozlož́ıme
na dva subvektory b1,b2 tak, že prvńı subvektor má rozměr q − k2, druhý k2.
Matice B1,B2 rozlož́ıme na dvě submatice: B′

1 = (B′
11,B

′
12), kde B12 má rozměr

(k2, k1) a B′
2 = (B′

21,B
′
22), kde B22 má rozměr (k2, k2) a nav́ıc bez újmy na obec-

nosti předpokládejme, že je regulárńı (oproti častěji použ́ıvanému výběru prvńıch k2

lineárně nezávislých sloupc̊u bereme posledńıch k2 sloupc̊u). Podmı́nky přeṕı̌seme
následovně:

(

b1

b2

)

+

(

B11

B12

)

β1 +

(

B21

B22

)

β2 = 0.

Dostáváme soustavu dvou systémů rovnic

b1 + B11β1 + B21β2 = 0,

b2 + B12β1 + B22β2 = 0.

Z druhé rovnice vyjádř́ıme

β2 = −B−1
22 b2 − B−1

22 B12β1.

Dosad́ıme do prvńı rovnice

b1 + B11β1 − B21B
−1
22 b2 − B21B

−1
22 B12β1 = 0

a uprav́ıme
b1 − B21B

−1
22 b2 + (B11 − B21B

−1
22 B12)β1 = 0.

Označme: b = b1−B21B
−1
22 b2, B = B11−B21B

−1
22 B12. Vzhledem k tomu, že matice B

je plné řádkové hodnosti (d̊ukaz viz. [6, str. 131]) dostáváme model úplného př́ımého
měřeńı s podmı́nkami I. typu na parametry 1. řádu (podrobněji v [7, str. 124]):

Y ∼ (β1,Σ), b + Bβ1 = 0.

Matici B rozlož́ıme na dvě submatice: B = (B1,B2), kde B2 má rozměr (q−k2, q−k2)
a nav́ıc bez újmy na obecnosti předpokládejme, že je regulárńı. Vektor β1 rozlož́ıme
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na dva subvektory γ1,γ2 tak, že prvńı subvektor má rozměr k1+k2−q, druhý q−k2.
Podmı́nku přeṕı̌seme do tvaru

b + (B1,B2)

(

γ1

γ2

)

= 0

nebo do tvaru
b + B1γ1 + B2γ2 = 0.

Odtud vyjádř́ıme
γ2 = −B−1

2 b − B−1
2 B1γ1.

Model úplného př́ımého měřeńı s podmı́nkami I. typu na parametry 1. řádu lze
zapsat

Y ∼

((

γ1

γ2

)

,Σ

)

, b + B1γ1 + B2γ2 = 0.

Zahrnut́ım podmı́nek do modelu dostáváme

Y ∼

((

γ1

−B−1
2 b − B−1

2 B1γ1

)

,Σ

)

,

úpravou

Y +

(

0

B−1
2 b

)

∼

((

I

−B−1
2 B1

)

γ1,Σ

)

.

Označme: β1,0 = −

(

0

B−1
2 b

)

, K1 =

(

I

−B−1
2 B1

)

. Vzhledem k tomu, že matice K1

je plné sloupcové hodnosti, dostáváme model nepř́ımého měřeńı:

Y − β1,0 ∼ (K1γ1,Σ).

Předchoźı postup je d̊ukazem následuj́ıćıho lemmatu:

Lemma 1.12. Model neúplného př́ımého měřeńı s podmı́nkami II. typu na parame-
try 1. řádu

Y ∼ (β1,Σ), b + B1β1 + B2β2 = 0

je ekvivaletńı s modelem nepř́ımého měřeńı

Y − β1,0 ∼ (K1γ1,Σ).
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1.3 MINQUE odhady

Metoda MINQUE slouž́ı k odhadu neznámé kovariančńı matice, resp. k odhadu
neznámých komponent kovariačńı matice či k odhadu lineárńı funkce těchto kompo-
nent. Název je zkratkou z anglického ,,minimum norm quadratic unbiased estima-
tor”. Budeme hledat odhady, které jsou kvadratické, invariantńı, nevychýlené a mi-
nimalizuj́ı normu matice (v našem př́ıpadě Euklidovskou normu matice). MINQUE
odhady zavedl Rao v roce 1970.

Uvažujme model nepř́ımého měřeńı Y ∼ (Xβ,Σ). Ekvivalentně lze model zapsat
Y = Xβ + ǫ, kde ǫ je náhodný vektor chyb. Vektor ǫ bývá často ve tvaru: ǫ =
U1ξ1 + · · · + Upξp, kde U1, . . . ,Up jsou známé matice, ξ1, . . . , ξp jsou náhodné
vektory s počty prvk̊u n1, . . . , np, pro které plat́ı

E(ξi) = 0, var(ξi) = ϑiI, kde ϑi > 0 pro i = 1, . . . , p

a cov(ξi, ξj) = 0 pro i, j = 1, . . . , p a i 6= j.

(Tento model bývá také nazýván modelem se smı́̌senými efekty).
Z předchoźıho obdrž́ıme

E(Y) = Xβ,

var(Y) = ϑ1U1U
′

1 + · · · + ϑpUpU
′

p = ϑ1V1 + · · · + ϑpVp = Σ,

kde Vi = UiU
′
i pro i = 1, . . . , p.

Předpokládejme, že známe přibližné (apriorńı) hodnoty ϑ0
1, . . . , ϑ

0
p neznámých

komponent ϑ1, . . . , ϑp.
Parametry kovariančńı matice modelu reparametrizujeme pomoćı vztah̊u

γi =
ϑi

ϑ0
i

, pro i = 1, . . . , p

odtud Wi =
√

ϑ0
i Ui, Ti = ϑ0

i Vi = WiW
′
i, ξi =

√

ϑ0
i ηi pro i = 1, . . . , p. Potom

kovariačńı matici lze zapsat ve tvaru

Σ = γ1T1 + · · · + γpTp.

Chceme odhadnout lineárńı funkci neznámých komponent

p
∑

i=1

giϑi =

p
∑

i=1

piγi.

Hledáme kvadratický odhad, tedy odhad ve tvaru Y′AY. Daľśımi přirozenými
požadavky na odhad jsou invariance a nestrannost. Kritériem pro nejlepš́ı odhad je
v tomto př́ıpadě minimalizace normy matice.
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a) Invariance (nezávislost na posunut́ı). Necht’ β0 ∈ Rp, zvolme βd = β − β0 ⇒
Yd = Xβd+ǫ = Xβ+ǫ−Xβ0 = Y−Xβ0. Požadujeme, aby odhad Y′

dAYd byl
pro všechna β ∈ Rp stejný jako Y′AY, což bude právě tehdy, když AX = 0

(viz [7, str. 97]).

b) Nestrannost ⇔ E(Y′AY) =
∑p

i=1 piγi. Na základě věty 15 z [1, str. 80] lze psát
E(Y′AY) = Tr{Avar(Y)}+E(Y′)AE(Y) = Tr{A

∑p

i=1 γiTi}+β′X′AXβ =
∑p

i=1 γiTr{ATi} =
∑p

i=1 piγi pro všechna γi > 0, i = 1, . . . , p. Odhad tedy
bude nestranný právě tehdy, když Tr{ATi} = pi pro všechna i = 1, . . . , p.

c) Minimalizace normy. Pokud by hypotetické proměnné ηi (měřeńı týkaj́ıćı se
neznámé komponenty γi) byly známé, potom přirozeným odhadem γi je η′

iηi/ni

(vzhledem k nulové středńı hodnotě) a dále přirozeným odhadem
∑p

i=1 piγi je

p1

n1

η′

1η1 + · · · +
pp

np

η′

pηp = η′∆η,

kde η′ = (η′
1, . . . ,η

′
p), ∆ =











q1

n1
In1

0 · · · 0

0 q2

n2
In2

· · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0
qp

np
Inp











(vzhledem k nekore-

lovanosti vektor̊u).

Můžeme psát Y′AY = (Xβ + ǫ)′A(Xβ + ǫ) = ǫ′Aǫ = η′W′AWη, kde W =
(W1, . . . ,Wp), nebot’ ǫ = Uξ = Wη, kde U = (U1, . . . ,Up), ξ = (ξ′

1, . . . , ξ
′
p)

′.
S odhadem η′W′AWη se chceme co nejv́ıc přibĺıžit přirozenému odhadu η′∆η,

proto budeme minimalizovat rozd́ıl těchto dvou č́ısel, neboli minimalizovat normu
rozd́ılu matic W′AW − ∆.

Definice 9. Odhad Y′AY, kde matice A minimalizuje normu ‖W′AW − ∆‖ za
podmı́nky AX = 0,Tr{ATi} = pi pro i = 1, . . . , p nazýváme kvadratický, inva-
riantńı, nevychýlený odhad s minimálńı normou (MINQUE odhad) parametrické
funkce

∑p

i=1 piγi.

Při volbě Euklidovské normy (‖B‖2 = součet čtverc̊u všech prvk̊u matice B,
‖B‖2 = Tr{BB′}) obdrž́ıme

‖W′AW − ∆‖
2

= Tr{(W′AW − ∆)(W′AW − ∆)′} =

= Tr{W′AWW′AW − 2W′AW∆ + ∆∆} = Tr{W′AWW′AW} − Tr{∆∆} =

= Tr{ATAT} − Tr{∆∆},

kde T =
∑p

i=1 WiW
′
i =

∑p

i=1 Ti. Výše uvedená rovnost vycháźı ze vztahu
Tr{W′AW∆} = Tr{AW∆W′} =

∑p

i=1 Tr{A pi

ni
WiW

′
i} =

∑p

i=1
pi

ni
pi = Tr{∆∆}.

Minimalizace normy se tedy zjednodušuje na minimalici stopy Tr{ATAT} za
podmı́nek AX = 0,Tr{ATi} = pi pro i = 1, . . . , p.

20



Podle [16, str. 91] odd́ılu (III) je minima dosaženo pro A =
∑p

i=1 λ
∗
i RTiR, kde

R = T−1 − T−1X(X′T−1X)−X′T−1 a kde λ∗i splňuj́ı
∑p

i=1 λ
∗
i Tr{RTiRTj} = pj.

Zpětná reparametrizace: Ti = ϑ0
i Vi, pi = ϑ0

i gi.
Minima je tedy dosaženo pro A =

∑p

i=1 λiRViR, kde λi splňuj́ı
∑p

i=1 λiTr{RViRVj} = gj a R = T−1 − T−1X(X′T−1X)−X′T−1.
Odhad lineárńı funkce

∑p

i=1 giϑi =
∑p

i=1 piγi je Y′AY = Y′
∑p

i=1 λiRViRY =
∑p

i=1 λiY
′RViRY =

∑p

i=1 λiQi = λ′Q, kde Qi = Y′RViRY pro i = 1, . . . , p,
λ′ = (λ1, . . . , λp),Q

′ = (Q1, . . . , Qp), přičemž vektor λ vyhovuje rovnici S′

Rλ = q,
kde q′ = (q1, . . . , qp).

Definice 10. Matici SR nazýváme kriteriálńı matice a jej́ı prvky jsou definovány
vztahem {SR}ij = Tr{RViRVj}.

Věta 1.13. Necht’ Y ∼ (Xβ,Σ) je model nepř́ımého měřeńı a necht’ kovariačńı
matice je v součtovém tvaru, tj. Σ =

∑p

i=1 ϑiVi. Označme Σ0 =
∑p

i=1 ϑ
0
i Vi. Potom

(a) Funkce g(ϑ) = g
′ϑ =

∑p

i=1 giϑi je nestranně kvadraticky a invariantně odhad-
nutelná právě tehdy, když

g ∈ M(S(PXΣ0PX)+).

(b) Jestlǐze funkce g(·) splňuje podmı́nku z (a), potom MINQUE této funkce je

ˆg′ϑ =

p
∑

i=1

λiY
′(PXΣ0PX)+Vi(PXΣ0PX)+Y,

kde vektor λ = (λ1, . . . , λp)
′ je řešeńım rovnice

S(PXΣ0PX)+λ = g.

Jestlǐze matice S(PXΣ0PX)+ je regulárńı (tzn. pozitivně definitńı), potom odhad
metodou MINQUE celého vektoru existuje a je

ϑ̂ = S−1
(PXΣ0PX)+







Y′(PXΣ0PX)+V1(PXΣ0PX)+Y
...

Y′(PXΣ0PX)+Vp(PXΣ0PX)+Y






.

(c) V př́ıpadě normality vektoru Y nav́ıc plat́ı, že kovariačńı matice odhadu ϑ̂ je

var(ϑ̂|ϑ0) = 2S−1
(PXΣ0PX)+ .

D̊ukaz. Důkaz viz [7, str. 101].
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Lemma 1.14. Necht’ Y ∼ (β1,Σ), b + B1β1 + B2β2 = 0 je model neúplného
př́ımého měřeńı s podmı́nkami II. typu na parametry 1. řádu, potom plat́ı
(1) (PK1

ΣPK1
)+ = B′

1Q11B1

(2) (PK1
ΣPK1

)+(Y − β1,0) = Σ−1(Y − β̂1),

kde K1,β1,0 je z lemmatu 1.12 a Q11, β̂1 je z věty 1.8.

D̊ukaz. Důkaz viz. [7, str. 194]

Poznámka. Vztahy plat́ı i při náhradě matice Σ matićı Σ0, muśıme však tuto
náhradu provést i ve vyjádřeńı matice Q11 a odhadu β̂1.

Lemma 1.15. Necht’ Y ∼ (β1,
1
m
Σ), b + B1β1 + B2β2 = 0 je model neúplného

př́ımého měřeńı s aritmetickými pr̊uměry a s podmı́nkami II. typu na parametry
1. řádu, potom plat́ı
(1) (PK1

ΣPK1
)+ = B′

1Q11B1

(2) (PK1
ΣPK1

)+(Y − β1,0) = Σ−1(Y − β̂1),

kde K1,β1,0 je z lemmatu 1.12, Q11 je z věty 1.8 a β̂1 je z věty 1.11 při volbě X = I.

D̊ukaz. Důkaz tvrzeńı (1) i (2) vycháźı z lemmatu 1.14 rozepsáńım a využit́ım defi-
nice Mooreovy-Penroseovy pseudoinverze.

Poznámka. Vztahy plat́ı i při náhradě matice Σ matićı Σ0, muśıme však tuto
náhradu provést i ve vyjádřeńı matice Q11 a odhadu β̂1.

Kombinaćı předchoźıho lemmatu a věty a využit́ım ekvivalence model̊u dostáváme
následuj́ıćı lemma.

Lemma 1.16. Necht’ Y ∼ (β1,Σ), b + B1β1 + B2β2 = 0 je model neúplného
př́ımého měřeńı s podmı́nkami II. typu na parametry 1. řádu a necht’ kovariačńı
matice je v součtovém tvaru, tj. Σ =

∑p

i=1 ϑiVi. Označme Σ0 =
∑p

i=1 ϑ
0
i Vi. Q11, β̂1

jsou z věty 1.8. Potom

(a) Funkce g(ϑ) = g
′ϑ =

∑p

i=1 giϑi je nestranně kvadraticky a invariantně odhad-
nutelná právě tehdy, když

g ∈ M(SB′

1
Q11B1

).

(b) Jestlǐze funkce g(·) splňuje podmı́nku z (a), potom MINQUE této funkce je

ˆg′ϑ =

p
∑

i=1

λi(Y − β̂1)
′Σ−1

0 ViΣ
−1
0 (Y − β̂1),

kde vektor λ = (λ1, . . . , λp)
′ je řešeńım rovnice

SB′

1
Q11B1

λ = g.
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Jestlǐze matice SB′

1
Q11B1

je regulárńı (tzn. pozitivně definitńı), potom MINQUE
celého vektoru existuje a je

ϑ̂ = S−1
B′

1
Q11B1







(Y − β̂1)
′Σ−1

0 V1Σ
−1
0 (Y − β̂1)

...

(Y − β̂1)
′Σ−1

0 VpΣ
−1
0 (Y − β̂1)






.

(c) V př́ıpadě normality vektoru Y nav́ıc plat́ı, že kovariačńı matice odhadu ϑ̂ je

var(ϑ̂|ϑ0) = 2S−1
B′

1
Q11B1

.

D̊ukaz. Na základě lemmatu 1.12 přeṕı̌seme model neúplného př́ımého měřeńı s pod-
mı́nkami II. typu na parametry 1. řádu (1.4) na model nepř́ımého měřeńı (1.1). Dále
aplikujeme větu 1.13 a lemma 1.14.

Věta 1.17. Necht’ Y ∼
[

(1m ⊗ X)β, Im ⊗ Σ
]

je replikovaný model neúplného
nepř́ımého měřeńı a necht’ kovariačńı matice je v součtovém tvaru, tj. Σ =

∑p

i=1 ϑiVi.
Označme Σ0 =

∑p

i=1 ϑ
0
i Vi, Y = 1

m

∑m

j=1 Yj, S = 1
m−1

∑m

j=1(Yj − Y)(Yj − Y)′.
Potom

(a) Funkce g(ϑ) = g
′ϑ =

∑p

i=1 giϑi je nestranně kvadraticky a invariantně odhad-
nutelná právě tehdy, když

g ∈ M((m− 1)SΣ
−1

0
+ S(PXΣ0PX)+).

(b) Jestlǐze funkce g(·) splňuje podmı́nku z (a), potom MINQUE této funkce je

ˆg′ϑ =

p
∑

i=1

λi[(m− 1)Tr(Σ−1
0 ViΣ

−1
0 S) +mY

′

(PXΣ0PX)+Vi(PXΣ0PX)+Y],

kde vektor λ = (λ1, . . . , λp)
′ je řešeńım rovnice

[(m− 1)SΣ
−1

0
+ S(PXΣ0PX)+ ]λ = g.

Jestlǐze matice (m−1)SΣ
−1

0
+S(PXΣ0PX)+ je regulárńı (tzn. pozitivně definitńı),

potom MINQUE celého vektoru existuje a je

ϑ̂ = [(m− 1)SΣ
−1

0
+ S(PXΣ0PX)+ ]−1γ̂,

kde γ̂ =







(m− 1)Tr(Σ−1
0 V1Σ

−1
0 S) +mY

′

(PXΣ0PX)+V1(PXΣ0PX)+Y
...

(m− 1)Tr(Σ−1
0 VpΣ

−1
0 S) +mY

′

(PXΣ0PX)+Vp(PXΣ0PX)+Y






,
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(c) V př́ıpadě normality vektoru Y nav́ıc plat́ı, že kovariačńı matice odhadu ϑ̂ je

var(ϑ̂|ϑ0) = 2[(m− 1)SΣ
−1

0
+ S(PXΣ0PX)+ ]−1.

D̊ukaz. Důkaz plyne z věty 1.13, kde Y → Y, X → 1m⊗X, Σ → Im⊗Σ. Podrobně
v [7, str. 139-142].

Věta 1.18. Necht’ Y ∼
[

(1m ⊗ I)β1, Im ⊗Σ
]

, b + B1β1 + B2β2 = 0 je replikovaný
model neúplného př́ımého měřeńı s podmı́nkami II. typu na parametry 1. řádu a
necht’ kovariačńı matice je v součtovém tvaru, tj. Σ =

∑p

i=1 ϑiVi. Označme Σ0 =
∑p

i=1 ϑ
0
i Vi, Y = 1

m

∑m

j=1 Yj, S = 1
m−1

∑m

j=1(Yj −Y)(Yj −Y)′. Q11, β̂1 jsou z věty
1.8. Potom

(a) Funkce g(ϑ) = g
′ϑ =

∑p

i=1 giϑi je nestranně kvadraticky a invariantně odhad-
nutelná právě tehdy, když

g ∈ M((m− 1)SΣ
−1

0
+ SB′

1
Q11B1

),

(b) Jestlǐze funkce g(·) splňuje podmı́nku z (a), potom MINQUE této funkce je

ˆg′ϑ =

p
∑

i=1

λi(m− 1)Tr{Σ−1
0 ViΣ

−1
0 S} +m(Y − β̂1)

′Σ−1
0 ViΣ

−1
0 (Y − β̂1),

kde vektor λ = (λ1, . . . , λp)
′ je řešeńım rovnice

[(m− 1)SΣ
−1

0
+ SB′

1
Q11B1

]λ = g.

Jestlǐze matice (m− 1)SΣ
−1

0
+ SB′

1
Q11B1

je regulárńı (tzn. pozitivně definitńı),
potom MINQUE celého vektoru existuje a je

ϑ̂ = [(m− 1)SΣ
−1

0
+ SB′

1
Q11B1

]−1γ̂,

kde γ̂ =







(m− 1)Tr{Σ−1
0 V1Σ

−1
0 S} +m(Y − β̂1)

′Σ−1
0 V1Σ

−1
0 (Y − β̂1)

...

(m− 1)Tr{Σ−1
0 VpΣ

−1
0 S} +m(Y − β̂1)

′Σ−1
0 VpΣ

−1
0 (Y − β̂1)






.

(c) V př́ıpadě normality vektoru Y nav́ıc plat́ı, že kovariačńı matice odhadu ϑ̂ je

var(ϑ̂|ϑ0) = 2[(m− 1)SΣ
−1

0
+ SB′

1
Q11B1

]−1.

D̊ukaz. Na základě lemmatu 1.12 s využit́ım označeńı K1,β1,0 přeṕı̌seme model
neúplného nepř́ımého měřeńı s podmı́nkami II. typu na parametry 1. řádu na model
nepř́ımého měřeńı (bez podmı́nek):

Y − (1 ⊗ I)β1,0 ∼
[

(1 ⊗ K1)γ,

p
∑

i=1

ϑi(I ⊗ Vi)
]

,
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Využit́ım věty 1.17 dostáváme:

ϑ̂ = [(m− 1)SΣ
−1

0
+ S(PK1

Σ0PK1
)+ ]−1γ̂ , kde

γ̂ =







(m − 1)Tr(Σ−1
0 V1Σ

−1
0 S) + m(Y − β1,0)

′(PK1
Σ0PK1

)+V1(PK1
Σ0PK1

)+(Y − β1,0)
...

(m − 1)Tr(Σ−1
0 VpΣ

−1
0 S) + m(Y − β1,0)

′(PK1
Σ0PK1

)+Vp(PK1
Σ0PK1

)+(Y − β1,0)






.

Nyńı aplikujeme lemma 1.15 a obdrž́ıme

ϑ̂ = [(m − 1)S
Σ

−1

0

+ SB1Q11B1
]−1γ̂,

kde γ̂ =







(m − 1)Tr(Σ−1
0 V1Σ

−1
0 S) + m(Y − β̂1)

′
Σ

−1
0 V1Σ

−1
0 (Y − β̂1)

...

(m − 1)Tr(Σ−1
0 VpΣ

−1
0 S) + m(Y − β̂1)

′
Σ

−1
0 VpΣ

−1
0 (Y − β̂1)






.
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1.4 Kenward̊uv-Roger̊uv odhadovaćı postup

Kenward̊uv-Roger̊uv odhadovaćı postup slouž́ı na konstrukci konfidenčńı oblasti pro
vektor parametr̊u (či lineárńı funkci prvk̊u vektoru parametru) v nepř́ımém modelu
měřeńı při neznámé kovariačńı matici. Vycháźı z odhadu kovariačńı matice (resp.
jej́ıch parametr̊u), který se zpřesňuje (viz [5]). Odvozuje se statistika, která má apro-
ximativně F -rozděleńı.

Uvažujme model nepř́ımého měřeńı

Y ∼ (Xβ,Σ).

Předpokládejme, že kovariančńı matice Σ je funkćı r neznámých parametr̊u, r-
rozměrného vektoru ϑ. Pokud budeme cht́ıt zd̊uraznit závislost kovariačńı matice na
neznámých parametrech, budeme psát Σ(ϑ). Nejprve odhadneme vektor neznámých
parametr̊u ϑ, č́ımž dostáváme i odhad kovariačńı matice Σ. Označ́ıme W = var(ϑ̂)
kovariačńı matici odhadu ϑ. Odhadnout neznámé parametry kovariačńı matice mů-
žeme např. metodou REML (popsanou v [5]). Pokud kovariačńı matice je v součtovém
tvaru, také např. metodou MINQUE uvedenou v kapitole 1.3. Označme Φ(ϑ) =
(X′Σ−1(ϑ)X)−1. Zpřesněńı této matice je dané vztahem

Φ̂A = Φ̂ + 2Φ̂

{ r
∑

i=1

r
∑

j=1

{W}ij(Qij − PiΦ̂Pj −
1

4
Rij)

}

Φ̂,

kde Pi = X′ ∂Σ−1

∂ϑi
X, Qij = X′ ∂Σ−1

∂ϑi
Σ∂Σ−1

∂ϑj
X, Rij = X′Σ−1 ∂2Σ

∂ϑi∂ϑj
Σ−1X a Φ̂ = Φ(ϑ̂).

Pokud kovariančńı matice je v součtovém tvaru, tj. Σ =
∑r

i=1 ϑiVi, kde Vi pro

i = 1, . . . , r jsou známé matice, potom vzhledem k rovnosti ∂2Σ
∂ϑi∂ϑj

= 0 je zpřesněńı

dáno vztahem

Φ̂A = Φ̂ −
r
∑

i=1

r
∑

j=1

{W}ij

∂2Φ

∂ϑi∂ϑj

.

Pokud nav́ıc předpokládáme př́ımý model měřeńı (X = I), pak Φ = Σ a

Φ̂A = Φ̂ = Σ̂.

Uvažujme l lineárńıch kombinaćı prvk̊u vektoru β: L′β, kde L je známá matice
typu (k, l). Označme

F =
1

l
(β̂ − β)′L(L′Φ̂AL)−1L′(β̂ − β).

V [5] je odvozeno, že λF má aproximativně F rozděleńı o l am∗ stupńıch volnosti,
kde
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λ =
m∗

E∗(m∗ − 2)
,

m∗ = 4 +
l + 2

lρ− 1
,

ρ =
V ∗

2E∗2 ,

V ∗ =
2

l

1 + c1B

(1 − c2B)2(1 − c3B)
,

E∗ = (1 −
A2

l
)−1,

c3 =
l + 2 − g

3l + 2(1 − g)
,

c2 =
l − g

3l + 2(1 − g)
,

c1 =
g

3l + 2(1 − g)
,

g =
(l + 1)A1 − (l + 4)A2

(l + 2)A2

,

B =
1

2l
(A1 + 6A2),

A1 =
r
∑

i=1

r
∑

j=1

{W}ijTr{ΘΦPiΦ}Tr{ΘΦPjΦ},

A2 =
r
∑

i=1

r
∑

j=1

{W}ijTr{ΘΦPiΦΘΦPjΦ},

Θ = L(L′ΦL)−1L.

Konfidenčńı oblast pro lineárńı funkci vektoru parametr̊u je dána vztahem

P (F ≤
1

λ
Fl,m∗(α)) = 1 − α.
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Kapitola 2

Trojrozměrný kalibračńı model

2.1 Nereplikovaný trojrozměrný kalibračńı model

Uvažujeme, že dvěma r̊uznými metodami měř́ıme 3 hodnoty (např. 3 souřadnice)
u n objekt̊u. Prvńı měřeńı jsou realizace n náhodných vektor̊u, u kterých předpo-
kládáme

Xi =





X1i

X2i

X3i



 ∼ N(µi,ΣX); i = 1, . . . , n,

kde µi =





µ1i

µ2i

µ3i



 ,ΣX =





σ2
1 0 0
0 σ2

2 0
0 0 σ2

3



. Druhé měřeńı je realizaćı n náhodných

vektor̊u s následuj́ıćımi předpoklady:

Yi =





Y1i

Y2i

Y3i



 ∼ N(νi,ΣY ); i = 1, . . . , n,

kde νi =





ν1i

ν2i

ν3i



 ,ΣY =





σ2
4 0 0
0 σ2

5 0
0 0 σ2

6



. Dále předpokládáme nekorelovanost prvńıho

a druhého měřeńı i měřeńı mezi objekty (jednotlivých vektor̊u). Tuto skutečnost
vyjádř́ıme následovně:

cov(Xi,Yj) = 0 ∀i, j = 1, . . . , n,

cov(Xi,Xj) = 0, cov(Yi,Yj) = 0 pro i 6= j.

Vektory pozorováńı můžeme uspořádat do matic

X =





X11, . . . , X1n

X21, . . . , X2n

X31, . . . , X3n



 , Y =





Y11, . . . , Y1n

Y21, . . . , Y2n

Y31, . . . , Y3n



 ,
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stejně tak i vektory středńıch hodnot

M =





µ11, . . . , µ1n

µ21, . . . , µ2n

µ31, . . . , µ3n



 , N =





ν11, . . . , ν1n

ν21, . . . , ν2n

ν31, . . . , ν3n



 .

Pomoćı operace vec (uspořádáńı jednotlivých vektor̊u matice pod sebe v přiro-
zeném pořad́ı) zaṕı̌seme model měřeńı ve tvaru:

(

vecX
vecY

)

∼

[

(

vecM
vecN

)

,

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)

]

s podmı́nkami na parametry

νi = a + Bµi pro i = 1, ..., n,

kde a =





a1

a2

a3



 , B =





b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33



 .

Podmı́nky na parametry lze zapsat ve tvaru

N = 1′

n ⊗ a + BM

nebo ve tvaru
vecN = 1n ⊗ a + (In ⊗ B)vecM.

Model je nelineárńı vzhledem k parametr̊um, protože ve vyjádřeńı podmı́nek
se vyskytuje součin parametr̊u B a M. Linearizaci provedeme vhodným rozvinut́ım
pomoćı Taylorova rozvoje okolo B0,M0 a členy s výrazy (In⊗δB)vec δM zanedbáme.
Dostáváme aproximaci podmı́nek ve tvaru

vecN ≈ 1n ⊗ a + (In ⊗ B0)vecM0 + (In ⊗ δB)vecM0 + (In ⊗ B0)vec δM,

kde δB = B − B0, δM = M − M0.
Vzhledem k lemmatu 1.5 můžeme psát

(In ⊗ δB)vecM0 = vec (δBM0In) = vec (I3δBM0) = (M0
′ ⊗ I3)vec δB.

Podmı́nky na parametry můžeme tedy přepsat do tvaru

(In ⊗ B0)vecM0 + (In ⊗ B0,−I3n)

(

vec δM
vecN

)

+ (1n ⊗ I3,M
′

0 ⊗ I3)

(

a

vec δB

)

= 0.

Dostáváme linearizovaný model

(

vecX − vecM0

vecY

)

∼

[

(

vec δM
vecN

)

,

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)

]

(2.1)

s podmı́nkami na parametry

(In ⊗ B0)vecM0 + (In ⊗ B0,−I3n)

(

vec δM
vecN

)

+ (1n ⊗ I3,M
′

0 ⊗ I3)

(

a

vec δB

)

= 0.
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Definice 11. Model (2.1) nazýváme nereplikovaným trojrozměrným kalibračńım
modelem.

Věta 2.1. V modelu (2.1) jsou nejlepš́ı nestranné lineárńı odhady neznámých pa-
rametr̊u dány vztahy

vec M̂ = vecX +
(

P(1n,M′

0
) ⊗ ΣXB′

0C
−1
)

(vecY − vecB0X), (2.2)

vec N̂ = vecY − (P(1n,M′

0
) ⊗ ΣY C−1

)

(vecY − vecB0X), (2.3)

(

â

vec ˆδB

)

=

(

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

⊗ I3

)

(

vecY − vecB0X
)

. (2.4)

Kovariačńı matice těchto odhad̊u vyjádř́ıme následovně:

var

(

vec M̂

vec N̂

)

=

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)

−

−

(

P(1n,M′

0
) ⊗ ΣXB′

0C
−1B0ΣX −P(1n,M′

0
) ⊗ ΣXB′

0C
−1ΣY

−P(1n,M′

0
) ⊗ ΣY C−1B0ΣX P(1n,M′

0
) ⊗ ΣY C−1ΣY

)

,

var

(

â

vec B̂

)

=

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1

⊗ C,

cov

(

(

â

vec B̂

)

,

(

vec M̂

vec N̂

)

)

=

(

−

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

⊗ B0ΣX ,

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

⊗ ΣY

)

,

kde C = B0ΣXB′
0 + ΣY a P(1n,M′

0
) je projekčńı matice na ortogonálńı doplněk

prostoru sloupc̊u matice (1n,M
′
0).

D̊ukaz. Jedná se o speciálńı př́ıpad modelu neúplného př́ımého měřeńı s podmı́nkami
II. typu na parametry 1. řádu (viz věta 1.8), kde

b → (In ⊗ B0)vecM0, B1 → (In ⊗ B0,−I3n), β1 →

(

vec δM
vecN

)

,

B2 → (1n ⊗ I3,M
′

0 ⊗ I3), β2 →

(

a

vec δB

)

, Σ →

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)

.

Ověřeńı předpoklad̊u modelu:
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- h(B1,B2) = 3n je zaručena, nebot’ matice (B1,B2) obsahuje jednotkovou ma-
tici řádu 3n,

- podmı́nka 3n ≤ 6n+ 12 plat́ı,

- h(B2) = 12, bude zaručena pokud zvoĺıme matici M0 tak, že h(1,M0) = 4,

- podmı́nka 12 ≤ 3n bude platit pokud n ≥ 4.

Na základě lemmatu 1.9, kde

W → B1ΣB′

1 = (In ⊗ B0,−I3n)

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)(

In ⊗ B′
0

−I3n

)

=

= (In ⊗ B0ΣX ,−In ⊗ ΣY )

(

In ⊗ B′
0

−I3n

)

= (In ⊗ B0ΣXB′

0) + (In ⊗ ΣY ) =

= In ⊗ (B0ΣXB′

0 + ΣY ) = In ⊗ C,

A → B2 = (1n ⊗ I3,M
′
0 ⊗ I3) = (1n,M

′
0) ⊗ I3,

vyjádř́ıme

Q11 = W−1 − W−1A(A′W−1A)−1A′W−1 =

= In ⊗ C−1 −
[

In ⊗ C−1
][

(1n,M
′

0) ⊗ I3

]

(

[

(

1′
n

M0

)

⊗ I3

]

[

In ⊗ C−1
]

[

(1n,M
′

0) ⊗ I3

]

)−1
[

(

1′
n

M0

)

⊗ I3

][

In ⊗ C−1
]

=

= In ⊗ C−1 −
[

(1n,M
′

0) ⊗ C−1
]

[

(

1′
n1n 1′

nM
′
0

M01n M0M
′
0

)

⊗ C−1

]−1
[

(

1′
n

M0

)

⊗ C−1
]

=

= In ⊗ C−1 −
[

(1n,M
′

0)

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

⊗ C−1
]

=

=
[

In − (1n,M
′

0)

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

]

⊗ C−1 =

= P(1n,M′

0
) ⊗ C−1,

Q22 = −(A′W−1A)−1 =

= −

([

(

1′
n

M0

)

⊗ I3

]

[

In ⊗ C
]−1[

(1n,M
′

0) ⊗ I3

]

)−1

=

= −

(

(

1′
n1n 1′

nM
′
0

M01n M0M
′
0

)

⊗ C−1

)−1

= −

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1

⊗ C,
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Q21 = −Q22A
′W−1 =

=

(

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1

⊗ C

)(

(

1′
n

M0

)

⊗ I3

)

(

In ⊗ C−1
)

=

=

(

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

)

⊗ I3,

Q12 = Q′
21.

Nyńı již dle věty 1.8 můžeme vyjádřit odhady parametr̊u:
(

vec ˆδM

vec N̂

)

= −ΣB′

1Q11b + ξ − ΣB′

1Q11B1ξ = −ΣB′

1Q11(b + B1ξ) + ξ =

= −

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)(

In ⊗ B′
0

−I3n

)

[

P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

]

[

(In ⊗ B0)vecM0 + (In ⊗ B0,−I3n)

(

vecX − vecM0

vecY

)

]

+

+

(

vecX − vecM0

vecY

)

=

= −

(

In ⊗ ΣXB′
0

−In ⊗ ΣY

)

[

P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

]

(

vecB0X − vecY
)

+

+

(

vecX − vecM0

vecY

)

=

=

(

P(1n,M′

0
) ⊗ ΣXB′

0C
−1

−P(1n,M′

0
) ⊗ ΣY C−1

)

(

vecY − vecB0X
)

+

(

vecX − vecM0

vecY

)

.

Jelikož vec M̂ = vec ˆδM + vecM0, potom

vec M̂ = vecX +
(

P(1n,M′

0
) ⊗ ΣXB′

0C
−1
)

(vecY − vecB0X)

a
vec N̂ = vecY − (P(1n,M′

0
) ⊗ ΣY C−1

)

(vecY − vecB0X).

Dále
(

â

vec ˆδB

)

= −Q21b − Q21B1ξ = −Q21(b + B1ξ) =

= −

(

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

⊗ I3

)

[

(In ⊗ B0)vecM0 + (In ⊗ B0,−I3n)

(

vecX − vecM0

vecY

)

]

=

=

(

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

⊗ I3

)

(

vecY − vecB0X
)

.
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Ještě vyjádř́ıme kovariačńı matice odhad̊u

var

(

vec M̂

vec N̂

)

= Σ − ΣB′

1Q11B1Σ =

=

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)

−

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)(

In ⊗ B′
0

−I3n

)

[

P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

]

(In ⊗ B0,−I3n)

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)

=

=

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)

−

(

In ⊗ ΣXB′
0

−In ⊗ ΣY

)

[

P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

]

(In ⊗ B0ΣX ,−In ⊗ ΣY ) =

=

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)

−

−

(

P(1n,M′

0
) ⊗ ΣXB′

0C
−1B0ΣX −P(1n,M′

0
) ⊗ ΣXB′

0C
−1ΣY

−P(1n,M′

0
) ⊗ ΣY C−1B0ΣX P(1n,M′

0
) ⊗ ΣY C−1ΣY

)

,

var

(

â

vec B̂

)

= −Q22 =

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1

⊗ C,

cov

(

(

â

vec B̂

)

,

(

vec M̂

vec N̂

)

)

= −Q21B1Σ

= −

(

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

⊗ I3

)

(In ⊗ B0,−I3n)

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)

= −

(

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

⊗ I3

)

(In ⊗ B0ΣX ,−In ⊗ ΣY ) =

=

(

−

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

⊗ B0ΣX ,

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

⊗ ΣY

)

.

2.2 Replikovaný trojrozměrný kalibračńı model

Předpokládejme, že pokus (měřeńı) m-krát nezávisle opakujeme. Model, který za-
hrnuje všech m opakováńı měřeńı zaṕı̌seme ve tvaru















vecX1 − vecM0

vecY1

...
vecXm − vecM0

vecYm















∼

[

(1m⊗I6n)

(

vec δM
vecN

)

, Im⊗

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)

]

(2.5)

33



V modelu jsou kladeny podmı́nky na parametry ve tvaru

(In ⊗ B0)vecM0 + (In ⊗ B0,−I3n)

(

vec δM
vecN

)

+ (1n ⊗ I3,M
′

0 ⊗ I3)

(

a

vec δB

)

= 0

Definice 12. Model (2.5) nazýváme replikovaným trojrozměrným kalibračńım mo-
delem.

Věta 2.2. V modelu (2.5) jsou nejlepš́ı nestranné lineárńı odhady neznámých pa-
rametr̊u dány vztahy

vec M̂ = vecX +
(

P(1n,M′

0
) ⊗ ΣXB′

0C
−1
)

(vecY − vecB0X) (2.6)

vec N̂ = vecY − (P(1n,M′

0
) ⊗ ΣY C−1

)

(vecY − vecB0X) (2.7)

(

â

vec ˆδB

)

=

(

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

⊗ I3

)

[

vecY − vecB0X
]

(2.8)

kde C = B0ΣXB′
0 + ΣY ,X = 1

m

∑m

i=1 Xi,Y = 1
m

∑m

i=1 Yi.

Kovariačńı matice těchto odhad̊u jsou:

var

(

vec M̂

vec N̂

)

=
1

m

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)

−

−
1

m

(

P(1n,M′

0
) ⊗ ΣXB′

0C
−1B0ΣX −P(1n,M′

0
) ⊗ ΣXB′

0C
−1ΣY

−P(1n,M′

0
) ⊗ ΣY C−1B0ΣX P(1n,M′

0
) ⊗ ΣY C−1ΣY

)

,

var

(

â

vec B̂

)

=
1

m

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1

⊗ C,

cov

(

(

â

vec B̂

)

,

(

vec M̂

vec N̂

)

)

=
1

m

(

−

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

⊗ B0ΣX ,

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

⊗ ΣY

)

.

D̊ukaz. Tento model je speciálńım př́ıpadem modelu neúplného nepř́ımého měřeńı
s podmı́nkami II. typu na parametry 1. řádu (viz. věta 1.7), kde

X → 1m ⊗ I6n, Σ → Im ⊗

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)

,

b → (In ⊗ B0)vecM0, B1 → (In ⊗ B0,−I3n), β1 →

(

vec δM
vecN

)

,
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B2 → (1n ⊗ I3,M
′

0 ⊗ I3), β2 →

(

a

vec δB

)

.

Ověřeńı předpoklad̊u modelu:

- h(X) = 6n je zaručena, nebot’ matice X obsahuje jednotkovou matici řádu 6n,

- nerovnost 6n ≤ 6mn bude platit pro m ≥ 1,

- h(B1,B2) = 3n je zaručena, nebot’ matice (B1,B2) obsahuje jednotkovou ma-
tici řádu 3n,

- podmı́nka 3n ≤ 6n+ 12 plat́ı,

- h(B2) = 12, bude zaručena pokud zvoĺıme matici M0 tak, že h(1,M′
0) = 4,

- podmı́nka 12 ≤ 3n bude platit, pokud n ≥ 4.

Pro odhad parametr̊u potřebujeme nejprve vyjádřit prvky inverzńı matice Q11,
Q22, Q21. To uděláme na základě lemmatu 1.9, kde

W → B1(X
′Σ−1X)−1B′

1 =

= (In ⊗ B0,−I3n)

[

(

1′

m ⊗ I6n

)

(

Im ⊗

(

In ⊗ Σ−1
X 03n

03n In ⊗ Σ−1
Y

)

)

(

1m ⊗ I6n

)

]−1

(

In ⊗ B′
0

−I3n

)

=

= (In ⊗ B0,−I3n)

[

(

1′

m1m

)

⊗

(

In ⊗ Σ−1
X 03n

03n In ⊗ Σ−1
Y

)

]−1
(

In ⊗ B′
0

−I3n

)

=

= (In ⊗ B0,−I3n)
1

m

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)(

In ⊗ B′
0

−I3n

)

=

=
1

m
(In ⊗ B0ΣX ,−In ⊗ ΣY )

(

In ⊗ B′
0

−I3n

)

=
1

m

(

(In ⊗ B0ΣXB′

0) + (In ⊗ ΣY )
)

=
1

m

(

In ⊗ C
)

,

A→ B2 = (1n ⊗ I3,M
′
0 ⊗ I3) = (1n,M

′
0) ⊗ I3.
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Potom

Q11 = W−1 − W−1A(A′W−1A)−1A′W−1 =

= m
[

In ⊗ C−1
]

−m
(

In ⊗ C−1
)[

(1n,M
′

0) ⊗ I3

]

[

[(

1′
n

M0

)

⊗ I3

]

m
[

In ⊗ C−1
][

(1n,M
′

0) ⊗ I3

]

]−1
[(

1′
n

M0

)

⊗ I3

]

m
(

In ⊗ C−1
)

= m
(

In ⊗ C−1
)

−m
[

(1n,M
′

0) ⊗ C−1
]

[

(

1′
n1n 1′

nM
′
0

M01n M0M
′
0

)

⊗ C−1

]−1
[(

1′
n

M0

)

⊗ C−1

]

= m
(

In ⊗ C−1
)

−m(1n,M
′

0)

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

⊗ C−1

= m

(

In − (1n,M
′

0)

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

)

⊗ C−1

= mP(1n,M′

0
) ⊗ C−1,

Q22 = −(A′W−1A)−1 =

= −

[

[(

1′
n

M0

)

⊗ I3

]

m
[

In ⊗ C−1
][

(1n,M
′

0) ⊗ I3

]

]−1

=

= −
1

m

[

(

1′
11n 1′

nM
′
0

M01n M0M
′
0

)

⊗ C−1

]−1

= −
1

m

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1

⊗ C,

Q21 = −Q22A
′W−1 =

=
1

m

[

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1

⊗ C

]

[(

1′
n

M0

)

⊗ I3

]

m
[

In ⊗ C−1
]

=

=

(

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

)

⊗ I3,

Q12 = Q′

21.

Nyńı již můžeme vyjádřit odhady parametr̊u

β̂1 = (X′Σ−1X)−1X′Σ−1ξ =

=
[

(

1′

m ⊗ I6n

)

(

Im ⊗

(

In ⊗ Σ−1
X 03n

03n In ⊗ Σ−1
Y

)

)

(

1m ⊗ I6n

)

]−1
(

1′

m ⊗ I6n

)
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(

Im ⊗

(

In ⊗ Σ−1
X 03n

03n In ⊗ Σ−1
Y

)

)















vecX1 − vecM0

vecY1

...
vecXm − vecM0

vecYm















=

=

(

(1′

m1m)−1 ⊗

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)

)(

1′

m ⊗

(

In ⊗ Σ−1
X 03n

03n In ⊗ Σ−1
Y

)

)















vecX1 − vecM0

vecY1

...
vecXm − vecM0

vecYm















=

(

1

m
1′

m ⊗ I6n

)















vecX1 − vecM0

vecY1

...
vecXm − vecM0

vecYm















=

=
1

m

(∑m

i=1(vecX
i − vecM0)

∑m

i=1 vecY
i

)

=

(

vecX − vecM0

vecY

)

,

(

vec ˆδM

vec N̂

)

= −(X′Σ−1X)−1B′

1Q11b + (I − (X′Σ−1X)−1B′

1Q11B1)β̂1 =

= −(X′Σ−1X)−1B′

1Q11(b + B1β̂1) + β̂1 =

= −
1

m

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)(

In ⊗ B′
0

−I3n

)

m
[

P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

]

(

(In ⊗ B0)vecM0 + (In ⊗ B0,−I3n)

(

vecX − vecM0

vecY

)

)

+

(

vecX − vecM0

vecY

)

=

= −

(

In ⊗ ΣXB′
0

−In ⊗ ΣY

)

[

P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

]

(

(In ⊗ B0)vecX − vecY
)

+

(

vecX − vecM0

vecY

)

=

=

(

P(1n,M′

0
) ⊗ ΣXB′

0C
−1

−P(1n,M′

0
) ⊗ ΣY C−1

)

(

vecY − vecB0X
)

+

(

vecX − vecM0

vecY

)

.

Jelikož vec M̂ = vec ˆδM + vecM0, potom

vec M̂ = vecX +
(

P(1n,M′

0
) ⊗ ΣXB′

0C
−1
)

(vecY − vecB0X)

a

vec N̂ = vecY − (P(1n,M′

0
) ⊗ ΣY C−1

)

(vecY − vecB0X).
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Dále
(

â

vec ˆδB

)

= −Q21b − Q21B1β̂1 = −Q21(b + B1β̂1) =

= −

[

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

⊗ I3

]

(

vecB0X − vecY
)

=

=

[

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

⊗ I3

]

(

vecY − vecB0X
)

.

Kovariančńı matice odhad̊u jsou

var

(

vec ˆδM

vec N̂

)

= (X′Σ−1X)−1 − (X′Σ−1X)−1B′

1Q11B1(X
′Σ−1X)−1 =

=
1

m

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)

−
1

m

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)(

In ⊗ B′
0

−I3n

)

m
[

P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

]

(In ⊗ B0,−I3n)
1

m

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)

=

=
1

m

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)

−
1

m

(

In ⊗ ΣXB′
0

−In ⊗ ΣY

)

[

P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

]

(In ⊗ B0ΣX ,−In ⊗ ΣY ) =

=
1

m

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)

−
1

m

(

P(1n,M′

0
) ⊗ ΣXB′

0C
−1B0ΣX −P(1n,M′

0
) ⊗ ΣXB′

0C
−1ΣY

−P(1n,M′

0
) ⊗ ΣY C−1B0ΣX P(1n,M′

0
) ⊗ ΣY C−1ΣY

)

,

var

(

â

vec ˆδB

)

= −Q22 =
1

m

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1

⊗ C,

cov

(

(

â

vec ˆδB

)

,

(

vec ˆδM

vec N̂

)

)

= −Q21B1(X
′Σ−1X)−1 =

= −

[

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

⊗ I3

]

(In ⊗ B0,−I3n)
1

m

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)

=

= −
1

m

[

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

⊗ I3

]

(In ⊗ B0ΣX ,−In ⊗ ΣY ) =

=
1

m

[

−

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

⊗ B0ΣX ,

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1(
1′

n

M0

)

⊗ ΣY

]

.
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2.2.1 MINQUE odhady v replikovaném modelu

Kovariančńı matice modelu nemuśı být známa. Když máme dostatek měřeńı, můžeme
kromě neznámých parametr̊u modelu odhadnout i neznámé parametry kovariančńı
matice. Připomeňme, že kovariančńı matice replikovaného trojrozměrného kalibrač-
ńıho modelu (2.5) je

Im ⊗

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)

,

kde

ΣX =





σ2
1 0 0
0 σ2

2 0
0 0 σ2

3



 , ΣY =





σ2
4 0 0
0 σ2

5 0
0 0 σ2

6



 .

Odhadovat tedy budeme neznáme parametry σ2
i pro i = 1, . . . , 6. Použijeme metodu

MINQUE popsanou v kapitole 1.3. Označme

Σ =

(

In ⊗ ΣX 03n

03n In ⊗ ΣY

)

.

Nejprve přeṕı̌seme tuto kovariačńı matici do součtového tvaru. Protože lze psát

ΣX =





σ2
1 0 0
0 σ2

2 0
0 0 σ2

3



 = σ2
1E11 + σ2

2E22 + σ2
3E33,

ΣY =





σ2
4 0 0
0 σ2

5 0
0 0 σ2

6



 = σ2
4E11 + σ2

5E22 + σ2
6E33,

potom při označeńı

Vi =

(

In ⊗ Eii 03n

03n 03n

)

, pro i = 1, 2, 3,

Vi =

(

03n 03n

03n In ⊗ Ei−3i−3

)

, pro i = 4, 5, 6,

vyjádř́ıme

Σ =
6
∑

i=1

σ2
i Vi.

Věta 2.3. Necht’ ϑ = (σ2
1, . . . , σ

2
6)

′ je vektor neznámých parametr̊u kovariančńı
matice v trojrozměrném replikovaném kalibračńım modelu (2.5). Dále necht’ ϑ0 =
(σ2

1,0, . . . , σ
2
6,0)

′ je přiblǐzná hodnota parametru ϑ. Analogicky označme

ΣX,0 =





σ2
1,0 0 0
0 σ2

2,0 0
0 0 σ2

3,0



 , ΣY,0 =





σ2
4,0 0 0
0 σ2

5,0 0
0 0 σ2

6,0



 ,
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Σ0 =

(

In ⊗ ΣX,0 03n

03n In ⊗ ΣY,0

)

.

Potom MINQUE odhad neznámého vektoru ϑ je dán vztahem

ϑ̂ = [(m− 1)SΣ
−1

0
+ S(B′

1
Q11B1)]

−1κ, (2.9)

kde

κ = (κ1, . . . , κ6)
′,

κi = σ−4
i,0

n
∑

j=1

(

m
∑

k=1

(Xk
ij − Xij)

2 +m(Xij − M̂ij)
2
)

, i = 1, 2, 3,

κi = σ−4
i,0

n
∑

j=1

(

m
∑

k=1

(Yk
i−3j − Yi−3j)

2 +m(Yi−3j − N̂i−3j)
2
)

, i = 4, 5, 6.

Kovariačńı matice odhadu je

var(ϑ̂|ϑ0) = 2[(m− 1)SΣ
−1

0
+ S(B′

1
Q11B1)]

−1. (2.10)

D̊ukaz. Důkaz vycháźı z věty 1.18, kde

Σ−1
0 V1Σ

−1
0 =

(

In ⊗ Σ−1
X,0 03n

03n In ⊗ Σ−1
Y,0

)(

In ⊗ E11 03n

03n 03n

)(

In ⊗ Σ−1
X,0 03n

03n In ⊗ Σ−1
Y,0

)

=

(

In ⊗ Σ−1
X,0E11 03n

03n 03n

)(

In ⊗ Σ−1
X,0 03n

03n In ⊗ Σ−1
Y,0

)

=

(

In ⊗ Σ−1
X,0E11Σ

−1
X,0 03n

03n 03n

)

= σ−4
1,0V1,

nebot’

Σ−1
X,0E11Σ

−1
X,0 =





σ−2
1,0 0 0
0 σ−2

2,0 0
0 0 σ−2

3,0









1 0 0
0 0 0
0 0 0









σ−2
1,0 0 0
0 σ−2

2,0 0
0 0 σ−2

3,0



 =

=





σ−2
1,0 0 0
0 0 0
0 0 0









σ−2
1,0 0 0
0 σ−2

2,0 0
0 0 σ−2

3,0



 =





σ−4
1,0 0 0
0 0 0
0 0 0



 =

= σ−4
1,0E11.

Analogicky dostáváme

Σ−1
0 ViΣ

−1
0 = σ−4

i,0 Vi pro i = 2, . . . , 6.
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Dále

Tr
{

Σ−1
0 ViΣ

−1
0

m
∑

k=1

(

vecXk − vecX
vecYk − vecY

)

(

(vecXk − vecX)′, (vecYk − vecY)′
)}

=

= Tr
{

σ−4
i,0 Vi

m
∑

k=1

(

vecXk − vecX
vecYk − vecY

)

(

(vecXk − vecX)′, (vecYk − vecY)′
)}

=

= Tr
{

σ−4
i,0

m
∑

k=1

(

(vecXk − vecX)′, (vecYk − vecY)′
)

Vi

(

vecXk − vecX
vecYk − vecY

)

}

=

= σ−4
i,0

m
∑

k=1

(vecXk − vecX)′(In ⊗ Eii)(vecX
k − vecX) =

= σ−4
i,0

m
∑

k=1

n
∑

j=1

(Xk
ij − Xij)

2 pro i = 1, 2, 3.

Tr
{

Σ−1
0 ViΣ

−1
0

m
∑

k=1

(

vecXk − vecX
vecYk − vecY

)

(

(vecXk − vecX)′, (vecYk − vecY)′
)}

=

= Tr
{

σ−4
i,0 Vi

m
∑

k=1

(

vecXk − vecX
vecYk − vecY

)

(

(vecXk − vecX)′, (vecYk − vecY)′
)}

=

= Tr
{

σ−4
i,0

m
∑

k=1

(

(vecXk − vecX)′, (vecYk − vecY)′
)

Vi

(

vecXk − vecX
vecYk − vecY

)

}

=

= σ−4
i,0

m
∑

k=1

(vecYk − vecY)′(In ⊗ Ei−3i−3)(vecY
k − vecY) =

= σ−4
i,0

m
∑

k=1

n
∑

j=1

(Yk
i−3j − Yi−3j)

2 pro i = 4, 5, 6.

Podobně

m
(

(vecX − vec M̂)′, (vecY − vec N̂)′
)

Σ−1
0 ViΣ

−1
0

(

vecX − vec M̂

vecY − vec N̂

)

=

= mσ−4
i,0

n
∑

j=1

(Xij − M̂ij)
2 pro i = 1, 2, 3.

m
(

(vecX − vec M̂)′, (vecY − vec N̂)′
)

Σ−1
0 ViΣ

−1
0

(

vecX − vec M̂

vecY − vec N̂

)

=

= mσ−4
i,0

n
∑

j=1

(Yi−3j − N̂i−3j)
2 pro i = 4, 5, 6.

Z výše uvedených rovnost́ı již plyne tvrzeńı věty.
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Vyjádřeńı kriteriálńıch matic

V závěru kapitoly ukážeme jakého tvaru jsou kriteriálńı matice, a to na základě defi-
nice {SA}i,j = Tr{AViAVj} postupným výpočtem jejich prvk̊u. Neprve spoč́ıtáme
prvky kriteriálńı matice SΣ

−1

0
:

{SΣ
−1

0
}1,1 = Tr(Σ−1

0 V1Σ
−1
0 V1) = Tr

{

(

In ⊗ Σ−1
X,0 03n

03n In ⊗ Σ−1
Y,0

)(

In ⊗ E11 03n

03n 03n

)

(

In ⊗ Σ−1
X,0 03n

03n In ⊗ Σ−1
Y,0

)(

In ⊗ E11 03n

03n 03n

)

}

=

= Tr
{

(

In ⊗ Σ−1
X,0E11 03n

03n 03n

)(

In ⊗ Σ−1
X,0E11 03n

03n 03n

)

}

= Tr

(

In ⊗ Σ−1
X,0E11Σ

−1
X,0E11 03n

03n 03n

)

= nσ−4
1,0,

nebot’ Σ−1
X,0E11Σ

−1
X,0E11 =





σ−4
1,0 0 0
0 0 0
0 0 0



 .

{SΣ
−1

0
}1,2 = Tr(Σ−1

0 V1Σ
−1
0 V2) = Tr

{

(

In ⊗ Σ−1
X,0 03n

03n In ⊗ Σ−1
Y,0

)(

In ⊗ E11 03n

03n 03n

)

(

In ⊗ Σ−1
X,0 03n

03n In ⊗ Σ−1
Y,0

)(

In ⊗ E22 03n

03n 03n

)

}

=

= Tr
{

(

In ⊗ Σ−1
X,0E11 03n

03n 03n

)(

In ⊗ Σ−1
X,0E22 03n

03n 03n

)

}

= Tr

(

In ⊗ Σ−1
X,0E11Σ

−1
X,0E22 03n

03n 03n

)

= 0,

nebot’ Σ−1
X,0E11Σ

−1
X,0E22 = 03.

Analogicky dopoč́ıtáme ostatńı prvky kriteriálńı matice a dostáváme:

SΣ
−1

0
= n

















σ−4
1,0 0 0 0 0 0
0 σ−4

2,0 0 0 0 0
0 0 σ−4

3,0 0 0 0
0 0 0 σ−4

4,0 0 0
0 0 0 0 σ−4

5,0 0
0 0 0 0 0 σ−4

6,0

















.

Tentýž postup budeme aplikovat i při výpočtu prvk̊u kriteriálńı matice SB′

1
Q11B1

.
Označme C0 = B0ΣX,0B

′
0 + ΣY,0. Nejprve vyjádřeme

B′

1Q11B1 =

(

P(1n,M′

0
) ⊗ B′

0C
−1
0 B0 −P(1n,M′

0
) ⊗ B′

0C
−1
0

−P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

0 B0 P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

0

)

.
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Tuto matici využijeme v daľśıch výpočtech.

{SB′

1
Q11B1

}1,1 = Tr(SB′

1
Q11B1

V1SB′

1
Q11B1

V1) =

= Tr
{

(

P(1n,M′

0
) ⊗ B′

0C
−1
0 B0 −P(1n,M′

0
) ⊗ B′

0C
−1
0

−P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

0 B0 P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

0

)(

In ⊗ E11 03n

03n 03n

)

(

P(1n,M′

0
) ⊗ B′

0C
−1
0 B0 −P(1n,M′

0
) ⊗ B′

0C
−1
0

−P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

0 B0 P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

0

)(

In ⊗ E11 03n

03n 03n

)

}

=

= Tr
{

(

P(1n,M′

0
) ⊗ B′

0C
−1
0 B0E11 03n

−P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

0 B0E11 03n

)(

P(1n,M′

0
) ⊗ B′

0C
−1
0 B0E11 03n

−P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

0 B0E11 03n

)

}

= Tr

(

P(1n,M′

0
) ⊗ B′

0C
−1
0 B0E11B

′
0C

−1
0 B0E11 03n

−P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

0 B0E11B
′
0C

−1
0 B0E11 03n

)

= Tr{P(1n,M′

0
)}Tr{B′

0C
−1
0 B0E11B

′

0C
−1
0 B0E11} =

= (n− 4){B′

0C
−1
0 B0}

2
1,1,

nebot’ Tr{P(1n,M′

0
)} = h(P(1n,M′

0
)) = n− 4.

{SB′

1
Q11B1

}1,2 = Tr(SB′

1
Q11B1

V1SB′

1
Q11B1

V2) =

= Tr
{

(

P(1n,M′

0
) ⊗ B′

0C
−1
0 B0 −P(1n,M′

0
) ⊗ B′

0C
−1
0

−P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

0 B0 P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

0

)(

In ⊗ E11 03n

03n 03n

)

(

P(1n,M′

0
) ⊗ B′

0C
−1
0 B0 −P(1n,M′

0
) ⊗ B′

0C
−1
0

−P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

0 B0 P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

0

)(

In ⊗ E22 03n

03n 03n

)

}

=

= Tr
{

(

P(1n,M′

0
) ⊗ B′

0C
−1
0 B0E11 03n

−P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

0 B0E11 03n

)(

P(1n,M′

0
) ⊗ B′

0C
−1
0 B0E22 03n

−P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

0 B0E22 03n

)

}

= Tr

(

P(1n,M′

0
) ⊗ B′

0C
−1
0 B0E11B

′
0C

−1
0 B0E22 03n

−P(1n,M′

0
) ⊗ C−1

0 B0E11B
′
0C

−1
0 B0E22 03n

)

= Tr{P(1n,M′

0
)}Tr{B′

0C
−1
0 B0E11B

′

0C
−1
0 B0E22} =

= Tr{P(1n,M′

0
)} {B

′

0C
−1
0 B0}2,1{B

′

0C
−1
0 B0}1,2 =

= (n− 4){B′

0C
−1
0 B0}

2
1,2,

nebot’ Tr{P(1n,M′

0
)} = h(P(1n,M′

0
)) = n− 4 a matice B′

0C
−1
0 B0 je symetrická.

Analogickými výpočty dostáváme

{SB′

1
Q11B1

}i,j = (n− 4){B′
0C

−1
0 B0}

2
i,j pro i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3;

{SB′

1
Q11B1

}i,j = (n− 4){C−1
0 B0}

2
j−3,i pro i = 1, 2, 3, j = 4, 5, 6;

{SB′

1
Q11B1

}i,j = (n− 4){B′
0C

−1
0 }2

j,i−3 pro i = 4, 5, 6, j = 1, 2, 3;

{SB′

1
Q11B1

}i,j = (n− 4){C−1
0 }2

i−3,j−3 pro i = 4, 5, 6, j = 4, 5, 6.
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2.2.2 Konfidenčńı oblasti

V replikovaném modelu, kromě odhadu parametr̊u kovariačńı matice, lze využit́ım
postupu Kenwarda a Rogera (viz. kap. 1.4) zkonstruovat konfidenčńı oblast pro
vektor parametr̊u kalibračńı funkce či pro lineárńı funkci těchto parametr̊u.

Uvažujeme model

(

â

vecB̂

)

∼ N

(

(

a

vecB

)

;
1

m

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1

⊗ (B0ΣXB′

0 + ΣY )

)

.

Pro zjednodušeńı zápisu označme

G =
1

m

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1

⊗ (B0ΣXB′

0 + ΣY ).

Vzhledem k

ΣX =





σ2
1 0 0
0 σ2

2 0
0 0 σ2

3



 = σ2
1E11 + σ2

2E22 + σ2
3E33,

ΣY =





σ2
4 0 0
0 σ2

5 0
0 0 σ2

6



 = σ2
4E11 + σ2

5E22 + σ2
6E33

můžeme kovariančńı matici zapsat ve tvaru

G =
6
∑

i=1

σ2
i Gi,

kde

D =
1

m

(

n 1′
nM

′
0

M01n M0M
′
0

)−1

,

Gi = D ⊗ B0EiiB
′

0 = D ⊗ {B0}•,i{B0}
′

•,i pro i = 1, 2, 3,

Gi = D ⊗ Ei−3 i−3 = D ⊗ ei−3e
′

i−3 pro i = 4, 5, 6.

Při aplikaci postupu Kenwarda a Rogera shodně s [5] označme

Pi =
∂G−1

∂σ2
i

= −G−1GiG
−1,

Qij =
∂G−1

∂σ2
i

G
∂G−1

∂σ2
j

= G−1GiG
−1GG−1GjG

−1 = G−1GiG
−1GjG

−1,

Rij = G−1 ∂2G

∂σ2
i ∂σ

2
j

G−1 = 0.
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Protože se jedná o model př́ımého měřeńı s kovariačńı matićı v součtovém tvaru,
plat́ı vzhledem ke značeńı použitém v kapitole 1.4

Φ = G a Φ̂A = Ĝ.

Nyńı konstruujeme konfidenčńı oblasti, neprve pro celý vektor parametr̊u ka-
libračńı funkce, potom pro dvě konkrétńı lineárńı kombinace těchto parametr̊u.
V následuj́ıch podkapitolách budeme opět respektovat značeńı zavedené v [5] s t́ım,
že v jednotlivých podkapitolách použijeme vždy stejné symboly, jejichž vyjádřeńı
bude dáno konkrétńı situaćı.

Konfidenčńı oblast pro vektor parametr̊u kalibračńı funkce

Konstruujeme nejprve konfidenčńı oblast pro celý vektor parametr̊u kalibračńı funkce
(a′, vecB′)′. Označme

L = I12,

Θ = L(L′GL)−1L′ = G−1.

A spoč́ıtejme

A1 =
6
∑

i=1

6
∑

j=1

{W}ijTr{ΘGPiG}Tr{ΘGPjG}

=
6
∑

i=1

6
∑

j=1

{W}ijTr{−G−1GG−1GiG
−1G}Tr{−G−1GG−1GjG

−1G}

=
6
∑

i=1

6
∑

j=1

{W}ijTr{G−1Gi}Tr{G−1Gj},

kde

Tr{G−1Gi} = Tr{[D−1 ⊗ (B0ΣXB′

0 + ΣY )−1][D ⊗ {B0}•,i{B0}
′

•,i]} =

= Tr{I4 ⊗ (B0ΣXB′

0 + ΣY )−1{B0}•,i{B0}
′

•,i} =

= 4{B0}
′

•,i(B0ΣXB′

0 + ΣY )−1{B0}•,i pro i = 1, 2, 3,

Tr{G−1Gi} = Tr{[D−1 ⊗ (B0ΣXB′

0 + ΣY )−1][D ⊗ Ei−3 i−3]} =

= Tr{I4 ⊗ (B0ΣXB′

0 + ΣY )−1Ei−3 i−3} =

= 4{(B0ΣXB′

0 + ΣY )−1}i−3,i−3 pro i = 4, 5, 6.

45



Dále spočtěme

A2 =
6
∑

i=1

6
∑

j=1

{W}ijTr{ΘGPiGΘGPjG} =

=
6
∑

i=1

6
∑

j=1

{W}ijTr{G−1GG−1GiG
−1GG−1GG−1GjG

−1G} =

=
6
∑

i=1

6
∑

j=1

{W}ijTr{G−1GiG
−1Gj},

kde

Tr{G−1GiG
−1Gj} = Tr{[D−1 ⊗ (B0ΣXB′

0 + ΣY )−1][D ⊗ {B0}•,i{B0}
′

•,i]

[D−1 ⊗ (B0ΣXB′

0 + ΣY )−1][D ⊗ {B0}•,j{B0}
′

•,j]} =

= Tr{I4 ⊗ (B0ΣXB′

0 + ΣY )−1{B0}•,i{B0}
′

•,i

(B0ΣXB′

0 + ΣY )−1{B0}•,j{B0}
′

•,j} =

= 4 · {B0}
′

•,j(B0ΣXB′

0 + ΣY )−1{B0}•,i

{B0}
′

•,i(B0ΣXB′

0 + ΣY )−1{B0}•,j i, j = 1, 2, 3.

Tr{G−1GiG
−1Gj} = Tr{[D−1 ⊗ (B0ΣXB′

0 + ΣY )−1][D ⊗ {B0}•,i{B0}
′

•,i]

[D−1 ⊗ (B0ΣXB′

0 + ΣY )−1][D ⊗ ej−3e
′

j−3]} =

= Tr{I4 ⊗ (B0ΣXB′

0 + ΣY )−1{B0}•,i{B0}
′

•,i

(B0ΣXB′

0 + ΣY )−1ej−3e
′

j−3} =

= 4 · e′

j−3(B0ΣXB′

0 + ΣY )−1{B0}•,i

{B0}
′

•,i(B0ΣXB′

0 + ΣY )−1ej−3

= 4 · {(B0ΣXB′

0 + ΣY )−1}j−3,•{B0}•,i

{B0}
′

•,i{(B0ΣXB′

0 + ΣY )−1}•,j−3 i = 1, 2, 3; j = 4, 5, 6.

Tr{G−1GiG
−1Gj} = Tr{[D−1 ⊗ (B0ΣXB′

0 + ΣY )−1][D ⊗ ei−3e
′

i−3]

[D−1 ⊗ (B0ΣXB′

0 + ΣY )−1][D ⊗ {B0}•,j{B0}
′

•,j]} =

= Tr{I4 ⊗ (B0ΣXB′

0 + ΣY )−1ei−3e
′

i−3

(B0ΣXB′

0 + ΣY )−1{B0}•,j{B0}
′

•,j} =

= 4 · {B0}
′

•,j(B0ΣXB′

0 + ΣY )−1ei−3

e′

i−3(B0ΣXB′

0 + ΣY )−1{B0}•,j

= 4 · {B0}
′

•,j{(B0ΣXB′

0 + ΣY )−1}•,i−3

{(B0ΣXB′

0 + ΣY )−1}i−3,•{B0}•,j i = 4, 5, 6; j = 1, 2, 3.
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Tr{G−1GiG
−1Gj} = Tr{[D−1 ⊗ (B0ΣXB′

0 + ΣY )−1][D ⊗ ei−3e
′

i−3]

[D−1 ⊗ (B0ΣXB′

0 + ΣY )−1][D ⊗ ej−3e
′

j−3]} =

= Tr{I4 ⊗ (B0ΣXB′

0 + ΣY )−1ei−3e
′

i−3

(B0ΣXB′

0 + ΣY )−1ej−3e
′

j−3} =

= 4 · e′

j−3(B0ΣXB′

0 + ΣY )−1ei−3

e′

i−3(B0ΣXB′

0 + ΣY )−1ej−3

= 4 · {(B0ΣXB′

0 + ΣY )−1}j−3,i−3

{(B0ΣXB′

0 + ΣY )−1}i−3,j−3 i, j = 4, 5, 6.

S využit́ım hodnot A1, A2 postupně vypočteme

l = 12,

B =
1

2l
(A1 + 6A2) =

1

24
(A1 + 6A2),

g =
(l + 1)A1 − (l + 4)A2

(l + 2)A2

=
13A1 − 16A2

14A2

,

c1 =
g

3l + 2(1 − g)
=

g

36 + 2(1 − g)
,

c2 =
l − g

3l + 2(1 − g)
=

12 − g

36 + 2(1 − g)
,

c3 =
l + 2 − g

3l + 2(1 − g)
=

14 − g

36 + 2(1 − g)
,

E∗ = (1 −
A2

l
)−1 = (1 −

A2

12
)−1,

V ∗ =
2

l

1 + c1B

(1 − c2B)2(1 − c3B)
=

1

6

1 + c1B

(1 − c2B)2(1 − c3B)
,

ρ =
V ∗

2E∗2 ,

m∗ = 4 +
l + 2

lρ− 1
= 4 +

14

12ρ− 1
, (2.11)

λ =
m∗

E∗(m∗ − 2)
. (2.12)

Nyńı již můžeme zapsat statistiku

F =
1

12

(

(

â

vecB̂

)

−

(

a

vecB

)

)′

Ĝ−1

(

(

â

vecB̂

)

−

(

a

vecB

)

)

,

jej́ıž λ násobek má aproximativně F -rozděleńı

F ∗ = λF ∼ F12,m∗ .
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Konfidenčńı interval pro vektor parametr̊u kalibračńı funkce:

P (F ≤
1

λ
F12,m∗(α)) = 1 − α.

Konfidenčńı interval pro jednotlivé složky vektoru parametr̊u kalibračńı

funkce

Konfidenčńı interval pro jednotlivý parametr dostaneme jako konfidenčńı oblast pro
speciálńı linearńı kombinaci všech parametr̊u kalibračńı funkce. Maticově zapsáno
jako součin př́ıslušného jednotkového vektoru s vektorem parametr̊u. Vektor pa-
rametr̊u má 12 prvk̊u, jejich pořad́ı budeme indexovat symbolem r. Stejně jako
v předchoźım odstavci neprve označme:

L = 12er,

Θ = L(L′GL)−1L′ = 12er(12e
′

r G 12er)
−1

12e
′

r =
12Err

{G}rr

.

Spoč́ıtáme

A1 =
6
∑

i=1

6
∑

j=1

{W}ijTr{ΘGPiG}Tr{ΘGPjG}

=
6
∑

i=1

6
∑

j=1

{W}ijTr

{

−
12Err

{G}rr

GG−1GiG
−1G

}

Tr

{

−
12Err

{G}rr

GG−1GjG
−1G

}

=
6
∑

i=1

6
∑

j=1

{W}ijTr

{

12Err

{G}rr

Gi

}

Tr

{

12Err

{G}rr

Gj

}

=
6
∑

i=1

6
∑

j=1

{W}ijTr

{

{Gi}rr

{G}rr

}

Tr

{

{Gj}rr

{G}rr

}

=
6
∑

i=1

6
∑

j=1

{W}ij

{Gi}rr{Gj}rr

{G}2
rr

.

Dále spočteme

A2 =
6
∑

i=1

6
∑

j=1

{W}ijTr{ΘGPiGΘGPjG} =

=
6
∑

i=1

6
∑

j=1

{W}ijTr

{

12Err

{G}rr

GG−1GiG
−1G

12Err

{G}rr

GG−1GjG
−1G

}

=

=
6
∑

i=1

6
∑

j=1

{W}ijTr

{

12Err

{G}rr

Gi
12Err

{G}rr

Gj

}

=
6
∑

i=1

6
∑

j=1

{W}ij

{Gi}rr{Gj}rr

{G}2
rr

.

Z předchoźıch výpočt̊u dostáváme:

A1 = A2
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Dále postupně spoč́ıtáme

l = 1,

B =
1

2l
(A1 + 6A2) =

7

2
A1,

g =
(l + 1)A1 − (l + 4)A2

(l + 2)A2

= −1,

c1 =
g

3l + 2(1 − g)
= −

1

7
,

c2 =
l − g

3l + 2(1 − g)
=

2

7
,

c3 =
l + 2 − g

3l + 2(1 − g)
=

4

7
,

E∗ = (1 −
A2

l
)−1 = (1 − A1)

−1,

V ∗ =
2

l

1 + c1B

(1 − c2B)2(1 − c3B)
=

2 − A1

(1 − A1)2(1 − 2A1)
,

ρ =
V ∗

2E∗2 =
2 − A1

2(1 − 2A1)
,

m∗ = 4 +
l + 2

lρ− 1
= 4 +

3

ρ− 1
=

4ρ− 1

ρ− 1
=

2

A1

,

λ =
m∗

E∗(m∗ − 2)
=

(1 − A1)(4ρ− 1)

2ρ+ 1
= 1.

Nyńı již můžeme zapsat statistiku

F =

(

(

â

vecB̂

)

−

(

a

vecB

)

)′

12Err

(

(

â

vecB̂

)

−

(

a

vecB

)

)

{Ĝ}rr

,

pro kterou podle [5] plat́ı

F ∗ = F ∼ F1,m∗ .

Konfidenčńı interval pro danou složku vektoru parametr̊u kalibračńı funkce

P (F ≤ F1,m∗(α)) = 1 − α.

Konfidenčńı oblast pro lineárńı funkci vektoru parametr̊u kalibračńı funkce

V této podkapitole zkonstruujeme konfidenčńı oblast pro polohu obrazu pevně ur-
čeného bodu. Označme (x1, x2, x3)

′ bezchybné souřadnice daného bodu. Souřadnice
obrazu odpov́ıdaj́ı funkčńı hodnotě kalibračńı funkce pro daný vektor souřadnic
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bodu, tj. a + B





x1

x2

x3



. Protože parametry kalibračńı funkce máme uspořádány do

vektoru, muśıme určit matici transformace celého vektoru tak, aby hodnoty obrazu
byly stejné. Tuto matici označ́ıme L a zaṕı̌seme

L = x ⊗ I3; x =









1
x1

x2

x3









.

Potom plat́ı

L′

(

a

vecB

)

= a + B





x1

x2

x3



 . (2.13)

Dále označme

Θ = L(L′GL)−1L′ = [x ⊗ I3]
(

[x′ ⊗ I3][D ⊗ C][x ⊗ I3]
)−1

[x′ ⊗ I3] =

= [x ⊗ I3][(x
′Dx)−1 ⊗ C−1][x′ ⊗ I3] =

xx′

x′Dx
⊗ C−1,

kde C = B0ΣXB′
0 + ΣY .

A vypoč́ıtáme

A1 =
6
∑

i=1

6
∑

j=1

{W}ijTr{ΘGPiG}Tr{ΘGPjG}

=
6
∑

i=1

6
∑

j=1

{W}ijTr{−ΘGG−1GiG
−1G}Tr{−ΘGG−1GjG

−1G}

=
6
∑

i=1

6
∑

j=1

{W}ijTr{ΘGi}Tr{ΘGj},

kde

Tr{ΘGi} = Tr{[
xx′

x′Dx
⊗ C−1][D ⊗ {B0}•,i{B0}

′

•,i]} =

=
1

x′Dx
Tr{xx′D}Tr{C−1{B0}•,i{B0}

′

•,i}

=
1

x′Dx
x′Dx {B0}

′

•,iC
−1{B0}•,i

= {B0}
′

•,iC
−1{B0}•,i i = 1, 2, 3.
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Tr{ΘGi} = Tr{[
xx′

x′Dx
⊗ C−1][D ⊗ ei−3e

′

i−3]} =

=
1

x′Dx
Tr{xx′D}Tr{C−1ei−3e

′

i−3}

=
1

x′Dx
x′Dxe′

i−3C
−1ei−3 = −e′

i−3C
−1ei−3

= {C−1}i−3,i−3 i = 4, 5, 6.

Ještě vypoč́ıtáme

A2 =
6
∑

i=1

6
∑

j=1

{W}ijTr{ΘGPiGΘGPjG} =
6
∑

i=1

6
∑

j=1

{W}ijTr{ΘGiΘGj},

kde

Tr{ΘGiΘGj} = Tr{[
xx′

x′Dx
⊗ C−1][D ⊗ {B0}•,i{B0}

′

•,i]

[
xx′

x′Dx
⊗ C−1][D ⊗ {B0}•,j{B0}

′

•,j]} =

=
1

(x′Dx)2
Tr{xx′Dxx′D}

Tr{C−1{B0}•,i{B0}
′

•,iC
−1{B0}•,j{B0}

′

•,j} =

= {B0}
′

•,jC
−1{B0}•,i{B0}

′

•,iC
−1{B0}•,j =

= [{B0}
′

•,jC
−1{B0}•,i]

2 i, j = 1, 2, 3.

Tr{ΘGiΘGj} = Tr{[
xx′

x′Dx
⊗ C−1][D ⊗ {B0}•,i{B0}

′

•,i]

[
xx′

x′Dx
⊗ C−1][D ⊗ ej−3e

′

j−3]} =

=
1

(x′Dx)2
Tr{xx′Dxx′D}

Tr{C−1{B0}•,i{B0}
′

•,iC
−1ej−3e

′

j−3} =

= e′

j−3C
−1{B0}•,i{B0}

′

•,iC
−1ej−3

= {C−1}j−3,•{B0}•,i{B0}
′

•,i{C
−1}•,j−3 =

= [{C−1}j−3,•{B0}•,i]
2 i = 1, 2, 3; j = 4, 5, 6.

Tr{ΘGiΘGj} = Tr{[
xx′

x′Dx
⊗ C−1][D ⊗ ei−3e

′

i−3]

[
xx′

x′Dx
⊗ C−1][D ⊗ {B0}•,j{B0}

′

•,j]} =

51



=
1

(x′Dx)2
Tr{xx′Dxx′D}

Tr{C−1ei−3e
′

i−3C
−1{B0}•,j{B0}

′

•,j} =

= {B0}
′

•,jC
−1ei−3e

′

i−3C
−1{B0}•,j

= {B0}
′

•,j{C
−1}•,i−3{C

−1}i−3,•{B0}•,j

= [{B0}
′

•,j{C
−1}•,i−3]

2 i = 4, 5, 6; j = 1, 2, 3.

Tr{ΘGiΘGj} = Tr{[
xx′

x′Dx
⊗ C−1][D ⊗ ei−3e

′

i−3]

[
xx′

x′Dx
⊗ C−1][D ⊗ ej−3e

′

j−3]} =

=
1

(x′Dx)2
Tr{xx′Dxx′D}

Tr{C−1ei−3e
′

i−3C
−1ej−3e

′

j−3} =

= e′

j−3C
−1ei−3e

′

i−3C
−1ej−3 = {C−1}j−3,i−3{C

−1}i−3,j−3

= [{C−1}j−3,i−3]
2 i, j = 4, 5, 6.

S využit́ım hodnot A1, A2 dále vypočteme

l = 3

B =
1

2l
(A1 + 6A2) =

1

6
(A1 + 6A2)

g =
(l + 1)A1 − (l + 4)A2

(l + 2)A2

=
4A1 − 7A2

5A2

c1 =
g

3l + 2(1 − g)
=

g

11 − 2g

c2 =
l − g

3l + 2(1 − g)
=

3 − g

11 − 2g

c3 =
l + 2 − g

3l + 2(1 − g)
=

5 − g

11 − 2g

E∗ = (1 −
A2

l
)−1 = (1 −

A2

3
)−1 = 3(3 − A2)

−1

V ∗ =
2

l

1 + c1B

(1 − c2B)2(1 − c3B)
=

2

3

1 + c1B

(1 − c2B)2(1 − c3B)

ρ =
V ∗

2E∗2

m∗ = 4 +
l + 2

lρ− 1
= 4 +

5

3ρ− 1
=

12ρ+ 1

3ρ− 1
(2.14)

λ =
m∗

E∗(m∗ − 2)
=

3 − A2

3

12ρ+ 1

6ρ+ 3
=

3 − A2

9

12ρ+ 1

2ρ+ 1
(2.15)
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Nyńı již můžeme zapsat statistiku

F =
1

3x′Dx

(

(

â

vecB̂

)

−

(

a

vecB

)

)′

(xx′ ⊗ Ĉ−1)

(

(

â

vecB̂

)

−

(

a

vecB

)

)

,

jej́ıž λ násobek má aproximativně F -rozděleńı

F ∗ = λF ∼ F3,m∗ . (2.16)

Konfidenčńı oblast pro lineárńı funkci vektoru parametr̊u kalibračńı funkce je dána
vztahem

P (F ≤
1

λ
F3,m∗(α)) = 1 − α. (2.17)

2.2.3 Výpočetńı programy a simulace

Některé ze vztah̊u odvozených v kapitole 2.2 jsme naprogramovali v programu
Matlab. Programy jsme využili na zrealizováńı malé simulačńı studie pro orientačńı
ověřeńı vhodnosti aproximačně určené konfidenčńı oblasti pro lineárńı funkci para-
metr̊u kalibračńı funkce (2.13). Algoritmus simulačńı studie je následuj́ıćı

1. vytvořeńı procedury pro źıskáńı (simulaci) výsledk̊u měřeńı X,Y (využit́ı
funkce Matlabu, která generuje realizace z v́ıcerozměrného normálńıho roz-
děleńı)

2. výpočet počátečńıch hodnot matic M0,B0 a variačńıch komponent ϑ0 (viz
následuj́ıćı podkapitola)

3. výpočet odhad̊u parametr̊u modelu M̂, N̂, â, B̂ (dle vzorc̊u (2.6), (2.7) a (2.8))

4. výpočet odhadu vektoru parametr̊u kovariančńı matice modelu ϑ̂ a kovariačńı
matice tohoto odhadu var(ϑ̂) (dle vzorc̊u (2.9) a (2.10))

5. výpočet konfidenčńı oblasti pro lineárńı funkci parametr̊u kalibračńı funkce
podle vztahu (2.17)

6. ověřeńı ,,platnosti” konfidenčńı oblasti pro konkrétńı volbu matic M, a, B,
ΣX , ΣY

Určeńı odhad̊u se provád́ı iteračně, tj. vypočtené odhady M̂, N̂, B̂ a odhad ϑ̂ se
opět použij́ı jako počátečńı odhady (opakuj́ı se kroky 3 a 4). Ukazuje se, že po 5
iteraćıch se odhady prakticky ustálily. Počet iteraćı z̊ustává teoreticky otevřeným
problémem.

Seznam a popis programů je uveden v př́ıloze A, samotné programy jsou potom
na přiloženém CD.
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Počátečńı hodnoty

Počátečńı odhad matice M0: vzhledem k tomu, že se jedná o počátečńı odhad středńı
hodnoty, vezmeme aritmetický pr̊uměr (nejlepš́ı nestranný lineárńı bodový odhad
středńı hodnoty pro normálńı rozděleńı):

M0 = X. (2.18)

Počátečńı odhad matice B0: za počátečńı volbu hodnoty B0 polož́ıme odhad B

z modelu

Y ∼

[

(1n ⊗ I3,X
′

⊗ I3)

(

a

vecB

)

, I3n

]

.

Model vycháźı z myšlenky, že za M i N vezmeme jejich nejlepš́ı nestranné lineárńı
odhady (aritmetické pr̊uměry), a hledáme lineárńı vztah mezi X,Y. Jde o model
nepř́ımého měřeńı, odhad neznámých parametr̊u je tedy dán vztahem:

(

â

vec B̂

)

=

((

1′
n ⊗ I3

X ⊗ I3

)

(1n ⊗ I3,X
′

⊗ I3)

)−1(
1′

n ⊗ I3

X ⊗ I3

)

vecY =

=

[

(

n 1′
nX

′

X1n XX
′

)−1

⊗ I3

][(

1′
n

X

)

⊗ I3

]

vecY =

=

[

(

n 1′
nX

′

X1n XX
′

)−1
(

1′
n

X

)

⊗ I3

]

vecY (2.19)

Počátečńı odhad vektoru ϑ0: pro počátečńı volbu rozptyl̊u opět použijeme nej-
lepš́ı nestranné bodové odhady. Tedy

σ2
1,0 =

1

n(m− 1)

m
∑

k=1

n
∑

j=1

(Xk
1j − X1j)

2

σ2
2,0 =

1

n(m− 1)

m
∑

k=1

n
∑

j=1

(Xk
2j − X2j)

2

σ2
3,0 =

1

n(m− 1)

m
∑

k=1

n
∑

j=1

(Xk
3j − X3j)

2

σ2
4,0 =

1

n(m− 1)

m
∑

k=1

n
∑

j=1

(Yk
1j − Y1j)

2

σ2
5,0 =

1

n(m− 1)

m
∑

k=1

n
∑

j=1

(Yk
2j − Y2j)

2

σ2
6,0 =

1

n(m− 1)

m
∑

k=1

n
∑

j=1

(Yk
3j − Y3j)

2

(2.20)
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Simulace

Vztah pro interval spolehlivosti pro lineárńı funkci vektoru parametr̊u kalibračńı
funkce (2.13) jsme prověřili na simulovaných datech. K pevně zvoleným matićım

M =





20 −20 20 0 20 1 4 7 10 3
20 20 20 20 20 2 5 8 9 6
20 20 −20 20 0 3 6 9 8 5



 , x =









1
1
2
3









,

a =





3
3
3



 , B =





1 0 0
0 2 0
0 0 3





jsme pevně volili kovariačńı matice třemi r̊uznými zp̊usoby

volba A: ΣX =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



, ΣY =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



,

volba B: ΣX =





1 0 0
0 5 0
0 0 10



, ΣY =





1 0 0
0 5 0
0 0 10



,

volba C: ΣX =





1 0 0
0 5 0
0 0 10



, ΣY =





10 0 0
0 5 0
0 0 1



.

Ve všech třech př́ıpadech jsme vygenerovali náhodně data pro pevně zvolený
počet replikaćı m = 10. Při numerickém výpočtu jsme použili pevného počtu iteraćı,
a to pěti.

Pro každou volbu kovariančńı matice A, B, C jsme provedli 100 simulaćı (100-
krát jsme opakovali postup popsaný v úvodu kapitoly) a sledovali jsme, kolikrát
plat́ı nerovnost λF ≤ F3,m∗(1−α) pro α = 0, 05. Vzhledem k tomu, že 100 simulaćı
neńı mnoho, provedli jsme daľśıch 100 a opět jsme sledovali, kolikrát plat́ı nerovnost
λF ≤ F3,m∗(1 − α) pro α = 0, 05. Celkem jsme provedli 100 opakováńı. Kromě
frekvence splněńı výše uvedené nerovnosti nás zaj́ımalo, zda tvar kovariačńı matice
má vliv na výsledky realizaćı.

Výsledky jsou zaznamenány v následuj́ıćı tabulce:
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Kovariančńı matice
Počet úspěch̊u

A B C

86 0 0 1
87 0 0 1
88 0 0 0
89 2 0 0
90 2 1 2
91 3 4 2
92 7 3 4
93 15 10 5
94 14 13 18
95 17 16 23
96 21 19 18
97 12 23 15
98 7 7 7
99 0 3 4
100 0 1 0

Celkový součet 100 100 100

a zobrazeny v histogramu:

86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
0

10

20

30

C
et

no
st

i

Volba A

86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
0

10

20

30
Volba B

C
et

no
st

i

86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
0

10

20

30
Volba C

Pocet uspechu

C
et

no
st

i

Z tabulky lze soudit, že simulované výsledky odpov́ıdaj́ı teoretickým výpočt̊um,
tj. počet úspěšných simulaćı ze 100 se pohybuje kolem 95. Konkrétně největš́ı četnosti
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jsou u hodnot 95, 96 a 97 v závislosti na tvaru kovariačńı matice. Simulace tedy nav́ıc
potvrdily i předpoklad o výrazném vlivu tvaru kovariančńıch matic na realizaci
odhad̊u parametr̊u kalibračńıho modelu.

Pro každou ze tř́ı voleb kovariačńı matice jsme vlastně provedli 10 000 simulaćı.
Můžeme tedy spoč́ıtat empirickou pravděpodobnost, že realizace padne do konfi-
denčńıho intervalu. Výsledky jsou uvedeny v následuj́ıćı tabulce.

Kovariančńı matice A B C
Empirická pravděpodobnost 0,9467 0,954 0,951
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Kapitola 3

Některé speciálńı př́ıpady

dvojrozměrné kalibrace

Shodně s kapitolou 2 předpokládejme, že prvńı měřeńı je realizaćı n náhodných
vektor̊u, pro které plat́ı

Xi =

(

X1i

X2i

)

∼ N(µi,ΣX); i = 1, . . . , n,

kde µi je dvojrozměrný vektor a ΣX je pozitivně definitńı matice typu (2, 2). Druhé
měřeńı je realizaćı n náhodných vektor̊u s následuj́ıćımi předpoklady:

Yi =

(

Y1i

Y2i

)

∼ N(νi,ΣY ); i = 1, . . . , n,

kde νi je dvojrozměrný vektor a ΣY je pozitivně definitńı matice typu (2, 2). Dále
předpokládáme nekorelovanost prvńıho a druhého měřeńı i měřeńı mezi objekty
(jednotlivých vektor̊u). Tuto skutečnost vyjádř́ıme následovně:

cov(Xi,Yj) = 0 ∀i, j = 1, . . . , n,

cov(Xi,Xj) = 0, cov(Yi,Yj) = 0 pro i 6= j.

Necht’ parametry jsou vázány lineárńım vztahem (kalibračńı funkćı)

νi = a + Bµi pro i = 1, ..., n,

kde a je dvourozměrný vektor a B je matice typu (2, 2). Model měřeńı zaṕı̌seme
následovně:



















X1
...

Xn

Y1
...

Yn



















∼ N





































µ1
...

µn

a + Bµ1
...

a + Bµn



















,

(

In ⊗ ΣX 02n

02n In ⊗ ΣY

)



















(3.1)
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Definice 13. Model (3.1) nazýváme nereplikovaným dvourozměrným kalibračńım
modelem.

Definice 14. Necht’ (3.1) je nereplikovaný dvourozměrný kalibračńı model a necht’

matice B je ortonormálńı s determinantem rovným 1. Úlohu odhadnout neznámé pa-
rametry µ1, ...,µn, a,B nazýváme dvourozměrnou kalibraćı nespecifikovaných iden-
tických objekt̊u. Úlohu odhadnout neznámé parametry µ1, ...,µn, a,B za předpokla-
du, že vektory µ1, ...,µn jsou souřadnicemi bod̊u na zadaném objektu, nazýváme
dvourozměrnou kalibraćı specifikovaných identických objekt̊u.

Začneme definićı matice funkćı jedné reálné proměnné a poté budeme pokračovat
několika zřejmými tvrzeńımi o ortonormálńıch matićıch typu (2, 2).

Definice 15. Matici B(β), jej́ımiž prvky jsou diferencovatelné funkce proměnné
β, tedy {B(β)}ij = bij(β) pro všechny i, j, nazýváme matice funkćı jedné reálné
proměnné.

Definice 16. Derivaci matice funkćı jedné reálné proměnné označ́ıme B′(β). Jej́ı
prvky jsou definovány vztahem {B′(β)}ij = b′ij(β) pro všechny i, j.

Věta 3.1. Bud’ B libovolná pevně vybraná ortonormálńı matice typu (2, 2), jej́ı̌z
determinant je roven jedné. Potom existuje jediné β ∈ 〈0, 2π) takové, že

B =

(

cos β sin β
− sin β cos β

)

.

Věta 3.2. Označme pro každé reálné č́ıslo β

B(β) =

(

cos β sin β
− sin β cos β

)

.

Potom B(β) je ortonormálńı matice s determinantem rovným jedné.

Důsledek 3.3. Množina {B(β); β ∈ 〈0, 2π)} je množina všech ortonormálńıch matic
typu (2, 2) s determinantem rovným jedné.

Věta 3.4. a) Pro inverzńı matici k matici B(β) plat́ı

B−1(β) = B(−β) =

(

cos β − sin β
sin β cos β

)

,

b) Pro derivaci matice B(β) plat́ı

B′(β) = B(
π

2
+ β) =

(

− sin β cos β
− cos β − sin β

)

,

c) −B(β) = B(π + β),
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d) B(β1 + β2) = B(β1)B(β2).

Poznámka. Zopakujme, že v zápisu (3.1) jsou µ1, . . . ,µn, a,B neznámé parametry
modelu. Dı́ky d̊usledku 3.3 lze čtyři neznámé prvky matice B jedno-jednoznačně
nahradit jediným parametrem β. Model (3.1) pak zaṕı̌seme ve tvaru



















X1
...

Xn

Y1
...

Yn



















∼ N





































µ1
...

µn

a + B(β)µ1
...

a + B(β)µn



















,

(

In ⊗ ΣX 02n

02n In ⊗ ΣY

)



















. (3.2)

Středńı hodnota každého z náhodných vektor̊u Yi je nelineárńı funkćı parametr̊u
β,µi, nebot’ E(Yi) = a+B(β)µi pro i = 1, . . . , n. Každý ze součin̊u B(β)µi lineari-
zujeme rozvinut́ım do Taylorovy řady o středu [β0,µ

0
i ] a zanedbáńım člen̊u druhého

řádu a vyšš́ıch. Obdrž́ıme tvrzeńı:

Věta 3.5. Bud’ β0 ∈ R,µ0
i ∈ R2 pro i = 1, 2, . . . , n. Potom plat́ı přiblǐzný vztah

E(Yi)
.
= a + B(

π

2
+ β0)µ

0
iβ + B(β0)µi − B(

π

2
+ β0)µ

0
iβ0 (3.3)

pro všechna i z množiny {1, 2, . . . , n}.

Poznámka. Vztah (3.3) můžeme pro i = 1, 2, ..., n zapsat ve tvaru

E
(

Yi + B(
π

2
+ β0)µ

0
iβ0

) .
=
(

B(
π

2
+ β0)µ

0
i , I2,B(β0)

)





β
a

µi



 .

Důsledek 3.6. Označme

A =



























02,1 02 I2 02 . . . 02

02,1 02 02 I2 . . . 02
...

...
...

...
. . .

...
02,1 02 02 02 . . . I2

B(π
2

+ β0)µ
0
1 I2 B(β0) 02 . . . 02

B(π
2

+ β0)µ
0
2 I2 02 B(β0) . . . 02

...
...

...
...

. . .
...

B(π
2

+ β0)µ
0
n I2 02 02 . . . B(β0)



























.

Použit́ım vztah̊u z předchoźı poznámky lze model (3.2) přepsat do (přibližného)
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tvaru


























X1

X2
...

Xn

Y1 + B(π
2

+ β0)µ
0
1β0

Y2 + B(π
2

+ β0)µ
0
2β0

...
Yn + B(π

2
+ β0)µ

0
nβ0



























≈ N



















A



















β
a

µ1

µ2
...

µn



















,

(

In ⊗ ΣX 02n

02n In ⊗ ΣY

)



















, (3.4)

v němž přibližnost se týká středńıch hodnot.

Poznámka. Vztahy uvedené v předchoźım d̊usledku jsou hledaným vyjádřeńım re-
gulárńı dvojrozměrné kalibrace nespecifikovaných identických objekt̊u pomoćı zo-
becněného Gaussova-Markovova regresńıho modelu. Určit odhady parametr̊u mo-
delu a kovariančńı matice odhad̊u parametr̊u modelu jsou již standardńı úlohy (např.
v [1]). Model (3.4) je také modelem nepř́ımého měřeńı, viz definice 2. Pro parametry
ν1, ...,νn plat́ı vztah νi = a + B(β)µi.

Poznámka. V následuj́ıćı poněkud deľśı poznámce ukážeme nepř́ılǐs formalizovaným
zp̊usobem jednu z možnost́ı převedeńı regulárńı dvojrozměrné kalibrace identických
kružnic na zobecněný Gauss̊uv-Markov̊uv regresńı model.

Poznámka. Uvažujme, že specifikovaným objektem je kružnice. Necht’ U,V ∈ R2,
ρµ, ρν ∈ R a k(U, ρµ) je kružnice se středem U a poloměrem ρµ, k(V, ρν) je kružnice
se středem V a poloměrem ρν . Potom nová úloha regulárńı dvojrozměrné kalibrace
identických kružnic je dř́ıvěǰśı úloha regulárńı dvojrozměrné kalibrace nespecifiko-
vaných identických objekt̊u doplněná o podmı́nky:

µi ∈ k(U, ρµ),νi ∈ k(V, ρν),νi = a + B(β)µi pro i = 1, 2, ..., n. (3.5)

Tyto podmı́nky lze přepsat do tvaru

µi = U + ρµ

(

cosϕi

sinϕi

)

,νi = V + ρν

(

cosψi

sinψi

)

,

V + ρν

(

cosψi

sinψi

)

= a + B(β)U + ρµ

(

cos(ϕi − β)
sin(ϕi − β)

)

,

kde ϕ1, ..., ϕn, ψ1, ..., ψn jsou nějaká reálná č́ısla.
Dı́ky regularitě úlohy obdrž́ıme

V = a + B(β)U, ρµ = ρν = ρ,

(

cosψi

sinψi

)

=

(

cos(ϕi − β)
sin(ϕi − β)

)

pro i = 1, 2, ..., n.

Z posledńıch vztah̊u opět d́ıky regularitě dostáváme ψi = ϕi − β pro i = 1, 2, ..., n.
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Řešená úloha je tedy ekvivalentńı úloze, v ńıž vektor (X′
1, ...,X

′
n,Y

′
1, ...,Y

′
n)′ má

normálńı rozděleńı se středńı hodnotou

E(Xi) = µi = U + ρ

(

cosϕi

sinϕi

)

,

E(Yi) = νi = a + B(β)U + ρ

(

cos(ϕi − β)
sin(ϕi − β)

)

,

a kovariančńı matici stejnou jako v předchoźım př́ıpadě.

Rozviňme postupně funkce

ρ

(

cosϕi

sinϕi

)

, B(β)U, ρ

(

cos(ϕi − β)
sin(ϕi − β)

)

do Taylorových řad o středech postupně (ρ0, ϕ
0
i ), (β0,U

0), (ρ0, β0, ϕ
0
i ); zanedbejme

členy druhého a vyšš́ıch řád̊u. Dostaneme

ρ

(

cosϕi

sinϕi

)

.
=

(

ρ0ϕ
0
i sinϕ0

i

−ρ0ϕ
0
i cosϕ0

i

)

+

(

cosϕ0
i

sinϕ0
i

)

ρ+

(

−ρ0 sinϕ0
i

ρ0 cosϕ0
i

)

ϕi,

B(β)U
.
= −B(

π

2
+ β)U0β0 + B(

π

2
+ β)U0β + B(β0)U,

ρ

(

cos(ϕi − β)
sin(ϕi − β)

)

.
=

(

cos(ϕ0
i − β0)

sin(ϕ0
i − β0)

)

ρ+ ρ0

(

− sin(ϕ0
i − β0)

cos(ϕ0
i − β0)

)

(ϕi − β) − ρ0

(

− sin(ϕ0
i − β0)

cos(ϕ0
i − β0)

)

(ϕ0
i − β0).

Neznámými parametry nového modelu budou ,,posunut́ı” v kalibračńı funkci a,
střed ,,prvńı” kružnice U, společný poloměr obou kružnic ρ, parametr ,,otočeńı”
druhé kružnice oproti prvńı kružnici β a úhly ϕ1, ..., ϕn, které sv́ıraj́ı pr̊uvodiče
bod̊u lež́ıćıch kružnici k(U, ρµ) s osou x.

Dı́ky předchoźım vztah̊um dostaneme při označeńı R(ϕ) =

(

cosϕ
sinϕ

)

zápisy

ρR(ϕi)
.
= −ρ0ϕ

0
i R(

π

2
+ ϕ0

i ) + R(ϕ0
i )ρ+ ρ0R(

π

2
+ ϕ0

i )ϕi,

B(β)U
.
= −B(

π

2
+ β)U0β0 + B(

π

2
+ β)U0β + B(β0)U,

ρR(ϕi − β)
.
=

.
= R(ϕ0

i − β0)ρ+ ρ0R(
π

2
+ ϕ0

i − β0)(ϕi − β) − ρ0R(
π

2
+ ϕ0

i − β0)(ϕ
0
i − β0).
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Odtud

E(Xi) = U+ρR(ϕi)
.
= −ρ0ϕ

0
i R(

π

2
+ϕ0

i )+
(

02, I2,R(ϕ0
i ),02,1, ρ0R(

π

2
+ϕ0

i )
)













a

U

ρ
β
ϕi













,

E(Yi) = νi = a + B(β)U + ρR(ϕi − β)
.
=

.
= −B(

π

2
+ β)U0β0 − ρ0R(

π

2
+ ϕ0

i − β0)(ϕ
0
i − β0) + a+

+ B(β0)U + R(ϕ0
i − β0)ρ+ [B(

π

2
+ β)U0 − ρ0R(

π

2
+ ϕ0

i − β0)]β+

+ [ρ0R(
π

2
+ ϕ0

i − β0)]ϕi.

Označme Ki = −B(π
2

+ β)U0β0 − ρ0R(π
2

+ ϕ0
i − β0)(ϕ

0
i − β0),

Li = B(π
2

+ β)U0 − ρ0R(π
2

+ ϕ0
i − β0). Potom

E(Yi) = Ki +
(

I2,B(β0),R(ϕ0
i − β0),Li, ρ0R(

π

2
+ ϕ0

i − β0)
)













a

U

ρ
β
ϕi













.

Důsledek 3.7. Označme symbolem C matici




























02 I2 R(ϕ0

1
) 02,1 ρ0R(π

2
+ ϕ0

1
) 02,1 . . . 02,1

02 I2 R(ϕ0

2
) 02,1 02,1 ρ0R(π

2
+ ϕ0

2
) . . . 02,1

...
...

...
...

...
...

. . .
...

02 I2 R(ϕ0

n
) 02,1 02,1 02 . . . ρ0R(π

2
+ ϕ0

n
)

I2 B(β0) R(ϕ0

1
− β0) L1 ρ0R(π

2
+ ϕ0

1
− β0) 02,1 . . . 02,1

I2 B(β0) R(ϕ0

2
− β0) L2 02,1 ρ0R(π

2
+ ϕ0

2
− β0) . . . 02,1

...
...

...
...

...
...

. . .
...

I2 B(β0) R(ϕ0

n
− β0) Ln 02,1 02,1 . . . ρ0R(π

2
+ ϕ0

n
− β0)





























Použit́ım vztah̊u z předchoźı poznámky lze výraz (3.2) při respektováńı podmı́nek
(3.5) přepsat do přibližného tvaru



























X1 + ρ0ϕ
0
1R(π

2
+ ϕ0

1)
X2 + ρ0ϕ

0
2R(π

2
+ ϕ0

2)
...

Xn + ρ0ϕ
0
nR(π

2
+ ϕ0

n)
Y1 − K1

Y2 − K2
...

Yn − Kn



























≈ N
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a

U

ρ
β
ϕ1

ϕ2
...
ϕn



























,

(

In ⊗ ΣX 02n

02n In ⊗ ΣY

)



























, (3.6)
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v němž přibližnost se týká středńıch hodnot. Model (3.6) je hledaný zobecněný
Gauss̊uv-Markov̊uv model, v [7] je nazvaný modelem nepř́ımého měřeńı. Upřesněme,
že pro parametry ν1,ν2, ...,νn plat́ı zřejmá podmı́nka νi = a + B(β)µi.
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Závěr

Práce se zabývá modely v́ıcerozměrné kalibrace a je rozdělena na tři části. Prvńı
je věnována teorii, konkrétně některým lineárńım model̊um měřeńı, MINQUE od-
had̊um a postupu Kenwarda a Rogera pro konstrukci konfidenčńı oblasti.

Druhá část se zabývá trojrozměrným kalibračńım modelem s kalibračńı funkćı
v lineárńım vztahu. Na základě analogie s modely neúplného nepř́ımého měřeńı
s podmı́nkami II. typu na parametry 1. řádu jsou odvozeny odhady neznámých para-
metr̊u modelu, konkrétně středńıch hodnot a kalibračńı funkce, včetně kovariačńıch
matic těchto odhad̊u za předpokladu známé kovariačńı matice modelu. V repliko-
vaném kalibračńım modelu lze nav́ıc odhadnout parametry kovariačńı matice mo-
delu. V práci je k tomuto účelu použita metoda MINQUE. Dále je za předpokladu
neznámé kovariačńı matice modelu zkonstruována konfidenčńı oblast pro vektor pa-
rametr̊u kalibračńı funkce a pro dvě konkrétńı lineárńı kombinace parametr̊u ka-
libračńı funkce. Využili jsme postupu Kenwarda a Rogera, který odhad kovariačńı
matice zpřesňuje a odvozuje statistiku, která má aproximativně F -rozděleńı.

Odvozené vztahy jsme naprogramovali v programu Matlab a procedur využili
k malé simulačńı studii pro ověřeńı aproximativńıch vlastnost́ı konfidenčńıch oblast́ı.
Simulace potvrdily teoretické úvahy. Nav́ıc se ukázalo, že zálež́ı na volbě kovariančńı
matice.

Třet́ı část je věnována dvěma speciálńım př́ıpad̊um dvojrozměrné kalibrace.
V prvńım předpokládáme, že kalibračńı funkce zachovává objekty, tedy že matice
transformace je ortonormálńı s determinantem rovným jedné. V druhém př́ıpadě
nav́ıc předpokláme, že objekt je specifikován, konkrétně uvažujeme kružnici. Druhý
př́ıpad lze rozš́ı̌rit i na daľśı konkrétńı objekty.

Daľśım přirozeným pokračováńım práce je rozš́ı̌rit postup uvedený v kapitole 2
(pro trojrozměrnou kalibraci) pro větš́ı dimenzi i zobecnit pro dimenzi d. Vyžaduje
to v́ıce formalizmu a poč́ıtáńı. Dále provést rozsáhleǰśı simulačńı studii. V neposledńı
řadě vyjádřit odhad parametr̊u inverzńı kalibračńı funkce a popsat jej́ı vlastnosti.

Stručný přehled dosažených výsledk̊u

• Výpočet odhadu neznámých parametr̊u v trojrozměrném nereplikovaném ka-
libračńım modelu se známou kovariačńı matićı a kovariačńıch matic těchto
odhad̊u.
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• Výpočet odhadu neznámých parametr̊u v trojrozměrném replikovaném ka-
libračńım modelu se známou kovariačńı matićı a kovariačńıch matic těchto
odhad̊u.

• Výpočet odhadu neznámých parametr̊u kovariačńı matice v trojrozměrném
replikovaném kalibračńım modelu s neznámou kovariačńı matićı a kovariačńı
matice tohoto odhadu.

• Výpočet konfidenčńı oblasti pro vektor parametr̊u kalibračńı funkce v troj-
rozměrném replikovaném kalibračńım modelu s neznámou kovariačńı matićı.

• Výpočet konfidenčńıho intervalu pro jednotlivé složky vektoru parametr̊u ka-
libračńı funkce v trojrozměrném replikovaném kalibračńım modelu s neznámou
kovariačńı matićı.

• Výpočet konfidenčńı oblasti pro lineárńı funkci prvk̊u vektoru parametr̊u ka-
libračńı funkce v trojrozměrném replikovaném kalibračńım modelu s neznámou
kovariačńı matićı.

• Výpočet odhadu neznámých parametr̊u v dvojrozměrném nereplikovaném ka-
libračńım modelu se známou kovariačńı matićı za předpokladu, že kalibračńı
funkce zachovává objekty - kalibrace identických nespecifikovaných objekt̊u.

• Výpočet odhadu neznámých parametr̊u v dvojrozměrném nereplikovaném ka-
libračńım modelu se známou kovariačńı matićı za předpokladu, že kalibračńı
funkce zachovává objekty a že t́ım objektem je kružnice - kalibrace identických
specifikovaných objekt̊u (kalibrace kružnic).
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[9] Moll, I., Myšková, K.: Calibration of identical objects. Summer School DA-
TASTAT 06, Proceedings, Masaryk Univeristy, 2007, ISBN 978-80-210-4493-7,
str. 195
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Př́ıloha

Seznam programů uvedených na přiloženém CD

generuj.m

pocatek.m

nkalireplik.m

MINQUE.m

iterace.m

KRbod.m

KRvektor.m

KRkonfbod.m

simulace.m

Popis programů uvedených na přiloženém CD

Generováńı výsledk̊u měřeńı z mnohorozměrného normálńıho rozděleńı
[x,y]=generuj(m)

m . . . počet replikaćı
x, y . . . matice výsledk̊u prvńıho a druhého měřeńı

Výpočet počátečńıch hodnot v trojrozměrném replikovaném kalibračńım modelu
[M0,B0,v0]=pocatek(x,y,m)

x, y . . . matice výsledk̊u prvńıho a druhého měřeńı
m . . . počet replikaćı
M0 . . . počátečńı odhad středńı hodnoty prvńıho měřeńı (viz vzorec (2.18))
B0 . . . počátečńı odhad matice tranformace z kalibračńı funkce (viz vzorec (2.19))
ϑ0 . . . počátečńı odhad vektoru komponent kovariančńı matice (viz vzorec (2.20))

Odhady parametr̊u v trojrozměrném replikovaném kalibračńım modelu
[oM,oN,a,B]=nkalireplik(x,y,m,B0,M0,v0)

69



x, y . . . matice výsledk̊u prvńıho a druhého měřeńı
m . . . počet replikaćı
M0 . . . počátečńı odhad středńı hodnoty prvńıho měřeńı
B0 . . . počátečńı odhad matice tranformace kalibračńı funkce
ϑ0 . . . počátečńı odhad vektoru komponent kovariančńı matice
M̂ . . . odhad matice středńıch hodnot prvńıho měřeńı (viz vzorec (2.6))
N̂ . . . odhad matice středńıch hodnot druhého měřeńı (viz vzorec (2.7))
â, B̂ . . . odhad parametr̊u kalibračńı funkce (viz vzorec (2.8))

Odhad vektoru neznamých komponent kovariačńı matice v trojrozměrném repliko-
vaném kalibračńım modelu pomoćı metody MINQUE a kovariačńı matice tohoto
odhadu
[ov,varov]=MINQUE(x,y,m,oM,oN,oB,v0)

x, y . . . matice výsledk̊u prvńıho a druhého měřeńı
m . . . počet replikaćı
M̂, N̂ . . . odhad matic středńıch hodnot
B̂ . . . odhad parametr̊u kalibračńı funkce
ϑ0 . . . počátečńı odhad vektoru komponent kovariančńı matice
ϑ̂ . . . odhad vektoru komponent kovariančńı matice (viz vzorec (2.9))
var(ϑ̂) . . . kovariančńı matice odhadu vektoru komponent kovariančńı matice (viz
vzorec (2.10))

Iterativńı odhad parametr̊u v trojrozměrném replikovaném kalibračńım modelu s
neznámou kovariačńı matićı
[oM,oN,a,B,ov,varov]=iterace(x,y,m)

x, y . . . matice výsledk̊u prvńıho a druhého měřeńı
m . . . počet replikaćı
M̂ . . . odhad matice středńıch hodnot prvńıho měřeńı (viz vzorec (2.6))
N̂ . . . odhad matice středńıch hodnot druhého měřeńı (viz vzorec (2.7))
â, B̂ . . . odhad parametr̊u kalibračńı funkce (viz vzorec (2.8))
ϑ̂ . . . odhad vektoru komponent kovariančńı matice (viz vzorec (2.9))
var(ϑ̂) . . . kovariančńı matice odhadu vektoru komponent kovariančńı matice (viz
vzorec (2.10))

Výpočet parametr̊u pro konstrukci konfidenčńı oblasti pro lineárńı funkci vektoru
parametr̊u podle postupu Kenwarda a Rogera
[m*,lam]=KRbod(B0,ov,varov)

ϑ̂ . . . odhad vektoru komponent kovariančńı matice
var(ϑ̂) . . . kovariančńı matice odhadu vektoru komponent kovariančńı matice
B0 . . . počátečńı odhad matice tranformace z kalibračńı funkce
m∗ . . . odhad druhého stupně volnosti v F -rozděleńı (viz vzorec (2.14))
λ . . . odhad multiplikativńı konstanty (viz vzorec (2.15))
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Výpočet parametr̊u pro konstrukci konfidenčńı oblasti pro vektor parametr̊u podle
postupu Kenwarda a Rogera
[m*,lam]=KRvektor(B0,ov,varov)

ϑ̂ . . . odhad vektoru komponent kovariančńı matice
var(ϑ̂) . . . kovariančńı matice odhadu vektoru komponent kovariančńı matice
B0 . . . počátečńı odhad matice tranformace z kalibračńı funkce
m∗ . . . odhad druhého stupně volnosti v F -rozděleńı (viz vzorec (2.11))
λ . . . odhad multiplikativńı konstanty (viz vzorec (2.12))

Ověřeńı konstrukce konfidenčńı oblasti pro lineárńı funkci vektoru parametr̊u ka-
libračńı funkce
[F*,Fm*]=KRkonfbod(xx,m)

m . . . počet replikaćı
xx . . . souřadnice konkrétńıho bodu
F∗ . . . hodnota testové statistiky (viz vzorec (2.16))
Fm∗ . . . kvantil F -rozděleńı o 3, m∗ stupńıch volnosti

Výsledek simulace
[pp]=simulace
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