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Seznam pouzitého znaceni

Cislo v zavorce oznacuje stranku, kde je symbol poprvé pouzit nebo definovan.

N mnozina vsech prirozenych ¢isel (7)
Np mnozina vSech pfirozenych ¢isel a nula (18)
R mnozina vSech redlnych ¢isel (14)
o T - rozmérny komplexni vektorovy prostor (43)
c transpozice vektoru ¢ (11)
m(x) regresni funkce (3)
m(z; h) odhad regresni funkce (3)
Lip|a, b] t¥ida spojitych funkei spliiujicich Lipchitzovu podminku (7)
K(x) jadro (7)
Sur tiida vSech jader fadu (v, k) (7)
V(K) fl K?(u)du (21)
B
D [ u"K (u)du (1)
_11
A, [ m® (u)du (25)
0
Wi(z) vahové funkce (10)
MSFE stfedni kvadraticka chyba (15)
AMSE priumérna stfedni kvadratickd chyba (25)
ASE primérnd kvadratickd chyba (25)
RSSr(h) residudlni soucet Ctverci (25)
ET(h) odhad prumérné stiedni kvadratické chyby (27)
x*t diskrétni Fourierova transformace vektoru « (43)
I, periodogram vektoru Y (43)
® diskrétni cyklicka konvoluce (43)
o(x) =O0((x))  znaci lim sup% < oo (18)

p(x) =o(y(x))  madi lim & — 0 (20)

o(x) =~ () znadi lim % = ¢+ o(1) pro libovolnou konstantu ¢ # 0 (20)



Predmluva

V oblasti neparametrickych metod odhadu regresni funkce predstavuji metody jadro-
vého vyhlazovani jednu z nejacinnéjsich vyhlazovacich technik. Tyto metody je mozné
snadno matematicky analyzovat a vysledky vyhlazeni lze nasledné snadno interpreto-
vat. Z vypocetniho hlediska zaujima velmi diilezitou tlohu skutecnost, ze jadrové odhady
jsou za pomérné obecnych predpokladii asymptoticky ekvivalentni jinym vyhlazovacim
metodam, napt. splajntim.

Predpokladejme, ze pro pevné nebo nahodné hodnoty nezavisle proménné X méame
k dispozici namérené hodnoty zavisle proménné Y. Chceme-li tato data analyzovat, mu-
sime nalézt vhodny funkcéni vztah mezi témito proménnymi.

Jestlize dvojice bodu [x4,Y;], t = 0,...T — 1, zndzornime graficky, pak pouhy pohled
na takovy dvourozmeérny bodovy diagram obvykle nestaci k tomu, abychom urcili tento
funkcni vztah. Statisticka tloha, kterou se budeme zabyvat, spoc¢iva v prolozeni vhodné
krivky témito body tak, aby byly odfiltrovany ndhodné vykyvy a bylo mozné 1épe po-
znat strukturu dat. Tuto kiivku nazyvame regresni krivkou a prislusny regresni vztah
zapisujeme do tvaru

Y: = m(x;) + &4, t=0,...,7T -1,

kde m je neznama regresni funkce a ¢;,, t = 0,...7T — 1, jsou chyby méfeni. Cilem re-
gresni analyzy je nalézt vhodnou aproximaci m neznamé funkce m. Tento proces odhadu
regresni funkce se obvykle nazyva vyhlazovani. K tomuto tkolu lze pristoupit dvéma na-
sledujicimi zptsoby:

1. Parametricky pristup — predpokladame, Ze neznama regresni kiivka ma jisty prede-
psany tvar (zndmad je napft. regresni piimka vyjadiujici linearni zavislost). Obecné
tento pristup znamena, ze neznama funkce nélezi do t¥idy funkci popsanych mno-
Zinou parametru.

2. Neparametricky pristup — nepfedpokladame, ze hledana funkce ma stanoveny tvar.
V tomto ptipadé predpokladame pouze jistou hladkost hledané funkce.

V prvni poloviné dvacatého stoleti byla vénovana pozornost zejména parametrickym
metodam. V poslednich letech vSak zaznamenaly zna¢ny rozvoj metody neparametrické.
Tento rozvoj souvisi s rostoucimi pozadavky na zpracovani dat, af jiz jde o rozsah
souboril ¢i rozmanitost téchto dat apod. Cisté parametricky piistup vSak nevyhovuje
vzdy dostatecné potfebam flexibility. Nebyvaly rozmach vypocetni techniky vytvoril
dobré predpoklady pro rozvoj jiz zminénych neparametrickych metod.



Uvod

vvvvvv

Kvalita jadrovych odhadu regresni funkce zavisi na mnoha faktorech. Nejdtlezitéjsim
z nich je sitka vyhlazovaciho okna, ktera 7idi hladkost odhadu. Tento parametr nejvice
ovliviiuje vysledny odhad a jeho volba je zasadnim problémem ve vyhlazovacich meto-
dach. Hlavnim cilem této disertacni prace bylo vytvorit uceleny souhrn poznatki z teorie
hledani optimalni sitky okna.

V prvni kapitole jsou uvedeny zakladni pojmy a definice. Jsou zde formulovany pted-
poklady pro regresni model, definovana jadra tiidy Sy, a také zakladni typy jadrovych
odhadt, které se nejcastéji pouzivaji.

Ve druhé kapitole jsou nejprve odvozeny lokalné polynomialni odhady, které se pouzivaji
predevsim pii odhadech regresni funkce. Déle je vénovana pozornost jejich stiedni kva-
dratické chybé, ktera lokalné popisuje kvalitu jadrovych odhadu. Situace je podrobné
popsana pro Nadarayovy — Watsonovy estimatory, které jsou specidlnim typem lokalné
polynomialnich odhadt. V z&véru kapitoly je demonstrovan vliv vyhlazovaciho parame-
tru na kvalitu odhadu.

Treti kapitola se jiz zabyva vlastnim hledanim vyhlazovaciho parametru. Globalnim
kritériem pro tuto volbu je primérna stfedni kvadraticka chyba, jejiz minimum je defi-
novano jako teoreticka optimalni sitka okna h. Tato hodnota vSak zavisi na neznamych
parametrech, pfedevsim na samotné regresni funkci, a proto ma pouze teoreticky vy-
znam. Déle je uveden souhrn dosud znamych metod pouzivanych pro odhad optiméalni
§itky okna. U kazdé z nich je na simulovanych datech provedeno srovnani vysledki zis-
kanych témito metodami s teoretickou hodnotou optimalniho vyhlazovaciho parametru.
7 uvedenych srovnani je patrné, ze casto dochazi k nalezeni mensich hodnot nez je teo-
retické optimum.

Ve c¢tvrté kapitole je stavajici regresni model periodicky rozsifen na tzv. ,cyklicky mo-
del“. Nejprve jsou zkoumany vlastnosti tohoto modelu, kterych se vyuzije v dalsich
uvahach. Déle jsou uvedeny zakladni pojmy z Fourierovy analyzy. V souvislosti s témito
poznatky lze nahlizet na jadrové odhady regresni funkce v cyklickém modelu jako na dis-
krétni cyklickou konvoluci vahového vektoru s vektorem pozorovani. S vyuzitim znalosti
z Fourierovy teorie tak lze nalézt nové pristupy k problematice hledani optimalni Sitky
okna. Jednim z nich je metoda Fourierovy transformace, ktera je popsana také v této
kapitole. Zakladni myslenka této metody je pak aplikovana i pro odhady neznamych
parametri pii konstrukci plug-in metody, jez je prezentovana v zavéru kapitoly. U obou
metod opét nechybi simulac¢ni studie a srovnani ziskanych vysledkt s teoretickou opti-
malni sitkou okna.

V paté kapitole je provedeno vzajemné porovnani vSech uvedenych metod na simu-
lovanych datech. Pfi simulacich bylo vygenerovano 200 fad se stejnou regresni funkci
a pro kazdou nalezeny odhady optimalni sitky okna pomoci porovnavanych metod. Roz-
loZzeni vysledk vSech metod ilustruji histogramy. V tabulkich jsou uvedeny stiedni
hodnoty a smérodatné odchylky vsech ziskanych hodnot spolu s teoretickou hodnotou
optimalni sitky okna pro jednotliva .



V posledni kapitole jsou porovnavany zminéné postupy aplikaci na realnych datech.
Pti odhadech optimalni sitky okna bylo pouzito tychz Sesti metod jako v predchozi
kapitole pfi simulacich. V prvnich dvou ptikladech jsou pouzita data vétsiho rozsahu,
a prestoze vSechny srovnavané metody jsou asymptoticky ekvivalentni, vysledné odhady
jsou rozdilné. V poslednim ptikladé jsou naopak analyzovana data pomérné malého roz-
sahu. I zde jsou podle oc¢ekavani vysledky zcela rozdilné.



Zaméry a cile prace

Jadrové vyhlazovani ma Siroké vyuziti v mnoha matematickych odvétvich. Kromé re-
gresni funkce se Casto také odhaduje jeji derivace, velmi rozsifené jsou téz jadrové odhady
hustoty. V této praci se budeme zabyvat pouze odhady regresni funkce. Budeme navic
predpokladat, ze body planu z; jsou pevné veli¢iny rovnomérné rozlozené na daném
intervalu (bez Gjmy na obecnosti budeme uvazovat interval [0, 1]).

Kvalita jadrovych odhadi regresni funkce zavisi na téchto tfech parametrech:

— na typu jadrového odhadu, ktery ma vyznam vahové funkce. Zakladni poznatky
tykajici se této oblasti jsou uvedeny napft. v [19].

— na Tadu jadra, které pouzijeme ke konstrukci odhadu. Podrobnéji je o volbé opti-
malniho fadu pojednano v [8].

— na Sifce vyhlazovaciho okna, ktera 1idi hladkost odhadu.

Posledni ze jmenovanych faktorti nejvice ovliviiuje vysledny odhad a jeho volba je za-
sadnim problémem ve vyhlazovacich metodach. Tato problematika je popsana v mnoha
publikacich, napf. v [5], [6], [10], [18]. Kone¢ny odhad regresni funkce je ovlivnén jesté
dalsimi skutecnostmi. Napiiklad na okrajich intervalu se mohou objevit tzv. hrani¢ni
efekty a odhadim v téchto bodech je tfeba vénovat zvlastni pozornost. Tento problém
je mozno fesit napf. pouzitim hrani¢nich jader (viz [7]).

Hlavnim cilem této disertacni prace je vytvorit uceleny souhrn poznatki z teorie hle-
déani optimalni sitky okna. Jelikoz se jedna o velmi rozsahlou problematiku, je cela prace
zameéfena pouze na model s ekvidistantnimi body planu a na odhad globalniho vyhla-
zovaciho parametru.

Diléi cile této disertacni prace jsou:

e Shrnout dosud znamé teoretické vysledky v dané oblasti a popsat metody pro
odhad optimalni sitky okna.

e Zkoumat problémy, ke kterym dochéazi pii hledani optiméalniho vyhlazovaciho pa-
rametru a pokusit se zobecnit nékteré ze studovanych technik pro jadra obecného
radu k.

e Hledat a rozvijet nové pristupy k problematice odhadt optimalni $itky okna.

e Porovnavat dosud zndmé i nové navrhované metody a testovat dosazené vysledky
na simulovanych datech.

e Demonstrovat vyuziti studovanych postupii na redlnych datech a analyzovat kva-
litu jadrovych odhadt regresni funkce v zavislosti na vyhlazovacich parametrech
ziskanych zkoumanymi metodami.



1 Zakladni pojmy a definice

Regresni model s pevnym planem

Uvazujme standardni regresni model s pevnym pldnem
(1) Y, = m(zy) + &, t=0,...,7—1, T e N,

kde z;, t =0,...T — 1, jsou usporadané ,pevné“ body méfeni a e,,t =0,...7T — 1, jsou
chyby méfeni, o nichz se predpoklada, ze jsou nezavislé nahodné veli¢iny majici stejné
rozdéleni a spliiujici podminky

E(g) =0, var(e;) = o > 0, t=0,...,T -1

Funkce m se nazyva regresni funkce, nebot E(Y;) = m(z;), t = 0,...T — 1. Odhad
regresni funkce budeme znacit m.

Pro jednoduchost budeme v dalsim predpokladat, ze body x; jsou ekvidistantné roz-
lozeny na intervalu [0, 1], tj.

v =t/T, t=0,....,T—1.
Ozna¢me Lip[a, b] t¥idu spojitych funkci na intervalu [a, b] splitujicich nerovnost
lg(z) —g(y)| < Llz —y|, Vz,y € [a,b], L >0, L je konstanta.

Definice 1.1. Necht v, k jsou celd nezaporné ¢isla takova, Ze plati 0 < v < Kk — 2, v a
k maji stejnou paritu. Funkci K € Lip[—1,1], nosi¢(K) = [—1, 1], spliiujici podminky

1 0, 0<j<k,j#v
(17) [ K (x)de =4 (1), j=v
! Bs #0, Jj=&,

nazyvame jadrem fadu (v, k) a t¥idu vSech takovych jader znac¢ime S,,.

Poznamka. Takto definovand jadra jsou FeSenim jisté optimalizacni dlohy [19]. Pro
odhad regresni funkce pouzivame jader tiidy Sp. (viz obr.1), pro odhad v-té derivace
regresni funkce je vhodné volit jadra t¥idy S, .. Tabulka 1 udava explicitni tvar jadro-
vych funkei pro v = 0 a rtizné hodnoty ~ na obr.1.



Tabulka 1: Jddra tridy So., explicitni tvar

K(x)

3@ - 1)

15 (2 — 1) (722 — 3)

32

— 10532 _ 1)(332* — 3022 + 5)

(o o2 B> SN B NG R N

315 (22 — 1)(7152% — 10012 + 3852% — 35)

— 3465 (42— 1)(41992® — 795625 + 49142 — 109227 + 63)

oo9s (2 — 1)(52003z'0 — 1243552% + 1065902° — 392702 + 577522 — 231)

k=2 k=4
0.8 ‘ ‘ ‘ 1.5
0.6 1
0.4 0.5
0.2 0
0 -0.5
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
K= 6 K= 8
3 3
2 2
1 1
-1 -1 :
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
k=10 k=12
4 w 4
2 2
0 0 /\
N4 4 \/ \/
-2 ‘ : ‘ -2 ‘ : ‘
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Obrazek 1: Jadra tridy So., k = 2,4,6, 8,10, 12.




Oznaceni. Necht K € Sy, x — sudé, oznacme
1
Ki() =

SK(-

EC),
kde parametr h > 0 je tzv. ,Siftka vyhlazovaciho okna“. Snadno je vidét, Ze nosicem
jadra Kj(.) je interval [—h, h] a na ném také spliiuje podminky (7), (i).

Poznamka. Dale budeme uvazovat pouze jadra tf¥idy Sy, x —sudé, a h € (0,1). Pro vy-
hlazovaci parametr A > 1 nemaji smysl dalsi ivahy, nebot body méfeni z; jsou v inter-
valu [0, 1].

Uvedme nyni nejznaméjsi a nejéastéji pouzivané typy jadrovych odhadu regresni funkce.
Prvni dvé formule patii mezi tzv. ,lokalné polynomialni“ odhady, kterym se budeme
vénovat v odstavci 2.1. Posledni vzorec je konvolu¢nim typem odhadu a je vhodny pie-
devsim k odhadtim derivaci regresni funkce.

Mezi nejznaméjsi typy jadrovych odhadt tedy patii:

1. Nadarayovy — Watsonovy odhady (1964)

Z Kp(zi — 2)Y;
me(iC h) T 1

> Kp(x — ;)

=0

2. Lokalni linearni estimatory (Stone 1977, Cleveland 1979)

1 w2 {8y(2s h) — 81 (2 W) (i — 2) YK (25 — 2)Y;
Z{( ) = 81(x; h)( )} )

~ ) = —
mrr(z;h) T So(x; h)So(x; h) — §1(z; h)? ’

1=0

kde

N
-

S.(x;h) = % (x; — )" Kp(x; — x)

i

I\
<)

3. Pristleyho — Chaovy odhady (1972)
mPCH x; h ZKh

4. Gasserovy — Miillerovy odhady (1979)

T-1 s
mem (w3 h) = ZYz/ Kp(t — x)dt
im0 s

kde T; + X
S@':ZTM,Z.:07.-.,T_2, 871:07 ST71:1.



Poznamka. V piipadé, ze by v nékterém z prvnich dvou odhad nastalo déleni nulou,
dodefinujeme piislusny odhad jako nulovy.

Jadrové odhady tedy mutizeme zapsat ve tvaru
(2) m(w;h) = ) Wi(z; h)Y;

kde vahy W; odpovidaji postupné odhadtm mpyw,mpr, Mpowy, May. Mizeme tedy
konstatovat, ze jadrovy odhad funkce m v bodé x je vazeny primér téch pozorovani,
pro kterd odpovidajici body planu lezi v symetrickém okoli [z — h, z + h] bodu z. Vahy
W;(x; h) zévisi na bodu z, na vyhlazovacim parametru h a na jadie K. Pro lepsi pfe-
hlednost budeme v dal$im tyto vahy zapisovat pouze W;(z). Vyhlazovaci parametr #idi
hladkost odhadu a jeho volba je zasadnim problémem ve vyhlazovacich metodach.
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2 Jadrové odhady

2.1 Lokalné polynomialni jadrové odhady

V tomto odstavci se budeme vénovat specialnimu typu jadrovych odhadi, ktery se na-
zyva lokalné polynomidlni. Pouziva se predevsim pii odhadech regresni funkce. Hod-
nota neznamé regresni funkce v libovolném bodé planu se ziska tak, Ze prolozime dané
body polynomem stupné p vazenou metodou nejmensich ¢tvercti. Ve specialnim pripadé
pro p = 0, tj. prokladanim konstantou, obdrzime tzv. Nadarayovy — Watsonovy esti-
matory. Podobné, pro p = 1, prokladame-li namérend data pfimkou, ziskdme lokalné
linearni estimatory. Nasim tkolem bude odvodit formalni vzorec pro obecny stupen po-
lynomu.

Ozna¢me m(x;p, h) odhad regresni funkce m v bodé x prolozenim polynomu stupné
p vazenou metodou nejmensich ¢tverct. Nechf tento polynom mé tvar

P(u) = fo + Br(u—x) + -+ + Bp(u — x)P.

Necht K je nezdporné jadro na intervalu [—1,1], tj. K(z) > 0, Vx € [—1,1]. Hodnotu
m(z;p, h) ziskdme vaZenou metodou nejmensich ¢tverci, tj. minimalizujeme funkcional

® v zévislosti na vektoru parametrii 8 = (3, ..., [3,)
T-1
@ =3 {Yi~fo— Bulei—2) = = Bylw — )} Ka(ai — )
i=0

Ozna¢me B = (BO, . Bp)’ vektor, pro ktery ® nabyva miniméalni hodnoty. Odhad regresni
funkce v bodé x ziskany vysSe popsanou metodou je tedy hodnota parametru [y, tj.

(x5 p, h) = bo-

Nasim cilem je najit explicitni vyjadieni pro Bo- To je popsano v nize uvedené vété.
Nejprve vsak predchéazi pomocné tvrzeni, které bude potieba pii ditkazu této véty.

Necht g(B) je skalarni funkce vektoru 8 = (5, ..., [3,) . Derivaci funkce g podle vektoru

B rozumime vektor
d9(8) _ (3g(ﬂ) 3g(ﬂ)>'
B o = 9By )

Lemma 2.1.1. Nechtc = (co, . .., c,) je vektor délky p+1 a A = (aij)i j=o Je symetrickd
ctvercovd matice radu p + 1. Pak

1. % =c
B AB B
2. W —2Aﬂ.

11



Dikaz. Nejdiiv dokadZzeme prvni Vztah Necht 0 < k < p, derivaci Vyrazu ¢ 3 podle

dostavame k-tou slozku vektoru 2 aﬂ Rozepsanim dostévame ¢ 8 = Z ¢; 3, derivujeme-
=0
li tento soucet podle (3, obdrzime praveé cy.

Druhy vztah se dokaze podobné. Nejprve podrobnéji rozepiseme 3 AB

,BlAﬂ = Z Z aijﬂiﬁj

i=0 j—O
= Z Z az]ﬂlﬁj + Z azkﬁzﬁk + Z a/k]ﬁkﬁj + akkﬁk
=0 7=0
ik J2k 2k J#k

a nasledné zderivujeme podle [y

3ﬂ Aﬂ &
Z aB; + Z agjB; + 2k 5 = Z(aik + ar;) B + 2055y
:;ék ];ék z;ég

Podle predpokladu je A symetricka matice, tj. a;; = aj;, pro véechna 0 <4, j < p, a tedy

/ p
0B A =2 Z ari 3,
=0

e

coZ je k-ta slozka vektoru 2Ap8. O

V dalsim budeme pouzivat nasledujici oznaceni

Yo 1 zo—2z ... (xog—a)
Y = , X = ,
YT_1 1 Trr—1—T ... (xT—l — [L‘)p
Kp(rg — ) 0 0
0 Kp(ry — 2
W (o — ) |
0
0 0 Kh(ZET_l —.I‘)

e; =(1,0...0)" vektor délky p + 1.

Véta 2.1.2. Necht je matice X WX reguldrni. Pro odhad regresni funkce plati
(3) m(z;p,h) = ey (X WX) X' WY.

12



Dukaz. Hodnotu m(z;p, h) chceme ziskat vaZenou metodou nejmensich étverci, tj. mi-
nimalizaci funkce

T-1
= {Yi—Bo— Bala; — ) = - = Bylas — o'} Knlai — @)
i=0
v zévislosti na vektoru parametrt 8 = (G, ..., @;)'. Tuto funkci Ize zapsat vektoroveé

d=(Y -XBW(Y —XB).
Roznésobenim dostavame
P=YWY-YWXB-BXWY +8XWX8.

’ . . /, v/ > . / .
Nyni zderivujeme ® podle B a vyraz poloZime roven nule. ProtoZze matice X WX je sy-
metrickd, mizeme pii derivovani pouzit predchozi lemma

g_z —0-XWY - XWY +2XWXB =0.

Po jednoduché tpravé dostavame tzv. vazZeny systém normdalnich rovnic
XWXB=XWY.
Podle predpokladu je matice X' WX regularni, a tedy feSeni existuje a je rovno
B=(XWX)'XWY.
Nakonec staci vyjadrit prvni slozku BO, ktera je odhadem regresni funkce m, tj.
m(z;p, h) = o = ey X WX) ' X' WY.
OJ

Priklad. Uvazujme specidlni pripad, kdy stupen polynomu je p = 0, tj. naméfena
data proklddame lokalné konstantou. Jednotlivé matice jsou tvaru

. Kp(zo — ) 0 0
0 K —
X = : = W —2) , e =1
: _ 0
1
0 Ce 0 Kh(.%T,1 — 37)

Spoéitame jejich soucin X WX

T-1
XWX =) Ky —x).

=0

13



Za predpokladu, ze tento soucet je nenulovy, muzeme vypocitat inverzi

(XWX)™! !

~ T

;) Kp(x; — :U)

s 7 v/ Ve /
Nakonec vyjadiime souc¢in X WY
-1

XWY =Y Ky(x; — 2)Yi.

=0

Dosazenim do (3) dostavame

T-1
> Kip(z; —2)Y;
i(a; 0,h) = =2 .
Kh(QT — l‘,)
=0

)

Takto sestrojené odhady regresni funkce se nazyvaji Nadarayovy — Watsonovy odhady.

Poznamka. V tomto odstavci jsme uzili predpokladu, ze jadro K je nezaporné. I kdyz
jadra vyssich fadi tuto podminku nesplnuji, pouzivaji se ke konstrukci lokalné polyno-
midlnich odhad pro jejich dobré asymptotické vlastnosti (viz [19]).

2.2 Statistické vlastnosti odhadu
Kvalitu jadrového odhadu lze lokalné popsat pomoci stredni kvadratické chyby. Bu-

deme se zabyvat asymptotickym tvarem této chyby, nebot pro neparametrické odhady,
narozdil od odhad® parametrickych, neexistuje nevychyleny odhad, tj. takovy odhad,
ze Em = m pro s.v. x € R (Collomb 1976).

Véta 2.2.1. Necht K € Sp,., EY? < oo a necht posloupnost vyhlazovacich parame-
tri h = hp, T =1,2,..., splnuje podminky: hp — 0, Thy — oo pro T — oo. Pak v
kaZdém bodé spojitosti funkce m plati

kde W, jsou vahové funkce odpovidajici postupné odhadim mpcr, Myw, ML, Mau.
Dukaz. Dikaz mtizeme najit napt. v [6]. O

Poznamka. Uvedené odhady jsou tedy konzistentnimi odhady m.

14



Stredni kvadratickd chyba M SE odhadu m v bodé z je obecné dana vztahem

(4) MSE(i(z;h)) = E(f(z; h) — m(x))”.

Tento vztah lze dale zapsat ve tvaru

(5) MSE(m(x;h)) = var mi(z; h) + (Em(z; h) —m(x))?

tzn., ze stiedni kvadraticka chyba muze byt vyjadiena jako soucet rozptylu var m(z;h)

a ¢tverce vychyleni (Em(x; h) — m(x))? (viz obr.2.). Tento rozklad rozptyl — vychyleni
usnadnuje analyzu vlastnosti odhadu.

0.025F

MSE (h)

0.015F

0.005F

I )
0.6 0.7

Obréazek 2: Stredni kvadratickd chyba MSE(h) (kfivka 3) jako soucet rozptylu (krivka
1) a vychylen?® (kFivka 2) pro regresni funkci m(z) = sin(27z), o2 = 0.15.

Budeme se zabyvat chovanim asymptotické stiedni kvadratické chyby ve vnitinich bo-
dech intervalu [0, 1]. Jelikoz v tomto ptipadé jsou vyse uvedené odhady asymptoticky
ekvivalentni, budeme vétsinou vynechéavat indexy PCH, NW, LL, GM oznacujici jed-
notlivé odhady a odhad oznac¢ime pouze m. Situaci podrobné probereme pro lokalné
polynomialni odhady, pfipad p = 0, tj. pro Nadarayovy — Watsonovy odhady. V bliz-
kosti hrani¢nich bodt se mohou objevit tzv. ,hrani¢ni efekty“ a odhadim v téchto
bodech je tfeba vénovat zvlastni pozornost.

Formulujme nyni predpoklady, za kterych budeme zkoumat stredni kvadratickou chybu
1. Sitka okna h = hp spliiuje podminky
lim hr =0, Tlim Thr = 0.

T—o0
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2. Bod x je vnitfnim bodem intervalu [0, 1], tj. existuje T, tak, Ze

h<xz<1-—h, VT > Ty.
3. Body planu jsou ekvidistantni, tj.

t
Ty = Tu
4. Jadro K € Sy, k — sudé a prvni derivace K je omezena.

5. Necht m € C*°[0,1], ko > K.

Lokalné polynomialni odhady pro p = 0, zndmé jako Nadarayovy — Watsonovy odhady,
jsou podle véty 2.1.2 tvaru

m(z;0,h) = e, (X WX) ' X WY,

kde
! Kp(zg — ) 0 0
0 K —
X = W= n(z1 =) e =1
. 0
1
0 0 Kp(xp_y—2)

St¥edni kvadraticka chyba pro tyto odhady je ddna vztahem (5)
MSE(m(x;0,h)) = var m(x;0,h) + (Em(z;0, h) — m(x))?,

kde prvni ¢len je rozptyl odhadu a druhy (vychgleni)?. Nejprve se zamé&fime na vychyleni
Nadarayovych — Watsonovych odhadii.
Ozna¢me M = (m(xy), ..., m(xzr_1))". Vyjadiime stfedni hodnotu uvazovaného odhadu

Em(z;0,h) = e,(X WX) ' X WM.

Hodnoty vektoru M nahradime Taylorovym rozvojem fadu s funkce m se stfedem
v bodé =

To— (rg — )2
M = m(@)X +m'(x) + o’ (2) +
Tr_1— (-1 — x)?
. (o — x)"
+ Em(”)(:c) + R, (),



kde
, (xO _ $)n+1
Ry(x) = mm(nﬂ)(f) : : §£€(0,1)
(xT—l _ x>n+1

je chyba této aproximace. Po dosazeni dostavame

To— X
Em(z;0,h) = e, (X WX) ' X WXm(z) + e, X WX) ' X Wm(z)
Tr_1 — T
(wg — )?
1 ’ ’ "
+ Eei(X WX) ' X Wm (2) : +...
(vr1 — 2)?
. (zo — )"
+ Ee; (XWX)L X Wm™ (z)
(xr—1 — )"
+ el (X WX) ' X WR,(x).
Odtud mtzeme vyjadiit vychyleni
To— T
Em(z;0,h) —m(z) = e, (X WX) ' X Wm/' ()
-1 — X
(o — 2)?
+ L XWX X W (2) ; 4o

21
(w1 — 17)2

(zo — )"

+ %e’l(X/WX)‘lX/Wm(”) (z)
| (or-1 - a)"
+e (X WX) ' X WR,(z).
Uzitim vypoctt z piikladu v odstavci 2.1 dostavame

S1(x;h) 13w h)

Em(x;0,h) —m(x) = ; (x-h)m (x) + 2 30 h)m (x)+...
(6) 0 . 7A . + 204y R .
SN(JT, h) P 1 Sn—i—l(x? h’) K+1

17



kde

T-1

. 1 ,
§.(x;h) = 7 Zo(acZ — )" Kyp(z; —x), r €Ny
Lemma 2.2.2. Pro vsechna r € Ny plati

Sp(x;h) = h" /u”K(u)du +0O(T™).

Dukaz. PoloZzme

T— xz+1

so(w)I/l(y z)' K Z/ — )" Kn(y — x)dy.

Oa:i

Funkci F(y) = (y — 2)"Kp(y — =) aproximujeme na intervalu [z;,x;,1] konstantou —
funkcéni hodnotou v bodé z; a hodnoty prislusnych integralti aproximujeme obsahy vznik-
Iych obdélniki. Dostavame tedy

o(x) = Z T(m, — )" Ky(z; — ) + R(F),

kde R(F) je chyba aproximace. Analyzujme nyni podrobnéji tuto chybu. Chceme-li
nahradit funkci F'(y) na intervalu [z;, z;41] funkéni hodnotou F'(z;), jedna se v podstaté
o aproximaci Taylorovym rozvojem nultého fadu se stfedem v bodé x;. Oznacme tento
rozvoj F;(y), pak podle Taylorovy véty

Fi(y) = (zi — 2)" Knp(z; — 2) + R(F),
kde R(F;) = F'(&)(y — x;), & € [x4,y] je chyba tohoto rozvoje. Je tedy jasné, Ze

T_ Tit1 T— Ti+4+1

Z | R, Z | Fle -y

=0 =0

T T

Zderivujeme-li funkci F'(y), dostavame

2Kh(y—:zz:).

Fy)=r(y—a) 'Ky — =)+ (y — x)’"ay

Podle predpokladu 4 je %Kh(y — 1) omezen4, a tedy i F'(y) je omezena, tj.

AL >0, |F(y)|<L VYyelo1].

Mizeme tedy odhadnout velikost chyby

Ti41

Z / —z;)dy| < LZ 2T2 = — =0(T™Y).

1=0

Ty

18



Celkem ziskidvame rovnost
1

o) = / (y — &) Knly — 2)dy = & (x:h) + O(T).

0

Odtud vyjadfime 5, (z; h) a upravime integral pouzitim substituce u = ¥

Sp(x;h

Podle ptredpokladu 2 je h < x < 1 — h, odtud mizeme vyjadrit nerovnosti pro meze
7 < —1al< 122 Podle definice je K (u) funkce nulové vné intervalu [—1, 1], a proto

Yy—x

)= / (v — o) Knly — 2)dy + O(T™)

1—z

:hr/uTK(u)dquO(T_l).

—x

h

miizeme uvazovat integral pouze na tomto intervalu

1

Sp(x;h) = h" /uTK(u)du +O0(T™).

Poznamka. Protoze uvazujeme jadra t¥idy Sj., mizeme aplikovat jejich vlastnosti
na vysledek pfedchoziho lemmatu. Obdrzime vyjadieni pro §,(x;h), r € Ny, kterd

-1

vyuzijeme pii hledani asymptotického tvaru vychyleni

Sp(z;h) =

[ 1+0(TY), r=0
o(T 1, 0<r<k
h* B, + O(Til)a r=K

| O(") +O(T7), 7>+

Nyni pouzijeme téchto vysledkii a po dosazeni do vztahu (6) dostavame

Em(z;0,h) — m(x)

ory 1 oI
= 1Tror " Wt i om
lmm+0@4%ﬁmﬂ
k! 14+ 0(T71)
1 O+ +0(T™)
(k+1!  14+0(TY)

= O(T)m' (1) + O )m" (&) + ..

) ¢)

W+ 0T ) + oW))m ()

- (o(h™) + O(T~1))m= 1 (€).

(k+1)!

19
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Odtud jednoduchymi tpravami dostavame
Em(x;0,h) —m(x) = gﬁﬁm(”) (z) + O(T™1) + o(h").
Vyuzijeme-li asymptotickych vlastnosti funkci O(T~1) a o(h*), tj.
O(T ') —0, proT — oo
o(h") — 0, pro T — oo,

ziskame hlavni ¢len pro vychyleni Nadarayovych — Watsonovych odhadi

(7) Em(z;0,h) — m(x) ~ ﬁ—ﬁnm(”) (x).

V dalsim se budeme zabyvat prvnim ¢lenem formule (5), tj. rozptylem var m(x;0,h).
Pripomenme si jeho obecny tvar

var m(x;0,h) = E(m(z;0,h) — Em(z;0,h))>

Podobné jako v ptripadé vychyleni zapiseme tento vztah vektoroveé. Oznacme
€= (807 s 78T71) ) pak

m(z;0,h) — Em(z;0,h) = e, (X WX) XX WY — M) =€, (X WX) ' X We,
umocnime
(m(z;0,h) — Em(x;0,h)? = e, ( X WX) ' X Wee WX (X WX) ey
a vyjadrime stfedni hodnotu

E(fm(z;0,h) — Em(z;0,h))? = e,(X WX) ' X WE(ee WX(X WX) e,
= 0% (X WX) ' XWX (XWX) le;.

Odtud je jasné, ze

T-1
XWX =) Kz —x),
i=0
a tedy
Tl
7= > Kz — )
. i=0
var m(z;0,h) = )
Lemma 2.2.3. Plati ndsledugici vztah
1 — 1
= > Ki(wi— ) = - / K2(u)du + O(T™H).
=0 2
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Dikaz. Tvrzeni by se dokazalo podobnym zptisobem jako v predchozim lemmatu. [

Ozna¢me )
V(K) :/KQ(u)du,
el

pak analogickym postupem jako u vychyleni lze dojit k formuli pro rozptyl

o — TGVEHOTTY) VK)o
var m(z;0,h) = A+ 0T =7 +o(T™"h™7).

Limitnim pfechodem pro 1" — oo obdrzime hlavni ¢len rozptylu

2

g
m(x;0,h) ~ —V(K).
(8) var m(x;0,h) = 7V (K)

Na zavér 1ze pouzit vzorct (7) a (8) pro vychyleni a rozptyl a formulovat asymptoticky
tvar stfedni kvadratické chyby v bodé = pro Nadarayovy — Watsonovy odhady

) MSE(@(:0,h)) ~ V(i) + (h.>

~ Th
Pro ostatni uvazované typy odhad@ bychom obdrzeli stejny vysledek, nebot vSechny
jsou asymptoticky ekvivalentni.

Be(m® (2))?.

2.3 Vliv vyhlazovaciho parametru na kvalitu odhadu

V mnoha aplikacich je uziteény zejména m yy odhad. Tohoto odhadu pouzijeme nyni k
ilustraci vlivu vyhlazovaciho parametru na kvalitu odhadu. V tomto piipadé jsou vahové
funkce tvaru

Ko (1 —
Wi(z) = T_1h<x 4o T-1
> Kz — ;)
i=0
T-1
Jadrovy odhad neni definovan pro >  Kp(x — x;) = 0. Jestlize nastane ptipad 70/0”,
i=0

pak klademe myw (z;h) = 0. Omezime se nyni na odhady m v bodech planu x;, t =
0,...T —1.
Pro h — 0 plati

- K(0)Y,

mNW(xt;h)—> ( ) = t-

K(0)

To znamend, Ze pfi malé Sifce vyhlazovaciho okna odhad reprodukuje data (viz obr.3).
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Obrazek 3: Symboly x oznacuji namérené hodnoty Y s chybou o* = 0.15. Cdrkované
je zobrazena skutecnd regresni funkce m(x) = sin(2wx). Plnd ¢dra zndzornuje jadrovy
odhad této regresni funkce s parametrem h = 0.005.

Pro h — oo plati

T-1 T-1
SEOY, KOXY
~ . J= _ J= —
Mo (2 h) = S TK(0) 72.Y
K(0) =0
j=0

0.5 4 . i

x ><>}\ « s

Obrazek 4: Symboly x oznacuji namérené hodnoty Y s chybou o* = 0.15. Cdrkované
je zobrazena skutecnd regresni funkce m(x) = sin(2nx). Plnd ¢dra zndzornuje jadrovy
odhad této regresni funkce s parametrem h = 0.6.
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je znézornén odhad s optimalni hodnotou A. Pokud jde o volbu vyhlazovaciho parametru,
je tfeba si uvédomit, ze konecné rozhodnuti o odhadované ktivce je castecné subjektivni,
nebot i asymptoticky optimélni odhady obsahuji pomérné znaéné mnozstvi Sumu, coz
ponechava prostor pro subjektivni posouzeni.

Obrazek 5: Symboly x oznacuji namérené hodnoty Y s chybou o? = 0.15. Cdrkované
je zobrazena skutecnd regresni funkce m(x) = sin(2wx). Plnd ¢dra zndzornuje jadrovy
odhad této regresni funkce s optimalni sirkou okna h = 0.11.
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3 Volba sitky okna

3.1 Teoretické odhady vyhlazovaciho parametru

Jak bylo uvedeno v minulé kapitole, hodnota vyhlazovaciho parametru h, ktery na-
zyvame $iTka okna, znacné ovliviiuje vysledny odhad regresni funkce. Budeme se tedy
zabyvat hledanim optiméalni Sitky okna, pfi niz bude jadrovy odhad nejlepsi. Kvalitu
tohoto odhadu v bodé = € [0, 1] teoreticky popisuje tzv. stredni kvadratickd chyba. Jeji
asymptoticky tvar (9) byl podrobnéji popsan pro Nadarayovy — Watsonovy odhady v
odstavci 2.2. Zamérime se na odhady v bodech planu. Odhad regresni funkce m na ce-
1ém intervalu [0, 1] budeme charakterizovat pomoci globalni chyby, tzv. pramérné stredni
kvadratické chyby (13). Optimalni §ifka okna je definovana vztahem (14) jako minimum
této funkce. Jedna se vsak pouze o teoretickou hodnotu, ktera zavisi na neznamych pa-
rametrech. V praxi se postupuje tak, Ze minimalizujeme néjaky odhad primérné stiedni
kvadratické chyby. V této kapitole uvedeme nékolik klasickych metod, které se pouzi-
vaji k hledani optimalni sitky okna. VSechny tyto metody jsou asymptoticky ekvivalentni
a vychazeji z tzv. residudlniho souctu ctverci.

Kvalitu jadrovych odhadi popisuje stfedni kvadratickd chyba MSE (4). Asymptoticky
tvar této chyby v bodech x € [0, 1] mtizeme vyjadfit vztahem

(10) MSE(fi(x; h)) = MSE(m(x; b)) + o(1)

kde M SE(m(z;h)) je hlavni ¢len, ktery byl v odstavci 2.2 podrobné odvozen pro Na-
darayovy — Watsonovy odhady myy . Pfipomenme si jeho tvar

- _ (%)
(11) MSE(m(w; 1)) = =~ + (3l (m"(x))”,
rozptyl (vych\}'frleni)2
kde

1

1
V(K) = /K2(x)dx, Bk = /x“K(m)das.
-1 “1
Soustiedme se nyni na odhad funkce m v bodech plénu x;, i = 0,...7 — 1. V tomto

pripadé je vhodné odhad charakterizovat pomoci globalni chyby, a to prumeérné stredni
kvadratické chyby AMSE (Average Mean Square Error)

!
-

(12) Rr(h) = E(fi(as h) — m(x)?

Nl =
I

i

Hlavni ¢len této chyby lze na zdkladé vztaht (10) a (11) vypocitat takto

T-1
M vy g
Rl = 13 (o
=0

2 (T ).

7
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Oznacime-li

pak

— a?V(K)  h*
Ry(h) = p

T+ G @)

V literatufe se ¢asto misto primeérné sttedni kvadratické chyby AMSE minimalizuje in-
tegrdlni stredni kvadratickd chyba IMSE (Integral Mean Square Error). V tomto pfipadé

se pak misto (m(”))Q aplikuje vyraz

A, = /1 (m®) ()" da.

My ho té7 uZijeme v nagich tivahach, Ry(h) méa pak tvar

(13 Rrlh) = " + 1o

2
B2 A,

Hodnota h, pro kterou Rr(h) nabyva minimalni hodnoty je uréena vztahem

o)
on

Odtud ziskame teoretickou hodnotu optimalni sitky vyhlazovaciho okna
o2V (K) (k)2 751

14 Y B A S _

(14) Pt ( 28T 32 A, )

Tato hodnota h,,; zavisi na neznamych veli¢inach o2, m((z), a neni tedy uZitena
pro praktické cely. Ma ovsem teoreticky vyznam a umozni nam napt. posoudit asympto-
tickou rychlost konvergence AMSE.

V praxi se také casto minimalizuje tzv. pramérnd kvadratickd chyba ASE (Average
Square Error), ktera je asymptoticky ekvivalentni s AMSE (viz napt. [6])

~
=

(15) ASE(R) = % > (i ) — )P

)

Il
=)

Tato chybova funkce zavisi na neznamych hodnotach regresni funkce m(x;). Nahraze-
nim teoretickych hodnot m(z;) naméfenymi hodnotami Y; ziskdme odhad Rr(h), tzv.
residudlni soucet ctverci

(16) RSSy(h) =



Avsak RSSr(h) je bohuzel vychyleny odhad funkce Ry (h). Jak si miZzeme na obrazku 6
povsimnout, RSSy(h) je rostouci funkce proménné h. Minimalizace této funkce by tedy
vedla k pfili§ malym hodnotam optimélni sitky okna h (viz napt. [12]).

RSS (h)

0.05 I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Obrazek 6: Chybovd funkce RSSt(h) pro simulovand data z obr.3.

Podrobnéji popisuji vychyleni residualniho souctu ¢tverci nasledujici lemma a véta.

Lemma 3.1.1. RSSy(h) lze psdt ve tvaru

1 T—1 9 T—1 T—1
(17) RSSr(h) = ASE(h) + 7 £ — TG Wi(z)Y; — m(x;)
i=0 1=0 Jj=0
Dukaz.
1 T-1 1 T-1
N o Y 2 N o~ _ 2
RSSr(h) = — 3 [ (s; h) = YiI? = ;[m(x“ h) —m(x;) — €]
1 T-1 9 T—-1 1 T—1
=7 (s h) —m(@)]* — ;gi(m(:@, h) —m(x:) + = 3 el
1 T—1 9 T—-1 T—1
i=0 i=0 j=0

o T-1 [T-1
Bir = —7 Zsi [Z Wi(z;)Y; — m(:v,)] )



Véta 3.1.2. RSSy(h) je vychyleny odhad Rr(h), nebot stredni hodnota tohoto odhadu
je

E(RSSr(h)) = Rr(h) + 0% — =) Wi(x,).

Dikaz. Pripomenme zakladni predpoklady naseho modelu, tj. ; jsou nezavislé na-
hodné veli¢iny splnujici podminky

E(e;) =0, war(g) =E(e}) =02  i=0,...,T—1

Pocitejme stfedni hodnotu E(RSSz(h))
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V dalsich tvahéch se budeme snazit ,upravit“ residudlni soucet ¢tvercia RSSr(h) tak,
aby se stal nevychylenym, piipadné alespon asymptoticky nevychylenym, odhadem chy-
bové funkce Rp(h).
Naptiklad Rice [17] uvazuje odhad

(18) Rr(h) = RSSp(h) — % + > Wilws),

kde 62 je odhad o2

T-1
2 1

_ 2
0= g5 2 (MY

t=1

Podobny typ poprvé navrhl Mallows [16] a Craven & Wahba [1].
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3.2 Metoda krizového ovérovani

Jednou z nejznaméjsich metod pro hledani optimalni §itky okna je tzv. metoda kriZo-
vého ovérovdni. V literatute ([4], [6], [11], [18]) se vyskytuje velmi ¢asto, a to nejen v
souvislosti s jadrovymi odhady, ale také napf¥. v teorii vyhlazovacich splajni. Hlavni
myslenka této metody spociva v tom, ze odhadneme hodnotu m v bodé x; bez pouziti
tohoto bodu, tj. pomoci zbyvajicich 7' — 1 bodu. Takto definované odhady pak pouzi-
jeme pii vypoctu residudlniho souctu ¢tvercat RSSr(h). Obdrzime tzv. funkci kriZového
ovétovdni, kterd bude jiz asymptoticky nevychylenym odhadem chybové funkce Ry (h).
Minimalizaci této funkce ziskame odhad optimalni sitky okna ibopt.

Ozna¢me m;(z;;h) odhad hodnoty regresni funkce m v bodé z; bez pouziti tohoto
bodu, t;j.

T-1
mj(wjih) = Wilz;)Ys.
=
S takto pozménénymi odhady ma RSSr(h) tvar

S

(19) CV(h) = % ’_ (i h) — V2.

(2

I
o

Funkce C'V (h) se nazyva funkce kiiZového ovétfovani. Tato funkce je zndzornéna na obr.7.

0.32 -
0.3 -

=
S o028 B
o

0.22
[9)

Obréazek 7: Funkce kriZového ovérovdani C'V (h) pro simulovand data z obr.3. Pri jadrovém
odhadu bylo pouZito jddra tridy Spy — viz tab.1.

Odhad optimalni sitky okna fzopt definujeme jako hodnotu, kde funkce CV'(h) nabyva
svého minima, tj.

hopt = argmin C'V (h).
he(0,1)
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SoustFedme se na statistické vlastnosti funkce kiizového ovéfovani. V nasledujicich tiva-
hach ukazeme, ze na rozdil od residudlniho souctu ¢tvercti je asymptoticky nevychylenym
odhadem funkce Rr(h), piipadné ASE(h).

Stejnymi tpravami jako v odstavci 3.1 mtzeme uvazovat funkci kiizového oveérovani
v nasledujicim tvaru

= L2 T-1 T-1
CV() = ASEM) + 7} et =7 Zs [Z Wi (:)Y; = m(s)]
J#i
Ozna¢me posledni ¢len tohoto vyjadieni Baor, tj.
o I T-1
Bor = =7 D el Wila)Y; — mia:)).
=0 j=0
J#

Tento vyraz je podobny vyrazu Bjr, ktery tvoii hlavni ¢ast vychyleni RSSy(h). Nésle-

dujici véta ukazuje, Ze stfedni hodnota By je nulové, a tedy stfedni hodnota C'V(h) je

hodnota funkce Ry (h) posunutd o o2.

Véta 3.2.1. Stredni hodnota Bar je nulovd, tj.
E(Byr) = 0.

Dukaz. Pii vyjadieni stfedni hodnoty vyuzijeme vlastnosti modelu E(g;) = 0 pro
i =0,....,7 —1 a také toho, ze chyby jsou navzajem nezavislé, a proto E(e;e;) = 0
pro ¢ # j.

O
Poznamenejme, Ze samotny fakt, Ze vyraz Bor mé nulovou stiedni hodnotu, jesté ne-
zarucuje, ze h,, minimalizuje chybovou funkci Rp(h), piipadné ekvivalentni ASE(h).
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Pro metodu kiizového ovérovani by mél byt splnén také predpoklad, ze vyraz Bor stej-
nomeérné konverguje k nule v zavislosti na h. V praxi se vSak Casto stava, ze ¢len Baor
nespliiuje tyto podminky a ovliviiuje vychyleni funkce C'V'(h). Jeji minimum je pak vét-
Sinou mensi nez skutecnd hodnota optimalni siiky okna h,,. K této situaci dochézi
zpravidla pfi malém rozsahu dat (7' < 50).

Priklad.

Na simulovanych datech v systému MATLAB jsme porovnavali odhady ziskané meto-
dou kfizového ovérovani s teoretickou optimalni sitkou okna. Pozorovani Y;, pro t =
0,...,7 —1 =199, byla vygenerovana s ndhodnymi normalné rozlozenymi chybami s
nulovou stfedni hodnotou a rozptylem 0% = 0.2. Regresni funkce byla v nagem ptipadé

m(x) = cos(9r — 7) — (3 + z'?)/6 + 8“7 1.

Pti vypoctech jsme pouzili Nadarayovy — Watsonovy estimatory a jadra t¥idy Sp,. (viz
tab.1l) pro k = 2, 4, 6, 8. Bylo vygenerovano 200 fad. U kazdé fady byly ziskany odhady
optimalni sitky okna tak, ze jsme nejprve vypocitali hodnoty funkce k¥izového ovérovani
v 321 bodech ekvidistantné rozloZzenych na intervalu [0.01,0.99] a pak z nich vybrali tu
hodnotu, kde tato funkce nabyvala svého minima. V tabulce 2 jsou uvedeny stiedni

~

hodnoty a smérodatné odchylky vSech odhadti, E(h,y) je primér vSech 200 hodnot a

std(hopt) je jejich smérodatna odchylka, h,, oznacuje teoretickou optimalni hodnotu
spo¢tenou dle vzorce (14).

Tabulka 2: Stredni hodnoty a smérodatné odchylky odhadi parametru hoy ziskanych
metodou kriZoveho overovani.

K 2 4 6 8
Popt 0.0978 0.2488 0.4056 0.5684
E(ﬁopt) 0.0876 0.1942 0.3001 0.3948
std(hep) | 0.0235 0.0457 0.0782 0.1104

Vybereme jednu z vygenerovanych fad ke grafickému znazornéni dosazenych vysledki.
Pro odhad regresni funkce jsme pouzili jadro t¥idy Sps. V tomto ptipadé byla vybrana
optimélni sifka okna lAzopt = 0.1364 jako minimum funkce C'V(h). Na obr.8 jsou vykres-
lena simulované data, regresni funkce m(x) a jeji odhad s timto parametrem. Obr.9
znazornuje jadrovy odhad s pouzitim teoretické optimalni sitky okna h,, = 0.2488.
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Obrazek 8: Symboly x oznacuji namérené hodnoty Y s chybou o? = 0.2. Cdrkované
je zobrazena skutecnd regresni funkce m(zx). Plna édra zndzorniuje jadrovy odhad této
regresni funkce s sirkou okna hoy = 0.1364.

-10.5

-11.5

—-12.5- —

Obrazek 9: Symboly x oznacuji namérené hodnoty Y s chybou o® = 0.2. Cdrkované
je zobrazena skuteénd regresni funkce m(x). Plnd éara zndzornuje jadrovy odhad této
regresni funkce s optimdlni sirkou okna hoy = 0.2488.
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3.3 Penalizacéni funkce

Druhym casto pouzivanym postupem pii hledani optimalni Sitky okna je tzv. metoda
penalizacnich funkci. Tato metoda také vychézi z residuélniho souctu ¢tverci RSSr(h)
jako vychyleného odhadu funkce R (h), pfipadné ASE(h). Jeji hlavni myslenkou je
vhodné ,aprava“ funkce RSSr(h), kterd vede k asymptotickému zanedbani jejiho vy-
chyleni. Na obr.6 je zndzornéna funkce RSSy(h) jako rostouci funkce proménné h. Mo-
difikace spociva ve vynasobeni této funkce urcitou funkei, ktera nabyva velkych hodnot
pro mala h a naopak pro velké hodnoty h konverguje k nule. Takovou funkci nazyvame
penalizacni funkce, nebot penalizuje prili§ malé hodnoty h. Vznikne tak nova chybovéa
funkce. Odhad optimalni sitky okna metodou penaliza¢nich funkci budeme definovat
jako hodnotu, pro kterou tato funkce nabyva svého minima. Budeme-li zkoumat tuto
funkci podrobnéji, zjistime, ze jeji vychyleni obsahuje ¢leny, které se asymptoticky vza-
jemné vyrusi.

Definice 3.1. Libovolnou funkci Z(u), jejiz Tayloruv rozvoj 1. fddu se stfedem v nule
je tvaru
Z(u) = 1+ 2u+ O(u?),

nazyvame penalizacni funkce.

Priklady nékterych penaliza¢nich funkci jsou uvedeny v néasledujicim prehledu. Jejich
pribéh je znazornén na obr.10.

Priklady penalizac¢nich funkci:

1. Generalized cross-validation (Craven, Wahba 1979; Li 1985)

S (i) = — L
Zaov(t) = T

[\

. Akaike’s Information Criterion (Akaike 1970)
EAjc(u) = 62u

3. Finite Prediction Error (Akaike 1974)

1+u
1—u

Erpe(u) =
4. Shibata’s model selector (Shibata 1981)
Eg(u) =14 2u

5. Rice’s bandwidth selector (Rice 1984)




6. ET bandwidth selector (Kolac¢ek 2001)

™

EET(U) — 6% tan U

Obréazek 10: Graf 6 penalizacénich funkci v zavislosti na h: - - Rice, — ET, ** Generalized,
-.- FPE, .. Akaike, e® Shibata.

Myslenka metody penalizacnich funkci spocivd v nésledujicim. Nechf =Z(u) je penali-
zacni funkce. Kazdy ¢len residualniho souctu ¢tverca (16) RSSr(h) vynasobime vyra-
zem Z(W;(z;)). Divodem pro tuto tpravu je fakt, ze Z(W;(z;)) nabyva velkych hodnot
pro malé h. Pfipomerime, Ze funkce RSS7(h) je rostouci, a tedy jeji minimalizace vedla
pravé k pfili§ malym hodnotam h. Vynasobenim vyrazem =(W;(x;)) penalizujeme tyto
hodnoty. Dostavame tedy novou chybovou funkci

(20) G(h) =+ > iz h) = YiPEWi(x:).
=0
Hodnotu, pro kterou tato funkce nabyva svého minima, definujeme jako odhad optimalni
sitky okna X
hopt = argmin G(h).
he(0,1)

Pribéh funkce G(h) a jeji minima pro rtzné penalizacni funkce zndzornuje obr.11.
Nyni podrobnéji rozebereme asymptotické chovani této funkce. Néasledujici véta uka-

zuje, Ze stfedni hodnota G(h) je hodnota funkce Ry (h) posunuté o .

Véta 3.3.1. Stredni hodnota funkce G(h) je rovna

E(G(h)) = Rr(h) + o°.
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Dikaz. Penalizacni funkci Z(W;(z;)) nahradime v (20) jejim Taylorovym rozvojem,
tj.
T-1
1 ~ 2 —37 -2
G(h) = = > (ws h) = ViIP(1+ 2Wi(xy)) + O(T*h).

=0

Posledni ¢len mzeme zanedbat, funkci RS St (h) vyjadiime podle vztahu (17)

T-1 T—1
1
i=0 §=0
roznéasobenim dostavame
= = g T-1 T-1
Gh) = 7 S [l ) —m() P+ 7 Y = 2 3 [Z W)Y, m(x»]
=0 =0 =0 7=0
9 T-1 9 T-1
+ T Wi(z) [m(zi; h) — m(z)]* + T Wi(z;)e?
=0 1=0
g -1 T-1
S Wi [ W)Y m(x@)]
i=0 §=0

1 T-1 9 T-1 T-1 9 T-1
G(h) = ASE(h) + = Y el = =) =i [Z W@y = m(z:) | + 2 ) Wilwi)el.
=0 i=0 7=0 i=0
Spocteme-li stfedni hodnotu G(h), posledni dva ¢leny se vyrusi
, 207 < 202 <
E(G(h)) = Rr(h) +0* — = 2; Wilw:) + = z; Wi(;).

Poznamka
Metoda kfizového ovérovani je také zptuisob penalizace funkce RSS(h), nebot

OV (h)

RSS(h) — 1+ 2Wy(z;) + O(T2h72).

Podrobnéjsi dikaz muzeme najit v [5].

Priklad.

Na simulovanych datech v systému MATLAB jsme porovnavali odhady ziskané pomoci
uvedenych penaliza¢nich funkci mezi sebou a také s teoretickou optimalni sitkou okna.
Pozorovani Y;, prot = 0,...,7T — 1 = 99, byla vygenerovana s ndhodnymi norméalné
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rozloZenymi chybami s nulovou stiedni hodnotou a rozptylem o2 = 0.1. Regresni funkce
byla v nasem ptipadé

m(z) = 11 — 1/3 tan(5 + 2°%) sin(12 z).

P1i vypoctech jsme pouzili Nadarayovy — Watsonovy estimatory a jadra t¥idy Sp,. (viz
tab.1l) pro k = 2, 4, 6, 8. Bylo vygenerovano 200 fad. U kazdé fady byly ziskany odhady
optimalni $itky okna tak, Ze jsme nejprve spocitali hodnoty funkce G(h) v 321 bodech
ekvidistantné rozloZenych na intervalu [0.01,0.99] a pak z nich vybrali tu hodnotu, kde
tato funkce nabyvala svého minima. V tabulce 3 jsou uvedeny stfedni hodnoty vSech
odhadt. V prvnim sloupci je oznaceni penalizacnich funkci, které byly pouzity, E (ﬁopt)
je primeér vSech 200 hodnot, A, oznacuje teoretickou optimalni hodnotu spoc¢tenou dle
vzorce (14).

Tabulka 3: Stredni hodnoty odhadi parametru hgy ziskanych metodou penalizacnich
funkct.

K 2 4 6 8

hopt | 0.0691 0.1739 0.2721 0.3742
GCV | E(hgy) | 0.0597 0.1317 0.2101 0.2818
AIC | E(hgy) | 0.0461 0.1115 0.1824 0.2549
FPE | E(hyy) | 0.0498 0.1151 0.1862 0.2569
S | E(hgy) | 0.0251 0.0646 0.1192 0.1868
R | E(hey) | 0.0661 0.1432 0.2236 0.3023
ET | E(hoy) | 00623 0.1345 0.2131 0.2884

Porovname-li v tabulce hodnoty ﬁopt pro ruzné penalizacni funkce s teoretickou opti-
malni sifkou okna, je ziejmé, Ze jsou pro vSechna x vysledné odhady mensi. S rostoucim
k jsou vetsi rozdily mezi vysledky ziskanymi jednotlivymi metodami. To je zpisobeno
predevsim tim, Ze odhady regresni funkce s jadry vyssich fadd jsou méné citlivé na
malou zménu vyhlazovaciho parametru. Je nezbytné si uvédomit, ze vSechny metody
jsou pouze asymptoticky ekvivalentni a také izopt jsou jen asymptoticky nevychylenymi
odhady optimalni sitky okna h,p;. Proto pfedevsim pro mensi rozsah dat dochazi k roz-
dilim ve vysledcich.

Zvolime jednu z vygenerovanych fad ke grafickému znézornéni dosazenych vysledkii.
Priubéh funkce G(h) a jeji minima pro rizné penalizacni funkce a jadro t¥idy Sps zndzor-
nuje obr.11. Nejblize optimalni Sifce okna h,, = 0.3742 byly v tomto piipadé vysledky
ziskané pomoci ET a Riceho penaliza¢ni funkce. V této i celkové v dalsich simulacich
se jevi pravé tyto dvé penalizacni funkce jako nejvhodnéjsi. Naopak, nejhorsi vysledky
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Obréazek 11: Rizné penalizovand RSSt(h): - - Rice, — ET, ** Generalized, -.- FPE, ..
Akaike, oo Shibata a jeji minima pro jadro tridy Sos. Teoretickd hodnota oy = 0.3742.

byly ziskany pfi pouziti AIC a Shibatovy penaliza¢ni funkce.
Pro odhad regresni funkce jsme pouzili jadro t¥idy Sp4. Obr.12 znazornuje jadrovy od-
had s pouZitim teoretické optimalni siftky okna h,p = 0.1739.

I I I I I I I I I
o] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Obrazek 12: Symboly x oznacuji namérené hodnoty Y s chybou o* = 0.2. Cdrkované
je zobrazena skutecnd regresni funkce m(x) = 11 — 1/3 tan(5 + 2°) sin(12z). Plnd ¢édra
zndzornuje jadrovy odhad této regresni funkce s optimdini $irkou okna he, = 0.1739.
pro jadro K € Sy,

VSimnéme si jesté ET a Shibatovy penalizacni funkce. V tomto pfipadé byla vybrana
optimalni sitka okna pro ET h,, = 0.1332, odhad regresni funkce m(z) s timto para-
metrem je na obr. 13. Pfi pouziti Shibatovy penaliza¢ni funkce vysel odhad optimalni

36



sitrky okna fzopt = 0.0672. Na obr.14 je vidét, ze je tato hodnota prilis malad a odhad
podhlazeny.

9.5~ 3

Obrazek 13: Symboly x oznacuji namérené hodnoty Y s chybou o* = 0.2. Cdrkované
je zobrazena skutecnd regresni funkce m(x) = 11 — 1/3 tan(5 + x°)sin(122). Plnd cdra
zndzornuje jadrovy odhad této regresni funkce s sirkou okna ho, = 0.1332. pro jadro
K e So4

Obrazek 14: Symboly x oznacuji namérené hodnoty Y s chybou 0% = 0.2. Cdrkované
je zobrazena skutecnd regresni funkce m(x) = 11 — 1/3 tan(5 + 2°)sin(12z). Plnd cdra
znazornuje jadrovy odhad této regresni funkce s sirkou okna hoy = 0.0672. pro jadro
K € Sy,
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4 Cyklicky model

Jak jsme se jiz zminili v odstavci 3.1, v blizkosti hrani¢nich bod se mohou objevit tzv.
yhranicéni efekty” a odhadim v téchto bodech je nutno vénovat zvlastni pozornost. Cilem
této prace je vSak zamérit se pfedevsim na hledani optimalniho vyhlazovaciho parametru
h, a proto si situaci mirné zjednodusime tim, ze budeme uvazovat tzv. ,cyklicky model“.
Cyklicky model se ¢asto pouziva v teoretickych studiich (napit. [9], [10], [13], [14], [15]),
pravé za ucelem odstranéni problémt v krajnich bodech intervalu. Tento model se od
ptivodniho modelu s pevnym planem lisi v nasledujicim:

e Body planu z; rozsifime na celou realnou osu a zachovame jejich ekvidistantnost,

e Predpokladdme, ze m(z) je hladka periodické funkce s periodou 1 a odhad je ziskan
jadrovym vyhlazovanim na rozsitené fadé Y;, kde Y, pr = Y; pro kK = 0,+1,. ..
(viz obr. 15, obr. 16).

0.5

1 I I I I
-1 -0.5 [0 0.5 1 1.5 2
x

Obréazek 15: Pivodni model pro regresni funkci m(z) = sin(mx) cos(3mx®). Symboly x
oznacuji namérené hodnoty Y s chybou o® = 0.05. Plnou éarou je zobrazena reqresni
funkce m(z).

4.1 Vlastnosti cyklického modelu

V tomto odstavci si vSimneme nékterych pozoruhodnych vlastnosti cyklického modelu,
kterych budeme moci pozd€ji vyuzit. Budeme se zabyvat predevsim odhady v bodech
planu, nebot ty pak budou déle potieba k odhadu optiméalni §ifky okna. Ziskame napii-
klad zajimavy vysledek, Zze hodnoty Nadarayovych — Watsonovych a lokalné linearnich
estimatort v bodech planu jsou totozné. To nam nésledné umozni zjednoduseni zapisu
téchto odhadi.

38



0.5 x x
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Obrazek 16: Cyklicky model pro regresni funkci m(z) = sin(mz) cos(3mz®) Symboly X
oznacuji namérené hodnoty Y s chybou o? = 0.05. Plnou carou je zobrazena regresni

funkce m(z).

Pripomenme si nejznaméjsi typy jadrovych odhadi regresni funkce. Ty jsou v cyklickém
modelu tvaru

1. Nadarayovy — Watsonovy odhady (1964)

271
Z Kh(l'k — l’)Yk
k=T
mvw (25 h) = =55
> Kp(xp —x)
j—)

2. Lokalni linearni estiméatory (Stone 1977, Cleveland 1979)

1 Qil {8a(z; h) — 31 (m; h) (24 — 2) K (2 — 2) Vi

~ ) = —
mrr(z;h) T~ So(x; h)So(x; h) — §1(x; h)? 7
kde
aih) = 23 = o Ko=)
Sr(x; _Tk:—Txk T) Bp Tk — T

3. Pristleyho — Chaovy odhady (1972)

mpCHﬁh E Kh ZEk—IL‘
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4. Gasserovy — Miillerovy odhady (1979)
27-1  °F
Meu(rih) = Y Y / Ky (t — z)dt,
k=—T
Sk—1
kde

sk:%,k:—T,...,zT—z S 1= —1, sypq=2.

V cyklickém modelu 1ze jadrové odhady obecné zapsat ve tvaru

2T-1

(21) wi(wih) =y W (),

k==-T

kde vahy W\ (z), j € {NW, LL, PCH, GM}, odpovidaji vAham u odhad@ iiyw, fipr,
fhPCH, mGM-

Véta 4.1.1. Necht h € (0,1),t € {0,1,...,T — 1}. Pak

27T-1 T-1

1 1
T Z Kh(l’k - l’t) = T Z Kh(xk)>
k=—T k=—T+1
). suma nezdvisi na indexu t.
Dukaz.
| 2l -l | 2ot
T Z Kh(xk; - xt) = T Z Kh(xk—t) = T Z Kh(%)
k=—T =T k=—T—t
= = 1 2ot
= T Kh('rk) + = Z Kh<56k) + = Z Kh(xk>
k=—T—t k=—T+1 k=T
1 T-1 Koo
=T r\ Tk
k=—T+1
Prvni a tfeti suma jsou rovny 0, nebot |zx| > 1 pro |k| > T a tedy Kp(x) = 0. O
Oznacme
=
CT = f Z Kh(.’Ek)
k=—T+1

Tuto konstantu budeme v dalsim textu pouzivat. Mizeme pomoci ni napt. vyjadrit
jednodusseji hodnoty Nadarayovych — Watsonovych vah v bodech planu

Ko (o —
WO (3, h(;kCT th)‘
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Poznamka. V pripadé, Ze by se v nékterém z odhadu délilo nulou, napft. kdyby Cr = 0,
dodefinujeme piislusny odhad jako nulovy.

Lemma 4.1.2. Necht h € (0,1),t € {0,1,...,T — 1} ar je liché. Pak

§T(xt; h) =0.
Dukaz.
1 201
Sp(x4;h) = T (g — x)" Kp(z) — 24)
k=—T
1 201
-7 Z Tpoy K (Tr—t)
k=—T
1 it
= — $kKh($k)
T k=—T—t
1 T -1
=z K (m) + = Y 2 Kn(ar)
k=—T—t k=—T+1
111 1 211
k=0 k=T

Prvni a posledni suma jsou rovny 0, nebot |zx| > 1 pro |k| > T a tedy Kj(zx) = 0.
k

Pripometime jesté, ze plati x_ = =% = —1; a Kj(7x) = Kp(—x1). Celkem
= =
S (wh) = o > apK(ay) + = > ap K ()
k=—T+1 k=0
= =
= T Z[E kKh<x—k) + T Z{L’kKh(ZL‘k) + —ZEoKh(l’())
k=1 k=1
= =
=7 2_(cw) Bn(=aw) + 7 ) @ Kn(wx)
k=1 k=1
=
=7 2_ (@ — 2p) Kn(z) =0
k=1
OJ
Dusledek 4.1.3. Necht h € (0,1),t € {0,1,...,T — 1}. Pak

Wi () = WM (@),
prok e {-T,-T+1,...,2T —1}.
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Dukaz.

W(LL)<$ ) _ l{=§2($t; h) - §1($t; h)(lﬂk - wt)}Kh(xk - l“t)
k Yo So(x; h)So(xe; h) — 81(wg; h)? '

Podle pfedchoziho lemmatu je $1(x; h) = 0, a proto

1 Sa(@s h) K, — )

(LL)
Wi (w) = 7 3o (0 )30 (203 1)
. 1 Kh(xk — LL’t)
T So(xyh)
- e W)
7 > Ky(rp — )
k=—T

O

Poznamka. Vyse uvedeny dusledek tedy ukazuje, ze hodnoty Nadarayovych — Watso-
novych a lokalné linedrnich odhadd v bodech planu jsou stejné. Vyuzijeme této zajimavé
skute¢nosti a pro lepsi prehlednost nebudeme index j u Wy (z) v dalsim textu uvadét.

Lemma 4.1.4. Necht k,t € {0,1,...,T — 1}, pro vSechny uvaZované typy odhadi

plati
Wk (ZL’t) = WO (l‘t_k).

Diikaz. Tvrzeni nejprve dokazeme pro Nadarayovy — Watsonovy, tj. i pro lokalné
linedrni odhady. Je zfejmé

1 1
Wk(l’t) = T—@Kh<l'k — It> = T—%Kh(o — (Z’t - J}'k))
1
= T—C,TKh(l’o - xt—k) = Wo(xt—k)-

V ptipadé Pristleyho — Chaovych odhadi je situace velmi podobné, nebot se lisi pouze

o konstantu C7p.
Zavérem dokazeme tvrzeni pro Gasser — Miillerovy estimatory, které jsou tvaru

Sk
Wi(z:) = / Kp(u — x;)du,
Sk—1

2k+1
T+ T
kde Sk = k 2k+1 = "5 =

2o fSI=

+ % =S¢ + 2. Substituci v = u — xj;, dostévame

Sk S0 S0
/ Kp(u—x¢)du = / Kp(v+ x — x)dv = / Kp(v— (zy — xp))dv = WéGM)(xt,k).
S_1 S—1

Sk—1 — —
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Lemma 4.1.5. Necht k,t € {0,1,...,T — 1}, pro vSechny uvaZované typy odhadi plati
Wk$T(-rt) = Wk({L’t + 1)

Diikaz. Tento vztah lze dokazat stejnym zptisobem jako v pfedchozim lemmatu. [J

4.2 Vyuziti Fourierovy analyzy

Teorie Fourierovy analyzy je velmi rozsahld a casto se pouzivd v riaznych odvétvich
aplikované matematiky. I my vyuzijeme v dalsich tvahach nékterych jejich vysledki.
Nejprve uvedeme zakladni definice a véty, které budeme dale potiebovat. Pak se za-
méfime predevsim na chybové funkce Rr(h) a RSSy(h) a budeme zkoumat jejich tvar
po Fourierové transformaci. Toho nasledné vyuzijeme v dalsich odstavcich k ziskani ji-
nych metod pro odhad optimalni sitky okna.

Definice 4.1. Nechf x = (z9,...,z7_,) € C”. Vektor * = (a3,...,25_,) € C”,
kde

T-1
2wkt
SB?:: E zeet T, t=0,1,...,T—1,
k=0

se nazyva diskrétni Fourierova transformace vektoru z. Piseme x* = DFT*(z).

Poznamka. 7 definice diskrétni Fourierovy transformace je vidét, ze az*, = ijE_t.

Pokud z € R” plati také 2%, = E7 celkem tedy dostavdme symetrii z75_, = E, kterou

vyuzijeme v pozdéjsich tvahach.

Definice 4.2. Periodogram vektoruY = (Yo, ..., Yr_1)" je vektor Iy = (Iyy, ..., Iy, ,)

Y, ?
22 Iy, = t=0,..T—-1
( ) }/t 2’/TT Y Y b
kde Y~ = DFT~(Y).
Poznamka. Ozna¢me S, = m(z;), t = 0, ..., T — 1. Periodogramy a Fourierovy
transformace pro vektory S = (Sp,...,Sr_1) ae = (go,...,e7_1) jsou definovany po-

dobné jako pro Y.

Véta 4.2.1. (Parsevalova identita — diskrétni pripad)
Necht x € CT, pak plati

T-1 1 T-1
’xt|2 = T Z |‘rti|27
t=0 t=0

kde = = DFT*(z).
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Dukaz. Dikaz mtzeme najit napt. v [3]. O

Definice 4.3. Nechf x = (x¢,...,27_1), ¥ = (vo,...,yr_1) € CT;

T—1
2t = E T<t—k>r Yk,
k=0

kde < t — k >¢ oznacuje (t — k) mod T'. Pak z = (zy,...,2r_1)" nazyvame diskrétni
cyklickou konvoluci vektori x a y; pisSeme z = ® y.

Véta 4.2.2. Nechtz, y € CT, pak prot € {0,...,T — 1} plati

(T®y); =27y

Dtkaz. Dikaz mizeme najit napt. v [3]. O
Oznaceni. Oznacme w := (wg, w1, ..., wr_1)’, kde
(23) Wt = Wo(l’t — 1) + Wo(l’t) + Wo([lft + 1)

Pripomenme jesté, ze v celé kapitole uvazujeme cyklicky model. Diky tomuto pfedpo-
kladu lze na jadrové odhady v bodech planu pohlizet jako na diskrétni cyklickou konvo-
luci vdhového vektoru w a vektoru namétrenych hodnot Y, tj. w ® Y. Tuto skutecnost
popisuje nasledujici véta.

Véta 4.2.3. Nechf h € (0,1), K € So,t € {0,...,T — 1}. Pak
T-1
Mz h) = werksy i
k=0

tj. oznacime-lim = (m(xo; h), ..., m(xr_1;h)), pak
m=w®Y.

Dukaz. Rozepiseme m(xz;; h) podle definice a upravime

2T-1

m(xy; h) = Z Wk(xt)i;k

1 T—1 2T—1
= Z Wi ()Y, + Z Wi(x) Yy + Z Wi ()Y,
k=T k=0 k=T
T—1
= [Wk_T(ZEt) —+ Wk (ZEt) + Wk+T($t)]Yk-
k=0
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Vyuzijeme poslednich dvou pomocnych tvrzeni z predchoziho odstavce, tj.

T—-1
m(zgh) =) Wiz + 1) + We(xy) + Wiz, — 1)]Y;
k=0
T-1
= > Wo(zi—x +1) + Wolzt—x) + Wo(zi—r — 1)]Y%
k=0
T-1
= w<tfk>TYk-
k=0
OJ
Dalsi véta uvadi, jak vypada diskrétni Fourierova transformace vektoru w.
Véta 4.2.4. Necht't € {0,1,...,T — 1}, pak
Z WO xk z2;k-t'
—T+1

Dtikaz. RozepiSeme t-tou slozku vektoru w~ podle definice

z27rkt

= [W()(ZL‘k — 1) + Wo(xk) + W()(l’k + 1)]

Tieti ¢len Wy(zy, + 1) v zavorce miZzeme vynechat, nebotf funkce Wy(x) je nulova vné
intervalu [—h, h|, h <1, a proto Wy(zy +1) =0 pro k=0,...,7 — 1.

T—-1
2wk
w; =Y [Wolzr_r) + Wolag)le T
k=0
—! i2m (k+T)t .
27 2wkt
= W()(l‘k)e_ T +ZWO(I1€)6_T
k=-T k=0
_ i2wkt —iont - _ 12wkt
= Z Wo(zg)e T +ZW0(23k)6 r
—-T+1 1 k=0
_ Z WO xk z2;kt ‘

—T+1
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Vyuzitim symetrie funkce Wy(x) a pfedchozi véty zjistime zajimavy fakt, ze diskrétni
Fourierova transformace vektoru w je realny vektor.

Dusledek 4.2.5. Prot € {0,1,...,T — 1} jew; € R.

Dikaz. Postupnymi ipravami dostavame

_ _ 12wkt
w, = E Wo Ik T

-T+1
T-1
z27-rk 27k
= Z Wo(SCk : + Wo(SC()) Z Wg(xk)e* T '
k=—T41 k=1
T-1
2wkt 2wkt
= ZWO €r_ k eT + Wo(ﬂ?o) ZW()(l‘k)e_T
k= k=1
T-1
2k 2wk
= 3" Wolw) [ + e | 4 Wo(ao)
k=1

||F1)ﬂ

) cos 2kt
— )
O

Poznamka. Pfipomeiime nyni primérnou stiedni kvadratickou chybu Rr(h) (12) a
residudlni soucet ¢tverci RSSr(h) (16)

T-1

Re(h) = 2B S (m(z) ~ (o 1)),
RSSr(h) = % 1% — i )2

Hlavni myslenkou vsech klasickych metod pro hledani optimalni sitky okna byla vhodna
yuprava“ RSSp(h). Nyni vyuzijeme teorie Fourierovy analyzy, predevsim Parsevalovy
identity, a budeme déle ,upravovat“ Fourierovu transformaci RSSr(h). Jak tato trans-
formace vypada, charakterizuje nasledujici véta.

Véta 4.2.6. Necht N = [ } tj. N je celd ¢dst vijrazu 51, Pak
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Dukaz. Nejprve vyjadiime RSSp(h) podle definice, misto zavorek muzeme psat ab-
solutni hodnotu

=
RSSr(h) = = Y, — m(xe; b))
t=0
= 271 N 2
= — Y, — Y,
T -~ t k:Z_ Wk(ﬂ%x) k

1 T-1 T-1
RSST( ) = T Y, — w<t—k>TYk
t=0 k=0
1 T—1
==Y Yi-waY)/
T t=0

Nyni miZeme pouzit Parsevalovu identitu (Véta 4.2.1) a Vétu 4.2.2

=
- 2
RSSr(h) = 7 Y, —w Y|
=
T-1
Do soué¢tu nemusime zahrnout ¢len pro ¢t = 0, nebof wy, = > Wy(zy) = 1. Vyuzi-

k=—T+1
jeme téz symetrie Fourierovych obrazi realného vektoru popsané v poznamce za defi-

nici 4.1, staci tedy sc¢itat pouze po index N a kazdy clen vzit dvakrat. Presnéji feceno,
tento postup plati pro 7" liché. Pro T sudé by bylo nutné jesté uvazovat piislusny clen
pro t = T'/2, avSak Fourierovy frekvence jsou v tomto piipadé celociselné nasobky ,
proto je tento vyraz zanedbatelny. Celkem tedy

N
2 _ 2
RSSr(h) = ﬁz Y, —wy Y,
t=1
5 N
= P
t=1
Vyuzitim vztahu (22) pro Iy, dostavame
dr &
12
RSSr(h) = ?nyt {1—w; )"
=1

V poslednim vyrazu neni nutné uvadét absolutni hodnotu, nebot ¢leny w, jsou podle
Disledku 4.2.5 realné. O
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V dalsi vété si vSimneme, jak vypada Fourierova transformace pro funkci Ry (h). K di-
kazu této véty budeme potiebovat nasledujici dvé pomocné tvrzeni.

Lemma 4.2.7. Necht € = (g9, ...,er-1) je vektor chyb v regresnim modelu (1) a €~ je
jeho diskrétni Fourierova transformace. Pak plati

Ele; | = To?, t=0,...,T—1.

Dtikaz. Nejprve vyjadiime €, podle definice a roznasobime

2

T-1
-2 _ _ i2wkt
Ele;|*=FE E epe” T
k=0
T-1
_ 2wkt 2 _ 12wkt 27t
=F ere” T | 4+ 2Re E epe” T ge T
k=0 (k,)€{0,..., T—1}2
k<l

Pfi vypoétu stiedni hodnoty vyuzijeme vlastnosti F(e;) =0 pro k=0,...,7 —1 a také
skutec¢nosti, Ze chyby jsou navzajem nezavislé, a proto F(exe;) = 0 pro k # 1

Ele; |* = ZE £%)

T-1

+0= Z E(e}) = To>.
k=0

_ 2wkt 2

O
Lemma 4.2.8. Necht w™ je diskrétni Fourierova transformace vektoru w. Pak plati

T-1

2{1 —wy P =T —2Twy+ Y (w;)?

t=0

Dikaz. Nejprve umocnime zavorku na druhou a dostavame

S - ) = Z{l—mt (wr )’}
:T—QZwt_jLZ(wt_)z

-1
Nyni sta¢i ukazat, ze > w, = TWy(0),

t=0
T-1 T-1 T-1 — T-1
_ 127kt 127Tkt
= W() T E W() Q?k E e
t=0 t=0 k=—T+1 ~T+1 t=0
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T-1
o) v , _ 2wkt “ , -« ° . ,
Spo¢téme nyni sumu » e~ 7 podle vzorce pro soucet prvnich 7' ¢lenti geometrické

=0
T-1
posloupnosti > a1¢' = al%, q # 1, kde a; je prvni c¢len posloupnosti. V nasem
t=0
pripadé je a; = e = 1,qg= e F a tedy
- i27kT
T_1 %:O, pI‘Ok%O
_ 12wkt
e T =
t=0
T, pro k = 0.
Odtud jiz plyne tvrzeni, nebot ziejmé Wy (0) = wp. O

Véta 4.2.9. Necht N = [%], tj. N je celd ¢dst vyrazu % Pak

N 2

(Is, + 21— wy )2 — 0 + 20%wy.
2
t=1

_47T

(25) Re(h) = 7

Dtikaz. Opét vyuzijeme Parsevalovy identity

= =
Rr(h) = B (m(z) — wsh)? = B Y ISy —w; ¥ P
t=0 t=0
Dosazenim za Y,” =S, + ¢, a roznasobenim dostavame
=
Rr(h) = =B 3187 — wi (S; +e)P
t=0
=
_ﬁEZ|St_(1_wt) wy & |?
=0
=
= =B |17 = wi 2+ g [Pe; [2 = 2Re { 7 (1 — wiur g ||
t=0
9 N =
=5 D IS Pl —w P+ 5 Y () Eley P
t=1 =0
T—1
T ZRe {S; (1 —w; )w_,Fe,}
=0

U druhého ¢lenu tohoto sou¢tu miizeme pii vypoctu stfedni hodnoty uzit Lemma 4.2.7.
Tteti ¢len je nulovy, nebot ziejmé Fe—, = 0, a tedy

A N o2 T-1
Re(h) = = Y Is{l—wi P+ = > _(w))?
t=1 t=0
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Nyni vyuzijeme Lemma 4.2.8 a upravime posledni ¢len

N -1
4 2
Rr(h) = % Z]St{l —w; 2+ % Z{l —w; }2 — o + 202w,
t=1 t=0

i o o? —2 _ 2 2
:?Z(Ist—kg){l—wt} — 0% 4 20%wyq.

4.3 Metoda Fourierovy transformace

V tomto odstavci popiseme metodu pro hledani optimalni sitky okna, ktera vyuziva Fou-
rierovu transformaci. Touto myslenkou se zabyva Chiu ve svém ¢lanku [10], kde uvazuje
podobny postup pro specialni tfidu vahovych funkci. Zde bude tato metoda zobecnéna
na t¥idu Sp., K sudé a nasledné i aplikovana v dalsim odstavci. Chiu se také zaméril
pouze na Pristleyho — Chaovy odhady, kdezto my budeme brat v iivahu vSechny zmi-
nované typy.

Nyni podrobnéji popiseme tuto metodu a poté se pokusime ukazat motivaci pro uvedeny
postup. Hlavni myslenkou bude opét ,upravit® néjakym zptsobem residualni soucet
¢tverci RSSy(h) tak, aby jeho minimum bylo co nejlepsim odhadem teoretické opti-
malni hodnoty h,,:. Nebudeme vSak brat v ivahu ptivodni chybovou funkci RSSr(h),
nybrz jeji ekvivalentni vyjadieni pomoci Fourierovy transformace (24)

4 N
RSSr(h) = = > In {1 —w; }".
t=1

Déale budeme potiebovat odhad nezndmého parametru o2. PouZzijeme odhadu, ktery
navrhl Rice [17]

T-1
. 1
20) 7= g (Yo

t=1

Hlavni idea navrhované metody spociva ve vhodné tpravé periodogramu Iy . Najdeme
nejmensi index J; € {2,... N} takovy, Ze Iy, < c6? /2w pro vhodnou konstantu ¢ > 1.
Periodogram Iy pozménime tak, ze vSechny jeho slozky Iy, pro t > J; polozime rovny
62 /27. Situace je zndzornéna na obr.17 a obr.18. Takto upraveny periodogram ozna¢ime
Iy, tj.

Iyt, t<.J;

ol !
62 /2m, t>J;
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Obrazek 17: Slozky periodogramu Iy v zavislosti na t, a = 2%.

° o
T

1

T

T
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—9
—
—
—
—9
—
—9
—
—
—
—
—
—
—0
—9
—0
—9
—0
0
—a
0
—0
—
I

Obrazek 18: Slozky pozmeénéného periodogramu Ty v zawvislosti na t, a = 2%, b= %

Pti vSech simulacich, které byly v souvislosti s touto metodou provedeny, poskytovala
zadouci vysledky volba 1 < ¢ < 3. Dostavame tak modifikovany residuédlni soucet
¢tverct M RSSy(h)

N
(27) MRSSp(h) = 4% SRl —wi )
t=1

Takto upravenou funkci RSSr(h) miZeme pouzit v nékteré z klasickych metod pro
odhad optimalni sirky okna. ProtoZe zname odhad parametru &2, nabizi se zde moznost
pouziti chybové funkce Rr(h), kterd je uvedena v kapitole 3.1 — vztah (18). Uvedme jeji
tvar v cyklickém regresnim modelu

(28) Rr(h) = RSSp(h) — 62 4 262wy
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Nahrazenim residualniho souctu ¢tvercti RSSt(h) funkei (27) vznikla nova chybova
funkce, oznacme ji Rr(h)

(29) Ry(h) = MRSSy(h) — 6% + 26%wy.
Metoda Fourierovy transformace spo¢iva v minimalizaci této funkce, tj.

hopt = arg minRyp(h).
he(0,1)
Pokusme se nyni vysvétlit diivod pro vyse uvedené obmeény funkce RSSy(h). U klasic-
kych metod pro odhad optimalni sitky okna se ¢asto stava, ze vedou k mensim hodnotam
nez je skutecna optimalni sitka okna. Tento jev je zptisoben tim, ze chybové funkce, které
se minimalizuji, jsou jen asymptoticky nevychylenymi odhady funkce Ry (h). Pro lepsi
nazornost budeme brét v tvahu nejprve funkei Ry (h) jako odhad Ry(h). Polozme

D(h) = Rr(h) — Rr(h).

Dosazenim podle (24) a (25) dostavame

N

(30) D) = 3 {1~ - f 1L wi

t=1

Podobnjm zptisobem budeme definovat funkci D(h) pro Ry (h)

D(h) = }N‘ET(h) — Ry (h)
a opét ji muzeme vyjadrit dle (29) a (25) pomoci periodogrami

4 2 o2 4 &
31 D(h) = — Iy —Ig — — S 41 —w ¥ — 22N 1o {1 — w2
I S 1 LR D DR

t=J1

Pro dostatecné hladkou regresni funkci, coz je predpoklad nasich ivah, periodogram /g,
klesa rychle k nule s rostoucim ¢. Velikost indexu J; zavisi do jisté miry na konstanté c,
ktera urcuje prah pro tpravu periodogramu Iy. V simulacich i praktickych ptikladech
dévala dobré vysledky volba ¢ € (1,3). S takto nastavenou hodnotou ¢ je druhy ¢len
v (31) zanedbatelny. Porovnanim (30) a (31) je vidét, ze |l5(h)| < |D(h)], tj. navrho-
vana funkce ET(h) ma mensi odchylku od skutecné primérné stiedni kvadratické chyby
Ry(h) nez funkce Ry (h).

Priklad. Na simulovanych datech v systému MATLAB jsme porovndvali odhady zis-
kané Riceho chybovou funkci Rr(h) a metodou Fourierovy transformace Rr(h), jak vzé-
jemné, tak s teoretickou optimalni sitkou okna. Pozorovani Y;, prot =0,...,7T—1 =99,
byla vygenerovana s ndhodnymi normalné rozlozenymi chybami s nulovou stifedni hod-
notou a rozptylem o2 = 0.2. Regresni funkce byla v nasem piipadé

m(z) = sin(27x).
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Pti vypoctech jsme pouzili Nadarayovy — Watsonovy estimatory a jadro tiidy Sos4 (viz
tab.1). Teoretickd optimdalni hodnota spoc¢itand dle vzorce (14) je v tomto pfipadé
hopt = 0.3415. Bylo vygenerovano 200 fad. U kazdé fady byly ziskdny odhady opti-
malni §itky okna tak, Ze jsme spocitali hodnoty funkce éT(h), pripadné ET(h), v 321
bodech ekvidistantné rozloZenych na intervalu [0.01,0.99] a pak z nich vybrali tu hod-
notu, pro kterou tato funkce nabyvala svého minima. V tabulce 4 jsou uvedeny stiedni
hodnoty vSech odhadi a také smérodatné odchylky. V prvnim sloupci je oznaceni chy-
bovych funkci, které byly pouzity, £ (ﬁopt) je pramér vsech 200 hodnot, std(ﬁopt) je jejich
smérodatna odchylka.

Z hodnot uvedenych v tabulce je zfejmé, ze odhady ziskané nasi navrhovanou metodou

Tabulka 4: Stredni hodnoty a smérodatné odchylky odhadi parametru hoy ziskanych
minimalizact funkc? Ry(h) a Ryp(h). Teoretickd optimdini $itka okna he, = 0.3415.

~

Metoda | E(h)  std(h)
Ry 103041 0.0903
Ry |0.3475 0.0289

jsou v tomto pripadé blize teoretické optimalni Sifce okna. Také smérodatna odchylka
byla jen tfetinova, coz poukazuje na mensi variabilitu odhadi. Rozlozeni vsech vysledkt
znazornuji histogramy na obr.19.
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Obrazek 19: RozloZeni vsech vysledki ziskanych minimalizaci funkce ET (bild) a funkce

Ry (Sedd).

Zvolme jednu z vygenerovanych fad ke grafickému zndzornéni dosazenych vysledki. Na
obr.20 jsou znézornény obé chybové funkce Rp(h), Ry(h) a jejich minima. Na obr.21
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Obrézek 20: Pribéh obou chybovijch funkci v zdvislosti na h a jejich minima. Cdrkované
je zobrazena funkce Ry(h). Plnd éara zndzorriuje navrhovanou funkci Rr(h).

jsou zobrazena simulovand data, regresni funkce m(z) a jeji odhad s parametrem fzopt =
0.2361, ktery byl v tomto pfipadé nalezen minimalizaci funkce }A%T(h). Je ziejmé, ze
vysledny odhad je mirné podhlazeny. Obr.22 znazoriuje jadrovy odhad s sitkou okna
hopt = 0.3416, kterd byla nalezena uZitim funkce Ry (h).

Obrazek 21: Symboly x oznacuji namérené hodnoty Y s chybou o* = 0.2. Cdrkované
je zobrazena skutecnd regresni funkce m(zx). Plna édra zndzorniuje jadrovy odhad této
regresni funkce s sirkou okna hoy = 0.2361.
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Obrazek 22: Symboly x oznacuji namérené hodnoty Y s chybou o* = 0.2. Cdrkované
je zobrazena skutecnd regresni funkce m(zx). Plna édra zndzorniuje jadrovy odhad této
regresni funkce s sirkou okna hoy = 0.3416.

4.4 Plug-in metoda

Tato metoda je zaloZena na minimalizaci primérné stfedni kvadratické chyby Rr(h),
resp. jejiho hlavniho ¢lenu (13). Teoreticky je mozné vyjadiit pfimo minimum této
funkee, tj. optimalni hodnotu $itky vyhlazovaciho okna (14). Ta ovSem zavisi na nezna-
mych parametrech 0 a m®*) (). Plug-in metoda se zabyva odhadem téchto parametri.
Tento postup je vyhodny predevsim v tom, Ze odpadad problém minimalizace néjaké
funkce, protoze hodnota minima je jiz teoreticky odvozena. Na druhé strané, odhad k-té
derivace neznamé regresni funkce m(x) se zde zda byt problematicky, nebot cilem jadro-
vého vyhlazovani je odhadnout prave tuto funkci. Vyuzijeme k tomu poznatki ziskanych
v minulych odstavcich, zejména budeme opét predpokladat cyklicky model a aplikovat
vysledky z teorie Fourierovy analyzy.

Necht K je jadro t¥idy Sp.. Nejprve pripomenime hlavni ¢len primérné stiedni kva-
dratické chyby (13), str.25

- OV(K) h*

Ry (h) Tho T (K!)QﬁﬁAm
kde . . .
V(K) = /KQ(:c)d:c, B = /:v“K(x)dx, Ay :/(m(”)(aﬁ))2dm.

Teoretickd hodnota minima funkce Rr(h) je optimalni $fika okna (14)

Y (V) () o
P\ 2kTB2A, ‘

95



Nasim cilem bude odhad nezndmych parametrii o2 a A,,.

V pifpadé neznamého rozptylu o2 Ize uvazovat odhad 62 (26), ktery pouziva Rice v [17],
a ktery jsme aplikovali v minulém odstavci
T-1

1
~2 2
& _QT_QZ:(}Q—Yt_l).

vvvvvv

pomocnych tvrzeni, kterd uvedeme dale.

Nyni se vratime k odstavei 4.3. P¥ipomeiime funkci Ry (h) danou vztahem (29), kte-
rou jsme v daném piipadé uvedli jako dalsi moznou metodu pro hledani optimalni sirky
okna. Pfi jejim odvozovani jsme definovali index .J;, ktery ¢aste¢né zavisel na jisté kon-
stanté c. V simulacich i praktickych pfikladech déavala dobré vysledky volba ¢ € (1, 3).
Pro lepsi prehlednost v dalsim textu polozme ¢ = 2 pevné. Nasledujici véta uvadi poné-
kud pozménény tvar funkce Ry (h).

Véta 4.4.1. Necht J je nejmensi index takovy, Ze Iy, < 62 /rT. Pak

Ji1—1 A2 T-1

) = 7 Xt T ()

Duikaz. NapiSeme funkei Ry(h) dle vztahu (29) a upravime

N
- 4 .
Re(h) = % Z Iy {1 — w;}? — 62 + 26w,

Jl 1 ~9
Iy 1—w )2+ 0—1—w72—62—|—262w0
' ! 2w ¢
t—J1
47T Ji1—1 AQ 6’2 T-1
=7 2 A SHI—w P =Y L - w67+ 267w,
= t=0

Pro druhy clen tohoto souctu miizeme aplikovat Lemma 4.2.8, roznasobenim obdrzime
pozadovany tvar

- _dn Sl T-1
Z{Jyt — —}{1 —w; }2+ - (T 2Two + Y (w; ) — 62 + 262w,
t=0
Jl 1 6'2 T-1
= Z{In }{1 —w P ) ()’

t=0

Lemma 4.4.2. Nechtt € {0,...,T — 1}. Pak pro vSechny typy odhadi plati

Wo(es) = 72 Ki(w) + O(T ).
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Dukaz. Pro Pristleyho — Chaovy vahy plati dokonce rovnost, nebot

Wo(z:) = %Kh(o ) = %Kh(xt).

V pripadé Nadarayovych — Watsonovych a lokalné linearnich odhadt jsou hodnoty vah
v bodech planu stejné (Disledek 4.1.3). Muzeme tedy psat

1
Wo(x:) = T—CTKh(xt),
kde
1 T—1
CT:? Z Kh(l’k)
k=—T+1

Podobnym postupem jako v diikazu Lemmatu 2.2.2 by se dalo ukazat, ze
1
Cr = /K(m)dm +O(T™H) =14+0(T™),
-1
po dosazeni dostavame

1
T(1+4+0(TY))

K(wy) = =K (1) + O(T2).

Wo(l‘t) = T

Nakonec pak zbyva dokazat tvrzeni pro Gasserovy — Miillerovy estimatory. Podle definice
je

S0 S0— Xt
Wo(z) = / Kt — 2)dt = / K () du,
S—1 S§—1—T¢
kde sj, = “255 . Uvedeny integral vypoéteme obdélnikovym pravidlem
S0—T¢
S.1—Xt+S—
Kp(w)du = (sg — 2, — (s_1 — 1)) Kp, ( ! t2 0 t) +0(T7?)

S_1—X¢

— (x_ _ -2
_ ($0+371 2(23 1+$0))Kh (.CE 1+.C130—|—3;0+£E1 xt) +O(T_2)

= 2 K(w) + O(T2).

T
O
Véta 4.4.3. Necht w™ je diskrétni Fourierova transformace vektoru w. Pak plati
T-1 1
(32) (w;)? = FV(E) + o(T™h).
t=0
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Dtikaz. Dosazenim dle definice w, a postupnymi tpravami dostavame

T-1 T-1 T-1
N2 12 _
(w;)” = w, | —§ Wy Wy

t=0 t=0 t=0

T—-1 T-1
7,27r]t 2kt
= Wo i E Wg I‘k T

t=0 j=—T+1 —T+1
T-1 T-1 T-1

i2m(k—j)t

WQ(ZL‘j)Wo(I'k)B T

INg

T-1 T-1 T—

[y

i2m(k—j)t
= Wo(x])Wo(.fL'k) e T
=—T+1k=—T+1 t=0
s . = st y ] S .
Spoc¢téme nyni sumu » , e~ 7 podle vzorce pro soucet prvnich 7' ¢lentt geometrické
t=0

posloupnosti. Analogicky jako v dikazu Lemmatu 4.2.8 dostavame

2n(k—)T |

e T _ :
T—1 i27r(k—j)71 - 07 pro k ?é j
i2m(k—j)t e T
e T =
t=0 .
T, pro k = J.

Odtud

T-1

wy =T % W2(2g) = Z { K, xk]2+0(T—2)

t=0 k=—T+1 —T+1
T—1 1

= Y ZEH@) 0T,
k=—T+1

Stejnym zptsobem jako v dikazu Lemmatu 2.2.2 mizeme nahradit sumu integralem,
tj.

1 1
1
_ /Kg(mdu ror =1 / K2(a)de + O(T V).

-1 -1

T—

[y
—~

t=0

O]
Poznamka. Pfipomerime nyni Tayloriv rozvoj funkce cos x na intervalu (—h, h) se stte-
dem v bodé zy = 0, ktery budeme potiebovat v dalsich tvahéach

2 gt 48 20
cos(x) = ~ o Z_E+" +(-1) o) + R(z),
kde 2n+1
R(e) = (-1 oosing, €€ (<h,h)



je chyba aproximace. Necht x € N je sudé, pak

2 xt af siq ZF
1—COS$:§—]+a+---+(—1)2 B + R(x),
kde .
PR .
R(l’) = (_ )2 (l‘f‘i‘ 1)| Slnga 6 € (_hvh)
Odtud
2mjx)? 2mjx)? 2mjx)° k1 (2mgx)"
1 —COS(ZT&'jJ?) — ( 71—]1:) o ( ij) + ( TUI) N (_1)§+1( 71—]1:) +R(27le’),
2! 4! 6! K!
odhad chyby
. (27.(.]‘1,)/44-1
2 < — .
R < T

Otéazkou je, jak volit index j, aby aproximace byla dobré, tj. aby |R(27jx)| < e pro
pevné zvolené ¢ > 0. Odhad se provadi se stfedem v bodé zy = 0 pro vSechna x v
intervalu (—h, h), takze

Vznika zde vsSak dalsi problém. Jak zvolit € a také jak aproximovat h? Pfi riznych
simulacich se uk4zala jako dobrd volba ¢ = 1073 a pro parametr h jeho hruby dolni
odhad #%. Oznac¢me Jo nejvétsi takovy index, pro ktery plati vise uvedenda nerovnost, tj.

Jo < —NH" ek + 1)!.

27h

Pfipomenme také index .J;, ktery je definovan ve Vété 4.4.1
»J1 je nejmensi index takovy, ze Iy, < &°/mT*.

V dalsich avahach budeme pozadovat, aby byly splnény obé podminky pro indexy sou-
casné. Proto budeme definovat index .J

(33) J = min{Jl, J2 + ]_}

Véta 4.4.4. Necht k € N je sudé a J je index definovany vztahem (83). Pak pro vSechna
1eN, 1< J—1, plati

1
(27j)"

w1 h"
(34) (1—wy) = (-G,
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Dtikaz. Nejprve vyjadiime w, podle Dusledku 4.2.5. Poté mtzeme podle Lemmatu
4.4.2 nahradit vyraz Wo(xz,) vyrazem K, (x) +O(T )

T-1

1 _ 2rtj

: (1—wj):( ( QZWO cos( T ))

— ( ZZ — Kp(xy) cos( 27th )) +O0(T™h)
(27 T '

—~~
DO
=)
<
N—
X

=0
-1

Stejnym postupem jako v ditkazu Lemmatu 2.2.2 se dé ukazat, ze y. 2 Kj(z;) cos(ZH) =
=0

f K (u) cos(2mju)du + O(T ). Déale také vyuZijeme toho, Ze pro jadra t¥idy Sy, plati

f Kp(u)du =1
(27r1j)r~(1 —wj) = (273]-)& 1= 2/Kh(U) cos(2mju)du | +O(T 1)
B (273j)m /Kh(“)d’“—/Kh(u) cos(2mju)du | + O(T™)
1 1

— i)y /[1 — cos(2mju)| Ky (u)du + O(T ™).

Funkei 1 — cos(2mju) nahradime Taylorovym rozvojem fadu . Oznaéme R, chybu této
aproximace

(=1 (2mju)”

1 _wo) = 1 (2mju)? B (2mju)? o
(27rj),-;(1 i) 27)) _/1{ 2 oy Tt pr Kp(u)d
RR -1
+ mj)" +O(T™)
_1(27Tj)2 1u2 U u—i<27rj)4 1u4 u)au
= 2(27rj)"”"_/1 Ky (u)d 7 (QWJ)“_[ Kp(u)du + . ..
(CDF ) [, R, 1
K1(277) /u K (u)du + @) +0O(T7Y).
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1
Nyni vyuzijeme dalsi vlastnosti jader tiidy Sy, a sice ze | u/ Kj(u)du =0pro0 < j < k
1

1
a [ u"Kp(u)du # 0. Nakonec provedeme substituci © = ¥ a dostavame vysledek
1

1

(it

- K Ry -1
(27Tj)”(1 —wy) T_[u Ky (u)du + @) +0(T7)

h
(_1>%+1/ 1 u K
—— [ uW"—K(-)d

K! T (h) v (27mg)"

~h
1
s hE R
_(_ 5—‘,—1_ K K -1
=(-1) o /m K(x)dx + o) +O(T7).
|

+O0(T™h

Posledni dva ¢leny mtuzeme zanedbat, nebot O(T

) s rostoucim 7T konverguje k nule a
podle predpokladu pro index 7 plati

W’ < Gmr Pro libovolné dostatecné malé e > 0.
Mizeme tedy urcit priblizné vyjadieni pro odhadovany vyraz

) (<15
(27rj)“(1 ) (SR B

O
Véta 4.4.5. Necht k € N je sudé a J je index definovany vztahem (33). Pak plati

A 2 o2
= Yo @m){Iy = -}~ A
7j=1
Dikaz. Pii odhadu parametru A, vyuZijeme poznatkil ziskanych v pfedchozim od-

stavei. Definovali jsme tam chybovou funkci Ryp(h) jako odhad teoretické primérné

stiedni kvadratické chyby Rr(h). Bereme-li v tivahu pouze hlavni ¢len Rp(h) funkce
Rr(h), mizeme psat

. 2 h2/4 )
Rr(h) ~ ThV(K) ik 24,

Dale podle Véty 4.4.1 mame
A2 T-1

Z{w LA Z{fy -~y

Nyni mizeme pouzit vztahu (32) z Véty 4.4.3



a tedy .

4T — o h2r
— Iy, ——Y1—-w; V¥~ 2A,.
N e N

Necht J je index definovany vztahem (33), pak dle Véty 4.4.4 pro vSechna j, 1 < j < J—1
plati

1 h2n
—(1—w)~ 52
Gy e
Odtud
J-1 J-1
47 62 4 1
— Iy, — — Y1 —w}?=— 1— 27 ) 2 Iy, — —
N DN i
J-1 .
47 h2 9 &2
N — 2m5)* Iy, — —
T 2 (sl <)y = 50
B2 Am A 52
= (R!)Qﬁn? Z(27Tj) {IYJ - %}
=1
hQH )

Porovnanim poslednich dvou vyrazu dostavame odhad A,

k.

-1 ~
0.2

(zm')%ﬂyj - %} ~ A,

1

47
T

<.
Il

O
Podle predchozich tvah tedy mtzeme definovat odhad hlavniho ¢lenu (13) prtimeérné
stfedni kvadratické chyby ziskany plug-in metodou

GV (K) b

35 h) = 2A,
(3) Q) = gt + A
kde T-1 J—1
. 1 — 3 47 . 52
02:2T—2 (Yt—Ytq)Q, :?Z 27TJ2{[Y__}
t=1 j=1
a index J je definovan vztahem (33).
Resenim rovnice %—h = 0 dostavame minimum této funkce, tj. odhad optimalni sirky

okna plug-in metodou

1

. 52 N2\ -+t
(36) hopt = d Vi(K) (f) .
2kT (2 A,
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Priklad.

Na simulovanych datech v systému MATLAB jsme porovnavali odhady ziskané meto-
dou kfizového ovérovani s teoretickou optimalni sifkou okna. Pozorovani Y;, pro t =
0,...,7—1=299, byla vygenerovana s ndhodnjmi normalné rozlozenymi chybami s nu-
lovou stfedni hodnotou a rozptylem o2 = 0.003%. Regresni funkce byla v nasem piipadé

m(r) = 2*(1 — ).

Pti vypoctech jsme pouzili jadra t¥idy Sp,. (viz tab.l) pro k = 2, 4, 6 (pro vétsi s je
m*) () nulova). Bylo vygenerovano 200 fad. U kazdé fady byly ziskany odhady opti-
malni sitky plug-in metodou. V tabulce 5 jsou uvedeny stfedni hodnoty a smérodatné

odchylky vSech odhadti, E(hep) je pramér vSech 200 hodnot a std(heyt) je jejich sméro-
datnd odchylka, h,,: oznac¢uje teoretickou optimalni hodnotu spoétenou dle vzorce (14).

Tabulka 5: Stredni hodnoty a smérodatné odchylky odhadi parametru hgy ziskanych
plug-in metodou.

K 2 4 6
hopt | 0.1184 0.2521  0.4939
E(hgy) | 0.1219 0.2937 0.4884
std(hop) | 0.0049 0.0397 0.0882

7 hodnot uvedenych v tabulce je zfejmé, ze odhady jsou velmi blizké optimalni Sifce
okna hgye. Zvolime jednu z vygenerovanych fad ke grafickému znézornéni dosazenych
vysledki. Pro odhad regresni funkce jsme pouzili jadro t¥idy Sos. V tomto ptfipadé byla
plug-in metodou vybrana optiméalni sitka okna izopt = 0.2804. Na obr.23 jsou zobrazena
simulovand data, regresni funkce m(z) a jeji odhad s timto parametrem. Obr.24 znazor-
tiuje pribéh chybové funkce Rr(h) a jejtho odhadu Q(h) ziskaného plug-in metodou.
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Obrazek 23: Symboly x oznacuji namérené hodnoty Y s chybou o? = 0.0032. Cdrkované
je zobrazena skutecnd regresni funkce m(x). Plna édra zndzorniuje jadrovy odhad této
regresni funkce s sirkou okna hoy = 0.2804.

x 10

0.6~

0.4

L L L L L
o] 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Obrazek 24: Pribéh skutecné chybové funkce Rp(h) (plnd éara) a jejiho odhadu Q(h)

ziskaného plug-in metodou (¢drkovane).

64



5 Simulace

Cilem této kapitoly je vzajemné porovnat uvedené metody pro odhad optimdélni sitky
okna. Srovnani jsme provadéli na simulovanych datech v systému MATLAB nésledujicim
zpusobem:

Nejprve jsme vygenerovali méfeni s piislusnou regresni funkci m(x) a rozptylem o2 a poté
jsme vypocitali odhady optimalni sitky okna pomoci jednotlivych metod. Tento postup
jsme opakovali 200-krat. Ve vsech pripadech byl rozsah dat T' = 74 a pri vypoctech bylo
pouzito Nadarayovych — Watsonovych odhadi. Pro kazdou metodu jsme tedy ziskali 200
odhadi optimélni sitky okna. Z téchto hodnot jsme vyjadrili stfedni hodnotu a urcili
smérodatnou odchylku. Protoze v tomto pfipadé zndme regresni funkci m(z), muzeme
zde udat skutecnou teoretickou hodnotu optimalni sitky okna a porovnat se stiednimi
hodnotami odhadt u jednotlivych metod. Smérodatné odchylka pak popisuje variabilitu
srovnavanych metod.

Pfi simulacich bylo porovnavano téchto 6 metod:

e Metoda kifzového ovéFovani — minimalizujeme funkci kfizového ovéfovani (19)
CV (h), na obrézcich oznacena symbolem ,,CV*.

e Metoda penaliza¢nich funkei — minimalizujeme funkei (20) G(h), jako penaliza¢ni
funkce Z(u) byly vybrany

— Rice’s bandwidth selector Zg(u) = na obrazcich oznacena ,,Rice-pen”.

12’

— ET bandwidth selector Epp(u) = ex ¥ 5% oznadena ,ET-pen®.

e Riceho chybovéa funkce (18) fiT(h), pro lepsi ptrehlednost oznacena ,,Mallows“
podle ptvodniho autora.

e Metoda Fourierovy transformace — minimalizujeme funkci (29) Ry (h), na obrézcich
je tato metoda oznacena jako ,Fourier®.

e Plug-in metoda — minimalizujeme funkeci (35) Q(h), jeji minimum je dano vztahem
(36). Tato metoda je oznacena symbolem ,,plug-in“.

Stredni hodnoty a smérodatné odchylky pro vysSe uvedené metody jsou zaznamenany
v tabulkach. Na obrézcich jsou pomoci histogramt znazornéna rozdéleni vsech 200 od-
hadt optimalni sitky okna ziskanych jednotlivymi metodami. Svisld cara predstavuje
teoretickou hodnotu optimalni sitky okna.

Nakonec jsme vybrali jednu z vygenerovanych fad a zobrazili jadrové odhady regresni
funkce s pouzitim vyhlazovacich parametri nalezenych jednotlivymi metodami. Na ob-
razcich jsou znazornény také bodové intervaly spolehlivosti dané vztahem

2 2
[ m(z; h) —ul,,\/ Jo m(z; h) —i—ul,,\/ Jo ]
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kde u;-¢ je a-kvantil standardizovaného normélniho rozlozeni a pro rozptyl o%(z) v
bodé x plati

7 () = 3 Wila) (Vi = (s )2

Konstrukee intervali spolehlivosti je podrobnéji popsana napt. v [6].

5.1 Simulace 1

V tomto pripadé byla generovana data s regresni funkci
m(z) = sin(27x).

Chyby mé&Feni mély normalni rozdéleni s nulovou stiedni hodnotou a rozptylem o2 = 0.2.
V tabulce 6 jsou zapsany stfedni hodnoty vsech odhadi a také smérodatné odchylky. V

prvnim sloupci je oznaceni chybovych funkci, které byly pouzity, £ (izopt) je priameér vsech
200 hodnot, std(ﬁopt) je jejich smérodatna odchylka. Odhady byly ziskany postupné pro
jadra tadu Sy, kde k = 2,4,6. Na obr.25 je znazornéno rozlozeni vsech 200 vysledki
ziskanych vyse uvedenymi metodami pro piipad x = 2. Pro Kk = 4,6 je rozlozeni po-
dobné.

Z tabulky i z obrazku je ziejmé, ze nejlepsich vysledkt bylo dosazeno poslednimi dvéma
metodami, tj. metodou Fourierovy transformace a plug-in metodou. U ostatnich metod
byly Casto ziskany mensi hodnoty vyhlazovaciho parametru nez je jeho teoreticka opti-
malni hodnota. Také rozptyl vsech vysledkl je ne€kolikanasobné vétsi, coz do jisté miry
ukazuje na mensi stabilitu téchto metod.

Tabulka 6: Stredni hodnoty a smérodatné odchylky odhadi parametru hgy ziskanych
pomoci viSe uvedenych metod, m(x) = sin(2rzx).

K =2 k=4 K=2©6

hop = 0.1374 hop = 0.3521 hopt = 0.5783
E(hop)  std(hop) | E(hop)  std(ho) | E(hop)  std(heyp)

CvV 0.1063 0.0391 0.2232  0.0712 0.3273  0.1056
Rice-pen | 0.1222  0.0329 | 0.2493  0.0585 | 0.3691  0.0877
ET-pen | 0.1114  0.0342 | 0.2312 0.0625 0.3397  0.0915
Mallows | 0.1269 0.0402 | 0.3354  0.0938 | 0.4432 0.1078
Fourier | 0.1409 0.0095 | 0.3625 0.0306 | 0.4967  0.0172

plug-in | 0.1383  0.0074 | 0.3422  0.0348 | 0.5604  0.0623
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Obrazek 25: RozloZeni vsech 200 vysledku ziskangch pomoci vyse uvedenych metod pro
pripad k = 2. Svisld ¢dra zndzornugje teoretickou hodnotu optimdlni sitky okna.

Zvolme jednu z vygenerovanych fad ke grafickému znazornéni dosazenych vysledkt. Pri
vypoctech jsme pouzili jadra t¥idy Sgo — viz str.8. Na obr.26 jsou zobrazena simulovana
data, regresni funkce m(x) a jeji odhad s vyhlazovacim parametrem iLopt = 0.1323, ktery
byl v tomto pripadé nalezen plug-in metodou. Hodnota tohoto parametru byla nejblize
teoretické optimalni Sifce okna h,y = 0.1374 a i z obrazku je patrné, Ze odhad regresni
funkce je uspokojivy. Obr.27 znazornuje jadrovy odhad s Sitkou okna fzopt = 0.0976,
ktera byla nalezena uzitim metody kiizového ovérovani. Je ziejmé, ze vysledny odhad
je mirné podhlazeny.
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Obrazek 26: Symboly x oznacuji namérené hodnoty Y s chybou o* = 0.2. Cdrkované
je zobrazena skuteénd regresni funkce m(x). Plnd éara zndzorniuje jadrovy odhad této
regresni funkce s Sirkou okna fzopt = 0.1323 pro jadro K € Sps. Teckované je zobrazen
interval spolehlivosti pro a = 0.05.

Obrazek 27: Symboly x oznacuji namérené hodnoty Y s chybou o* = 0.2. Cdrkované
je zobrazena skutecnd regresni funkce m(x). Plnd ¢ara znazornuje odhad této regresni
funkce s sirkou okna ﬁopt = 0.0976 pro jadro K € Spy. Teckované je zobrazen interval
spolehlivosti pro o = 0.05.

5.2 Simulace 2

Ve druhém ptipadé byla generovana data s regresni funkci

m(z) = —2sin(—4 + 1/6x) + 5+ cos(20 z).
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Chyby mé&ieni mély normalni rozdéleni s nulovou stiedni hodnotou a rozptylem o2 = 0.3.
V tabulce 7 jsou zapsany stiedni hodnoty vsech odhadt a také smérodatné odchylky. V

prvnim sloupci je oznaceni chybovych funkei, které byly pouzity, E (ﬁopt) je prumér vSech
200 hodnot, Std(fzopt) je jejich smérodatna odchylka. Odhady byly ziskany postupné pro
jadra tadu Sy, kde k = 2,4,6. Na obr.28 je znazornéno rozlozeni vsech 200 vysledki
ziskanych vyse uvedenymi metodami pro piipad x = 4. Pro Kk = 2,6 je rozlozeni po-
dobné.

Z obrazku i z hodnot uvedenych v tabulce je patrné, Ze situace je zde oproti minulé
simulaci opacna. Pric¢inu netspéchu poslednich dvou metod lze hledat pfedevsim v tom,
ze dand regresni funkce nesplnuje predpoklady pro cyklické rozsifeni modelu, na némz
jsou zalozeny pravé tyto metody. Na druhé strané, tento fakt nemusi nutné znamenat
nezdar téchto metod, jak bude ukézano v dalsi simulaci.

Tabulka 7: Stredni hodnoty a smérodatné odchylky odhadi parametru hoy ziskanych
pomoci vyse uvedenych metod, m(x) = —2 sin(—4 4+ 1/6 x) + 5 + cos(20 x).

K=2 k=4 k=206

hope = 0.0609 hope = 0.1349 hop = 0.2075
E(hopt)  std(hop) | Elhop)  std(hop) | Ehop)  std(hop)

Cv 0.0589  0.0144 | 0.1264  0.0259 | 0.2016  0.0379
Rice-pen | 0.0683  0.0094 | 0.1392  0.0189 | 0.2183  0.0267
ET-pen | 0.0647 0.0095 0.1321 0.0204 0.2112 0.0281
Mallows | 0.0623  0.0137 | 0.1362  0.0261 0.2169  0.0394
Fourier | 0.3251 0.1653 0.4485 0.1920 0.5482 0.2057

plug-in | 0.1533  0.0665 | 0.2594  0.1495 | 0.3899  0.2025

Zvolme jednu z vygenerovanych fad ke grafickému znazornéni dosazenych vysledku. Pti
vypoctech jsme pouzili jadra t¥idy Spy — viz str.8. Na obr.29 jsou zobrazena simulované
data, regresni funkce m(x) a jeji odhad s vyhlazovacim parametrem izopt = 0.1353, ktery
byl v tomto pripadé nalezen metodou kiizového ovérovani. Hodnota tohoto parametru
byla nejblize teoretické optimalni Sifce okna h,p, = 0.1374 a i z obrazku je patrné, zZe
odhad regresni funkce je uspokojivy. Pii aplikaci metody penalizac¢nich funkci a Mallow-
sovy metody byly hodnoty parametru izopt velmi podobné. Naopak, pfi pouziti metod
zaloZzenych na cyklickém rozsifeni modelu byly ziskdny prilis vysoké hodnoty tohoto
parametru. Obr.30 znazornuje jadrovy odhad s sitkou okna fLopt = 0.2681, kterd byla
nalezena plug-in metodou. Je zfejmé, ze vysledny odhad je pfehlazeny.
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Obrazek 28: RozloZeni vsech 200 vysledku ziskangch pomoci vyse uvedenych metod pro

pripad k = 4.

551

Obréazek 29: Symboly x oznacuji namérené hodnoty Y s chybou o? = 0.3. Cdrkované
je zobrazena skuteénd regresni funkce m(z). Plnd éara zndzornuje jadrovy odhad této
regresni funkce s Sirkou okna fzopt = 0.1353 pro jadro K € Syy. Teckovaneé je zobrazen
interval spolehlivosti pro o = 0.05.
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Obrazek 30: Symboly x oznacuji namérené hodnoty Y s chybou o* = 0.3. Cdrkované
je zobrazena skutecnd regresni funkce m(x). Plnd édra zndzornuje odhad této regresni
funkce s sirkou okna ilopt = 0.2681 pro jadro K € Sys. Teckované je zobrazen interval
spolehlivosti pro a = 0.05.

5.3 Simulace 3

V tomto ptipadé byla generovana data s regresni funkci

6 sin(11z + 5)

m() = cot(z —7)

Chyby méieni mély normalni rozdéleni s nulovou stiedni hodnotou a rozptylem o2 = 0.2.
V tabulce 8 jsou zapsany stfedni hodnoty vsech odhadii a také smérodatné odchylky. V

prvnim sloupci je oznaceni chybovych funkci, které byly pouzity, E( izopt) je prumér vsech
200 hodnot, std(ﬁopt) je jejich smérodatna odchylka. Odhady byly ziskdny postupné pro
jadra tadu Sy, kde k = 2,4,6. Na obr.31 je znazornéno rozlozeni vsech 200 vysledkt
ziskanych vyse uvedenymi metodami pro piipad x = 4. Pro Kk = 2,6 je rozlozeni po-
dobné.

7 obrazku i z hodnot uvedenych v tabulce je zfejmé, Ze jednoznacné nejlepsi vysledky
byly dosazeny pfi pouziti plug-in metody. Tato metoda byla Gspésna i presto, zZe dana re-
gresni funkce nespliuje predpoklad pro cyklické rozsiteni modelu. Ostatni metody vedly
casto k pfilis malym hodnotadm vyhlazovaciho parametru. Také rozptyl vsech vysledkt
byl znacny, nejvétsi jsme zaznamenali u metody kiizového ovérovani. Nejhorsi odhady
byly ziskany Mallowsovou metodou a metodou Fourierovy transformace. Obé zavisi na
odhadu rozptylu, ktery byl v tomto pripadé ponékud mensi.

Zvolme jednu z vygenerovanych fad ke grafickému znazornéni dosazenych vysledkt. Pri
vypoctech jsme pouzili jadra t¥idy Sos — viz str.8. Na obr.32 jsou zobrazena simulovana
data, regresni funkce m(x) a jeji odhad s vyhlazovacim parametrem ﬁopt = 0.1466, ktery
byl v tomto pripadé nalezen plug-in metodou. Hodnota tohoto parametru byla nejblize
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Tabulka 8: Stredni hodnoty a smérodatné odchylky odhadi parametru hgy ziskanych
6 sin(11 z+5)

pomoci vyse uvedenych metod, m(x) = — cot(z=7) -

K=2 k=4 k=206

hopt = 0.0631 hope = 0.1495 hopt = 0.2312
E(hopt) std(hop) | E(hopt)  std(hop) | E(hopt)  std(hop)

(GAY 0.0483 0.0104 0.1111 0.0252 0.1652 0.0378
Rice-pen | 0.0581 0.0064 0.1273 0.0186 0.1844 0.0309
ET-pen | 0.0558 0.0062 0.1211 0.0191 0.1794 0.0311
Mallows | 0.0292 0.0033 0.0584 0.0080 0.0882 0.0106
Fourier | 0.0372 0.0052 0.0766 0.0135 0.1149 0.0221

plug-in | 0.0673  0.0025 | 0.1429  0.0037 | 0.2233  0.0042
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Obrazek 31: RozloZeni vsech 200 vysledki ziskanych pomoci vyse uvedenych metod pro
pripad k = 4.
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teoretické optimalni Sifce okna h,y, = 0.1495 a i z obrazku je patrné, Ze odhad regresni
funkce je uspokojivy. Obr.33 znazornuje jadrovy odhad s Sitrkou okna ﬁopt = 0.0541,
ktera byla nalezena uzitim metody Fourierovy transformace a Mallowsovy metody. Je
ziejmé, ze vysledny odhad je podhlazeny.
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Obrazek 32: Symboly x oznacuji namérené hodnoty Y s chybou 0% = 0.2. Cdrkované
je zobrazena skutecnd regresni funkce m(z). Plnd édra zndzornuje jadrovy odhad této
regresni funkce s Sirkou okna Bopt = 0.1466 pro jadro K € Syy. Teckovaneé je zobrazen
interval spolehlivosti pro o = 0.05.
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Obrazek 33: Symboly x oznacuji namérené hodnoty Y s chybou 0% = 0.2. Cdrkované
je zobrazena skutecnd regresni funkce m(x). Plnd ¢ara zndzornuje odhad této regresni
funkce s sirkou okna izopt = 0.0541 pro jadro K € Syy. Teckované je zobrazen interval
spolehlivosti pro a = 0.05.
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6 Piiklady

Zamérem této kapitoly je porovnat jednotlivé metody pro odhad optimalni $itky okna
aplikaci na realnych datech. V prvnich dvou piikladech jsou pouzita data vétsiho roz-
sahu, a prestoze vSechny srovnavané metody jsou asymptoticky ekvivalentni, vysledné
odhady jsou rozdilné. V poslednim prikladé jsou naopak analyzovana data pomérné ma-
lého rozsahu. I zde jsou podle ocekavani vysledky zcela rozdilné.

Pti odhadech optimalni sitky okna bylo pouzito tychz Sesti metod jako v predchozi
kapitole pfi simulacich. Také jejich oznaceni v tabulkach je totozné s predchozim. Pti
jadrovych odhadech regresni funkce bylo pouzito Nadarayovych — Watsonovych estima-
tort. Pro ostatni typy jsou vysledky analogické.

6.1 Prumérné jarni teploty

V prvnim piikladé budeme analyzovat primérné jarni teploty nameétfené v prazském
Klementinu v letech 1771 — 2000'. Rozsah dat je tedy 7" = 230. V tabulce 9 jsou za-
psany hodnoty odhadi optiméalni sitky okna ziskané jednotlivymi metodami. V prvnim
sloupci je oznaceni chybovych funkei, které byly pouzity. Odhady byly ziskany postupné
pro jadra radu Sy, kde kK = 2,4, 6 - viz str.8.

Z tabulky je patrné, Ze se ve vSech pripadech hodnoty odhadu daji rozdélit do tii sku-
pin. V prvni skupiné je Mallowsova metoda, nebot odhady ziskané touto metodou byly
nejmensi. Do druhé skupiny miizeme zahrnout metodu kiiZzového ovérovani a obé pe-
naliza¢ni funkce, které vedly ve vsech ptipadech k totoznym vysledkim. Tfeti skupinu
reprezentuji metody zalozené na cyklickém rozsiteni regresniho modelu, tj. metoda Fou-
rierovy transformace a plug-in metoda. Aplikaci téchto metod byly ziskdny nejvétsi
hodnoty vyhlazovaciho parametru.

Tabulka 9: Odhady optimdlni §irky okna hey ziskané pomoci vyse uvedenych metod.

k=2 | k=4 | K=6

CV 0.0743 | 0.2955 | 0.4011
Rice-pen | 0.0743 | 0.2955 | 0.4042
ET-pen | 0.0743 | 0.2955 | 0.4011
Mallows | 0.0649 | 0.0923 | 0.1448
Fourier | 0.1993 | 0.4549 | 0.5011
plug-in | 0.1914 | 0.4233 | 0.6569

Pro jadrové odhady regresni funkce pouzijeme jadro fddu x = 4. V ostatnich pripadech

ITato data poskytla katedra geografie P¥irodovédecké fakulty Masarykovy univerzity v Brné.
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jsou vysledky podobné. Na obr.34 je znazornén odhad regresni funkce s parametrem
hopt = 0.0923 ziskanym Mallowsovou metodou.
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1750 1800 1850 1900 1950 2000

Obrazek 34: Symboly x oznacugi primérné jarni teploty. Plnd cdra zndzornuge jadrovy
odhad regresni funkce s sitkou okna hey, = 0.0923.

Dalsi obrazek predstavuje jadrovy odhad regresni funkce s parametrem iLopt = 0.2955,
ktery byl nalezen metodou kiizového ovérovani a obéma penalizacnimi funkcemi.
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Obrazek 35: Symboly x oznacugi primeérné jarni teploty. Plnd cara zndzornuge jadrovy
odhad regresni funkce s sirkou okna hey = 0.2955.

Obr.36 ilustruje kvalitu jddrového odhadu s parametrem ﬁopt = (0.4233 ziskanym posled-
nimi dvéma metodami, tj. metodou Fourierovy transformace a plug-in metodou.

Protoze nezname skute¢nou regresni funkci m(x), je tézké objektivné posoudit, ktery z
jadrovych odhadt je nejlepsi. Je tfeba si tedy uvédomit, ze konecné rozhodnuti o od-
hadované kiivce je ¢astecné subjektivni, nebot odhady optimaélni $itky okna jsou pouze
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Obrazek 36: Symboly x oznacuji primeérné jarni teploty. Plnd cara zndzornuge jadrovy
odhad regresni funkce s sitkou okna hey = 0.4233.

asymptoticky optimalni. Z obrazku i z hodnot uvedenych v tabulce je patrné, zZe odhady
vyhlazovaciho parametru Mallowsovou metodou nabyvaji malych hodnot a vysledny
odhad regresni kiivky je tedy podhlazeny. Na druhé strané, metoda Fourierovy trans-
formace a plug-in metoda vedou k jiz dost vysokym hodnotam a dochazi tak k prehlazeni
dat. Dle mého nazoru je v tomto pfipadé vhodné pouzit bud metodu kiiZzového ovérovani
nebo nékterou z vyse uvedenych penaliza¢nich funkei (u ostatnich penaliza¢nich funkei
dochéazelo k podhlazeni, tj. k pfilis malym hodnotam vyhlazovaciho parametru). I kdyz
se vysledny odhad regresni funkce jevi jako mirné prehlazeny, z vyse uvazovanych kiivek

------

6.2 Prumérné podzimni teploty

V dalsim prikladé budeme analyzovat primeérné podzimni teploty naméfené opét v
prazském Klementinu v letech 1771 — 2000. V tabulce 10 jsou zapsany hodnoty odhad
optimalni sitky okna ziskané jednotlivymi metodami. V prvnim sloupci je oznaceni chy-
bovych funkci, které byly pouzity. Odhady byly ziskany postupné pro jadra fadu So,,
kde k = 2,4,6 - viz str.8.

Z tabulky je patrné, Ze se ve vSech pripadech hodnoty odhadi daji opét rozdélit do
tfi skupin. V prvni skupiné je plug-in metoda, nebot odhady ziskané touto metodou
byly nejmensi. Do druhé skupiny mtzeme zahrnout metodu kiizového ovérovani, obé
penaliza¢ni funkce a také Mallowsovu metodu. Tyto metody vedly ve vSech piipadech
k totoznym vysledktim. Tteti skupinu reprezentuje metoda Fourierovy transformace.
Aplikaci této metody byly ziskany nejvétsi hodnoty vyhlazovaciho parametru.

Stejné jako v predchozim prikladé, pro jadrové odhady regresni funkce pouzijeme jadro
fadu k = 4. V ostatnich piipadech jsou vysledky podobné.

Na obr.37 je znazornén odhad regresni funkce s parametrem izopt = 0.1775 ziskanym
plug-in metodou.
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Tabulka 10: Odhady optimdini $irky okna hey ziskané pomoci vyse wvedenych metod.

k=2 | k=4]| k=6

CV 0.1556 | 0.2643 | 0.3261
Rice-pen | 0.1556 | 0.2643 | 0.3261
ET-pen | 0.1556 | 0.2643 | 0.3230
Mallows | 0.1556 | 0.2674 | 0.3355
Fourier | 0.2056 | 0.4643 | 0.5011
plug-in | 0.1142 | 0.1775 | 0.2360
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Obrézek 37: Symboly X oznacuji primérné podzimni teploty. Plnd c¢dra zndzorriuje jd-
drovy odhad regresni funkce s sirkou okna hop = 0.1775.

Dalsi obrazek predstavuje jadrovy odhad regresni funkce s parametrem Bopt = 0.2643,
ktery byl nalezen metodou kiizového ovérovani, obéma penaliza¢nimi funkcemi a Mallow-
sovou metodou.

Obr.39 ilustruje kvalitu jadrového odhadu s parametrem ﬁopt = (0.4643 ziskanym meto-
dou Fourierovy transformace.

Protoze nezndme skutecnou regresni funkci m(x), je tézké objektivné posoudit, ktery
z jadrovych odhadi je nejlepsi. Nezbyva nam tedy nez opét subjektivné vybrat jeden
z nabizenych odhadt. Z obrazki i z hodnot uvedenych v tabulce je patrné, ze odhady
vyhlazovaciho parametru ziskané metodou Fourierovych hodnot nabyvaji vysokych hod-
not a vysledny odhad regresni kiivky je prehlazeny. Tuto metodu muzeme vyloucit, je
tfeba se tedy rozhodnout, zda pouzit vyhlazovaci parametr ziskany plug-in metodou
nebo parametr ziskany nékterou ze zbyvajicich metod. Domnivam se, ze v tomto pri-
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Obrézek 38: Symboly X oznacuji primérné podzimni teploty. Plnd cdra zndzorriuje jd-
drovy odhad regresni funkce s sitkou okna hop, = 0.2643.
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Obrazek 39: Symboly X oznacuji primeérné podzimni teploty. Plnd cdra zndzorriuje jd-
drovy odhad regresni funkce s sirkou okna hep, = 0.4643.

padé je vhodnéjsi pouzit plug-in metodu, nebot vysledny odhad s optiméalni $itkou okna
fzopt = 0.1775 vystihuje dle mého nézoru lépe regresni funkci m(z). Jadrovy odhad s pa-
rametrem ﬁopt = 0.2643 by mohl byt také dostacujici, zda se se vSak, ze zde jiz dochazi
k mirnému piehlazeni dat.
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6.3 Rozvodovost v Ceské republice

V tomto piikladé budeme sledovat pocet rozvodit v Ceské republice v letech 1970 —
2002. Data byla ziskana ze Statistické rocenky Ceské republiky [2]. Na rozdil od pied-
chozich ptikladi méame k dispozici daleko mensi rozsah dat 7' = 33. Protoze srovnavané
metody jsou pouze asymptoticky ekvivalentni, da se ocekavat pro tak maly pocet dat
velka rozmanitost vysledkt. V tabulce 11 jsou zapsany hodnoty odhadd optimélni sitky
okna ziskané jednotlivymi metodami. V prvnim sloupci je oznaceni chybovych funkei,
které byly pouzity. Odhady byly ziskany postupné pro jadra radu Sy, kde k = 2,4,6 -
viz str.8.

7 tabulky je patrné, ze se ve vSech pripadech hodnoty odhadi daji rozdélit do ¢ty sku-
pin. Do prvni skupiny mtzeme zahrnou metodu kiizového ovérovani a Mallowsovu me-
todu, nebot odhady ziskané témito metodami byly nejmensi. Druhych nejnizsich hodnot
nabyvaly odhady ziskané metodou Fourierovy transformace. Tteti skupinu reprezentuje
plug-in metoda a do posledni skupiny mutzeme zahrnout obé penaliza¢ni funkce, které
vedly ve vSech pripadech k nejvétsim hodnotdam optimalni sitky okna.

Tabulka 11: Odhady optimdini $irky okna hep ziskané pomoct vyse uvedenych metod.

k=2 | k=4 | k=6

CV 0.0731 | 0.1243 | 0.7193
Rice-pen | 0.2825 | 0.5431 | 0.7193
ET-pen | 0.2825 | 0.5212 | 0.7193
Mallows | 0.0637 | 0.1212 | 0.1818
Fourier | 0.1356 | 0.2743 | 0.3849
plug-in | 0.1715 | 0.3983 | 0.6298

Stejné jako v pfedchozich prikladech pouzijeme pro jadrové odhady regresni funkce ja-
dro tadu k = 4. V ostatnich pripadech jsou vysledky analogické.

Na obr.40 je znazornén odhad regresni funkce s parametrem izopt = 0.1212 ziskanym
Mallowsovou metodou. Dalsi obrazek predstavuje jadrovy odhad regresni funkce s pa-
rametrem ]Alopt = 0.2743, ktery byl nalezen metodou Fourierovy transformace. Obr.42
ilustruje jadrovy odhad s parametrem flopt = 0.3983 ziskanym plug-in metodou. Na
poslednim obréazku je znézornén odhad regresni funkce s parametrem izopt = 0.5212 zis-
kanym metodami penaliza¢nich funkeci.

Protoze nezndme skutecnou regresni funkci m(x), je tézké objektivné posoudit, ktery
z jadrovych odhadi je nejlepsi. Nezbyva nam tedy nez opét subjektivné vybrat jeden
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Obrézek 40: Symboly x oznacuji celkovy pocet rozvodi v kaZdém roce. Plna cdra znd-
zornuge jadrovy odhad regresni funkce s sirkou okna heyy = 0.1212.
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Obrazek 41: Symboly x oznacuji celkovy pocet rozvodi v kaZdém roce. Plnda cdra znd-
zornuge jadrovy odhad regresni funkce s sirkou okna hyy, = 0.2743.

z nabizenych odhadt. Z obrazki i z hodnot uvedenych v tabulce je patrné, ze odhady
vyhlazovaciho parametru ziskané metodou ktizového ovérovani a Mallowsovou metodou
nabyvaji malych hodnot a vysledny odhad regresni kiivky je podhlazeny. Tyto metody
muzeme tedy vyloucit. Na druhé strané, obé penalizacni funkce vedou k jiz dost vyso-
kym hodnotam a dochézi tak k prehlazeni dat. Je tfeba se tedy rozhodnout, zda pouzit
vyhlazovaci parametr ziskany plug-in metodou nebo parametr ziskany metodou Fou-
rierovy transformace. Domnivam se, Zze v tomto pripadé je vhodnéjsi pouzit metodu
Fourierovy transformace, nebot vysledny odhad s optimalni sifkou okna iLopt = 0.2743
lépe vystihuje pribéh rozvodovosti v devadesatych letech.
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Obrézek 42: Symboly x oznacuji celkovy pocet rozvodi v kaZdém roce. Plna cdra znd-
zornuge jadrovy odhad regresni funkce s sirkou okna heyy = 0.3983.

x 10

221 -

2 L L L L
1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005

Obrazek 43: Symboly x oznacuji celkovy pocet rozvodi v kaZdém roce. Plna cdra znd-
zornuge jadrovy odhad regresni funkce s sirkou okna hyy, = 0.5212.
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Zaver

Cilem této prace bylo vytvofit uceleny souhrn poznatki z teorie hledani optimélni sitky
okna. Tento parametr nejvice ovliviiuje vysledny odhad a jeho volba je zasadnim pro-
blémem ve vyhlazovacich metodach.

Mezi puvodni vysledky mizeme zatfadit napt. novou penalizacni funkci ET bandwidth
selector. PTi testovani na simulovanych prikladech i pii aplikacich na redlnych datech
patiila tato funkce k nejlepsim ze vSech uvedenych penaliza¢nich funkeci.

Také myslenka vyuziti Fourierovy transformace k odhadu stfedni kvadratické chyby
patii k novéjsSim trendtim v problematice hledani optimalni sitky okna. V souvislosti s
odhady regresni funkce byla poprvé uvedena v [10]. V této préci se podafilo zobecnit
tento postup pro vsSechny uvazované typy jadrovych estimatorti a také pro libovolna
jadra tiidy Sp., ~ sudé. Céstecné se tak vyfesil problém podhlazovani.

Dalsim puvodnim vysledkem je odhad parametru A,, kde se vyskytuje « - ta derivace
neznamé regresni funkce m(x). Tohoto odhadu lze vyuzit v plug-in metodé, jejiz vy-
hoda je pfedevsim v tom, Ze odpada problém minimalizace chybové funkce, protoze
hodnota minima je jiz teoreticky odvozena. Plug-in metoda je v literatufe casto uva-
déna (napf. [6], [9], [19]), avSak mnohdy jen v souvislosti s faktem, ze odhad neznamych
parametri je obtizny. Explicitni formule pro vyjadieni téchto parametrii se ¢asto vysky-
tuji jen pri odhadech hustoty.

Jelikoz se jedna o velmi rozsdhlou problematiku, je celd prace zaméfena pouze na model
s ekvidistantnimi body planu a na odhad globalniho vyhlazovaciho parametru. Kone¢ny
odhad regresni funkce je ovlivnén jesté dalsimi skutecnostmi. Napiiklad na okrajich
intervalu se mohou objevit tzv. hrani¢ni efekty a odhadim v téchto bodech je tfeba vé-
novat zvlastni pozornost. Tento problém je mozno fesit napf. pouzitim hrani¢nich jader
(viz [7]). Zajimavé jsou také otézky optimalni volby fadu jadra nebo hledani optiméalni
sitky okna pfi jadrovych odhadech regresni funkce ve vice dimenzich. Tyto oblasti by
mohly byt podnétem pro dalsi studium.

Vsechny typy jadrovych odhadi i vSechny metody pro odhad optimalni Sitrky okna uve-
dené v této praci jsem naprogramoval v systému MATLAB. Vznikla tak knihovna pro
jadrové vyhlazovani, ktera umoznuje srovnani uvedenych metod na simulovanych nebo
realnych datech. Tato knihovna, vcéetné podrobného navodu k pouziti, je na ptiloze-
ném CD.
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