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Abstrakt

Predlozena dizertaéni prace je vénovana vlastnostem mnohorozmérnych zobecné-
nych linearnich model, vétsi pozornost je vénovana silam testi linedarnich hypotéz
o parametrech téchto modelu.

Préce obsahuje Sest kapitol a tii dodatky. Kapitola 1 je vénovana vybranym
pojmum z teorie maximalni vérohodnosti. V kapitole 2 jsou uvedena tvrzeni o hus-
totach exponencialnfho typu. Mimo jiné jsou odvozeny predpoklady zajistujici regu-
laritu hustot exponencialniho typu. Vedle vlastnosti nejcastéji studovaného mno-
horozmérného rozdéleni exponencidlniho typu, kterym je rozdéleni multinomické,
jsou odvozeny i vlastnosti v literature opomijeného Wishartova a transformovaného
Dirichletova rozdéleni.

V kapitole 3 je poté v souladu s monografii (Fahrmeir, 1994) definovdan mno-
horozmérny zobecnény linearni model (MGLM). Déle jsou uvedena vybrana tvrzeni
o asymptotickych vlastnostech modelu z ¢ldanku (Fahrmeir, 1985), jejichz dukazy
jsou oproti clanku detailnéji rozepsany. V kapitole 3 jsou téz odvozeny asymptotické
oblasti spolehlivosti pro vektor kontrastu parametru modelu a jsou popsany testové
statistiky bézné uzivané v MGLM k testovani linearnich hypotéz o parametrech
modelu. Kapitola je uzaviena ukazkou uziti modelu pii genetické predikci rizika
sepse u détskych pacientu.

Nésledujici kapitoly jsou vénovany aproximacim sil testu linedrnich hypotéz
o parametrech MGLM. V kapitole 4 je pozornost vénovana aproximacim sil testu
hypotézy proti posloupnosti Pitmanovych alternativ. Postup takové aproximace
je detailnéji odvozen v dodatku C. Kapitola 5, ve které jsou zobecnény publiko-
vané vysledky autora dizertace, se naopak zabyva aproximaci sil v MGLM typu
vyvazeného jednoduchého tiidéni. Zde jsou na rozdil od predchozi kapitoly odvozeny
aproximace sil testi hypotézy proti pevné alternativé. V kapitole 6 jsou pak oba
mozné pristupy aproximace v MGLM typu vyvazeného jednoduchého ttidéni po-
rovnany a to predevsim pomoci simulac¢nich studii v modelech s multinomickym,
Wishartovym, transformovanym Dirichletovym, binomickym, Poissonovym, gama
a negativné binomickym rozdélenim.

Vypocty uvedené v dizertacni praci byly provedeny pomoci k tomu tcelu sepsa-
nych programu v MATLABU, které lze nalézt na prilozeném CD.
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Abstract

Submitted dissertation focuses on properties of multivariate generalized linear mo-
dels, special attention is paid to powers of tests of linear hypothesis on parameters
of these models.

The dissertation consists of six chapters and three appendixes. Chapter 1 is
dedicated to selected terms in the theory of maximum likelihood. Prepositions on
properties of distribution from exponential family are considered in chapter 2. As-
sumptions assuring regularity of corresponding density function are derived among
other things. Beside the properties of the most frequently studied multivariate distri-
bution from exponential family, the multinomial distribution, properties of Wishart
and transformed Dirichlet distribution are introduced.

Afterwards, the multivariate generalized linear model (MGLM) is defined accord-
ing to the monograph (Fahrmeir, 1994). Selected theorems on asymptotic properties
of the model from paper (Fahrmeir, 1985) are included in chapter 3. Their proofs are
performed in more details in contrast to the paper. Asymptotic confidence sets for
vector of contrasts of parameters of MGLM are also derived. Finally, test statistics
usually used for test of the linear hypothesis on parameters of MGLM are introduced
in this chapter. Chapter 3 is concluded by application of model in genetic prediction
of sepsis in children patients.

Following chapters are dedicated to approximations of powers of the tests of linear
hypothesis on parameters of MGLM. In chapter 4, attention is paid to approxima-
tions of powers of the tests of hypothesis against sequence of Pitman alternatives.
Technique of these approximations is derived in appendix C in more details. Con-
versely, chapter 5, in which published results of the author of dissertation are gen-
eralized, deals with approximations of powers of tests in balanced one-way ANOVA
type MGLM. Here, the powers of test of hypothesis against fixed alternative are
considered in contrast to the previous chapter. Both approaches to approximations
of the powers in balanced one-way ANOVA type MGLM are compared in chapter 6,
especially by simulation studies in MGLM with multinomial, Wishart, transformed
Dirichlet, binomial, Poisson, gamma and negative binomial distribution.

Calculations presented in the dissertation were carried out using MATLAB pro-
grams, which are to be found on enclosed CD.
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Seznam symbolu

Matice a pole

J117J127J217J22
Jll, J12’ J21, J22
J*

J?

J22.1

diag(x)
diag(J)

diag(Jq,...,J,)
JV

yD

realny n-rozmérny euklidovsky prostor

n-rozmeérny sloupcovy vektor

={xeR":2;>0,i =1,...,n}

mnozina prirozenych ¢isel

matice typu n x r s prvky Ji;, i =1,...,n, 5 =1,...,r. Pro
prehlednost zépisu jsou nékdy prvky matice J znaceny {J };.
linearni obal sloupcu matice J

n-rozmérna jednotkova matice

n-rozmérnd ¢tvercova matice s prvky {E;;}u = 1 pro k =1,
j=11147,kl=1...,n {E;}y =0 jinak

transponovana matice J

inverzni matice k regularni n-rozmérné ctvercové matici J
sprvky JY i, =1,...,n.

pseudoinverzni matice k matici J

¢tvercova matice prislusna symetrické pozitivné semidefinit-
ni matici J, pro kterou JY? = CAY2C", kde C je matice
normovanych vlastnich vektora matice J a AY? je matice
s odmocninami vlastnich ¢isel matice J na diagonéale
submatice ¢tvercové matice J, matice Jq1, Jog jsou ctvercové
submatice inverzni matice J ' k reguldrni ¢tvercové matici
J, matice J™, J?? jsou regularni ¢tvercové

:[ J21, J22]

—[(J)T, (J2)T]T

= Jo — Ind i Jiz, tj. Jooq = J?

diagonalni matice se slozkami vektoru & na hlavni diagonéle
diagonalni matice s diagonélou ctvercové matice J na hlavni
diagondle, tj. diag(Ji1, ..., Jun)

blokové diagonalni matice se ¢tvercovymi maticemi Jo,.. .,
J,, na hlavni diagonale

= [Ji1, Ji2, oy Sy Jooy ooy Jons Jagy oo Jun) T, vektor prvki
horniho trojuhelniku symetrické n-rozmérné matice J

proy € R¥ kde k = n(n—1)/2,n € N, y" znaéi n-rozmérnou
symetrickou matici, takovou, ze (y=)¥

1 2
_ T ; O _

= y. Naptiklad pro




r(J) hodnost matice J

Tr (J) stopa matice J

|J| determinant ¢tvercové matice J

||| euklidovskd norma vektoru

||| norma matice J kompatibilni s euklidovskou vektorovou nor-
mou, tj. norma, pro kterou plati |Jz|| < ||J]|||z||

(AL V2ii21 i, tj. euklidovskd norma g-rozmérné matice J

J >0, resp J >0 matice J je pozitivné definitni, resp. pozitivné semidefinitni

Amin (J) nejmensi vlastni ¢islo symetrické matice J

Amax (J) nejvetsi vlastni ¢islo symetrické matice J

® symbol Knockerova soucinu

Pro trojdimenziondlni pole IK s prvky [K;j;|,i=1,...,p,7=1,...,¢.k=1,...,r
typu p X ¢ X r, matici A typu p X ¢, matici B typu ¢ X r a vektory a € R, b €
RY c € R" definujeme

P q T
skaldar IK oaoboc:= Z Z Z K;;ra;bjcy

i=1j=1k=1

vektor IK oboc:= I-i i Kijkajbk]
[ Ji:l,...,p

j=1k=1

T
matice IK oc¢:= lz Kijkck]
k=1 :

P q r
skalar K o Aoc:=Y > > IK;j Ay

i=1j=1k=1

p q T
skalar IK. oaoB:=> Y Y K;ja;Bjk

i=1j=1k=1

V textu jsou uzita nasledujici pravidla maticového poctu, které l1ze nalézt napft.
v [31], str. 457 - 460,

(A+BCD)!' = A'-A'B(C'+DA'B)'DA™!
|A+BD| = |A||I,+ A 'BDj,
(AgC)!' = AlpC!

kde A je regularni matice typu p X p, B je matice typu p x ¢, C je regularni matice
typu ¢ X ¢ a D je matice typu ¢ X p a

(A B)(C® D) =(AC)® (B ® D)

kde A je matice typu p; X ps, B je matice typu q; X ¢o, C je matice typu py X r
a D je matice typu ¢s X s.
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Nahodné vektory

0: [91,...,¢9m]T
Y =[v,...,Y]"

Y=1[y1, - yq"
f(y;0), resp. f(y;0)

Y ~ Np(#’v 2)

q
Y o~ 3 Uix2(r4, 05)
i=1

m-rozmérny vektorovy parametr

nahodny vektor definovany na pravdépodobnostnim
prostoru (€2, .4, Pg)eco

pozorovani nahodného vektoru Y

hustota ndhodného vektoru Y vzhledem k o-konecné
mife p. Mira p je Lebesguovou mirou, je-li Y ab-
solutné spojity, a c¢itaci mirou, je-li Y diskrétni na
(€2, A, Py)oeo, resp. (2, A, Pg)oce

nahodny vektor Y mé asymptoticky p-rozmérné nor-
malni rozdéleni s parametry p a . Symbol X je uzivan
1 pro jina rozdéleni.

nahodna velicina Y ma rozdéleni linearni kombinace
g nezavislych necentrdlnich x? rozdéleni se stupni vol-
nosti r; a parametry necentrality ¢;, pricemz koeficienty
linearni kombinace jsou [;, 1 =1,...,q

(1 — @)% kvantil x? rozdéleni s r stupni volnosti
prumeér vektoru y,,...,vy,. Znaceni je uzivano i pro
nahodné vektory.

Lebesgueuv integral méritelné funkce g(y) vzhledem
k o-konecné mite p

matice, resp. vektor, Lebesgueovych integralu jed-
notlivych slozek maticové, resp. vektorové méritelné
funkce g

Funkce a jejich derivace

©(O) {n(0) : 8 € ®} C R, tj. obraz parametrického pros-
toru © prii funkci g : @ — R4

['(z) gama funkce, tj. [5° e ‘t* " dt
) digama funkce, tj. dIn['(z)/dx
(x) trigama funkce, tj. d*InT'(x)/dz?
V3(x) tetragama funkce, tj. d*InT'(z)/dz?

d(x —a) Diracova § funkce v bodé a € R, tj. distribuce,
pro kterou [%_ 0(z — a)f(x)dz = f(a) pro kazdou
nekonecnékrat diferencovatelnou komplexni funkei v R
s omezenym nosicem, viz. [41] str.77

o' (x) derivace Diracovy ¢ funkce, tj. distribuce, pro kterou
[0 (x—a)f(x)de = —[df(z)/dx] =0, Viz. [41] str. 81
h(z) [h(z1), ..., h(z,)]  kdeh : R — Rax = [z1,...,2,]".

Zapis uzivame pro funkce exp,In, 19, 1/-, apod.
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M, = [ag{;j ] —m derivace maticové funkce M () typu n x r podle ska-
I laru 6
fi=fa parcialni derivace funkce f podle i-té slozky vektoru @

fo= % =(ff,..., /)T derivace skaldrn{ funkce f = f(8) podle vektoru @

% = [%L-} i=1,...,m derivace vektorové funkce f = f(0) = [f1,..., fa]"
J=1.m podle vektoru 8 = [917 ce ,em]T
1" " >’ f

ij = Joio, = a0,00; druhd parcidlni derivace funkce f postupné podle i-té
a j-té slozky vektorového parametru 6

T
80 = ;;—afe = a% [8—£] matice druhych derivaci funkce f podle vektoru @
%9{961' = a% { afgo] matice tietich parcialnich derivaci funkce f podle vek-
toru @ a jeho slozky 6;
% trojdimenziondlni pole tfetich parcidlnich derivaci

funkce f podle vektoru 6

V textu jsou v souladu s [31, 11] pouzita nasledujici pravidla pro derivace ska-
ldrnich a vektorovych funkef podle vektoru 8 = [0y, ..., 0,,]T

Of+g) _0f g Ocf _ Of

20 06 06’ 06 06’
kde ¢ je konstanta nezavisla na 0,

oNO)T

RICAY )R
ZVT Y\Y Y
0o 7

_ T
o = (MMM,

kde M (resp. IN) je konstantni matice typu m x m (resp. n X m) nezavisla na 6,

0AMB  (A(E;+E;)B pro M =M",
oM;; iAEijB jinak,

kde i,7 = 1,...,m, A (resp. B) je konstantni matice typu p x m (resp. m X q)
nezavisla na M,

dn | M| (oM — diag(M™Y) pro M = M",
oM i(M—l)T jinak

8M_1 _ {_Mil(Eij + Eji)Mil + MﬁlEij@jMfl pro M = MT,
oMy i—M_lEijM‘l jinalk.
kde ¢,7 = 1,...,m, 6;; = 1 proi = j a d;; = 0 jinak, M je reguldrni matice
typu m X m,
(fog)" og"of"
00 00 0g '’
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kde g = [g1,...,947, resp. f=1[f1,..., f»]", je vektorovéd funkce 6, resp g(0).

Poznamky

V textu je uzivano znaceni o, a O, dle dodatku A. Vyskytuje-li se v zapise
aproximace nahodné veli¢iny, vektoru, matice, resp. pole symbol o(b,), jak je tomu
napf. na str. 107, jsou vSechny nahodné veli¢iny, vektory, matice, pole chapany jako
jejich pevné realizace.

Déle v textu nebudeme zavedené oznaceni znovu pripominat, i kdyz bude dusled-
né vyuzivano.
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Uvod

Dizertacni prace je vénovana mmnohorozmérnym zobecnénym linearnim modeltum
(MGLM), tridé statistickych modelt, kterd vznikla pfirozenym rozsitenim tiidy
klasickych linearnich modelu, a nachazi proto mnohd uplatnéni napt. v biologii,
ekonomii, mediciné apod. Poznamenejme, Ze do této tiidy modeli mimo jiné patii
log-linedrni model, model probitové, resp. logitové analyzy, modely s kategoridlnimi
proménnymi ale téz klasicky linearni model. Nicméné techniky zobecnéného linearni-
ho modelu jsou v soucasnosti uzivany i v jinych oblastech, naptiklad pro odhad
takzvanych ROC kiivek [37].

Ve srovnani s klasickym linearnim modelem je v MGLM predpokladéna Sirsi tiida
rozdéleni vysvétlovanych vektoru, tzv. tfida rozdéleni exponencialniho typu. Navic je
v MGLM pozadovano, aby rozdéleni vysvétlovanych vektoru bylo reguldrni. Z mno-
horozmérnych reguldrnich rozdéleni, ktera patii do tiidy rozdéleni exponencialniho
typu, je v literature vedle mnohorozmérného normalniho rozdéleni zminovano nej-
castéji pouze rozdéleni multinomické, viz. napiiklad [10]. Prvnim zémérem dizertacni
prace proto bylo nalézt dalsi priklady mnohorozmérnych regularnich rozdéleni ex-
ponencidlniho typu. K tomu bylo tieba odvodit piredpoklady zajistujici regularitu
rozdéleni exponencialniho typu. Hustotdm exponencialniho typu je vénovana kapi-
tola 2.

Statistickd analyza mnohorozmérnych zobecnénych linedrnich modelt je zalozena
na maximalné vérohodnych odhadech, a proto jsou v kapitole 1 uvedeny zakladni
pojmy z teorie maximalni vérohodnosti. Vlastnostem odhadu parametrua MGLM zis-
kanych metodou maximaln{ vérohodnosti je vénovan velmi rozsahly ¢lanek [9]. V ka-
pitole 3, kde je MGLM definovén, je proto pozornost mimo jiné vénovana vybranym
rozpracovany. Ddle jsou v kapitole 3 odvozeny asymptotické oblasti spolehlivosti
pro vektor konstrastu parametru modelu a jsou uvedeny testové statistiky Deviance
AD, skérova S a Waldova statistika W, na kterych lze zalozit test linedrni hypotézy
o parametrech MGLM.

V predkladané dizerta¢ni praci je ovsem hlavni pozornost vénovana silam testu
linearnich hypotéz o parametrech MGLM zalozenych na AD, S a W. Protoze nejsou
k dispozici explicitni vyjadteni sil vyse zminénych testu, jak je tomu napriklad u kla-
sického jednoduchého tiideéni, viz. [42], je tfeba obratit pozornost na jejich asymp-
totickou aproximaci. Poznamenejme, ze znalost aproximace sily testu lze s vyhodou
uzit pti navrhu designu experimentu.
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Kapitola 4 je vénovana aproximacim sil testi v MGLM, které jsou zobecnénim
vysledku z ¢lanku [5]. Aproximace uzité v kapitole 4 a ¢lanku [5] vychdzi z aproximaci
sil testu v obecné teorii maximélni vérohodnosti v ¢lancich [15, 36, 14]. V nékterych
clancich jsou ovSsem uvedeny pouze naznaky vypoctu aproximaci, a proto je do-
datek C vénovan jejich detailnimu odvozeni. Vedle toho je mozné v MGLM typu
vyvéazeného jednoduchého tiidéni odvodit i jinou aproximaci sil testi zalozenych na
AD a S, kterd je zobecnénim publikovanych vysledku autora dizertace [17, 18, 19|
a je uvedena v kapitole 5. Pro stanoveni aproximaci v kapitole 5 bylo tieba znat
rozdéleni kvadratickych forem nahodnych vektoru s normalnim rozdélenim, kterému
je vénovan dodatek B. Na zavér jsou v kapitole 6 oba mozné pristupy k aproximaci
sil testu v MGLM typu vyvazeného jednoduchého ttidéni porovnany a to predevsim
pomoci simula¢nich studii zalozenych na programech sepsanych v Matlabu, které
lze nalézt na ptilozeném CD.
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Kapitola 1

Metoda maximalni vérohodnosti

Tato kapitola je vénovana zakladnim pojmum a vybranym tvrzenim z teorie maxi-
malni vérohodnosti, nebot odhady parametri a testy o parametrech mnohorozmér-
ného zobecnéného linearntho modelu vychézi pravé z tohoto ptistupu.

Ve srovnani s dalsim moznym pfristupem, metodou moment, je metoda ma-
feSeni nelinearniho systému rovnic. Nicméné za urcitych predpokladu poskytuje
metoda maximalni vérohodnosti odhady s vyhodnéjsimi asymptotickymi vlastnost-
mi [1, 26, 28, 38]. Asymptotickym vlastnostem maximalné vérohodnych odhadu
v mnohorozmérném zobecnéném linearnim modelu je vénovana pozornost v kapi-
tole 3.

Pii hledani maximalné vérohodnych odhadu je dulezitda otdzka jejich existence
a jednoznacnosti. V této kapitole uvadime pouze tvrzeni pouzité v teorii mnohoroz-
meérnych zobecnénych linedrnich modelu, nicméné dalsi zajimavé vysledky lze nalézt
napf. v [29, 12, 44].

1.1 Systém regularnich hustot

Definice 1.1 Necht parametricky prostor @ C R™ je oteviend borelovskd mnozina.
Rekneme, ze systém hustot F = {f(y;0) : 0 € O,y € R} vzhledem k o-konecné
mife p je regularni, jestlize plati:

1. Mnozina M ={y :y € RY, f(y;0) > 0} nezavisi na 6.

o . . . Of(y:0
2. Existuje vektor konecnych parcialnich derivaci %, 0c®, yec M.

3. A&%ﬁ}‘e)f(y; 0) du(y) = 0.

90 00
tice J je pozitivné definitni.

. o\ T
4. Prvky matice J (@) = [ 2nfw:6) (alnf(y’e)) f(y; 0) du(y) jsou koneéné a ma-
i
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Matici J nazyvame Fisherovou informac¢ni matici a hustotu f(y;0) z regularniho
systému hustot F nazyvame regularni hustota.

Definice 1.2 Necht Y = [Y;,...,Y,]T je ndhodny vektor s regularn{ hustotou f.

dln f(Y 0)

Pak m-rozmérny nahodny vektor U = U (0) = nazyvame skérovy vektor

prislusny hustoté f.

Definice 1.3 Necht f je reguldrni hustota a existuje matice druhych parcidlnich

derivaci hustoty g afegee ,0 € O,y € M. Pak empirickou Fisherovou informacni
matici ptislusnou hustoté f rozumime ndhodnou matici J = J(0) = —%

typu m X m.

Véta 1.4 Necht f je reguldrni hustota a existuje matice druhych parcialnich deriva-
cf hustoty ageg(’, , 0 € ®, ye M. Pak plati
0*f(y;0)
0000

da(y) = 0 (L1)

prave tehdy, kdyz J = E(J).

Dikaz. Podminku (1.1) lze zapsat ve tvaru E (w) = 0. Z tprav

f(Y,0)
(S )~ = () -
_ p(HOI00 I 01 0y _
(F¥.0)

i~ n\ | Yij> L,)=1L1....,m,
f(Y,0) ’

tedy plyne tvrzeni véty.
Véta 1.5 Necht f je reguldrni hustota. Pak skérovy vektor U piislusny hustoté f

ma stfedni hodnotu E(U) = 0 a varianéni matici var(U) = J.

Diikaz. Tvrzeni o sttedni hodnoté skérového vektoru plyne z tfeti podminky v defi-
nici 1.1 regularniho systému hustot F. Fisherova informac¢ni matice J je proto z defi-
nice rovna variancni matici skérového vektoru U.

Lemma 1.6 Necht Y,...,Y, jsou nezdvislé ndhodné vektory s reguldrnimi hus-
totami fi(y,,8),..., fu(y,,0). Pak pro skérovy vektor piislusny sdruzené hustoté
vektoru Yq,...,Y, plati

=3 U0

kde U4(0),...,U,(0) jsou nezdvislé skérové vektory piislusné pofadé hustotam
f1<y17 0)7 T fn(ym 0)

Diukaz. Dokazované tvrzeni plyne z definice skorového vektoru a z nezavislosti vek-
toru Yqi,...,Y,.
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1.2 Maximalné vérohodny odhad

Definice 1.7 Necht y, je pozorovani ndhodného vektoru Y s hustotou f(y;8),
0 € O. Existuje-li vektor @ = 0(y,), ktery je bodem globalnitho maxima funkce
f(y,,0) na ©, pak 6 = O(Y) nazyvame maximalné vérohodnym odhadem (MLE)
parametru 6.

Definice 1.8 Necht Y,...,Y, jsou nezdvislé ndhodné vektory s reguldrnimi hus-
totami f1(y,,0), ..., fu(y,,0). Pak funkci

1(07y> =1In H fl(ym 0)7
i=1
kde y = [y], ...,y |7, nazgvame logaritmickou vérohodnostn{ funkei a systémem
vérohodnostnich rovnic rozumime systém
01(6,y)

0 O

Poznamka 1.9 V dalsim budeme systém vérohodnostnich rovnic zapisovat i ve

tvaru 0l(0,Y)/06 = 0.

Poznamka 1.10 Z definice 1.2 plyne, ze systém vérohodnostnich rovnic lze psat ve
tvaru U(0) = 0, kde U je skérovy vektor piislusny sdruzené hustoté ndhodnych
vektoru Yq,...,Y .

Lemma 1.11 Necht ndhodny vektor Y; mé reguldrni hustotu fi(y, @) s pozitivné
definitni empirickou Fisherovou informaéni matici J;(0) a konvexnim paramet-
rickym prostorem O, i = 1,...,n. Dale necht jsou nahodné vektory Y,,...,Y,
nezavislé. Existuje-li feseni systému vérohodnostnich rovnic U (6) = 0, pak je jediné
a je maximalné vérohodnym odhadem 0 parametru 6.

Dikaz. Za predpokladu tvrzeni je logaritmicka vérohodnostni funkce striktné kon-
kavni na konvexni mnoziné, a proto, ma-li lokdlni maximum, tj. existuje-li feseni
systému vérohodnostnich rovnic, je toto feSeni i jedinym globalnim maximem (viz
str. 223 v [30]).

Definice 1.12 Necht Y,...,Y, jsou nezdvislé ndhodné vektory s reguldrnimi
hustotami fi(y,0),..., fu(y,0) s Fisherovymi informac¢nimi maticemi J, ..., J,.

~(0
Oznacéme 6, pocatecni odhad parametru 6. Pak posloupnost odhadu

n

N —1
a,i’““>:é,i’“’+[ZJi<ei’“)>] U®e,), k=01,...,
i=1

parametru @ nazyvame posloupnost odhadu ziskanych modifikovanou Newton-Rhap-
sonovou itera¢ni metodou (MNR posloupnost).
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Kapitola 2

Hustoty jednoduchého
exponencialniho typu

Teorie mnohorozmérnych zobecnénych linearnich modelu vychdazi z toho, ze mnoho
vyhodnych vlastnosti normalniho rozdéleni sdili i Sirsi tiida rozdéleni nazyvana tiida
rozdéleni jednoduchého exponencialniho typu. Vlastnostem této tiidy zahrnujici jak
diskrétni, tak spojita rozdéleni je v literatufe vénovana znac¢na pozornost. Zminme
napf. monografie [38, 26, 25, 46, 21, 23].

Vybrana tvrzeni o rozdéleni jednoduchého exponencidlniho typu uvedena v této
kapitole jsou na jejim zavéru doplnéna konkrétnimi piiklady rozdéleni tohoto typu.
Pozornost je predevsim vénovana regularité hustot jednoduchého exponencialniho
typu a maximalné vérohodnym odhadum parametru hustot z této ttidy. Pozname-
nejme, ze odhady metodou maximalni vérohodnosti v ttidé reguldrnich hustot ex-
ponencidlniho typu odpovidaji odhadum ziskanym metodou momentu, viz. [46].
V prikladech jsou zahrnuta standardné uvadéna rozdéleni jako je multinomické,
Poissonovo, binomické, gama ¢i negativné binomické rozdéleni. Vedle toho jsou téz
studovany vlastnosti Wishartova rozdéleni, které je uvedeno jako clen ttidy rozdé-
leni exponencidlniho typu v monografii [23], a transformace Dirichletova rozdéleni,
o némz lze nalézt pozndmky v monografiich [23, 11].

2.1 Definice a vlastnosti

Definice 2.1 Rekneme, 7e nahodny vektor Y = [V3, ..., Y,]T m4 hustotu jednodu-
chého exponencidlniho typu, pokud existuji borelovské funkce b(0) : ® — R
ac(y,o,w) : RTx RT x RT — R takové, ze hustotu ndhodného vektoru Y lze
pro kazdé 8 € ® C R?, ¢ € R™,w € R zapsat ve tvaru

y'0—0b(0)
¢

Parametr @ pak nazyvame prirozenym parametrem, ¢ rusivym parametrem nebo

f(y;0,¢,w)=exp{ w+0(y,¢,w)}-

parametrem disperze a w vahou.
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Véta 2.2 Necht ndhodny vektor Y = [V1,...,Y,|T mé hustotu f(y;0) jednoduché-
ho exponencidlniho typu s koneénymi parametry ¢ a w, ® C RY je oteviena
borelovskd mnozina, existuji koneéné prvni a druhé parcidlni derivace funkce b(8)
podle slozek parametru 6 a matice byy(@) je pozitivné definitni na ©. Pak hustota
f(y;0) je regularni a pro piislusnou empirickou Fisherovu informaéni matici plati

J(0) = J(8) = 5b6e(0).

Dikaz. Predpoklady véty zarucuji platnost podminek 1. a 2. z definice 1.1. Protoze
lze podle véty 9., str. 59, v [25] zaménit poradi integrace a derivace, lze psit

olnf(y;0) ,, [ fiy.0) . _
]J g 0) duy) = J g 0) duly) =

=/f{(y,9)du(y) = %/f(y;G)dﬂ(y) = %1 =0,

tj. plati podminka 3. v definici 1.1. Ze zaménitelnosti potadi druhych derivaci s inte-
graci navic podle véty 1.4 plyne J(0) = E(J(0)). Empirickd Fisherova informaé¢ni
matice piislusnd hustoté f(y; @) pritom neni ndhodna

T(0) = Vyo(0) .
¢
tedy J(6) = J(0) a podle predpokladu je splnéna i podminka 4. definice 1.1.

Definice 2.3 Hustotu f(y; @) splaujici predpoklady véty 2.2 budeme nazyvat re-
gularni hustota exponencialniho typu.

Véta 2.4 Necht Y je g-rozmérny nahodny vektor s reguldrni hustotou exponen-
cidlntho typu f(y; @), pak plati

BY) = () =1y0), 1)
var(Y) = 3(0) = ¢ bge(0)/w. (2.2)

Navic je g-rozmérna funkce g na ® s oborem hodnot u(®) = {u(0) € R?7: 0 € B}
prosta.

Diukaz. Skérovy vektor prislusny hustoté ndhodného vektoru f(y; @) je tvaru

Y —b,(0
U(9) = Y=5%0) (2.3)
¢
Podle véty 1.5 je stfedni hodnota skérového vektoru, v tomto ptripadé
E(Y) — by(0
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rovna 0. Odtud plyne tvrzeni o stiedni hodnoté E(Y).
Podle véty 1.5 je varianéni matice skérového vektoru rovna Fisherové informacni
matici J, ktera je dle véty 2.2 rovna byy(6)<. Variancéni matici skérového vektoru

¢
Ize ale také vypocist piimo ze vztahu (2.3) ve tvaru

W2
var(U) = 7 var(Y') .
Porovnanim obou vyjadreni varianéni matice skérového vektoru
w2 /! (0)
“var(Y) = Z66\7/
¢? ¢
a jednoduchou upravou ziskdme vztah (2.2).
Tvrzeni, ze funkce by(0) je prostd na ® dokazeme sporem. Predpokladejme, ze
existuji 01,0, € O takové, ze 81 # 05 a pritom by(61) = by(02). Vyjadieme hodnotu
skorového vektoru v bodé 6, pomoci Taylorova polynomu v bodé 6,

U(0,) = U(0,) + Uy(6°)(0, — 6,) (2.4)

kde 8" = A\0;+(1—X\)02, A € (0, 1). Protoze z predpokladu véty plyne, ze je skérovy
vektor piislusny hustoté f(y;@) tvaru (2.3), plati U(0,) = U(602). Z Taylorova
polynomu (2.4) tedy podle véty 2.2 dostavame

Coz je pii 01 # 05 v rozporu s regularitou Fisherovy informaéni matice J(0%).

Véta 2.5 Necht Y,...,Y, je ndhodny vybér z rozdéleni s reguldrni hustotou ex-
ponencidlniho typu f(y;@). Pak je skérovy vektor U piislusny sdruzené hustoté
nahodného vybéru Yy,..., Y, tvaru

U (6) = gzw —1,6)).

Déle pokud existuje feseni 6 vérohodnostnich rovnic T(8) = 0, je tvaru p(Y).
Takové feseni je téz maximélné vérohodnym odhadem parametru 6.

Dikaz. Ze vztahu (2.3) v dukazu véty 2.4 a z lemmatu 1.6 odvodime uvedeny tvar
skérového vektoru. Z véty 1.5 vyplyva, ze varianéni matice skérového vektoru U je
rovna n-nasobku matice J(8), jejiz tvar pro regularni hustotu exponencialniho typu
byl urcéen ve véte 2.2. Systém vérohodnostnich rovnic je pak podle poznamky 1.10
tvaru
y—by(0)=0.

Pokud 7 € u(®), je feseni systému vérohodnostnich rovnic tvaru p~!(g), protoze
funkce by(0) = (@) je podle véty 2.4 prostd.

Navic je parametricky prostor © podle lemmatu 7, str. 57 v [25] konvexni, a proto
je Teseni 6 dle lemmatu 1.11 maximélné vérohodnym odhadem parametru 6.
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2.2 Priklady rozdéleni exponencialniho typu

V nasledujicim odstavci je pozornost vénovana konkrétnim rozdélenim exponencial-
niho typu. Vedle v literatute ¢asto zminovanych rozdéleni — normalni, multinomické,
Poissonovo, binomické, negativné binomické a gama — jsou studovana i rozdéle-
ni méné castda — Wishartovo a transformované Dirichletovo rozdéleni. Poznamky
o Wishartovu rozdélent, které je zobecnénim y? rozdéleni, 1ze nalézt v [23, 2, 31, 22].
Dirichletovu rozdéleni, které je mnohorozmérnou alternativou beta rozdéleni, jsou
vénovany kapitoly v monografiich [23, 11]. Maximéalné vérohodnymi odhady para-
metru Dirichletova rozdéleni se zabyvaji ¢lanky [35, 34].

V jednotlivych pifkladech jsou ovéreny predpoklady véty 2.2 zajistujici regula-
ritu hustot a jsou odvozeny maximalné vérohodné odhady ptirozeného parametru 6
podle véty 2.5.

Piiklad 2.6 (Normadalni rozdéleni) Piedpoklddejme, ze nahodny vektor Y ~
N,(e, %) a ¥ > 0 je zndmd g-rozmérnd matice. Hustotu ndhodného vektoru Y
lze psat ve tvaru

U | B
flyim, %) ZeXp{yTE o' R - [yt 1y+1n|27T§3|]}-

Po reparametrizaci @ = X'y dostavame tvar hustoty
1 1
F(y:6,%) = exp {yTO —0"20 - S [y"S Y+l |27rz|}} ,

ze kterého je ziejmé, ze f(y;0,%) je hustota exponencidlntho typu s w = ¢ = 1,
b(@) = %OTEO. Protoze V/(0) = X0 = p, V'(0) = 3, b/,(0) = 0,4, 5,k =1,... ¢
a © = RY, plati tvrzeni véty 2.2, tj. hustota f(y; p, X) je reguldrni a J = J = X.
Déle z véty 2.4 plyne E(Y) = p a var(Y) = X.

Meéjme ndhodny vybér Y, ..., Y, z rozdéleni vektoru Y. Dle véty 2.5 je skérovy
vektor W(O) prislusny hustoté ndhodného vybéru roven Y.» ,(Y; — 30). Protoze
je matice X regularni, feSeni vérohodnostnich rovnic U(0) = 0 vzdy existuje.
Maximalné vérohodny odhad prirozeného parametru je proto roven 0, =3"Y.

Poznamenejme, ze pii ¥ = 021, je f(y; p, 0*1,) reguldrni hustota exponencidlni-
ho typu bez reparametrizace, tj. s pfirozenym parametrem g a rusivym parametrem
o2, pii 0% nezndmém, protoze ji lze psét ve tvaru

T 1,,T
yﬂa# — %yTy +1 ln(27r02)} } :

f(y; p,0%1,) = eXp{ o >

Priklad 2.7 (Multinomické rozdéleni) Necht [Vi,...,Y, 1] ~ Mng (N, ),
T = [m,...,qu]T,Z?jm =1, m>04i=1,...,g+1a N je zndmé prirozené
¢islo. Pak g-rozmérny nédhodny vektor Y = [Y1,...,Y,]T ma hustotu f(y; N, )
exponencidlniho typu, nebot ji lze psat ve tvaru

q _ q q
eXp{Zyiln 7T7Tz + N1n(mg11) —Zlnyi! —In (N—Zyi>!+ln]\f!},

i=1 q+1 i=1 =1
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pro X! 1y, < N,y; >0,y e N,i=1,...,q, f(y; N,m) =0 jinak. Po reparamet-
rizaci 0; = In(m; /m441),i=1,...,q je totiz hustota ndhodného vektoru ¥’

q q
f(y; N,0) = exp {yTO —b(0) —> Iny! —In (N — Zyi>! +1nN!}
i=1 i=1
S 6(0) = Nhl(l —+ Zg:l eei), w = (b =1.
Abychom stanovili, zda je hustota f(y;V,0) reguldrni, ovéiime predpoklady
véty 2.2. Oznacéme () = [m1, ..., 7", 1 < k < ¢. Pro vektor 7, plati

exp(0)
T = T@0) = 73 exp(0)T1,’

(2.5)

Parametricky prostor ® = R? je oteviena borelovskd mnozina, derivace funkce b
jsou tvaru

0;)
bo) = N— ) _ o
i(0) 1+ > expb, T
exp(6;) exp(6;) o,
V(@) = —N ’ = —Nmm;
”( ) 1+ expb 1+ expb, Tij,  Pro i 7]
exp(6;) < exp(6;) >
ii(0) 1+ > expb, 1+ >, expb, i i)
o) = oy S0 __owld) _ ew(d)

L+ expO 1+ expb 1+ exp
= 2Nmmjme, 1# 5,1 #k,j#k
b;/z,g(e) = bi'j'z(G) = b;’,z{i(e) =
L) ety ew) )

T+ expb 1+ jexp, \ 1+ 3] expb

= Nmm;2m —1), i#]j
b(O) = exp(6:) ( . exp(fh) ( exp(6:) >2> _
w 14+ Y7L expb, 14> expb, 14+ > expb,
= Nm(1—3m +277)

i,5,k = 1,...,q. Matice bje(0) = N(diag(m,)(0)) — w(0)my)(0)") je pozitivné
definitni, nebot pro jeji k—ty hlavni minor dostavdme

|N(diag(7'r(k)) — 71'(1?)71'21;9)” = Nk|diag(7'r(k))| (1 — WEI;C) [diag(ﬂ'(k))]_lw(k)) =
k k
i=1 i=1
Celkem je hustota f(y; N, ) reguldrni a plati
J(6) = T (0) = N(diag(m(,)(0)) — 7(y)(0)m(,(8)) -

25



Z vety 2.4 navic plyne E(Y) = p = Nm a var(Y') = N(diag(m)) — 77 (,)-
Méjme ndhodny vybér Y,,...,Y, z rozdéleni vektoru Y. Dle véty 2.5 pro
skorovy vektor U(0) piislusny hustoté ndhodného vybéru pii uziti znaceni (2.5)

Ize psat
L (Yi_ N exp(0) >

= 141 exp(0)

Daéle pokud existuje feseni vérohodnostnich rovnic U(€) = 0 je i maximalné veé-
rohodnym odhadem ptirozeného parametru, ktery pak muzeme vyjadrit ve tvaru
=Y —In(N-Y 1,)1,.

Piiklad 2.8 (Transformované Dirichletovo rozdéleni) Predpokladejme, ze na-

hodny vektor [X7, ..., X,+1]" md Dirichletovo rozdéleni Dy, q(ay, ..., ags1), a; > 0,
i=1,...,q+1. Oznatme @ = [y, ..., )", ar = Y4t o, a predpokléddejme, 7e ar
je zndmy pevny parametr. Hustota ndhodného vektoru [Xi, ..., X,|T je rovna
q ag+1—1 q
M=) rox; >0,i=1,...,q, ) z; <1
H"“ F H ( 2 ) ’ >
Ze zapisu hustoty ndhodného vektoru [Xi, ..., X, ] ve tvaru
q . q q
exp {Z a; In <17;> —1In (F(aT > )] F(ozi)) +
i=1 - 1T =1 i=

je ziejmé, Ze - rozmérny ndhodny vektor Y = [Y1,...,Y,]T se slozkami Y; =
InX; —In(1->7,X;), 7 =1,...,¢ méd hustotu jednoduchého exponencidlniho
typu s prirozenym parametrem o, ¢ = w = 1 a b(a) = X InT(e;) + InT'(ap —

>4, ;). Rozdélen{ ndhodného vektoru Y budeme nazyvat transformované Dirich-
letovo a budeme jej znacit TD(a, ar). Jakobidn uvedené transformace je TT7_; x;(1—
>4, x;). Ndhodny vektor Y ma proto hustotu f(y; a, ar) tvaru

exp {zq; agy; — ba) + InT(ar)(1 + zq;eyi)—w} .

i=1 i=1

Abychom urcili, zda je hustota f(y; o, ar) regularni, ovéfime predpoklady véty
2.2. Parametricky prostor @ = {a € R?: o; > 0,0 =1,...,¢, X", ; < ar} je
oteviena borelovska mnozina, derivace funkce b jsou tvaru

bi(a) = P(a;) —Plar — T )

bij(a) = olar — X[ 0q), pro i#j

b”(a) Ya(ai) + ooy — X ),

i(e) = b(a) =b(a) =Vl () = —vslar — Sia0), A4 £k j#k
(o) V3(ai) — Ys(ar — X aq)
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1,7,k =1,...,q. Dale, matice
bi;a<a) = diag(¢a(a)) + ha(ar — O‘qu)lql;F

je pozitivné definitni, nebot pfi oznaceni oy = [y, ... cap]T, 1 < k < ¢ je hlavni
k—ty minor matice b, (a) kladny

|diag (2 (o)) + Pa(ar — a 1)1, 15| =
= |diag(1h2 ()| (1 + (g — a1)1] [diag(vn ()] ' 1x) =

= i:ﬁl%(%) (1 + Yoo —a'ly) ; %(1%)) >0.

Pro z > 0 totiz plati o (x) > 0. Hustota f(y; a, ar) je tedy podle véty 2.2 regularni
aJ=J = diag(v(a)) + o (ar — aqu)lqlg.
7 véty 2.4 navic plyne

E(Y) = d(a)-¢lar—a'ly)l,,
var(Y) = diag(vo(a)) + thaar — a'1,)1,1; .

Méjme nahodny vybér Y, ..., Y, z rozdéleni vektoru Y. Pak dle véty 2.5 pro
skorovy vektor prislusny sdruzené hustoté ndhodného vybéru lze psat

n

U(a) = Z (Yz —Y(a) + Y(ar — aqu)lq) ;
i=1
Pokud existuje feseni vérohodnostnich rovnic U () = 0 je i maximélné vérohodnym
odhadem parametru a. Stanoveni maximalné vérohodného odhadu e vsak v tomto
pripadé vyzaduje numerické teSeni vérohodnostnich rovnic. PopisSme nyni volbu
pocatecni aproximace v iteracnim procesu vybrané numerické metody pro hledani
feSeni systému vérohodnostnich rovnic, které jsou dle poznamky 1.10 tvaru

Y =¢(a) — v(ar —a'l,).

Pokud [X1,..., X,1]" ~ Dypi(an, ..., a001), a; > 0,4 = 1,...,q + 1, pak dle
kapitoly 49. v [23] existuji nezdvislé ndhodné veliciny Z1,..., Z,1, Zi ~ x*(2v),
popripadé, neplati-li 2c;; € N je hustotou Z; hustota odpovidajictho gama rozdélent,
1=1,...,9+ 1, a pfitom

7
Xj=——— i =1,...,¢+1.
> Z; !
To znamena, ze pro ndhodné veli¢iny Y; = In %ﬂ_lxl lze psat Y, =InZ; —InZ 1,
j=1,...,q. Odtud lze stfedni hodnotu vektoru Y dle odstavce 3.2.2 v [40] aproxi-

movat jako
2a

EY =In ———
HQ(OéT — aTl) ’

27



nebot EZ; = 2q;. Za pocatecni aproximaci feSeni systému vérohodnostnich rovnic
proto volime feseni soustavy rovnic

81

Y=In—
n(OzT—aTl)’

které je tvaru a = aplexp(Y) 1, + I,]" exp(Y).

Piiklad 2.9 (Wishartovo rozdéleni) Necht ndhodnd matice X .., md Wishar-
tovo rozdéleni W,.(N,X), ¥ > 0, N je zndmé piirozené ¢islo, pak g¢-rozmérny
(¢ =r(r+1)/2) ndhodny vektor

Y - XV - (X117X127 s 7X17’7X227 s 7X27’7X337 s 7X7"T‘)T

maé hustotu f(y; N,X) tvaru

N —1-—
S T gt - nC(N)}

1 _ N
exp{—aTr(E Lyt — 5} In |X| + 5

kde C,(N) = 2V/2zr(=D/A [T T(3(N + 1 — 1)), pro y~ > 0, N > r. Protoze plati

—%Tr (= 1yH) = —% YOYIX =) YVX; + % > ONEX,

ij=1 i<j i=1

je po reparametrizaci @ = (=" + 1diag® )N | tj. 0, = —XY,i # j, 6; = —1%7
t =1,...,7,7 = i,...,r hustota ndhodného vektoru Y exponencialniho typu ve
tvaru

N—1

e T - m G (N)},  (26)

N
f(y; N, 6) = exp{y'6 — 5 n[3(0)[+ —

s b(0) = 5 In[X(0)|, piicemz 3(6) = [—6" — diagh™]~'. Rekneme-li, ze nahodny

vektor Y ma Wishartovo rozdéleni, rozumime tim, ze nahodny vektor Y ma hustotu
(2.6), tj. YP ~ W,.(N,X). Rozdéleni Y budeme znacit W,(N,X), tedy shodné
s oznacenim rozdéleni ndhodné matice Y'5. Zdtraznéme, ze pro piehlednost budeme
i nadéle slozky vektorového parametru 8 z hustoty (2.6) indexovat multiindexem 7,
1=1,...,r, ) =1,...,7.

Abychom zjistili, zda je hustota f(y; N, @) regularni, ovérime predpoklady véty
2.2. Ukazme nejprve, ze parametricky prostor ® = {0 € R? : —6" — diag6® > 0} je
oteviend borelovskd mnozina (vzhledem k euklidovské normeé). Je tieba dokazat, ze
pro kazdé 8" € O existuje € > 0 takové, ze pro vsechna 0, takova, ze ||@" — 0] < ¢,
plati @ € ©. Libovolnému pevnému vektoru 8* € © odpovidd symetrickd pozitivne
definitni matice M* = —@*7 — diagO*D, tj. nutné Ay, (M™) > 0. Polozme ¢ =
Amin(M™) /2.

Pro libovolny ¢-rozmérny vektor @ z e-okoli bodu 8" existuje r-rozmérna sy-
metrickd matice M tak, ze 6§ = (—M + 3diagM)™ . Déle existuje r-rozmérnd
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symetrickd matice IN takova, ze M = M™ + . Proto lze vektor 0 psat ve tvaru
(=M* — N + 3diagM* + 3diagN )™
Pro normu rozdilu vektoru 8* a @ tedy plati

. 10
e > [|[0—0| = ||(N——d1agNq | = Z ZZNQ_
=1

1<J

- Z Z P>

1]1

3\ X %HNHQ- (27)

Oznaéme \;,i = 1,...,r vlastnf ¢isla matice N. Ziejmé |[N|5 = Tr (NNT). Ze
spektralniho rozkladu symetrické matice N proto dostdvame | N ||3 = S7_, A?. Déle,
protoze € = Apin(M™) /2, plyne z (2.7)

LWNEYS ,/Zv

Protoze /> I_ A2 > |Ni|, i = 1,...,r, a tim také /> I_; A2 > — A\, (IN), plati pro

vSechna 0 z s-okol{ 8*

v

Amin (M) > =Apin(IN) . (2.8)

Navic dle vztahu (1f.2.1), str. 87 v [3§]

pricemz minima je dosazeno, je-li v vlastnim vektorem matice M prislusnym vlast-
nimu ¢islu A\ (M). Protoze ziejmé

Amin(M) = min

T * T
<7M7+7N’7>>

veRm \ Ty ¥ty
TM* TN
> min ’)/Ti’y -+ min 7 T v Amin (M) + Amin(IN)
YER" Aty vER" gy

plyne z (2.8) nerovnost Apin(M) > 0, tj. matice M piislusna vektoru 6 z e-okoli
bodu 0" je pozitivné definitni. Tim je dokézdna otevienost parametrického pros-
toru ©.

Déle, derivace funkce b jsou pri uziti indexovani slozek vektorového parametru
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0 multiindexem ¢, i=1,...,r,j =1,...,r tvaru

. 0 . 0
I[(—6" — diagf™)¥ 179 — L In|(—6~ — diagh")| _

b0
i(9) a0;; 2(—0" — diag)™
- g {[2(_95 ~ diag”) " — diag(—6" — diag®) "]~ } =
ij

= NYj, i#]
= N { [2(~6" — diag6™) ! — diag(—6" — diags™) '] } =
= Ny, 1=]

, 8N(—0D — diaugHD)’1

bijkl(e) - 0 -
ij

= {N(=6" - diagh”)  (Ey + Eu)(—0° — diagd”) '} =
ON(—0" — diagh™) "\ (Ey + E;,)(—0" — diagh") !
@) = =
o/ i
= {N(-0" - diagf") (B, + E,.)(—0" — diagd”) ' x
X(Ekl + Elk)(—HD — diagOD)_l +
+N(—0" — diagb®) " (E), + E;;,)(—6° — diagf) ! x
X (E o 4 Eop)(—07 — diagOD)*l}ij -
= {(NX(Eno+ Eon)S(Eyw + Ej) S+
NE(Ekl + Elk)E(Emo + Eom)z}ij =
= N<Eim20k2lj + Z:iozmlzkj + 2ikzzlmzoj + 2ilzk:ozrnj)

b///

ijklmo

Matice druhych parcidlnich derivaci funkce b je podle [2], str. 224, varian¢ni matic
Wishartova rozdéleni, proto je pozitivné definitni. Celkem je dle véty 2.2 hustota
f(y; N,0) regularni a J = J = b"(0). Z véty 2.4 navic plyne

EY) = NXV |

COV(XZ‘ Xkl) = N(ZlkZl] + EilEkj) .

YR

Meéjme ndhodny vybér Y, ..., Y, z rozdéleni vektoru Y. Dle véty 2.5 je skérovy
vektor prislusny sdruzené hustoté ndhodného vybéru tvaru

(o) =Y (YZ- ~ N [[-6° - diags? ] ) .
i=1

Déle, pokud existuje feseni vérohodnostnich rovnic U(0) = 0, je toto feseni dle
véty 2.5 1 maximalné vérohodnym odhadem parametru 0, ktery pak lze vyjadrit ve
tvaru

O N

0 = {—(? )7Lt %diag(?m)_l
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Poznamka 2.10 V tabulce 2.1 lze nalézt dulezité charakteristiky vybranych roz-
déleni exponencidlniho typu. Jsou jimi postupné normalni rozdéleni se znadmou
variancni matici N, (@, 3), norméln{ rozdélen{ N,(u, 0?I,), multinomické rozdélenf
Mng41 (N, ) se znamym N, transformované Dirichletovo rozdéleni TD(ax, aor) dle
piikladu 2.8, Wishartovo rozdéleni W,.(N,X) dle piikladu 2.9, Poissonovo Po(A),
gama rozdéleni G(a, 3), binomické rozdéleni (absolutni ¢etnosti) Bi(N, ) se zna-
mym N, binomické rozdéleni (relativni cetnosti) Bi(N,w)/N, negativné binomické
rozdéleni NB(k, 7) se zndmym k.

Zminéna jednorozmérns rozdéleni jsou exponencidlniho typu, nebot lze jejich
hustoty psat ve tvaru

[y, A) =exp{yln(A) = A —Inyl}, y=0,1,...
pro Poissonovo rozdéleni Po(\), A > 0,

—y§+ln§ lnl/ia
1/« 1/«

fly, o, 8) = exp{ - ln(yF(a))} , y>0

pro gama rozdéleni G(«, ), a,, 5 > 0,

™

N
f(y,N,W):eXp{yln +N1n(1—7r)+1n( >}, y=0,1,...,N
Yy

1—m

pro binomické rozdéleni (absolutni ¢etnosti) Bi(N,x), 7 € (0,1), N € N je znamé,

In = +1In(1 — N
f(y,N,ﬂ):eXp{ynlwl/]\?( 7T)Jrln<Ny>}, y € (0,1)

pro binomické rozdéleni (relativni ¢etnosti) Bi(NV,7)/N, = € (0,1), N € N,

—1
f(y,N,ﬂ):exp{yln(l—w)+k:ln7r+1n (y—i—k >} y=0,1,...
Y

pro negativné binomické rozdéleni NB(k, 7), 7 € (0,1), k € N je zndmé. Pozname-
nejme, ze z tabulky 2.1 a véty 2.2 zfejmé plyne, ze vSechna uvedend jednorozmérna
rozdéleni exponencialniho typu jsou reguldrni.
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(43

Rozdéleni 0 C) ¢ b(0) b'(0) v (0)

Ny(p. X) S R 1 10"x6 >0 by

N,(u,0%1,) R¢ o> 1076 0 I,

Mg (N, ) In 27 RY 1 NIn(1+1"exp(9)) Nygrtis N(diag(m () — 7 ()7 )
TD(e,ar) « Orp 1 S InT (o) P(a) = P(ager)  diag(ya(ar)) 4 Pa(ag1)117"
W,(N, %) (-2 4+ idiagZ )Y Oy 1 2 n|3(0))| NN {NEaZy + ZuS)} .,
Po(A) In(A) (0,00) 1 exp(0) exp(6) exp(0) e
G(o, B) -G/ (—00,0) 1/a —In(-0) -0t 02

Bi(N, 7) In = R 1 Nn(1 + exp()) el fond,

Bi(N,7)/N  In{% R 1/N  In(1 + exp(f)) o) el

NB(k, 7) In(1 —7) (0,00) 1 —kIn(l—exp(d)) 122 e,

Tabulka 2.1: Nékteré charakteristiky vybranych rozdéleni jednoduchého exponencidlniho typu. Uzita oznaceni pro rozdélent
vychézi z pozndmky 2.10. V tabulce je uzito znaceni Orp = {a : a; > 0,a™1 < ar}, O = {0 : -6 — diag@D > 0},
Qgy1 = Qp — 1T



Kapitola 3

Mnohorozmeérny zobecnény
linearni model

Mnohorozmeérny zobecnény linedrni model (MGLM), jak je z ndzvu patrné, vychazi
z konceptu klasického linearniho modelu. Navic je MGLM ziejmym rozsitenim zobec-
néného linearniho modelu ve smyslu dimenze vysvétlovanych proménnych. Porovne-
jme blize linedrni model s MGLM. Jak jiz bylo naznaceno v tvodu kapitoly 2,
ve srovnani s linearnim modelem je v MGLM predpoklddana S§irsi ttida rozdéleni
vysvétlovanych proménnych. Stejné jako v linedrnim modelu je rozdéleni vysvétlo-
vanych proménnych v MGLM ovlivnéno vektorem doprovodnych proménnych skrze
tzv. linedrni prediktor, nicméné v MGLM neni vazba mezi linedrnim prediktorem
a stfedni hodnotou vysvétlovanych proménnych nutné identicka. Poznamenejme,
ze volbou rozdéleni v MGLM predepisujeme i funkéni vztah prvnich a druhych
momentu vysvétlovanych proménnych. Dusledkem toho nejsou tyto charakteris-
tiky v modelu odhadovany oddélené, jak tomu je v klasickém linearnim modelu,
nebot mohou byt obé funkef parametrit modelu. Nicméné klasicky linedrni model 1ze
chapat jako specialni pripad MGLM. Dalsimi casto uzivanymi statistickymi modely,
které patii mezi MGLM, jsou log-linearni modely, modely probitové, resp. logitové
analyzy, poptipadé modely analyzy preziti.

Vlastnostem zobecnénych linearnich modelt je vénovano mnoho publikaci, zmin-
me na tomto misté alespon [6, 32, 33]. Monografie [10] je zaméfena na mnoho-
rozmérné zobecnéné linearni modely, nicméné poznamky o zobecnénych linearnich
modelech s nejcastéji studovanym mnohorozmérnym rozdélenim, totiz s rozdélenim
multinomickym, 1ze nalézt i v monografii [32]. Konkrétni piiklady mnohorozmérnych
zobecnénych linedrnich modelt s multinomickym rozdélenim, jako je multinomicky
logitovy model nebo tii-dimenzionélni probitovy model, 1ze nalézt napt. v élanku [8].

Cilem nasledujici kapitoly je souhrnné uvést zakladni poznatky o mnohorozmeér-
ném zobecnéném linedrnim modelu v souladu s monografii [10]. V ¢dsti vénované
asymptotickym vlastnostem modelu vychdzime predevsim z clanku [9]. Snahou je
uvést predpoklady zajistujici asymptotickou existenci, konzistenci a normalitu ma-
ximalné vérohodnych odhadu parametri modelu. V zavéru ¢asti vénované asymp-
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totickym vlastnostem modelu jsou odvozeny oblasti spolehlivosti pro vektory kon-
trastu (linedarnich kombinaci) parametru modelu. Kapitolu pak uzaviraji poznamky
o testovych statistikich vhodnych k testovani linedrnich hypotéz o parametrech
modelu.

Poznamenejme, ze vedle v této kapitole uvedenych tvrzeni lze v ¢lanku [9] nalézt
i tvrzeni o silné konzistenci odhadu (ve smyslu konvergence skoro jisté). Navic jsou
tvrzeni v tomto ¢lanku doprovazena zajimavymi zavéry v konkrétnich modelech,
napiiklad v jednorozmérnych zobecnénych linearnich modelech s Poissonovym nebo
gama rozdélenim. Déle je na tomto misté vhodné pripomenout ¢lanek [47], ktery je
vénovan asymptotické existenci a jednoznacnosti odhadu ve vybranych zobecnénych
linearnich modelech.

3.1 Definice modelu

Definice 3.1 Necht ve dvojici (Y, x;) znati Y; = [Vi1, ..., Y;,]" i-ty vysvétlovany
nadhodny vektor a x; € RF jemu odpovidajici vektor redlnych vysvétlujicich pro-
ménnych ¢ = 1,...,n. Dale necht plati:

1. Nahodné vektory Y,...,Y, jsou vzajemné nezavislé a kazdy ma regularni
hustotu jednoduchého exponencialniho typu

f(yi70i7¢7wi)70iGQCRq7¢€R+7 Z.:]_,...,TL,
se znamymi vdhami w; € R*.
2. Rozdéleni ndhodného vektoru Y'; zavisi na ¢-rozmérném linearnim prediktoru
n,=24Z06, i=1,...,n,

kde B € B C RP,p < ng, je vektorovy parametr a Z; = Z(x;) je hodnota
q X p maticové funkce Z v bodé x;.

3. Existuje reguldrni a prosta funkce g : u(®) — R, pro kterou plati

g(IJ’Z>:nz7 izlw"vnu
kde [J,Z:E(YZ),Z:L,’I’L

Pak fikdme, 7e se ndhodny vektor Y = [Y7],...,Y}|T #idi mnohorozmérnym
zobecnénym linedrnim modelem (MGLM) s linkovaci funkei, popf. linkem, g a matici
planu Z = [Z7],..., Z}|T. Piseme Y ~ MGLM(f,g,7Z).

Je-li matice Z plné sloupcové hodnosti, tj. ma-li matice Z*Z = Y1, Z?Zi
plnou hodnost, nazyvame model mnohorozmérnym zobecnénym linearnim modelem
plné hodnosti.
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Rozdélent Kanonickd linkovaci funkce

N,(p, %) identita

N,(p,0%I,)  identita

Mng (N, 7)) In 5t

TD(e,ar)  inverznf funkee k (v(a) — (ar — 1Ta))

(explicitni vyraz neni zndm)

W,(N,Z)  {=N(p)™" + Jdiag(p) Y

Po(\) In(\)

G(a, 9) —1/p
Bi(N, ) In 7
Bi(N,7)/N In o
NB(k, 7) In 72

Tabulka 3.1: Tabulka kanonickych linkovacich funkci vybranych rozdéleni jednodu-
chého exponencialniho typu. Uzita oznaceni pro rozdéleni vychézi z poznamky 2.10.

Poznamka 3.2 Protoze p; = pu(6;), urcuje linkovaci funkce vztah prirozeného pa-
rametru @; a linedrntho prediktoru m; a tim i vektorového parametru 3

g(pn(6))=n,=2,8, i=1,...,n (3.1)

Inverzni funkci (gop) ™! na O, ktera dle véty 2.4 existuje, budeme znacit u. Muzeme
tedy psat 0; = u(n,),i =1,...,n.

Poznimka 3.3 Rekneme, ze linkovaci funkce g mnohorozmérného zobecnéného
linedrnitho modelu je kanonickou linkovaci funkei, pokud 6; = n,,¢ = 1,...,n.
V takovém modelu proto plati g = p~ !, funkce u je identita. Zdiraznéme, Ze z véty
2.4 plyne existence inverzni funkce ! na ©.

Priklad 3.4 V tabulce 3.1 jsou uvedeny piiklady kanonickych linkovacich funkei
vybranych rozdéleni jednoduchého exponencidlniho typu z poznamky 2.10.

Poznamka 3.5 Uvazujme MGLM, ve kterém je vice nahodnych vektoru vysvét-
lovanych shodnym vektorem vysvétlujicich proménnych. Oznacme Y,,..., Y,
nahodné vektory vysvétlované vektorem x;, i = 1,...,n. Jim piislusné vahy oznac-
me postupné wj,, ..., wj, , ¢ = 1,...,n. V takovém modelu nahrazujeme vysvétlo-
vané vektory Y, ..., Yz'ni jednim nahodnym vektorem Y ; = n% Z;‘;l Y, pricemz

. e, . N o
jemu pifslusnd vaha w; je rovna n;> (Z?;l wijl) ;0 =1,...,n. Specidlné, piiw;, =1,
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J = 1,...,n; je parametr w; roven n;. Takto ziskany model ma n vysvétlovanych
nahodnych vektoru.

3.2 Skorovy vektor a Fisherova informacni matice

Poznamka 3.6 Déle budeme uzivat nasledujici znaceni

p(B) = [piB),....pm(B)]",

D(B) = diag(du{(8)/0g,...,0pn,(8)/0g),
X(B) = diag(X:(8),...,3.(8)).

wW(B) D(B)="(B)D(B)".

Poznamenejme, ze zapis p;(3), resp. 2;(8), je zjednodusenim ptesnéjstho zépisu

1(0;) = p(u(Z,3)), resp. 3(0;) = X(u(Z,;3))), plynouci z poznamky 3.2.

Véta 3.7 Nechl Y ~ MGLM(f,g,Z),v(Z) = p. Pak skérovy vektor prislusny
hustoté ndhodného vektoru Y je tvaru

UB) = z'DB)Z(B) (Y —pu(B) (3.2)
a Fisherova informacni matice
J=Z"W(B)Z (3.3)
je pozitivné definitni.

Dikaz. Skérovy vektor prislusny sdruzené hustoté ndhodnych vektoru Y,..., Y,
Ize dle lemmatu 1.6 vyjadrit jako

" Ol;
U=)» U,= (3.4)
2V~ Y55
kde l; = In f(Y;,0;,0,w;), i = 1,...,n. S vyuzitim vlastnosti parcidlnich derivaci
muzeme psat

onr oul 00} 01,
dB On, Ow; 00;’

U,(B) = i=1,...,n. (3.5)

Zduraznéme pro prehlednost, ze ¢leny vyrazu (3.5) maji postupné rozmeéry p x ¢, q X
q, ¢ X q a g X 1. Existence derivace 0l;/00; plyne z regularity hustot. Diferencova-
telnost 0; podle wu; plyne z regularity Fisherovy informacni matice. Existence ma-
tice parcialnich derivaci O} /0n; = Ou} /Og plyne z regularity linkovaci funkce g.
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Posledni nezminény ¢len v (3.5) je derivaci linedrni funkce a je roven Z; . S pouzitim
véty 2.4 postupné vypocteme parcidlni derivace z (3.5)

ol; B Y, - bloi(ez‘) Wy
601 - ¢ W; = ¢(YL_IJ’2)7
Opi

Po dosazeni do (3.5) dostaneme

ont 1w
U,(B) = Z] L [bg,0,(0:)] = (Yi— ). 3.6
(8) = ZE % [0, (80] " 2H(¥i— ) (3.
Vyuzitim vztahu (2.2) a oznacenim D;(3) = O} /0g obdrzime vyjddieni skérového
vektoru ve tvaru

n

UB) = > Z; DB (B) (Y — mi(B)). (3.7)
i=1
Vztah (3.2) je zfejmé maticovym piepisem (3.7).
Fisherovu informacni matici J piislusnou hustoté nahodného vektoru Y odvo-
dime uzitim véty 1.5, podle které var(U) = J. Proto ze vztahu (3.2) plyne

J=7Z"DB)s(B)D(B) Z = Z'W (B)Z.

Poznamenejme pro prehlednost, ze matice W (3) je typu ng x ng a matice Z je
typu ng X p. Z regularity D(8) a regularity hustot plyne pozitivni definitnost ma-
tice W (3), tedy (W (B)) = nqg > p. Protoze za predpokladu véty ma matice Z
plnou sloupcovou hodnost je Fisherova informac¢ni matice regularni a tedy pozitivné
definitni.

Véta 3.8 Nechf Y ~ MGLM(f,g,%Z),v(Z) = p, a existuji druhé parcialni deri-
vace funkce u podle 1. Pak empiricka Fisherova informac¢ni matice ptislusna hustoté
nahodného vektoru Y je tvaru

n q
J =Z"W(B)Z — >N ZIPyZ(Yy — par), (3.8)
i=11=1
7
kde Py = %ang;?‘,i —1,...nl=1,...,q

Diukaz. Pro odvozeni tvaru empirické Fisherovy informac¢ni matice uvazme vy-
jadreni (3.6) skérového vektoru prislusného hustoté i-tého nahodného vektoru Y,
v dukazu véty 3.7. Protoze dle poznamky 3.2 plati u(n,) = 0;, muzeme psat
ouf  ouf 087  ou!
on,  Om; opi g,

(e (0:)] " .
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Poznamenejme, 7e pii oznaceni D;(B) = du} /g a uziti vztahu (2.2) dostavdme

oul ¢ _

Odtud je vyjadieni skérového vektoru piislusného hustoté f(y,, w(Z;3), ¢,w;) na-
hodného vektoru Y; ve tvaru

Wi d 8ul 8b<02) Taul>
U,B) =~ <YiZ?—— ZI—.
Br= 5 2 = on %o
7 predchoziho vztahu odvodime empirickou Fisherovu informaéni matici prislusnou
hustote f(ym u(Zzﬁ)a ¢7 wi) jako

ouU;
5 _ Ule)

op

o 0*u ou” ob(8;) [0w "

% T l T ) l

= = -Y,ZT— 7, == t z.

5 2\ YiZig 5 Zit 2y - heoa {an it
=1

ob(8,) v u >_

00, 2 apon 2

4w 0Py T -1 T
=1

Z lemmatu 1.6 plyne J = .7 ;| J,;. Odtud dostavame vyjadieni empirické Fisherovy
informaé¢ni matice (3.8).

Dusledek 3.9 Necht Y ~ MGLM(f,g,%Z),r(Z) = p. Pak hustota ndhodného
vektoru Y je regularni a pro ptislusny skérovy vektor U plati E(U) = 0, var(U) =
J.

Dikaz. Tvrzeni plyne z vét 1.5 a 3.7.

Dusledek 3.10 Necht Y ~ MGLM(f,g,%),v(Z) = p a existuji druhé parcidlni
derivace funkce u podle . Pak hustota ndhodného vektoru Y spliuje vztah (1.1)
z véty 1.4.

Dikaz. Tvrzeni plyne z véty 1.4, jejiz predpoklady jsou splnény z dusledku 3.9, vét
3.8 a 2.4.

Dusledek 3.11 Necht Y ~ MGLM(f,g,Z),v(Z) = p a g je kanonickd linkovaci
funkce. Pak je skérovy vektor piislusny hustoté nahodného vektoru Y tvaru

UB) = Z'A(Y —p(B) ,

kde A = %diag(wlI ¢ - - -swnd ). Piitom empiricka Fisherova informaéni matice J
je rovna Fisherové informac¢ni matici
J=Z"AX(B)AZ . (3.9)

Navic plati tvrzeni dusledku 3.10.
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Dikaz. V modelu s kanonickou linkovaci funkei dle poznamky 3.3 a véty 2.4 plati

op _opi _omf ., w;

i

tj. matice D(8) je rovna AX(3). Odtud dosazenim do vztahu (3.2) dostavame doka-
zovany tvar skérového vektoru. Empirickou Fisherovu informaéni matici odvodime
derivaci skérového vektoru

op*
= -, =—AZ.

Protoze 90T o ouT

H; N OK; Wi

oB 0B 06; ¢
tj. matice O /08 je rovna ZTAX(B), plati J = ZTAX(B)AZ. Matice J oviem
neni ndhodna a proto je uzitim dusledku 3.10 a véty 1.4 rovna své stiedni hod-
noté J. Poznamenejme, ze predpoklady dusledku 3.10 jsou skuteéné splnény, nebot
z poznamky 3.3 plyne, ze matice druhych parcialnich derivaci u; podle 1 je nulova,
[=1,...,n.

3.3 Numerické reseni vérohodnostnich rovnic

Véta 3.12 Necht Y ~ MGLM(f,g,%Z),v(Z) = p, B je oteviend mnozina. Necht
{B™}>_ je MNR posloupnost odhadii vektorového parametru 3. Pak posloupnost
{B™1}>_ je posloupnost ziskand iteraéni metodou vazenych nejmensich ctvercii

Z"Wm z3mt)  — Ty mypin) (3.10)

kde B .
Y = z3m 4 [(D(M))T] (Y — pl™),

W = w(Bm), D™ = D(B™), pm = p(3m).

Dikaz. Podle dusledku 3.9 je hustota ndhodného vektoru Y reguldrni vzhledem
k parametrickému prostoru B. (m + 1)-vy ¢len MNR posloupnosti lze vyjadrit jako

gy = B [3(8™)] w(B™). (3.11)

Po vynasobeni systému rovnic (3.11) matici J(3™) a dosazeni za J, resp. U,
vyjadieni (3.3), resp. (3.2), obdrzime

Z"W ZB ) = Z"W O Zgm 4 ZT D [50M]H(Y — ™), (3.12)
kde 0™ = 22(B(™). Protoze lze psat
-1

pm [E(m]*l — W (D)™

plati dokazované tvrzeni.
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Dusledek 3.13 Necht Y ~ MGLM(f,g,Z),v(Z) = p, g je kanonickd linkovaci
funkce a B je oteviend mnoZzina. Necht {B(m)}ﬁzo je MNR posloupnost odhadu vek-
torového parametru 3. Pak posloupnost {B(m)}ﬁzo je posloupnost ziskana iteracni
metodou vazenych nejmensich ¢tvercu

Z'ASMAZB Y = ZTARM™WAZB™ + ZTA(Y — p™), (3.13)
kde 2™ 1™ jsou hodnotami pifslusnych matic, resp. vektoru, v 8 = B(m).

Dikaz. Tvrzeni plyne z véty 3.12 a dusledku 3.11.

3.4 Asymptotické vlastnosti modelu

Poznamka 3.14 V nasledujicich tvrzenich znaci 3, skutecnou hodnotu parame-
tru 3 € B. Dale pro Fisherovu informaé¢ni matici J, vektorovy parametr 3 € B
a libovolné 6 > 0 oznacime

0©) = {B:[IT"*(B)(B— Byl <5},
0(8) = {B:IIT*(By)(B - By)ll <6},
90(8) = {B:|T*(B,)(B— Byl =0} .

tedy O(0) je oteviené okoli, O(4) je uzaviené okoli a dO(6) je hranice okoli bodu 3.
V tvrzenich té7 uzivdme znaceni V(8) = J~V2(8,)0(B)T/%(8,).

Véta 3.15 Necht Y ~ MGLM(f,g,Z),v(Z) = p, g je kanonickd linkovaci funkce
a existuji tieti parcidlni derivace funkce b podle 6. Necht je mnozina B oteviend
a konvexni a navic Z;8 € g(u(0)),i=1,...,n pro viechny 3 € B. Déle necht

(P1) Timy, oo Amin(J(By)) = 00

(P2) pro kazdé 0 > 0 existuje n; = ni(0) a ¢ > 0, tak ze pro vSechna n > ny
a B € O(0) je matice J(B) — cI(8,) > 0.

Pak existuje posloupnost {Bn} takova, ze

(V1) asymptoticky je FeSsenim vérohodnostnich rovnic a maximélné vérohodnym
odhadem parametru 3, tj.

lim P{U(3,) =0} =1

(V2) je konzistentnim odhadem (3, tj. pro kazdé ¢ > 0

Tim P{||B, — Byll < =} = 1
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Dikaz. Dle dusledku 3.11 je empirickd Fisherova informac¢ni matice nendhodné
a pozitivné definitni. Proto dle lemmatu 1.11 existuje na konvexni mnoziné B
nejvyse jeden koten vérohodnostnich rovnic U(B) = 0 a je globdlnim maximem,
tedy maximalné vérohodnym odhadem. Pokud pro vSechna n a § > 0, ve vSech

bodech hranice 9O(8) = {B: | TV2(By)(B — By)|| = 0} plati
(B, y) =By y) <0,

lezi bod Bn lokalntho maxima vérohodnostni funkce v otevieném okoli O(d) a je

o~

fesenim vérohodnostnich rovnic U(3,) = O.
V nésledujicim odstavci ukazeme, ze pro kazdé n > 0 existuje d > 0 a ny = nq(J)
takové, ze pro vSechna n > n; plati

P{l(B.5) — (B, ) <0,8€00(3)} > 1—n, (3.14)

z ¢ehoz podle predchozich tvah plyne, ze pro kazdé n > 0 a pro vSechna n > n,
P{IIT2(8,)(B, — Bo)ll < 6} =1 —1. (3.15)

Uzitim tvrzeni o minimalizaci kvadratické formy v [38], str. 87, ovSem dostdvéame

52 > |T2(8y) (B, — Bo)l” = (Bo—B0)"T(Bo)(Ba=Bo) = 1B — Boll Auin(T(By)) -

z ¢ehoz plyne

”En — Boll < /v Amin(T(By)) -

Odtud pii platnosti predpokladu (P1) odvodime vlastnost (V2). Ze vztahu (3.14)
ovsem téz plyne, ze pro kazdé n > 0 an > n,

p{w(,) =0} >1-1,

coz odpovida dokazované vlastnosti (V1).

Zbyva dokazat, ze pro kazdé n > 0 existuje § > 0 a ny; = ny(9) takové, ze pro
vSechna n > n; plati vztah (3.14). Tayloruv polynom logaritmické vérohodnostni
funkce v bodé 3, je tvaru

18) = 1(80) + (B~ B0) T(By) + (8 — By) " Up(8)(8 — By)

kde B* = a3, + (1 — a)B,a € (0,1). Poznamenejme, ze pii B € O(9) plati 3* €
O(6). Dle dusledku 3.11 je empirickd Fisherova informaéni matice rovna své stiedn{
hodnoté —WUj(B") = J(B). Oznacime-li v = TV2(8)(8 — By)/d lze psét

18) ~ 8) = 5" T 2B U(8,) — 4" V(B ). (3.16)
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piicemz pro B € JO(6) je vektor ~ je normovany (v = 1). Aby platilo I(8) —

1(By) < 0 pro B € dO(9), staci, aby
i 7" TV2(By) U (By) < min TV () (317)

lvII=1 IvlI=1 2

Ze Schwarzovy nerovnosti dostavame

fax YT V2(By)U(By) = 1T (By) U (By) || -
Minimum kvadratické formy na pravé strané nerovnosti (3.17) je podle [38], str. 87,
rovno ¢2/2 nasobku nejmensiho vlastniho ¢isla matice W (83*), protoze

min v V(8% = Auin(V(8")) .

Ivl=1
Celkem dostateénd podminka proto, aby I(3) — I(B,) < 0 pro B € 90(9) je

_ 2 62 .
1T2(B) U (By) |l < Z)\IQnin“/(/B ).
Podle predpokladu (P2) pro kazdé § > 0 existuje n; a ¢; > 0 tak, ze pro vSechna

n>ny,vy € RP, B € O5) plati

YIT(B)y = ey T (By)v,

z ¢ehoz plyne
)\mm('-n(ﬁ)) > C,

kde 0 < ¢ < avEu T (Bo)Ymins Ymin j€ normovany vlastni vektor matice J(3)
prislusny vlastnimu éislu A, (J(83)). Navic z Markovovy nerovnosti pro kazdé ¢ > 0
plati

PUT V2B UGB <t} >1-1,

kde n = BE(|T-Y2(B,)U(B,)|")/t. Z véty 4.18, str 69, v [1] s uzitim disledku 3.9
je ale

2
I

E(|772(B)UBy)") = Tr (T-Y2(Bo)T(B,)T(By)) = Tr (I,) = p.

Zvolme libovolné pevné 1 > 0 a polozme t = n/p. Pak pii d > 0 takovém, Ze % = 2‘—5,

an >ny plati t = §%c?/4 < §°X2, (V(B"))/4 a tedy

52
P{II UG < PR V(e 21—,

Odtud plat{ (3.14) a tim je dokdzana existence posloupnosti {3, } s vlastnostmi (V1)
a (V2).
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Véta 3.16 Necht Y ~ MGLM(f,g,7Z),v(Z) = p, g je kanonickd linkovaci funkce
a existuji tiet{ parcidlni derivace funkce b podle 8. Nechtf je mnozina B oteviend
a konvexni a navic Z;8 € g(u(©)),i =1,...,n pro viechny B € B. Dale necht

(P1) limy 00 Amin(J(By)) = o0,
(P3) pro matici V(B) = J-Y2(B,)T(8)T~/?(B,), pro kazdé & > 0 plati

lim max ||V(B)—1I,||=0.
T Be0(9)

Pak

(V3) existuje posloupnost {3,} maximalné vérohodnych odhadi parametru 8y,
ktera je asymptoticky normalni, tj.

T2(By) (B, = Bo) © N, (0, I)
(V4) skérovy vektor U (3,) je asymptoticky normalni

T 2(B))U(By) = N, (0,1,)

Dikaz. Nejprve odvodime asymptotickou normalitu skérového vektoru U (3,) pii-
slusného hustoté nahodného vektoru Y. Tedy dokazeme

T12(8,)U(By) © N, (0,1,,). (3.18)
Pro libovolné v € R? takové, ze ||v|| = 1, uvazujme momentovou vytvorujici funkei

nahodné veliciny 7 J~Y/2T. Oznacme M(§) = Eexp{oyTJ~Y2WU}. Staci ukdzat,
ze M(9) konverguje k momentové vytvorujici funkei standardniho normalniho roz-
déleni N(0, 1) pro n — oo. Pak, vzhledem k tomu, Ze -~ je libovolny vektor, pro ktery
llvIl = 1, plati (3.18).

Zvolme libovolné pevné § > 0 a libovolné v € RP takové, ze ||v| = 1. Body
posloupnosti 3, = B, + I /24, i =1,... lezi na hranici dO(§). Hodnotu logarit-
mické vérohodnostni funkce v bodé 3, aproximujeme pomoci Taylorova polynomu
(3.16). Po tprave lze (3.16) zapsat ve tvaru

2
LAV (B +1B,) = T (B U (B,) + 18,

kde 8; = aB,+(1—a)3,,a € (0,1). Odkud pomoci exponencidlni funkce dostavame

exp{0°y WV (8;,)7/2}f(v. B,) = exp{0y T *(Bo) U(By)} (3. Bo) - (3.19)

Levé strana rovnice (3.19) je Lebesgueovsky integrabilni, nebot exp{d?yT WV (3)~v/2}
je spojita funkce v bodé 3, a je proto ohrani¢ena na kompaktni mnoziné
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{B:BeB,B=(1-a)B,+aB,ac (0,1)}. Integraci obou stran (3.19) vzhledem
k dominujici mite p dostavame

Eg, exp{d*y" V(B)v/2} = Eexp{dv" T~ (By) U (By)} - (3.20)

Protoze plati predpoklad (P3) a 3; € O(9), plati, ze pro kazdé § > 0 a kazdé & > 0
existuje ng, tak ze pro vsechna n > no

IV (B,) = Lll <e.

Navic exponencidlni funkce je spojita, tedy existuje cislo nz takové, ze pro vsechna
n > ng plati

|exp{8y" W (8))7/2} — exp{8%/2}] < e

Integrujeme-li tuto nerovnost, piicemz vyuzijeme vlastnosti Lebesgueova integralu
| [+ < []|], zjistime, zZe leva strana rovnice (3.20) konverguje k momentové vytvotu-
jici funkei exp{d?/2} standardniho normdlnfho rozdéleni. Tim je dokézdna asymp-
totickd normalita skérového vektoru (3.18).

Ukézeme, ze z predpokladu (P3) plyne predpoklad (P2). Predpoklad (P3) je
totiz shodny s podminkou, ze pro kazdé § > 0 a € > 0 existuje n; takové, ze pro
véechna n > ny, v € R?, B € O(9)

Y I(B)y — " T (Bo)v| < ey T(By)v-

7 toho ovsem plyne
(1 =)y " T(Bo)y <" T(B)y-
Volime-li € € (0, 1), pak pii oznaceni ¢ = 1 — ¢ dostdvame predpoklad (P2).

Podle véty 3.15 tedy existuje posloupnost maximalné vérohodnych odhadua {Bn},
ktera je konzistentni a pro kterou pii n — oo s pravdépodobnosti 1 plati lU(Bn) =0.
Dokazme nyni vlastnost (V3) takové posloupnosti {8, }. Budeme vychazet z Tay-
lorova polynomu skérového vektoru U(8,) v bodé 3,

o~

U(By) = U(B,) — T(B)(By — B) (3.21)

kde 85 = a3, + (1 — a)B,,a € (0,1). Vyndsobime-li systém rovnic (3.21) zleva
matici J~Y2(8,), pak, protoze V(8) = J~V2(3,)T(B8)T~/%(3,), dostaneme

T~ 2(By)U(By) = V(B")T'(By)(B,, — By) - (3.22)

Nyni staci ukazat, ze norma rozdilu matic V(8,") — I, konverguje v pravde-
podobnosti k 0. Pak totiz z lemmatu 5.2, str. 465, v [26] konverguje ndhodny vek-
tor JY2(8,)(8, — B,) v pravdépodobnosti k ndhodnému vektoru J—Y/2(3,) U (B,),
ktery je, jak bylo ukdzano, asymptoticky normélni. Asymptotickd normalita Bn po-
tom plyne z lemmat A.2 a A.4.
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Podle (3.15) z dukazu véty 3.15 pro kazdé n > 0 existuje 6 > 0 a n; tak, ze pro
vSechna n > ny

P{B, € 0(d)} > 1 -1,

tedy i
P{B, € 00)} 21 -1,

Z predpokladu (P3) plyne, ze pro kazdé e > 0 existuje ny tak, ze pro vsechna n > ny

max |V(8) — I,| <e.
BeO(9)

Odtud pro vsechna n > max{n, ny}
P{IV(B,)) - T, <e} =1 —1.
Tim je dokazana i asymptoticka normalita posloupnosti {Bn}

Dusledek 3.17 Necht Y ~ MGLM(f,g,%),v(Z) = p, g je kanonickd linkovaci
funkce a existuji druhé parcidlni derivace funkce b vzhledem k 6. Necht je mnozina
B oteviena a konvexni a navic Z;3 € g(u(©)),i = 1,...,n pro véechny 3 € B.
Déle necht

(P1) limy, o0 Amin(J(Bg)) = 00
(P4) pro kazdé § > 0 plati

lim sup [|TY2(8y)IV*(B) —I,| =0.
" Be0(5)

Pak

(V3) existuje posloupnost {3,} maximalné vérohodnych odhadii parametru 3,
kterd je asymptoticky normalni, tj.

T2(8,)(B, — By) © N, (0, I,)
(V4’) skérovy vektor U (3,) je asymptoticky normalni
T2(B,)U(By) X N,(0,I,)

Dukaz. Tvrzeni plyne z véty 3.16, splnéni predpokladu (P3) plyne z predpokladu
(P4).

Poznamka 3.18 Pii vypoétu matic JV2 J~1/2 ve vétach 3.16 a 3.15 je uzito
spektralniho rozkladu matice J. V élanku [9] je navrhovén vypocet matic JV/?2, J~1/2
pomoci LU rozkladu (Choleského rozkladu). Vyhodou volby Choleského rozkladu je
z praktického pohledu nizsi vypocetni narocnost, z teoretického pohledu pak ekvi-
valence podminek (P3) a (P4), viz. [9].
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Dusledek 3.19 Necht Y ~ MGLM(f,g,Z),v(Z) = p, g je kanonickd linkovaci
funkce a funkce b mé spojité tfeti parcidlni derivace vzhledem k 6. Necht je mnozina
B oteviena a konvexni a navic

(P5) posloupnost {Z;}°, lezi v kompaktni mnoziné Z vsech redlnych matic typu
q % p tak, ze pro kazdé Z € Z a B € B plati Zg3 € ©.

(P6) lim,, .o Amin(ZT A’ Z) = 00, kde A = Zdiag(wily, ..., w,1,).
Pak plati tvrzeni vét 3.15 a 3.16.

Dikaz. Protoze jsou funkce Z3, u, byy a vlastni ¢islo matice spojitymi funkcemi,
jejich slozeni zobrazuje kompaktni mnozinu Z na kompaktni mnozinu, tedy existuji
konstanty ¢; a co takové, ze

0<c <Ain(Zn(By)) < Amax(Zn(B)) S o <00, n=12,... (3.23)
Proto pro libovolny vektor v € R?P uzitim dusledku 3.11 plati
Y I(Bo)y =7 Z"A(B))AZY > c1y' Z' AAZry . (3.24)

Uzitim tvrzeni o minimalizaci kvadratické formy na str. 87 v [38] dostaneme z ne-
rovnosti (3.24) nerovnost

Y I(Bo)y = ci |y Ain( ZT AAZ) .

Zvolime-li za ~ normovany vlastni vektor piislusny nejmensimu vlastnimu cislu

Amin(J(By)) matice J(3,) ziskdme
)\min('ﬂ-(ﬁo)) Z Cl)\min(ZTAAZ) .

Odtud je uzitim véty 6, str. 328 v [39] ztejmé, ze z predpokladu (P6) plyne predpo-
klad (P1).

Nyni je tteba ukazat platnost predpokladu (P3). Poznamenejme, ze (P3) je ek-
vivalentni s predpokladem, ze pro kazdé § > 0 a kazdé € > 0 existuje n; takové, ze
pro viechna n > ny, v € R? a B € O(6) plati

VI (B)y — v T(Bo)v| < ey T (By)v- (3.25)

Z predpokladu (P5), ze stejnych argumentu jako v tivodnim odstavei dukazu plyne,
ze téz derivace ATE,(B)A, n=1,2,... podle B jsou ohrani¢ené stejnomeérné vzhle-
dem kn € N a X € R? kdyz A"A = 1. Odtud vzhledem k (3.23) odvodime, 7e pro
kazdé 0 > 0 a € > 0 existuje N takové, ze

AT (B)X = AT (B A] < eXTEL(By) A
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pro véechna n > N, A € R%, 8 € 0,(5), kde 0,(8) = {B : ||T?(B,)(B — By)|| <
0}, pricemz J,(3,) je Fisherova informaéni matice pfislusna sdruzené hustoté n
vysvétlovanych ndhodnych vektoru a dle dusledku 3.11 plati

Z ZTZ (By)Z
a ZI%i(By)Zw?/¢? > 0. Odtud, je-li B € O,.1(d), pak plati B € O,(6), tj.
0,(6) 2 0,41(6) D ... Proto ziejmé

IATS (B = AT (B)A| < eATZ(B)N, @ =N,...,n,

pro viechna A € R? a B € O,(6). Dale zvolme i < N. ProtoZe jsou prvky matice
3:(B) spojité, existuje o’ tak, ze pro kazdé B takové, ze |8 — Byl < ¢, a kazdé
A € R? plati

IATZ(B)A = AT (By) Al < eATEi(By)A

Z podminky (P1) navic odvodime, Ze existuje n; takové, ze pro vsechna 3 takové, ze
1B — Boll <&, plati B € O,,(9). Zvolime-li ng = max{ny,...,ny_1, N} dostdvame,
7e pro viechna n > ng, A € R%, 8 € O0,(9)

IATS (BN = AT (B)A| S eATZ(B)N, i@ =1,...,n,

z ¢ehoz pii dosazeni A = %Z ;Y asouctu pres vSechna ¢ = 1, ..., n dostaneme uzitim
trojihelnikové nerovnosti predpoklad (P3) ve tvaru (3.25).

Poznamka 3.20 Dle ¢lanku [9] 1ze platnost tvrzeni vét 3.15 a 3.16 zajistit i nas-
ledujicimi predpoklady. Necht Y ~ MGLM(f,g,%Z),x(Z) = p, g je kanonicka
linkovaci funkce a existuji druhé parcidlni derivace funkce b vzhledem k 0. Necht je
mnozina B oteviend a konvexni a plati Z;3 € g(u(®)),i = 1,...,n. Dale necht
plati

(P1) limy oo Amin(J(By)) =

(P7) mnozina M ={y : 3y € R4, f(y,8) > 0} je omezena,
(P8) lim,, .o, Tr (ZT*(B,)Z") = 0.

Poznamka 3.21 V piipadé modelu s jinym nez kanonickym linkem neni mozné az
na specialni piipady, viz. [47], zajistit jednoznacénost feseni systému vérohodnostnich
rovnic pro odhad parametru 3 jako v piipadé MGLM s kanonickym linkem, protoze
logaritmicka vérohodnostni funkce neni v tomto piipadé obecné konkdvni na B.
Proto nemusi byt lokdlni maximum maximem globalnim a lze tedy pouze urcovat
asymptotickou existenci, konzistenci a asymptotickou normalitu posloupnosti {3,,}
feSeni vérohodnostnich rovnic.

Predpoklady (P2) a (P3) ve vétdch 3.15 a 3.16 je tfeba pro zachovani platnosti
tvrzeni v modelu s nekanonickym linkem dle [9] modifikovat na
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(P2*) pro kazdé 0 > 0 existuje ¢ > 0 tak, ze

lim P{7(8) — cI(By) > 0,8 € O>)} =

(P3*) pro kazdé § > 0 plati

lim max |V(B)—1,]|=0

kde W(B) = T~"2(By)J (B)T~2(8,),

Poznamka 3.22 Podle ¢ldnku [9] je mozné upravit i tvrzeni dusledku 3.19 a poz-
namky 3.20 pro piripad MGLM s jinym nez kanonickym linkem. Predpoklddejme,
ze Y ~ MGLM(f,g,%Z), v(Z) = p, linkovaci funkce g mé spojité druhé derivace
a existuji druhé parcidlni derivace funkce b vzhledem k @, mnozina B je oteviend
a konvexni a navic Z;8 € g(u(0)),i =1,...,n pro vsechny 3 € B.

Oznacme predpoklady

(P5*) posloupnost {Z,;}22, lezi v kompaktni mnoziné Z vsech piipustnych realnych
matic typu ¢ x g tak, ze pro kazdé Z € Z a 3 € B plati u(Z)3 € ©.

(P9) S0\ Tr (2,0 (B)2Y) < ¢ < oo

(P10) derivace du/On jsou ohranicené a 9?u/dn* jsou ohranicené a stejnomérné
spojité

Pak dle [9] z predpokladu (P5*) a (P6), str. 46, nebo (P1), str. 40, (P7), str. 47,

a (P8), str. 47, plyne vlastnost (V4), str. 43. Déle, jsou-li splnény predpoklady (P5*)

a (P6), str. 46, nebo (P1), str. 40, (P7), str. 47, (P8), str. 47, (P9), str. 48, a (P10),

str. 48, pak existuje posloupnost {ﬁ } s vlastnostmi (V1), str. 40, (V2), str. 40,
a (V3), str. 43.

Piiklad 3.23 V MGLM plné hodnosti s vysvétlovanymi vektory sdruzenymi po-
dle poznamky 3.5 je dle [9] platnost predpokladu (P5*) a (P6) zajisténa splnénim
lim,, ..o n;/n =X\ > 0.

Véta 3.24 Nechf jsou splnény predpoklady disledku 3.17. Oznaéme J = J (B)
Uvazujme vektor A3 linedrnich kombinaci vektorového parametru 3, pricemz A je
matice typu k x p, hodnosti 1(A) = k a plati {ATTAT},; = 0 pro i # j, pak lze
pfi n — oo psat

(B) P {Z [{Aﬁ} € ({AB} - ul,ﬁsu,{Aﬁ} +u1g3”)]} >1—a

(M) P {ﬁl [{Aﬂ}z’ € ({AB}z — s, {ABY: + UpSzz)]} 11—
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(S) P {\aTE —a’g| < \/ﬁ_a(k)aTj—la pro viechny a € M(AT)} =1-a

kde s;; = {Aj—lAT}n, ap=(vV1—-a+1)/2.

Dikaz. Odvozeni intervalu spolehlivosti 1ze dle [24], str. 181 zalozit na Bonferroniho
nerovnosti, metodé maximalniho modulu nebo Scheffeho metodé. Dle Bonferroniho
nerovnosti (viz. [50], str. 23) pro ndhodné jevy A, ..., Ay plati

k k
P (ﬂ Ai) >1- Z(l - P(4)).
i=1

i=1

Navic z disledku 3.17 dostévame {AB}; X N({AB:, s2), a proto pii n — oo je
Odtud plyne tvrzeni (B).

Z podminky {AJ'A"},;; = 0 pro i # j, plyne asymptotickd nezavislost slozek
vektoru AB. Necht Z; ~ N(0,1),7 = 1,...,k jsou nezdvislé, pak zfejmé

P{_n%axk|Zi\ gz}zp{w <zi=1,.. k), (3.26)

.....

a pritom

p {Z_n%axk 17| < z} —TIP{Z] < 2} = (2F(2) — 1)*, (3.27)

..... i—1

kde F' je distribu¢ni funkce standardniho normalniho rozdéleni. Aby platilo
P{I{AB}: — {AB}/su<n i=1... .k} =1-a
pii n — oo musi proto dle (3.26) a (3.27) byt
(2F(n) -1)' =1-a,

z ¢ehoz tpravou dostavame 1 = u,, kde p = (/1 — a + 1)/2, podobné jako v [7].
Na zaver, z dusledku 3.17 uzitim lemmatu A.9 dostavame pti n — oo

P{(AB - AB)"(AT'AT)H(AB - AB) < % ()} =1-a,
z ¢ehoz dle lemmatu 10.1, str. 10 v [1] plyne
P{[h"(AB — AB)] < x*_o(k)h"AT'A"h  pro viechna h € R*} =1—a.
Odtud plyne tvrzeni (S), nebot a = ATh € M(A") pro véechna h € RF.
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3.5 Testy hypotéz o parametrech modelu

Definice 3.25 Maximalnim mnohorozmérnym zobecnénym linearnim modelem bu-
deme nazyvat model s regularni matici planu. V tomto modelu je p = gn.
Zkoumany model (MGLM;) s hustotou f(y;8,¢,w), linkovaci funkei g, vek-
torovym parametrem 3 € RP a matici planu Z nazyvame zakladni model.
Rékneme, ze MGLMj je submodelem modelu MGLM;, jestlize m4a stejnou hus-
totu f(y;0,¢,w) a linkovaci funkci g a ma vektorovy parametr v € R",r < p
a matici planu @ takovou, ze existuje p X r matice T takova, ze Q = ZT .

Poznamka 3.26 Test linearni hypotézy Hy : C8 = & proti A: C3 # &, kde C je
matice typu s X p, plné radkové hodnosti r(C) = s, & € R*, 1ze v mnohorozmérném
zobecnéném linedrnim modelu zalozit na testovych statistikach uzivanych v teorii
maximélni vérohodnosti. Ozna¢me 3, resp. B, MLE na B, resp. na {3 : 3 € B;
C3 = &}. Pak mozné statistiky pro testovani Hy jsou

Deviance
AD = -2 2; 1:(8) — 1:(B)] = (3.28)
= %iwz[ w(Z:B) — b(u(Z:B)) -y w(Z:B8) + b(u(Z.B))| (3.29)
Waldova statistika
= (CB-9"[CcT(B)CH(CB-¢), (3.30)
Skorova statistika
S=U"B) I (BUB). (3.31)

Reparametrizaci navrzenou v ¢ldnku [8] lze prevést test Hg proti A na test o sub-
vektoru vhodného vektorového parametru «, Hg : ay = aoy proti A: as # oy
Ptesnéji, matice C' muze byt zapsana jako

C =[0,(cCc")"?Q,

kde Q = [QT, Q;]", fddky matice Q, = (CCT)~/2C tvoii ortonormélni bazi pros-
toru M(C") a fddky matice Q, tvoif ortonormélni bazi ortogonalniho dopliiku
k M(C"). Po reparametrizaci @ = Q@ je proto systém rovnic C3 = & ekvi-
valentni s [0, (CC™)?]a = &, coz lze pii oznaceni auy = (CCT)~1V2€ psit ve
tvaru as = aiy. Proto, jsou-li splnény predpoklady véty 4.4, viz. dale, a plati-li
hypotéza HO CpB =&, z dusledku C.19 plyne, ze statistiky AD, W, S maji asymp-
toticky x?(p — s) rozdéleni. V kapitoldch 4 a 5 disertace je vénovdna pozornost
asymptotickym rozdélenim testovych statistik AD, W, S pro testovani hypotéz
o subvektoru vektorového parametru 3 za platnosti alternativy.

Poznamenejme, ze statistiky pro testovani linearnich hypotéz lze pti vhodné
volbé matice C' a vektoru & uzit k testovani submodelu.
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Poznamka 3.27 Stejné jako v zobecnéném linedrnim modelu (viz. [6]) 1ze v souladu
s monografif [10] zalozit test vhodnosti zdkladniho modelu MGLM; na statistice
Pearsonoveé

&= 3= )R ) (- ).

Devianci
n

D=-23% [1:8) — (B -

kde p;, resp. B, je maximalné vérohodny odhad parametru wp;, B, v zakladnim
modelu a B, je MLE parametru 3,,,, maximalntho modelu (viz. lemma 5.1).

Poznamenejme, Ze pii vhodném doplnéni matice planu Z, je-li r1(Z) = p, na
regularni matici maximalniho modelu a doplnéni vektorového parametru 3 na pa-
rametr B, = [8",85]", lze testovani vhodnosti zdkladniho modelu vyjadfit jako
testovani hypotézy Hy : B3, = 0 proti alternative A: 3, # 0. Proto, jsou-li splnény
predpoklady véty 4.4 a tidi-li se ndhodné vektory Y, ...,Y, testovanym MGLM;,
z disledku C.19 plyne D X x2(ng — p). V [10], str. 99, jsou zminény podminky, pti
kterych ma testovaci statistika x? asymptotické rozdéleni x?(ng — p).

Piiklad 3.28 Testové statistiky D a x?2, resp. AD, pro testovani vhodnosti MGLM
s multinomickym rozdélenim, resp. pro testovani linedrni hypotézy o jeho parametru,
lze psat ve tvaru

n q+1
D Y
i=1j5=1 U
n g+l 7Tz 2
X2 — ZZN = J) ’
i=1j=1 ij
n gq+1 fr
AD = 2% 3 NY;;In 22
i=1j5=1 Tij

kde 7;;, resp. 7;;, je maximalné vérohodny odhad parametru m;; za platnosti alter-
nativy A, resp. hypotézy Hy.

Piiklad 3.29 Ve Fakultni nemocnici Brno byla v ramci grantu Grantové Agentury
Ceské Republiky (grant C. 301/03/D196) Geneticka predikce rizika sepse u détskych
pacientu studovana imunitni odezva détskych pacientu v zavislosti na variantach
polymorfismu genu. Snahou bylo nalézt kombinace variant polymorfismu, které
zpusobuji nachylnost détskych pacientu k vyssim stupnum sepse. Tento pristup by
meél vést k predikei pacientu s vyssim rizikem sepse, ¢imz by mohla byt potiebné
lécba zapocata diive.

7 predchozich analyz vyplyva, ze riziko sepse vyznamné ovliviuji varianty poly-
morfismu BPI Tag, TLR 399. Tabulka 3.2 ukazuje pozorované ¢etnosti pacientu
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Polymorfismus Sepse Celkem

BPI-Taq (i) TLR399 () 0 1 2 3 Ny
2 2 343 43 127 55 568
2 3 32 6 15 4 57
3 2 190 9 46 10 255
3 3 25 4 3 1 33

Tabulka 3.2: Pozorované cetnosti pacienti s ruznym stupném sepse a variantami
polymorfismu BPI-Taq a TLR 399.

s a4y 6
1 -2.1095 -0.7900 0.6311
2 -0.9713 -0.5078 0.0026
3 -1.8283 -1.1175 -0.2713

Tabulka 3.3: Odhady parametru modelu MGLMj;.

s ruznymi kombinacemi variant polymorfismu a stupnu sepse mezi N = 913 pa-
cienty.

Pro popis rozdéleni cetnosti Y;;, ruznych stupnu sepse s = 0,...,3 v zavislosti
na kombinaci variant polymorfismu BPI-Taq i = 2,3 a TLR 399 5 = 2,3, byl zvo-
len MGLM s kanonickym linkem typu dvojné tiidéni s multinomickym rozdélenim
Y = [Yij1, Yijo, Yija, Yijo] ' ~ Muny(Nij, mi5),1 = 2,3,5 = 2,3. Za referencni tiidu
byla zvolena tiida zdravych pacientu (stupen sepse 0). V modelu dvojného tiidéni
Ize tedy psat

MGLM, : I — o, 44+ 0,5, i=2,3, j=23 s =1,2,3. (3.32)
750

Hodnoty In m;;5/m;j0 jsou ¢asto v literatufe oznacovany jako logaritmické sance tiidy
s vzhledem k tiidé 0, viz. napt. [32]. V tabulce 3.3 jsou uvedeny maximélné véro-
hodné odhady parametri MGLM; ziskané itera¢ni metodou vazenych nejmensich
¢tvercu. Poznamenejme, ze pro ziskani modelu plné hodnosti byla volena vedlejsi
podminka «, = d2 = 0. V tabulce 3.4, resp. 3.5, 1ze pak nalézt odhady pravdépo-
dobnosti z modelu MGLMj, resp. odhady logaritmickych sanci ttid vzhledem k tiide
zdravych pacienti.

Z piikladu 3.23 plyne, ze pokud lim,,_., N;;/N = X;; > 0, jsou odhady parametri
MGLM; asymptoticky normalni. Uzitim véty 3.24 dostavame 95% oblasti spolehli-
vosti pro logaritmické Sance sepsi stupné 1,2,3, napt. ve tiidé i1 = 2,5 =3

(B) (—2.3302, —0.6267) x (—1.6355, —0.3019) x (—3.2355, —0.9637)
(M) (—2.3280, —0.6290) x (—1.6338, —0.3037) x (—3.2325, —0.9667)
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Polymorfismus Sepse

BPI-Taq (i) TLR 399 (j) 0 1 2 3
2 2 0.6022 0.0730 0.2280 0.0968
2 3 0.5780 0.1318 0.2194 0.0708
3 2 0.7488 0.0412 0.1706 0.0394
3 3 0.7289 0.0754 0.1665 0.0292

Tabulka 3.4: Odhady pravdépodobnosti ruznych stupnu sepse v zavislosti na vari-
antach polymorfismu BPI-Taq a TLR 399.

Polymorfismus Sepse

BPI-Taq (i) TLR 399 (j) 1 2 3
2 2 -2.1095 -0.9713 -1.8283
2 3 -1.4785 -0.9687 -2.0996
3 2 -2.8995 -1.4791 -2.9458
3 3 -2.2685 -1.4765 -3.2171

Tabulka 3.5: Odhady logaritmickych Sanci ruznych stupnu sepse vzhledem ke
zdravym pacientum v zavislosti na variantach polymorfismu BPI-Taq a TLR 399.

(S) (—2.4731,—0.4839) x (—1.7474,—0.1901) x (—3.4260, —0.7732)

Pii testu vlivu jednotlivych polymorfismu, tj. testu submodelu jednoduchého
trideni

MGLM, : ln%:as—i—%s, s =1,...,5
50

MGLMs; : ln£:a8+5js, s =1,...,5
Ti50

ziskdme tabulku analyzy deviance 3.6, podle které zamitdame vhodnost submod-
elu MGLM3 na rozdil od submodelu MGLM,. Uvedme pro tplnost, Ze Pearsonova

Model — Deviance  AD  df x2q5(Adf)
MGLM,;  3.4712 3 7.8147
MGLMs, 6.619 3.1479 3 7.8147
MGLM;  25.8185 223473 3 7.8147

Tabulka 3.6: Analyza deviance.

statistika y? pro test vhodnosti MGLM;,, resp. MGLM,, resp. MGLMs3;, nabyvala
postupné hodnot 3.3890, 7.7002, 23.9440. Dale pro test moznosti redukce MGLM;
na MGLM; bylo vypocteno W = 3.4610, S = 3.5705. Podobné pro test moznosti
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redukce MGLM; na MGLMj3; bylo stanoveno W = 20.2534 a S = 21.0522. Rozhod-
nuti o zamitnuti testovanych hypotéz by tedy byla stejna pokud bychom test zalozili
na libovolné z moznych statistik, tj. na D nebo x? pro test vhodnosti modelu a na
AD; W nebo S pro test moznosti redukce zdkladniho modelu.

Vysledky uvedené v tomto prikladu byly ziskdny pomoci programu confreg.m,
fact.m, iwlsm Mn.m, statistics_Mn.m sepsanych pro Matlab, které lze nalézt v ad-
resafi priklad_geny na ptilozeném CD.
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Kapitola 4

Sila testu v MGLM

Piedpoklddejme, ze Y = [Y1,..., Y " ~ MGLM(f,g,Z), t(Z) = p, existuji
treti derivace vérohodnostni funkce nahodného vektoru Y a nize definované pole
IK . ma konecné prvky. Dale uvazujme rozdéleni parametru modelu 8 na dva sub-
vektory B8 = [B1.85]", B, € R", 3, € R”". Vektor 3, budeme nazyvat rusivym
parametrem.

Tato kapitola je vénovana silam testu hypotéz o parametru 3,. Jak bylo uvedeno
v poznamce 3.26, 1ze libovolny test linedrni hypotézy Hy : C3 = £ prevést na test
o subvektoru vhodného vektorového parametru. Dale je dle poznamky 3.26 mozné
takovy test zalozit na Devianci, Waldové nebo skérové statistice. Pro srovnéni jejich
sil je v této kapitole zvolen Pitmanuv pfistup (viz [40], kapitola 10.2), pii kterém
je hypotéza Hy : B, = By testovdna proti posloupnosti jednoduchych alternativ
A, By = Boy + €n = Bya, Piicemz €, = O(n~1/?).

Asymptotickym rozdélenim deviance, skorové a Waldovy statistiky spolu s asym-
ptotickou aproximaci sily testu zalozenych na téchto statistikach v jednorozmeér-
ném zobecnéném linedrnim modelu se zabyva ¢lanek [5], ktery vychazi z ¢lanku
[15, 36, 14] vénovanych vlastnostem testovych statistik uzivanych v teorii maximalni
vérohodnosti. Cilem této kapitoly je obdobnym postupem stanovit asymptotické
sily testu v MGLM s vyuzitim dodatku C. K tomu je predevsim potieba vyjadrit
piislusné tvary poli kumulantu IK ,IK ,IK , jejichz znaceni je zavedeno v poz-
namce 4.1. Odvozené aproximace sil jsou poté uzity pii vypoctu sil testu dvojného
ttidéni a jsou srovnany se simulovanymi silami.

V ¢lanku [8] jsou uvedena asymptotickd rozdéleni vyse zminénych testovych
statistik pfi jinak specifikované posloupnosti alternativ. Odvozené aproximace rozdé-
leni testovych statistik vychazi z aproximaci statistik fadu o(1) a odpovidaji dusled-
ku C.19. Jsou tedy pro vSechny testové statistiky asymptoticky ekvivalentni. Nicmé-
né, protoze asymptotickda rozdéleni statistik navrzenda v této kapitole vychéazi z apro-
ximaci statistik fadu o(n~'/2), umoziiuji na rozdil od disledku ¢lanku [8] rozlisovat
mezi jednotlivymi aproximacemi sil testu zalozenych na vyse zminénych statistikach.
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4.1 Odvozeni sil testu

Poznamka 4.1 Pro piehlednost zde uvedeme znaceni pouzita v této kapitole. Roz-
déleni Fisherovy informaé¢ni matice J na submatice Jyo, J11, Jo1, Joo odpovida roz-
déleni vektoru 8 = [B],35]". Stejné je tomu i u jinych matic a poli. Dale znacime

IRt o [ I T
A_{ 0 Op—r}7 M—{_Ip— 7

K - {aﬂnf(y,ﬂw Cx {E <a31nf(sy,ﬂ)>} |

R Y 950508 Mo

a K = [E(U{J }i)lije=1,..p» K. . = E(UUUp)jk=1,.p Povsiimnéme si, ze
z definice pole IK  plyne K; ;i = K;j,%, 5,k =1,...,p.

Odhad parametru 3 pii alternativé A budeme znagcit stiiskou 8 = [3 L BQT]T.

Déle znatime B8 = [B1, B1,]%, kde 31 je odhad parametru B, pii hypotéze Hy.
Navic budeme znacit B, = [B]4, Ba4]", kde B, 4 je skuteénd hodnota parametru 3;.
Hodnoty funkei v bodé [B1,, Bay]", resp. B, jsou pro piehlednost oznaceny
priddnim trojihelniku (napf. j) resp. oblouku (napf. J). Podobné hodnoty funkef
v bodech odhadu B resp. B jsou pro prehlednost oznaceny pridanim stiisky (napf.
J), resp. vinky (napi. J).
Znaceni uvedené v této poznamce bude dale pouzivano bez dalsiho upozornéni.

Véta 4.2 Prvky trojdimenziondlnich poli kumulantt IK , IK  a IK  odpovida-

.....

jicich skéorovému vektoru U a empirické Fisherové informacni matici J lze zapsat
jako
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pficemz Z; je r-ty sloupec matice Z; a Efk = {E;l}jk, BLk=1,...,4q.
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Dikaz. Podle véty 3.8 je mozné zapsat empirickou Fisherovu informacéni matici
prislusnou nahodnému vektoru Y; ve tvaru

w;
Ji = T Zi
cblz; onon

Vyjadreme jeji rs-ty prvek

Z;(Ya — pa) + Z;FD@'E;ID;FZZ‘ .

{Ji}rs = _E ; ZZ(r)a on (Yzl - Mz‘l) + Z;Er)Diz;lD;FZi(s) : (4'1)
Protoze mé trojdimenzionalni pole tietich derivaci /I prvky
1 a{jz}rs
B N AMACEy (4.2)
i=1o0=1 770
vyjadiime
a{Ji}rs Wy 1 T 3
ATihe _ _@isngt _OU g (Vi )+
on, s ; ) G, 2 it~ )
kL 0? O
Z Zz(r) ul (s) i +
= 8773"7 Ao
oD, -1pT T 18D;F
+ Zj 8770 X DjZis) + Z, D%y o —Zi(s) —
82 m
o5 ZZT D,;3'E,, 3 D Z, =i
Wi o 80n8770

Ze vztahu (4.2) plyne K, = >0 1 Y0 {Z;} ot E (0{T i }rs/In,). Pro odvozeni prvnf
¢asti tvrzeni tedy jiz pouze staci vypocist sttedni hodnotu 0{J;},s/0n,

wl 6 ul au,l
E (0 ifrs 0 o - Z@r zs
( {J} / 77) Z (r) onon i(s) 8770
oD; oD}
A "S'DfZy + Z, DR
+ i(r) 8?70 7 7 (s) + i(r) 7 ano i(s)
aQMim

- Z Z ZZ(T)DiEi‘lEmnEi‘lD;FZi(S

wlm 1n=1

) 00,01,
Déle z vyjadreni (4.1) a (3.7) dostavame
Kr,st = E(Uzr{Jz}st) -
= E [(z;F(T)Diz;l (Y; — ) x

i 7 Lz iy (Ya — pa) + 2 DX D] Zyy
— 8778 i(s) i i )

z ¢ehoz pii zapisu 0; = wu(n,) plyne druhd ¢ast tvrzeni. Treti ¢ast tvrzeni plyne
z diukazu lemmatu C.14.
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Dusledek 4.3 Necht g je kanonicka linkovaci funkce, pak prvky trojdimenzional-
nich poli kumulanti IK , IK a IK  odpovidajicich pfislusnému ndhodnému vek-
toru U a empirické Fisherové informacni matici J jsou tvaru

i W; 831)(01)

lKrs - T Aanan 9 Zir Zis Zz )
t P ¢8080800 (r) © i(s) © i)

-Kr,st - 07

Kr,s,t - _JKTsta T,S,t: 17"'7p'

Diikaz. V modelu s kanonickou linkovaci funkci dle poznamky 3.3 plati 8, = n,,i =

1,...,q, z cehoz ptimo plyne
020y 020y
= =0, 4l=1,...,q 4.3
onon 0006 0 0T (4.3)
. s . 1. 0°0(6))
Dale, vektor Op;;/0n lze psat jako Op,;;/06, ktery dle vztahu (2.1) odpovida 5090
J
; ) _ ¢ 0%(6y) .
Protoze ze vztahu (2.2) navic plyne ¥; = . 0008 dostavame
L Opij g Wi ,
—¥ = =T, i,k=1,...,q, 4.4
]Zl on o " (4.4)
kde I je k-ty sloupec jednotkové matice I,,. Navic lze také psat
0?1155 93b(0;
pij _ 0°b(6:) (4.5)

omom 00,0000
Uzitim vztahu (4.3), (4.4) a (4.5) ve vété 4.2 dostavame tvrzend.

Véta 4.4 Necht (3, je skutecnd hodnota parametru 3, Y ~ MGLM(f,g,%Z).
Necht jsou splnény piedpoklady véty 3.16, nebo dusledku 3.19, nebo poznidmky
3.20, je-li g kanonickd linkovaci funkce a v ostatnich piipadech (v modelu s jinym
nez kanonickym linkem), necht jsou splnény piedpoklady uvedené v pozndmce 3.21,
nebo predpoklady v pozndmce 3.22 pro splnéni vlastnosti (V1) a (V3) a ptislusna
empiricka Fisherova informacni matice je pozitivné definitni. Pak lze distribuc¢ni
funkci Fap statistiky AD, resp. Fyy statistiky W, resp. Fg statistiky .S, asymptoticky
aproximovat

2
Fap(t) = Gpra(t) + Z bjADprrJﬂj,)\(t) + 0(”_1/2) ) (4.6)
=0
3
Fy(t) = Gppa(t) + Db Gporizja(t) +o(n™V?), (4.7)
=0
3
Fs(t) = Gporalt) + 3 b Gprizjn(t) +o(n %), (4.8)
=0



kde G,_,(t) je distribu¢ni funkce rozdéleni x?(p — r, \), A = egﬁm_len a

57 = 007 +537)
VP = —A/24+B-C/24+D—E/2+ F/2
P = A/6— B/2
by = —(F +b +b)
bW = —A/2+B+D-FE/2+F/2—G/2
bW o= —B/2-C/2+G/2
bYW o= A/6
by = —(b) b5+ b5)
b, = —A/2+B-C/2+D—FE/2+F/2+1/2~]/2
b = —I1/2+J/2
b; = AJ6— B/2
pTicemz
= K. oMe,o Me,o Me,
— K. oMe, o Me, o Me,
= ﬁ_noﬁoﬁsn
— K. oAoMe,

K5 og,o0 ﬁsn o ﬁsn
= 1K2 osnoﬁsnoﬁsn
= K.. oJ 'o ﬁen

= K o Jlo ﬁen

lK.W o j_l o ﬁsn

= lK.W o 2 o ﬁsn

LN T QMDD W
|

s trojdimenzionalnimi poli kumulantu dle véty 4.2. Pfidénim trojihelniku (napf. j)
jsou v souladu s poznamkou 4.1 znaceny hodnoty funkei v bodé [37,, Bay]".

Diikaz. Tvrzeni plyne z vét C.15, C.16, C.17 a pozndmky C.18, nebot jsou splnény
predpoklady uvedené v ivodu dodatku C. Sdruzena hustota nezavislych nahodnych
vektoru Yy,..., Y, je totiz dle dusledku 3.9 regularni, existuji jeji tfeti parcidlni
derivace vzhledem k parametru 3, podle dusledku 3.10 plati podminka (1.1) na
str. 18 a z véty 5.8 na str. 27 v [26] plyne platnost podminky (C.1) na str. 105.
7, predpokladu véty v pripadé modelu s kanonickym linkem plyne jednoznaénost
maximalné vérohodnych odhadi. V modelu s jinym nez kanonickym linkem je dle
lemmatu 1.11 jednozna¢nost odhadu zajisténa vlastnosti (V1) na str. 40 a pozitivni
definitnosti empirické Fisherovy informaéni matice. Navic z vlastnosti (V3) na str.
43, tj. z asymptotické normality odhadu [3 a ﬁ dle lemmatu A.5 odvodime ﬁ =

ﬁA+Op( 1), 8= B4+ 0p(n71?).
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Dusledek 4.5 Necht jsou splnény piedpoklady veéty 4.4 a linkovaci funkce g je
kanonickd. Pak lze distribuéni funkci Fap statistiky AD, resp. Fy statistiky W,
resp. Fg statistiky S, aproximovat jako (4.6), resp. (4.7), resp. (4.8) s koeficienty

P = 027+ 857)
WP = —A/)2-C/2—E/2

P = A6

by = by = —() + by +bY)
W= v = —A)2-E/2-G)2

by = by = —C/2+G/2
by = b; = AJ6

Oznaceni A, C| E,G jsou shodna s oznac¢enimi ve vété 4.4 pii polich kumulantu
z vety 4.3.

Dikaz. Tvrzeni plyne z véty 4.4 a dusledku 4.3.

Poznamka 4.6 Jsou-li splnény predpoklady véty 4.4, pak pii n — oo lze podle
dusledku C.19 aproximovat silu testu fap (resp. B, resp. Bs) hypotézy Hy : B, =
By proti alternative A: B, = B, zalozeného na statistice AD (resp. statistice W,
resp. statistice S) v bodé B, pii hladiné vyznamnosti « jako

Bap(e) = 1—Fap(Xiolp—1)), (4.9)
Bw(a) = 1— FW(X%—a(p —7)), (4.10)
Bs(a) = 1—Fs(xi_alp—71)), (4.11)

kde za distribu¢ni funkce Fap, resp. Fyy, resp. Fg dosazujeme prislusné aproximace
tadu o(n~'/?) z disledku 4.5 nebo véty 4.4 podle toho, zda uvazujeme model s kano-
nickym linkem nebo nikoliv. Navic z dusledku C.19 plyne, ze po dosazeni distribucni
funkce x2_, , rozdéleni s A = € Jyy1€, za distribuéni funkci Fap, resp. Fyy, resp.
Fg, obdrzime aproximaci vyse zminénych sil fadu o(1).

Poznamka 4.7 Uvazujme dvé pevné alternativy A; a Ay takové, ze

A By=08y+e a Ay:By= By +ce.

Oznacime-li A, B,C,D,E, F,G, H, I, J, X koeficienty aproximaci distribu¢nich funk-
ci z véty 4.4 nebo dusledku 4.5 piislusnych alternativé Ay, lze koeficienty aproximaci
distribuénich funkef pifslusné alternativé A, psat jako ¢*A, 3B, cC, cD, 3 E, 3F, cG,
cH,cl,cJ,c?\. Této vlastnosti lze s vyhodou uzit pii vykreslovdni aproximace sily
testu zalozenych na statistikach AD, W nebo S.
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4.2 Priklady

Piiklad 4.8 Uvazujme MGLM typu vyvazeného dvojného tiidéni s kanonickou
linkovaci funkei s multinomickym rozdélenim popsany v piikladu 3.29 s parame-
try odvozenymi z odhadu parametru modelu v tomto prikladu, které jsou uvedeny
v tabulce 4.1.

S @ 73 3
1 -21 -0.8 0.6
2 -1.0 -0.5 0.003
3 -1.8 -1.1 -0.3

Tabulka 4.1: Parametry v MGLM s multinomickym rozdélenim (3.32)

Porovnejme simulované a asymptotické sily testi hypotézy Hy : B, = §3 = 0, kde
B, = [a’, 43T a e = d; proti alternativé A : B, = ce, které jsou zaloZeny postupné
na statistice AD, W a S. Vypocet asymptotickych aproximacich vychazi z pozndmek
4.6 a 4.7. Pro stanoveni simulovanych sil bylo pro kazdou zvolenou alternativu v Mat-
labu pomoci programu multrnd [45] provedeno 1000 simulaci multinomického roz-
déleni s prislusnymi parametry. Poté byla spoctena relativni cetnost zamitnuti Hy
pomoci testu zalozeného na statistice AD, W a S. Simulace, pii kterych iteraéni
proces odhadu parametru modelu divergoval, byly z vypoctu relativnich ¢etnosti
zamitnuti vylouceny. Obrazek 4.1 znazornuje simulované a asymptotické aproxi-
mace sil testit fadu o(n~/?) a o(1) pii hladiné vyznamnosti 0.05 a pozorovanych
¢etnostech pacientii v jednotlivych tiidach N = [568, 57,255, 33]T. Pro posouzeni
vhodnosti asymptotické aproximace pfi niz$im poctu pozorovani je v obrazku 4.2
uvedeno srovnani simulované a asymptotické aproximace sil testti fadu o(n~'/?)
a o(1) pii éetnostech N = [50, 50, 50, 50]T a hladiné vyznamnosti 0.05.

V obou obrézcich 4.1 i 4.2 prekrocila aproximace sily testi fadu o(n~'/2) hod-
notu 1, coz plyne z tvaru aproximaci ve vété 4.4. Asymptoticky je ale zfrejmé tato
nepiijemnd vlastnost aproximaci vylou¢ena. Aproximace fadu o(1) naopak nabyva
hodnot v intervalu (0, 1). Jak je ale vidét z obrazku, je aproximace fadu o(1) méné
vhodna zejména v alternativach odpovidajicich vétsi hodnoté c. Poznamenejme dale,
ze pro mensi pocty pozorovani pii simulacich casto sila testu zalozeného na Waldové
statistice W nabyva nizsich hodnot nez-li sily testu zalozenych na statistikach AD
as.

Vysledky uvedené v tomto prikladu byly ziskany pomoci programu iwlsm Mn.m,
asym_power_Mn.m, power_Mn examplel.m, sim_power_Mn.m, statistics_Mn.m,
multrnd.m v Matlabu, které lze nalézt v adresafi prikladl_Mn na pfilozeném CD.

Piiklad 4.9 Vénujme pozornost MGLM typu jednoduchého tiidéni s kanonickou
linkovaci funkei s dvourozmérnym transformovanym Dirichletovym rozdélenim. Pres-
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Obrézek 4.1: Simulovand sila (S), asymptotické aproximace sily fadu o(n=1/2) (A1)
a asymptotickd aproximace sily fadu o(1) (A2) testu v MGLM typu dvojného tiidéni
s multinomickym rozdélenim, pii N = [568, 57, 255, 33], hodnotach parametru z tab-
ulky 4.1 a hladiné vyznamnosti o = 0.05. V grafu jsou znaceny [3;, resp. s, resp.
(3 sily testu zalozeného na statistice AD, resp. W, resp. S.

Koeficient ¢

Obrézek 4.2: Simulovand sila (), asymptotické aproximace sily fadu o(n=1/2) (A1)
a asymptotickd aproximace sily fadu o(1) (A2) testu v MGLM typu dvojného tiidéni
s multinomickym rozdélenim, pii N = [50, 50, 50, 50], hodnotach parametru z tab-
ulky 4.1 a pti hladiné vyznamnosti o = 0.05. V grafu jsou znaceny (3, resp. 3o, resp.
(3 sily testu zalozeného na statistice AD, resp. W, resp. S.
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néji predpokladejme, ze Y; = [V, Yio]' ~ TD(av;, 15),7 = 1,2 pti parametrech
041:'7_67 a2:7+5

kde v = [4,5]T,8 = [0.5,1]T. Pocet pozorovani v jednotlivych t¥idach je zvolen
asymetricky N = [20,10]*. V obrazcich 4.3 a 4.4 jsou pro piedstavu vykresleny
hustoty prumeéru v jednotlivych tiidach v souladu s poznamkou 3.5.

Grafické srovnani simulovanych sil a asymptotickych aproximaci fddu o(n=1/2)
a o(1) sil testt hypotézy Hy : B, = 8 = 0, pii B, = @’ a € = § proti alternativé
A : 3, = ce zalozenych postupné na statistice AD, W a S je uvedeno v obrazku 4.5.
Vypocet asymptotickych aproximacich vychazi z pozndmek 4.6 a 4.7. Simulované
sily byly stanoveny stejnym postupem jako v piikladu 4.8.

7 grafického srovnani na obrazku 4.5 vyplyva, ze aproximace sil fddu o(n=1/2)
a o(1) jsou shodné a simulované sily testu zalozené na testovych statistikich AD, W
a S jsou témeér identické. Pticinou je ziejmé tvar hustot transformovaného Dirichle-
tova rozdéleni. Dale si lze pov§imnout, ze simulovana hladina vyznamnosti testu je
vyssi nez predepsana hladina a = 0.05.

Vysledky uvedené v tomto piikladu byly ziskany pomoci programu diripdf .m,
asym_power_Diri.m, inv_mu_Diri.m, sim power_Diri.m, statistics_Diri.m,
iwlsm _Diri.m, dif_Diri.m, power_Diri_examplel.m, v Matlabu, které lze nalézt
v adreséari priklad2_Diri na ptilozeném CD.

Piiklad 4.10 Uvazujme MGLM s kanonickym linkem typu vyvazeného dvojného
ttidéni s Wishartovym rozdélenim, presnéji

MGLM; : gp)=a+vy,+46;, i=12 j=123

kde g je prislusna kanonicka linkovaci funkce z tabulky 3.1. Tento priklad je vénovan
sile testu vhodnosti modelu MGLM; proti submodelu

MGLM, : gpu)=a-+~v, =12

tj. sile testit hypotézy Hy : By = [05,05]T = 0, pii B, = [@”, 73| ae = [8;,85]"
proti alternative A : B, = ce, zalozenych postupné na statistice AD, W a S. Pro
grafické porovnani simulovanych sil testu s jejich asymptotickymi aproximacemi byly
zvoleny hodnoty parametru z tabulky 4.2, stupen volnosti Wishartova rozdéleni 3
a pocet pozorovani v jednotlivych ttidach N = 20. Pro ziskdni modelu plné hodnosti
byly na parametry kladeny vedlejsi podminky «; + v, = 0, d; + d5 + d3 = 0.

V obrazku 4.6 jsou znézornény simulované sily testu zalozenych na AD, W a S
spolu s jejich asymptotickymi aproximacemi fadu o(n='/2) a o(1) ziskané stejnym
postupem jako v piikladu 4.8. Simulovana sila testu zalozeného na Waldové statis-
tice byla ve vétsiné alternativ urcenych hodnotou ¢ nejmensi, naopak pro néktera
¢ dosahoval nejvyssich hodnot simulované sily test zalozeny na skorové statistice
S. Aproximace sil fadu o(n~/?) a o(1) odpovidaji simulacim spise pii nizsich hod-
notach c.
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a v, 06, 03
-2 -05 02 04
-0.5 0.2 04
-2 -05 02 04

(SR NGRS
1
DO

Tabulka 4.2: Hodnoty parametru modelu MGLMj.

Vysledky uvedené v tomto prikladu byly ziskany pomoci programu det_mu_Ws.m,
asym_power_Ws.m, iwlsm_Ws.m, itriu.m, power_Ws_examplel.m, sim_power_ Ws.m,
inv_mu_Ws.m, statistics_Ws.m v Matlabu, které lze nalézt v adresati priklad3_Ws
na prilozeném CD.
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x10

1.2

Obrazek 4.3: Hustota prumeéru v prvni tiidé jednoduchého tiidéni s transfor-
movanym Dirichletovym rozdélenim, a; = [3.5,4]%, ar = 15, N = 20.

x10

Obrazek 4.4: Hustota prumeéru v prvni tiidé jednoduchého tiidéni s transfor-
movanym Dirichletovym rozdélenim, a; = [4.5,6]T, ap = 15, N = 10.
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Obrézek 4.5: Simulovand sila (S), asymptotickd aproximace sily fadu o(n=1/2) (A1)
a asymptotickd aproximace sily fadu o(1) (A2) testu v MGLM typu jednoduchého
tiidén{ s transformovanym Dirichletovym rozdélenim pii N = [20, 10]T, hodnotach
parametru z uvodu piikladu 4.9 a hladiné vyznamnosti a = 0.05. V grafu jsou
znaceny (31, resp. (3o, resp. (33 sily testu zalozeného na statistice AD, resp. W, resp. S.

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5

Koeficient ¢

Obrézek 4.6: Simulovand sila (S), asymptotickd aproximace sily fadu o(n=1/2) (A1)
a asymptotickd aproximace sily fadu o(1) (A2) testu v MGLM typu dvojného
ttidéni s Wishartovym rozdélenim pii N = 20, hodnotdach parametru z tabulky
4.2 a hladiné vyznamnosti a = 0.05. V grafu jsou znaceny [, resp. (2, resp. (s sily
testu zalozeného na statistice AD), resp. W, resp. S.
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Kapitola 5

Sila testt v MGLM typu
jednoduché tridéni

V kapitole 4 jsou odvozeny aproximace sil testu linearnich hypotéz o parametrech
MGLM zalozenych na statistikich AD a S pro Pitmanovy alternativy. V této kapi-
tole se budeme vénovat alternativnimu piistupu k aproximaci sily testu zalozenych
na AD a S. Postup aproximace vychazi z asymptotického srovnani Deviance, Pear-
sonovy a Freeman-Tukeyho statistiky v kapitole 14.9, str. 513 v [4], kde jsou tyto
statistiky pouzity k testovani shody dat s modelem.

Aproximace, kterou se budeme zabyvat v této kapitole, neni na rozdil od apro-
ximaci uvedenych v kapitole 4 zalozena na Pitmanové pristupu. Navic prestoze jde
o aproximace tddu o(1), mohou byt asymptotickd rozdéleni testovych statistik od-
lisnd. Aproximace odvozené v této kapitole jsou zobecnénim ¢lanku autora dizertace
(17, 18, 19].

5.1 Popis modelu a odhady jeho parametri

Lemma 5.1 Necht se ndhodny vektor Y #{di maximalnim mnohorozmérnym zobec-
nénym linedrnim modelem plné hodnosti s linkovaci funkei g a matici planu Z. Pak
je maximdlné vérohodny odhad parametru modelu 8 = Z 'g(Y), kde g(Y) =
g™ (Y1),...,g7 (Y ,)]" apifslusny odhad vektoru strednich hodnot je i = Y, tedy
nezavisi na volbé linkovaci funkce.

Dikaz. Odhad 8 je dle poznamky 1.10 a véty 3.7 feSenim vérohodnostnich rovnic
tvaru

Z'D(B)=1(B) (v — u(B)) = 0.

Protoze matice Z je v maximélni modelu regularni, regularita matice D(3) plyne
z regularity funkce g a matice X7'(83) je reguldrni diky regularité hustot vektort
Y. ...,Y, pro libovolné 3 € B, plati pro maximélné vérohodny odhad v tomto
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pripadé
Proto lze také psat
nebot g je reguldrni a prosta funkce a plati vztah (3.1) v pozndmce 3.2. Odtud plyne

tvrzeni.

Poznamka 5.2 Mnohorozmérny zobecnény linearni model s linkovaci funkei g s vy-
svetlovanymi proménnymi sdruzenymi dle poznamky 3.5, ve kterém je vektor vy-
svetlujicich proménnych @;, « = 1,...,n jednorozmérny a odpovida jedné z n trovni
vysvétlujictho faktoru, nazyvame mnohorozmérnym zobecnénym linearnim mod-
elem jednoduchého tiidéni. Pro takovy model lze psat

Polozime-li vedlejsi podminku 3, = 0, dostavame model plné hodnosti s vektorovym
parametrem 3 € R, B8 = [a”,3;,...,8]", tedy model maximélni. Jsou-li pocty
n; ndhodnych vektoru vysvétlovanych shodnym vektorem a; z poznamky 3.5 stejné

(oznacme w; = N), mluvime o tzv. MGLM vyvazeného jednoduchého tiidéni.
Déle budeme uvazovat submodel MGLM jednoduchého tiidéni, ve kterém

glpu)=a, i=1,...,n.

Po sdruzeni dat dle pozndmky 3.5 dostdvdme maximalni model pro Y s vektorovym
parametrem o € R? a matici planu I,.

V obou modelech lze proto parametry modelu i stfedni hodnoty vysvétlovanych
proménnych odhadnout s uzitim lemmatu 5.1.

Lemma 5.3 Necht se ndhodny vektor Y #idi MGLM vyvéZeného jednoduchého
ttidéni plné hodnosti s linkovaci funkei g dle poznamky 5.2, pak

as 1 .
YiNNq <IJ’17NE(IJ’Z)>7 'L:]_,...,TL
kde 3(p) = ¢b"(g(pi))-

Dikaz. Tvrzeni plyne z mnohorozmérné centralni limitni véty a z véty 2.4.

5.2 Aproximace rozdéleni deviance

Lemma 5.4 Necht se ndhodny vektor Y #idi MGLM vyvéZeného jednoduchého
ttidéni plné hodnosti s kanonickym linkem g dle poznamky 5.2, pak deviance pro
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testovani hypotézy Hy : [B3,...,8L] = 0 (vektor Y se idi submodelem) proti
alternativé A: [3;,...,B8L] # 0 (vektor Y se i{di zédkladnim modelem) je tvaru

:%i{ )= blg(¥) =Y g(¥) +b(g(Y))].

kde Y = S i Y

[y

Dikaz. Tvrzeni plyne z pozndmek 3.26, 3.3 a z lemmatu 5.1.

Véta 5.5 Necht se ndhodny vektor Y #{di MGLM vyvazeného jednoduchého tii-
déni plné hodnosti s kanonickym linkem g dle poznamky 5.2, pak pro Devianci AD
z lemmatu 5.4 pro test Hy : [35,...,85] = 0 proti A: [3;,...,8] # 0 lze psat
AD = AD* + 0,(1), kde

AD* = AD(p) +2Na™ (Y — p) + N(Y — )" A(Y — ),

pricemz
1 _
a = 5[g(u)—g(1n®u)]7
. _ _ 1 _
A = diag (37 (), 57 (1) — 11 0 57 (@),
_ 1
no= 51:21“1

Dukaz. Tvrzeni vychazi z Taylorova rozvoje funkce f(y) = AD(y)/N v bodé p,
skutecné stredni hodnoté vektoru Y. Vyjadieme postupné prvni a druhé parcidlni
derivace funkce

n

> yig() —blg(y) 9 9@) +bg(®)] ,

=1

f(y):f(ylavyn -

@II\D

kde y = % >, Y,. Z pravidel maticového derivovani dostavame

% = % [9(y,) + V" (9(y:)] " s — [V (g(y:))] "'V (g(y,))—
~2g(y) — -1V (g(@)]) g+ - (9@)] ¥ (9(®))] =
2

Py) _ [E(aw ) - 2 @) =)
0y;0y; i—n%[b"(g(?))]l i # J,
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to jest pri znaceni z lemmatu 5.3

Ply) _ (2= y) - 28T(m) i
dy; 0y, i—%2_1<g) L F

Celkem dostdvame Tayloruv polynom druhého stupné funkce f(y) v bodé p ve
tvaru

f(y) = f(p)+
% g(k) - g1, @m)]" (v —p) +
(v — )" |diag (B (1), ... 2 () — %1n13 X m)| (v — )+

+ ollly —ull”).

7 asymptotické normality vektoru v N(Y —pu) ve vété 5.3 dle lemmatu A.5 plyne
|Y — pf| = O,(N7Y2) . Z lemmatu A.8 a vztahu (A.6) po zndsobeni N obdrzime

AD =AD" + 0,(1).
Tim je tvrzeni véty dokazano.

Dusledek 5.6 Necht jsou splnény piedpoklady véty 5.5 a a € M(A), kde

1

a = 5[@“(#) -g(l,®m)],

. _ _ 1 1
A = diag (B (), 27 () = ~ 101, @ 27

pak
qn
AD — AD(IJ’) + Na’TAia’ ~ ZA”XQ(]., 51) )
i=1
piicemz §; = N(cl A~ a)?, kde ¢; je i-ty vlastni vektor odpovidajici i-tému vlastnimu
¢islu Ay; matice AX, pricemz plati ¢ Xe; = 0proi # jaci Xe; = 1,0, 5 =1,...,qn.

Dikaz. Podle véty 5.5 konverguje statistika AD v pravdépodobnosti k AD*, jejiz
rozdéleni lze urcit z lemmat B.1 a 5.3. Proto ma podle lemmatu A.4 statistika AD
v tvrzeni uvedené rozdéleni.

Poznamka 5.7 Tvrzeni véty 5.5, resp. dusledku 5.6 lze s uzitim pozndmky 3.2
upravit i pro modely s jinym nez s kanonickym linkem. Staci pouze funkce g a g
v tvrzenich nahradit slozenymi funkcemi wog a o g, kde u([n},...,n]T) =

[w(ni), . u(ny)]".
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5.3 Aproximace rozdéleni skérové statistiky

Lemma 5.8 Necht se ndhodny vektor Y #{di MGLM vyvazeného jednoduchého
ttidéni plné hodnosti s kanonickym linkem g dle poznamky 5.2, pak je skérova
statistika pro testovani Ho : [B,...,8L] = 0 proti A: [3;,...,8%] # 0 tvaru

1 _
S =NY'|(I,--1,1)) @ 1(Y)| Y,
n

Diukaz. Tvrzeni ziskame dosazenim ptislusnych hodnot odhadu parametru do tvaru
skérové statistiky v (3.31). Protoze pro ziskdni modelu plné hodnosti klademe 8, = 0

je matice planu tvaru [1,:1,]y ® I, kde index [2] u matice [1,:I,] znac¢i vynechani
druhého sloupce této matice. Z dusledku 3.11 dostavame vyjadieni skorového vek-
toru

Y, — u(6
U — N 2 .llx( 2) .
¢ : U
a Fisherovy informac¢ni matice
1 S() E(pe) B(ps) - B(wy) |
S S 0 o
J=— 3 (ps) 0 X (ps) 0
? . : .
| Sw) 0 0 - S |

Protoze je odhad parametrii pii platnosti Hy roven @ = g(Y), 3, =0,i=2,...,n,

—

a tedy u(0;) =Y, je subvektor U, skérového vektoru U pifslusny parametru o
nulovy. Odtud

S = U, (B)T:4,(B)Us(B) (5.2)
pTicemz
Ts(B) = Z5(Is ® B(T)) = 5 (L 0 BTN @)L, © (V)
— %(IH_1 — %1n_11§_1) ®3(Y).
Odtud uzitim vztahu pro inverzi souc¢tu matic dostavame

_ 2 B
T = S+ 1,1 ) 05 (V).
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Po dosazeni do vztahu (5.2) celkem obdrzime
S=NY (Y, -Y)'S(Y)(Y,-Y),

i=1

z ¢ehoz lze tpravou odvodit vyjadieni S ve tvaru
1 — 1
NY"? <In @Iy ——-1,1'® IN> (I, 7(Y)) (In @Iy ——-1,1'® IN> Y.
n n

Odtud s vyuzitim vlastnosti Kroneckerova souc¢inu plyne tvrzeni.

Véta 5.9 Necht se ndhodny vektor Y #idi MGLM vyvéazZeného jednoduchého tii-
déni plné hodnosti s kanonickym linkem g dle poznamky 5.2, pak pro skérovou
statistiku z lemmatu 5.8 pro test hypotézy Hy : [Bs, ... ,BZ] = 0 proti alternative
A:[By,...,BL] # 0 1ze psat S = S* + 0,(1), kde

1
S*=NY" (I, — ﬁ1n13) X (m| Y.

Diikaz. Dikaz spociva v aproximaci varianéni matice 37'(Y"). Z lemmatu 5.3 plyne
VN — @) & N, (O, % " E(ui)), z ¢ehoz podle lemmatu A5 vyplyvd Y — @1 =
O,(N7Y2) a dle lemmatu A.7 pak Y = [ + 0,(1). Nyni tedy dle lemmatu A.9 lze
psat

STHY) =37 (@) +op(1).
Tedy

ST(Y)S(R) = I, +0p(1).

Po dosazeni do skérové statistiky dostavame

S = NY' (In—%1n1:)®(1p+op(1))2l(ﬁ)} Y

1
= NY"' |(I, - ﬁ1n13) ® 2_1(ﬁ)} Y +

1
+NY?T (I, - 51"13) @2 @)| Yo,(1).

Protoze dle dukazu dusledku 5.10 méa kvadratickd forma

1
NYT (I, - El"lg) X' (@)Y

asymptotické rozdéleni linedarni kombinace nezdvislych necentrdlnich x? rozdéleni,
Ize dle lemmatu A.5 psat

S = NY'|(I, - %1,;3) ® EI(E)} Y + O,(1)o,(1).

Odtud uzitim vztahu (A.3) plyne tvrzeni.
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Disledek 5.10 Jsou-li splnény predpoklady vety 5.9, pak
qn
S ~ Z AZZX2(17 51) ’
i=1
piicemz §; = N(cf p)?, kde c; je i-ty vlastni vektor odpovidajici i-tému vlastnimu
¢islu Ay matice [(I, — 11,17) @ X7 ()] =, pricemz plati ¢fXe; = 0 pro i # j
aciYe,=1,i,7=1,...,qn.
Diikaz. Podle véty 5.9 konverguje statistika S v pravdépodobnosti k S*, jejiz rozdeé-
lenf uréfme dle lemmatu B.1. Ozna¢me A = [(I,, — 21,17) ® 7'(z)]. Ndhodnou
velicinu S* lze psat ve tvaru
S*=NY —p)"A(Y —p) +2Np " A(Y — p) — Np"Ap.
Protoze utA € M(A) z lemmatu B.1 a 5.3 obdrzime
nq
S*+ Nu"AA Ap+ NpTAp B > Aix®(1,6;),
i=1
kde §; = N(c] A~ Au)?, kde ¢; je i-ty vlastni vektor odpovidajici i-tému vlastnimu
¢islu Ay; matice AX, pricemz plati ¢/ Xe; = 0proi # jac! Xe; = 1,0, 5 =1,...,qn.
Nejprve, z definice pseudoinverzni matice vime, ze AA~ A = A. Déle, protoze je ¢;
vlastni vektor matice AY¥ musi platit

Po znésobeni obou stran rovnice matici AA~ dostdvame
AiiAA_ci = 1414_142CZ = AECZ‘7

coz diky (5.3) znamend

Nie;, = NyAA ¢ .
Tedy je-li A;; # 0 lze prislusny parametr necentrality pocitat primo jako d; =
N(clp)?. V opacném pifpadé, kdy A; = 0, parametr §; rozdéleni statistiky S*
neovlivni, mizeme tedy polozit §; = N(cfp)?. Celkem ma podle lemmatu A.4 statis-
tika S v tvrzeni uvedené rozdéleni.

5.4 Aproximace sil testi zalozenych na AD a S

Véta 5.11 Necht se ndhodny vektor Y #{di MGLM vyvézeného jednoduchého
ttidéni plné hodnosti s kanonickym linkem g dle poznamky 5.2, pak pro testovaci
statistiky AD, S pro test Hy : [B3,...,8L] = 0 proti A: [B;,...,8~] # 0 lze pii
platnosti hypotézy Hy psat S = S* + 0,(1), AD = S* + 0,(1), pficemz

1
S*=NY"' (I, - 51,11;{) X )| Y,

kde p je g-rozmérny vektor rovny g~ !(a). Navic asymptotické rozdéleni testovacich
statistik jsou shodnad AD X x?((n — 1)N), S < x*((n — 1)N).
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Dikaz. Tvrzeni S = S* 4 0,(1) plyne piimo z véty 5.9. Pro aproximaci deviance
pii platnosti hypotézy vyuzijme vétu 5.5

AD*=AD(1,®@pu)+2Na" (Y -1, @p) + N(Y -1, u)"A(Y -1, @ ).

Ptitom plati AD(1,® p) =0,a =0 a

A = <In — l1,113> I INE
n

Protoze z vlastnosti Kroneckerova souc¢inu plyne

1
(1. - 117 027w L@ ul =0,
odvodime
NY -1,ou)"A(Y -1, ou)=NYTAY . (5.4)

Odtud plyne AD = S* + 0,(1).
Navic, protoze dle lemmatu 5.3 plati ¥ = N,,,(1, ® p, I, ® +3(p)) a matice

1 1
NA <In =% ) = (In — —1n1T> I
® N (1) n n) ©@dg
je symetrickd a idempotentni, uzitim véty 4.16 v [1] odvodime
as ]‘
S & \(Tx (<1n - —1n13> ® Iy)).
n
Ptitom ziejmé
Lo Lo
Tr <<In — _1n1n> ® IN> = Tr (In — _1n1n> Tr(Iy) =
n n
1
=1 (In — —LJZ) N =(n—-1)N.
n

Dusledek 5.12 Necht se ndhodny vektor Y #idi MGLM vyvéZeného jednoduché-
ho ttidéni plné hodnosti s kanonickym linkem g dle poznamky 5.2. Pak pii n — oo
Ize aproximovat silu testu Bap (resp. Bs) hypotézy Hy : [B3,. .. ,Bz] = 0 proti
alternativé A: [B,...,8L] # 0, zalozeného na statistice AD (resp. S), v bodé
B4 € B Cc R"! pii hladiné vyznamnosti o jako

Bap(a) = 1—Fap(xio((n—1)N)), (5.5)
fBs(a) = 1= Fs(xi_o((n —1)N)), (5.6)

kde za distribuéni funkci Fap, resp. Fg, dosazujeme piislusné distribucéni funkce
asymptotickych aproximaci rozdéleni statistik z dusledku 5.6, resp. 5.10.

Dikaz. Tvrzeni plyne z duisledku 5.10 a 5.6 a véty 5.11.
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Kapitola 6

Porovnani aproximaci sil testu

v MGLM

Snahou této kapitoly je porovnat aproximace sil testu o parametrech mnohoroz-
mérného zobecnéného linearnitho modelu vyvazeného typu jednoduchého tridéni
z poznamky 5.2 (dale jen MGLM1), které jsou odvozeny v kapitolach 5 a 4. Stejné
jako v kapitole 5 se zamérime na sily testu hypotézy Hy : 3, = 0, ¢ = 2,...,n.
Protoze je v kapitole 5 odvozena sila testu zalozenych na statistikach AD a S bude
pozornost vénovana témto dvéma statistikam.

Povsimnéme si nejdiive nékolika zakladnich rozdili mezi aproximacemi fadu
o(n1/2) z kapitoly 4 (v dalsfm oznaceny Al), aproximacemi iddu o(1) z kapi-
toly 4 (v dalsim oznaceny A2) a aproximacemi fadu o(1) z kapitoly 5 (v dalsim
oznaceny A3). Na rozdil od aproximace sil A3 jsou aproximace Al a A2 zalozeny
na Pitmanové ptistupu, pfi kterém je uvazovana posloupnost jednoduchych alter-
nativ Ay : [B;,..., 81" = en, piicemz ey = O(N~'/2). Z tvarii aproximaci tedy
vyplyva, ze by aproximace A3 mély odpovidat simulovanym sildm vice nez aprox-
imace Al a A2 zejména v alternativach odpovidajicich vétsim hodnotam c, viz.
poznamka 4.7.

Navic je tfeba zduraznit, ze z tvaru aproximaci sil Al je zfejmé, ze jejich oborem
hodnot neni nutné interval (0, 1). Nicméné, protoze zminované aproximace vychdzi
z asymptotickych aproximaci distribu¢nich funkci, 1ze tento nevhodny rys aproxi-
mace oCekavat zejména pri nizsich rozsazich vybéru.

Nésleduji ukazky srovnani navrzenych aproximaci se simulovanymi silami v mo-
delu MGLM1 s rozdélenim multinomickym, transformovanym Dirichletovym, Wi-
shartovym, binomickym, Poissonovym, gama a negativné binomickym. V modelech
s jednorozmérnym rozdélenim byly parametry modelu voleny tak, aby bylo mozné
sledovat vliv rusivych parametru (e) na sily a vlastnosti aproximaci. Ve vSech mod-
elech byly voleny rozsahy vybéru postupné 10, 50 a 150, vyjimkou byl pouze MGLM1
s multinomickym rozdélenim, kde byly simulace provedeny pro rozsahy 20, 50 a 150.
Pro kazdou zvolenou alternativu byla z 500 simulaci, popi. z 1000 simulaci pro
MGLM1 s multinomickym, transformovanym Dirichletovym, Wishartovym rozdéle-
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nim, spoctena relativni ¢etnost zamitnuti hypotézy Hy uzitim testu zalozeného na
statistice AD a S. Ptipady, ve kterych iterac¢ni proces odhadu parametru divergoval,
byly z vypoctu relativni ¢etnosti zamitnuti hypotézy vylouceny.

V grafech jsou srovnavany simulované sily (oznaceno indexem S) s aproximacemi
fadu o(n=1/2) (oznaceno indexem Al) a iadu o(1) (oznaceno indexem A2) vychaze-
jicimi z pozndmky 4.6 a aproximacemi tadu o(1) dle kapitoly 5 (oznaceno indexem
A3). Zapis [ oznacuje silu testu zalozeného na Devianci AD, naopak zéapis (s
predstavuje silu testu zalozeného na skérové statistice S.

Obrazky uvedené v této kapitole byly ziskany pomoci programu v Matlabu, které
lze nalézt v adresatich srovnani_1dim, srovnani_diri, srovnani_Mn, srovnani_Ws
na prilozeném CD.

6.1 Multinomické rozdéleni

V obrazcich v 6.1 jsou uvedena srovnani sil testu zalozenych na Devianci a skérové
statistice v MGLM1 s multinomickym rozdélenim

glp)=a+p8,, i=1,23, (6.1)

kde a = [1,2,1,2]T/10, B, = 0, B, = [2,1,1,1]T a B3 = [1,1,1,2]T. Sily jsou
vyneseny v zavislosti na koeficientu ¢ dle poznamky 4.7. Rozsah simulaci byl v kazdé
zvolené alternative 1000.

6.2 Transformované Dirichletovo rozdéleni

V obrazcich v 6.2 jsou uvedena srovnani sil testu zalozenych na Devianci a skérové
statistice v MGLM1 s transformovanym Dirichletovym rozdélenim z piikladu 2.8

g(ﬂ'i) = o+ /Biv 1=1,2, (62)

kde a = [2,4]%, B, = 0, B, = [1,3]T, pii ar = 20. Sily jsou vyneseny v zéavislosti
na koeficientu ¢ dle poznamky 4.7. Rozsah simulaci byl v kazdé zvolené alternativé
1000.

6.3 Wishartovo rozdéleni

V obrazcich v 6.3 jsou uvedena srovnani sil testu zalozenych na Devianci a skérové
statistice v MGLM1 s Wishartovym rozdélenim se stupném volnosti 3 z prikladu 2.9

kde a = [-1,—-1,-1]T, B, = 0, B, = [-0.5,-0.5,—0.5]T. Sily jsou vyneseny
v zavislosti na koeficientu ¢ dle poznamky 4.7. Rozsah simulaci byl v kazdé zvolené
alternative 1000.
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6.4 Binomické rozdéleni

V obrazcich v 6.4, 6.5, 6.6 jsou uvedena srovnani sil testu zalozenych na Devianci
a skorové statistice v MGLM1 s binomickym rozdélenim Bi(10u;, 10)/10,i = 1,2, 3,4

=+ (G—1Dh, i=1,234, (6.4)

kde za hodnoty p; jsou postupné voleny 0.1, 0.4, a 0.6. Sily jsou vyneseny v zavislosti
na koeficientu h. Rozsah simulaci byl v kazdé zvolené alternativé 500.

6.5 Gama rozdéleni

V obrazcich v 6.7, 6.8, 6.9 jsou uvedena srovnani sil testu zalozenych na Devianci
a skoérové statistice v MGLM1 s gama rozdélenim G(3.5, u1;/3.5),1 = 1,2,3,4

wi =+ (G —1h, i=1,234, (6.5)
kde za hodnoty pq jsou postupné voleny 1, 5, a 10. Sily jsou vyneseny v zavislosti

na koeficientu h. Rozsah simulaci byl stejné jako v modelech s jinymi rozdélenimi
v kazdé zvolené alternativée 500.

6.6 Poissonovo rozdéleni

V obrazcich v 6.10, 6.11, 6.12 jsou uvedena srovnani sil testu zalozenych na Devianci
a skérové statistice v MGLM1 s Poissonovym rozdélenim Po(p;),i =1,2,3,4

pi =+ G—1h, i=1,234, (6.6)

kde za hodnoty p; jsou postupné voleny 1, 5, a 10. Sily jsou vyneseny v zavislosti
na koeficientu h. Rozsah simulaci byl v kazdé zvolené alternative 500.

6.7 Negativné binomické rozdéleni
V obrazcich v 6.13, 6.14, 6.15 jsou uvedena srovnani sil testu zalozenych na Devianci
a skérové statistice v MGLM1 s negativné binomickym rozdélenim NB(3, ﬁ),z =
1,2,3,4

i =p1+(@—1h, 1=1,234, (6.7)

kde za hodnoty g jsou postupné voleny 1, 5, a 10. Sily jsou vyneseny v zavislosti
na koeficientu h. Rozsah simulaci byl v kazdé zvolené alternative 500.
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6.8 Zavéry

V mnoha pripadech v obrazcih 6.1 — 6.15 je mozné pozorovat znacny rozdil v ap-
roximacich Al, A2 a A3. Pti nizsich poctech pozorovani se v nékterych pripadech
projevila nepiijemna vlastnost aproximace Al totiz, ze nabyva hodnot vyssich nez
1, viz. napf. obrazek 6.1(a), 6.4(a), 6.7(a), 6.10(a), 6.13(a). Casto se také ukazovala
aproximace A2 jako nejvice odpovidajici simulovanym silam a to zejména pro vyssi
hodnoty ¢, viz. napt obrazek 6.4(a), 6.8(a), 6.10(a), 6.13(a). V nékterych piipadech
se aproximace A2 jevila jako nejméné vhodnd, viz. napt. obrézek 6.1(b), 6.2(c),
6.4(a), 6.8(a), 6.10(a), 6.13(a). V obrézcich lze téz pozorovat, ze rusivy parametr a
ma vliv na kvalitu aproximaci. Poznamenejme také, ze rozdily mezi aproximacemi
se s rostoucim poctem pozorovani N zmensuji.

Z této simula¢ni studie tedy vyplyva, ze v pripadé testu hypotézy Hy v MGLM1
zalozenych na AD nebo S je pro aproximaci jejich sil nejvhodnéjsi volit aproximaci
A3 z kapitoly 5. Dalsi navrhované aproximace Al a A2 jsou vhodné spise v ,,blizsich”
alternativach odpovidajicich nizsim hodnotdam ¢, popt. h. S rostoucim poctem po-
zorovani N se ovSem i tyto aproximace priblizuji simulovanym sildm testu.
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0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5
Koeficient ¢

(a) 20 pozorovani v kazdé tiidé jednoduchého tiidént

Koeficient ¢

(b) 50 pozorovani v kazdé t¥idé jednoduchého tiideéni

Koeficient ¢

(¢) 150 pozorovani v kazdé tiideé jednoduchého tiidéni

Obrazek 6.1: Srovnani simulovanych sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1), dle
dusledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s multinomickym rozdélenim



Koeficient ¢

(a) 10 pozorovani v kazdé tiidé jednoduchého tiidént

Al
1
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Obrazek 6.2: Srovnani simulovanych sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1), dle
dusledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLMI1 s transformovanym Dirichle-
tovym rozdélenim z 6.2. 80
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Obrazek 6.3: Srovnani simulovanych sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1), dle
dusledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s Wishartovym rozdélenim
z 6.3. 81
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Obréazek 6.4: Srovnani simulovanych sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1), dle
dusledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s binomickym rozdélenim z 6.4.
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Obrazek 6.5: Srovnani simulovanych sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1), dle
dusledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s binomickym rozdélenim z 6.4
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Obréazek 6.6: Srovnani simulovanych sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1), dle
dusledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s binomickym rozdélenim z 6.4.
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Obrazek 6.7: Srovnani simulovanych sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1), dle
dusledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s gama rozdélenim z 6.5.
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Obrazek 6.8: Srovnani simulovanych sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1), dle
dusledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s gama rozdélenim z 6.5.
86



1.2 T T . . . . .

Koeficient h
(a) p1 = 10, 10 pozorovéni v kazdé tiidé jednoduchého t¥idéni
1.2 r T T T .

Koeficient h
(b) w1 = 10, 50 pozorovani v kazdé tridé jednoduchého tiident
1.2 T T T T .

0.8

0.6

0.4

0.2

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5
Koeficient h
(¢) p1 =10, 150 pozorovani v kazdé tiidé jednoduchého tiidéni

Obrazek 6.9: Srovnani simulovanych sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1), dle

dusledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s gama rozdélenim z 6.5.
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Obrazek 6.10: Srovnani simulovanych sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1),
dle dusledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s Poissonovym rozdélenim
z 6.6. 88
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Obrazek 6.11: Srovnani simulovanych sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1),
dle dusledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s Poissonovym rozdélenim
z 6.6. 89
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Obrazek 6.12: Srovnani simulovanych sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1),
dle dusledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s Poissonovym rozdélenim
z 6.6. 90
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Obrazek 6.13: Srovnani simulovanych sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1),
dle dusledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 se negativné binomickym
rozdélenim z 6.7. 91
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Obrazek 6.14: Srovnani simulovanych sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1),
dle dusledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 se negativné binomickym
rozdélenim z 6.7. 92
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Obrazek 6.15: Srovnani simulovanych sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1),
dle dusledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 se negativné binomickym
rozdélenim z 6.7. 93
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Z.aver

Dizertacni prace je zamérena na vlastnosti mnohorozmérnych zobecnénych lineér-
nich modelu, predevsim pak na sily testi o parametrech MGLM.

Protoze je v literatufe z mnohorozmérnych rozdéleni, které lze popsat pomoci
MGLM, zminovano pouze mnohorozmérné normalni a multinomické rozdéleni, bylo
snahou urcit dalsi mnohorozmérna regularni rozdéleni exponencidlniho typu. Ve
veté 2.2 jsou proto uvedeny predpoklady, pii kterych je hustota exponencialniho
typu regularni. Byly nalezeny dalsi dva piiklady mnohorozmérnych rozdéleni ex-
ponencialniho typu — Transformované Dirichletovo a Wishartovo — u kterych byla
ovérena regularita na zakladé véty 2.2. Déle byly odvozeny maximalné vérohodné
odhady pfirozeného parametru hustoty exponencialniho typu zalozené na nahodném
vybéru ze zvoleného rozdéleni.

V kapitole 3 byl popsdan mnohorozmérny zobecnény linearni model. Vétsi po-
zornost byla vénovéna tvrzeni z ¢lanku [9] tykajici se asymptotickych vlastnosti
covany. Dale byly odvozeny asymptotické oblasti spolehlivosti pro vektor kontrastu
parametru modelu vychdazejici z Bonferroniho nerovnosti, metody maximalniho mod-
ulu a z Scheffeho metody. Na zavér jsou uvedeny testové statistiky — deviance AD,
Waldova statistika W a skérova statistika S — uzivané v MGLM pro test linearnich
hypotéz o parametrech modelu. Kapitolu 3 uzavira ukazka uziti modelu pii genetické
predikci rizik sepse u détskych pacientu.

Kapitola 4 je vénovana aproximacim sil testu hypotézy o subvektoru vektorového
parametru modelu, které jsou zobecnénim piistupu v élanku [5]. Aproximace v tomto
clanku jsou zalozeny na tzv. Pitmanové pristupu, pii kterém uvazujeme test hy-
potézy Hy proti posloupnosti alternativ A,, konvergujicich k hypotéze Hy. Ke stano-
veni aproximaci v MGLM bylo tfeba predevsim odvodit tvary piislusnych poli ku-
mulantu IK , IK a IK__. Aproximace v [5] vychazi z aproximaci sil testi v obecné
teorii maximdlni vérohodnosti v élancich [15, 36, 14], které jsou znacéné vypocetné
narocné. Protoze jsou v nékterych c¢lancich postupy vypoctu pouze naznacené, je
detailnimu odvozeni téchto aproximaci vénovan dodatek C. V kapitole 4 jsou uve-
deny jak aproximace sil fadu o(1) tak aproximace fddu o(n~*/?). Aproximace fadu
o(n~1/2) bylo tieba odvodit, aby bylo mozné stanovit rozdily mezi aproximacemi
sil pro jednotlivé statistiky. Aproximace fadu o(1) jsou totiz pro vSechny statistiky
shodné. Teoretické vysledky kapitoly jsou doplnény simulacemi v MGLM s multi-
nomickym, Wishartovym a transformovanym Dirichletovym rozdélenim zalozenymi
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na matlabovskych programech, které lze nalézt na ptilozeném CD.

Na rozdil od predchozi kapitoly je kapitola 5 zamétena na sily testu zalozenych na
AD a S o parametrech MGLM typu vyvazeného jednoduchého t¥idéni. V takovém
modelu je totiz mozné odvodit aproximaci sil, kterd nevychéazi z Pitmanova pristupu.
Navic staéi stanovit pouze aproximace Fadu o(1), protoze ty jiz mohou rozlisSovat
mezi silami testu zalozenych na AD a S. V dukazech tvrzeni v kapitole 5 bylo tfeba
stanovit rozdéleni kvadratické formy nahodného vektoru s normalnim rozdélenim,
proto je dodatek B vénovan rozdéleni kvadratickych forem a numerické aproximaci
jejich distribucnich funkei.

Na zavér byla provedena simulacni studie pro srovnani moznych aproximaci sil
testi v MGLM typu vyvazeného jednoduchého tiidéni. Ukazalo se, aproximace
z kapitoly 5 jsou v takovém ptipadé nejblize simulovanym sildm, naopak aproxi-
mace Fadu o(1) vychazejici z kapitoly 4 se casto jevily jako nejméné vhodné. Navic
se v nékterych pifpadech projevila nepifjemnd vlastnost aproximaci fadu o(n="/?)
z kapitoly 4 totiz, ze pii nizkych poctech pozorovani muze aproximace sily nabyvat
hodnot mimo interval (0, 1). Pro simulac¢ni studii byly sepsany programy v Matlabu,
které lze nalézt na prilozeném CD.

Simulované sily testu zalozenych na testovych statistikich AD, W a S nabyvaly
casto velmi blizkych hodnot, nicméné obecné nelze stanovit statistiku, ktera by ve
vsech modelech dosahovala nejvyssi sily.
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Dodatek A

Poznamky o symbolech o, a O,

Tvrzeni tykajici se konvergence posloupnosti nahodnych veli¢in a ndhodnych vektoru
1ze nalézt napiiklad v monografiich [46, 40, 4]. V tomto odstavci jsou pro uplnost
uvedena v praci uzita tvrzeni.

Definice A.1 Necht {X,}°°, je posloupnost ndhodnych vektoru a {b,}°2, je pos-
loupnost kladnych redlnych ¢isel. Piseme X, = 0,(b,), jestlize pro kazdé ¢ > 0,
plati

Tim P(| X0 /by <) = 1.

V takovém piipadé fikdame, ze posloupnost { X, /b, }>2 , konverguje v pravdépodob-
nosti k nule.

Déle také znacime X, = O,(b,), jestlize pro kazdé n > 0 existuje konstanta
K (n) a ptirozené cislo n(n) tak, ze pro kazdé n > n(n) plati

P(| X 0| /bn < K(n)) = 1—17.

V takovém piipadé tikame, ze posloupnost { X, /b,}52, je omezend v pravdépodob-
nosti.

Lemma A.2 Pro konvergenci v pravdépodobnosti a omezenost v pravdépodobnosti
pii b, > 0 plati

op(1) +0p(1) = 0p(1) (A1)
0p(1) +0p(1) = Op(1) (A.2)
0p(1)0p(1) = 0p(1) (A.3)
0p(bn) = bnop(1) (A.4)
Op(bn) = bnOp(1) (A.5)
0p(Op(1)) = 0p(1) (A.6)

Dukaz. Myslenku dukazu lze nalézt napt. v [46].

97



Lemma A.3 Necht {X,}22, je posloupnost ndhodnych vektoru a existuje X tak,
ze X, = X + 0,(1), pak X,, konverguje v distribuci k X.

Dukaz. Dukaz tvrzeni lze nalézt na str. 10 v [46].

Lemma A.4 Necht {X,}22, a {Y,,}>°, jsou posloupnosti ndhodnych vektoru ta-
kovych, ze X, konverguje v distrubuci k X a Y, = X,, 4+ 0,(1), pak Y,, konverguje
v distribuci k X.

Dukaz. Dukaz tvrzeni lze nalézt na str. 10 v [46].

Lemma A.5 Necht {X,}22, je posloupnost ndhodnych vektoru a existuje X tak,
ze X, konverguje v distribuci k X, pak X,, = O,(1).

Dukaz. Dukaz tvrzeni lze nalézt na str. 8 v [46].

Lemma A.6 Necht {X,}°, je posloupnost ndhodnych vektoru, pro kterou X, =
X +0,(1), pak X, = X 4+ O,(1).

Diikaz. Dle lemmatu A.3 X, konverguje v distribuci k X . To tedy dle lemmatu 2.8
(i), str 11 v [46] znamend, ze X, — X konverguje v distribuci k 0 a odtud s uzitim
lemmatu A.5 plyne tvrzeni.

Lemma A.7 Necht {X,}°, je posloupnost ndhodnych vektoru, pro kterou X, =
O,(b,), pticemz lim,, o b, = 0, pak X,, = 0,(1).

Dikaz. Dukaz provedeme piimo z definice. Je tteba ukazat, ze pro kazdé e a kazdé
n existuje n; tak, Ze pro vsechna n > ny plati

P(IX.) <) >1—7.

Zvolme tedy libovolné pevné ey. Z predpokladu plyne, ze pro kazdé n, existuje K
a no tak, ze pro vSechna n > no plati

P(1X ]| < b.K) > 1.

Déle, protoze lim,, .., b, = 0, existuje ng tak, ze pro vSechna n > nj plati b, K < gy.
Volbou n; = max{ns, n3} tedy dostavame tvrzeni.

Lemma A.8 Necht y € R? a pro funkce g(z) : R? — R a f(x) : R? — R pro
kazdé r > 0 plati f(x) = g(x)+o(||[x — y|"), pii || — y|| — 0. Déle necht {X,}>,
je posloupnost ndhodnych vektoru s vybérovym prostorem, ktery lezi v definiénim
oboru funkei f a g, pro kterou X,, = y + 0,(b,), pak f(X,) = g(X,) + 0,(b],).

Dukaz. Z lemmatu 2.12, str. 13 v [46] plyne f(X,) = ¢(X,) + o,(| X — y").
Protoze X,, =y + 0,(by), z ¢ehoz je dle lemmat A.6 a A.2 plyne X,, =y + O,(b,),
a navic plati 0,(0,(1)) = 0,(1), 1ze psat f(X,) = g(X,) + 0,(b],).
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Lemma A.9 Nechf g : R¥ — R™ je spojitd funkce v kazdém bodé mnoziny C
takové, ze P(X € C) = 1.

1. Konverguje-li ndhodny vektor X, v distribuci k X, pak konverguje g(X,)
v distribuci k g(X).

2. Pokud X,, = X + 0,(1), pak konverguje g(X,) = g(X) + 0,(1).

Dukaz. Dukaz tvrzeni lze nalézt v [46] na str. 7.
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Dodatek B

Poznamky o rozdéleni
kvadratickych forem

Lemma B.1 Necht ndhodny vektor Y ~ N, (g, X), matice X je reguldrni, matice
A typu ¢ x q je symetrickd, vektor a € RY, takovy, ze a € M(A) a konstanta
a € R. Pak pro ndhodnou veli¢inu

Z=(Y -w)TAY —p)+2a"(Y —p) +a
plati
q
Z —+ aTA*a —a ZA“X2(1, 61)
i=1

s parametry necentrality §; = (¢} A~ a)?, kde ¢; je i-ty vlastni vektor odpovidajici i-
tému vlastnimu &fslu A;; matice AX, piicemz plati ¢/ Xe; = 0proi # jacl Xe; = 1,
1=1,...,q.

Diukaz. Ztransformujme ndhodny vektor Y na Z =Y — u + A a. Potom lze
nahodnou velicinu Z zapsat ve tvaru

7 = Z'AZ -a"Aa+ta=
= Y -wA(Y —p)+2a"A"AY —p) +a'A"AA a—a"A a +a,

AA a=AA"Au=Au=a, (B.1)

kde existence w plyne z podminky a € M(A). Pritom z predpokladu plyne, ze
Z ~ Ny (A a,%). Vektor V. = X72Z m4 tudiz jednotkovou varianéni matici.
Nyni lze psat

Z+a"A a—a=V"'S?ATV
Ze spektralniho rozkladu symetrické matice £/2AXY? (viz. [38], str. 62) na DADT

dostavame
Z+a'A"a—a=V'DAD"V .
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Poznamenejme, ze pii spektralnim rozkladu volime matici D tak, aby D'D=1 q-
Protoze D'V ~ N, (D"27V2Aa, I,), je kvadratickd forma V' DAD™V linedrni
kombinaci nezavislych necentralnich x? rozdélenych ndhodnych velicin s jednim
stupném volnosti a parametrem necentrality §; = (d?Eil/ A a)?, kde d; je i-ty
sloupec matice D, tedy i-ty vlastni vektor matice 2?2 AXY2. Pro vlastni vektory
matice X2 AXY? ale plati

S2ARY2d, = Aud,;
tedy kvuli regularité variancéni matice 3 lze také psat

AXY2d, = A2 Y2d;
AXY V24, = AE V2,

Pro urcen{ parametri necentrality proto staci nalézt vlastni vektory ¢; = X71/2d,
a vlastni ¢fsla A;; matice AX. Je ale tfeba volit takové vlastni vektory, aby DT D =
I, tj. C"SC = I,. Odtud plyne tvrzeni.

Na zavér tohoto dukazu ukazme, ze parametry rozdéleni jsou urceny jednoznacneé.
Nejprve, rozdéleni nahodné veliciny Z nezavisi na volbé pseudoinverzni matice A™.
Piedné hodnota a® A~ a nezdvisi podle véty A.25, str. 326 v [1], na A~ protoze
plati vztah (B.1). Pseudoinverze A~ vystupuje také v parametrech necentrality y?
rozdéleni. Predpokladejme, ze vlastni ¢islo A;; je nenulové. V opacném pripadé i-ty
sCitanec neptrispiva do rozdéleni a proto neni tieba sledovat zavislost jeho parametru
necentrality na volbé pseudoinverze A~ . Protoze pro i-ty vlastni vektor matice AX
plati

AECZ' = A“CZ s
tedy

1 T

—c/SA=c'

Aiicl G

lze vyjadrit odmocninu z parametru necentrality s uzitim vztahu (B.1) jako

\/57 =clAa= AiciTZAA_a = Aicl-TZa.

7 7

To znamend, ze parametr necentrality ¢;, a tedy celé rozdéleni nahodné veliciny 7,
nezavisi na volbé pseudoinverzni matice A™.

Rozdéleni nahodné veliciny Z také nezavisi na volbé ortonormalni béze vlastnich
vektoru ve vlastnim podprostoru prislusné vicendsobnému vlastnimu cislu, kterd
neni jednozna¢né urcéena. Oznacme J C {1,...,¢} mnozinu vSech indexu vlastnich
vektoru pifslusnych vlastnimu éislu Aj;, které tvoif sloupce matice Cjy. Necht T
je ortogondln{ matice (TTT = TT" = I,) rotace baze na E(J) = C (5T Pak clen
vsouctu S8 | Ayux?(1,6;) odpovidajici vicendsobnému vlastnimu éislu Ay, lze zapsat
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jako Agx 3,cs X2(1,6;), coz diky nezdvislosti jednotlivych slozek souctu z definice
necentralniho x? rozdéleni odpovidd Agpx?(3,es 1, iy ;). Piitom ale

Z 0 = Z a’A cic;A a =
e icJ
= aTA_C(J)C(TJ)A_a =
— a"A CTT'Cl A a=d"A C(,C A a.

Proto rozdéleni nezavisi na volbé baze vlastniho prostoru ptislusného vicenasobnému
vlastnimu cislu.

Poznamka B.2 Charakteristickd funkce rozdéleni 37, Ayix?(1,6;) je dle [43], str.
278, tvaru

p—1 itl;0?
bo(t) = i (ht) - pa(lp-at) = T] (1 = 2itl;) "2 exp {ﬁ} ’
i—1 !

kde 1;(t) je charakteristické funkce rozdéleni x?'(1,6;), 7 = 1,...,p — 1. Distribuénf
funkce 7, Aiix?(1, 6;) pak muze byt odvozena pomoci inverzni Gil-Pelaezovy for-
mule, viz. [13],

Py = L L [ (220,

2 0w

Distribuéni funkci % ; Ayix%(1, §;) vSak nelze vyjadiit analyticky. Jednou z moznosti
jeji aproximace je vyuziti numerické integrace lichobéznikovou metodou. Vypocet
aproximace distribuéni funkce 37, Ay;ix?(1, 6;) zaloZeny pravé na této metode, ktery
v Matlabu zprogramoval RNDr. Viktor Witkovsky, CSc., viz. [48], byl uzit pfi simu-
laénich studifch v této dizertacni préci. Clanek [49] se zabyva aproximaci distribuéni
funkce F'(z) zalozenou na numerické integraci, mimo jiné je zde vyuzita ke stanoveni
sil testi v klasické ANOVE dvojného tifdéni.

Dale je také mozné distribuéni funkci 71 Ayux?(1,6;) aproximovat distribuéni
funkef linedrn{ transformace ndhodné veliciny s rozdélenim x?(v), stanovené tak, aby
jeji prvni tii momenty byly shodné s prvnimi tfemi momenty aproximované ndhodné
veli¢iny. Srovnani této aproximace s vyse popsanou aproximaci lze nalézt v [20].
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Dodatek C

Sila asymptotickych testu
zalozenych na vérohodnostni
funkci

V nasledujicim dodatku predpokladéame, ze nahodné vektory Y, ..., Y, jsou neza-
vislé s regularnimi hustotami f;(y,;8),7 = 1,...,n,3 € RP, pro které existuji druhé
a treti parcidlni derivace vzhledem k parametru B a pfitom hustota nahodného
vektorn Y = [Y7], ..., YT spliiuje podminky (1.1) a

83f(y76) du(y) =0 . (C.1)

| “opopop

Déle predpoklddame, Ze existuje matice IL z poznamky C.1 a pole IK  z poznamky
4.1 ma konecné prvky.

Uvazujme rozdéleni parametru 8 na dva subvektory 8 = [B], 81]T, rusivy pa-
rametr 3, € R" a cilovy parametr 8, € RP™". V néasledujicim budeme vénovat
pozornost silam testu hypotézy Hy : B, = B,y proti Pitmanové posloupnosti jed-
noduchych alternativ A,: By, = Boy + €0 = Bya, kde €, = O(n~Y?), piicemz
predpokladame, ze maximalné vérohodné odhady parametru 3 pti Hy i A,, existuji
a jsou jednoznacné urcéeny pro n > ng.

Testy hypotézy Hy proti posloupnosti alternativ A,, je mozné zalozit na statis-
tikdch uzivanych v teorii maximalni vérohodnosti, tj. Devianci, Waldové statistice
a skorové statistice, které jsou uvedeny v poznamce 3.26. Protoze ve vétsiné pripadu
nemohou byt sily studovanych testu vyjadieny analyticky, je pozornost vénovana je-
jich asymptotické aproximaci. Navic, abychom byli schopni rozlisit sily testu zalozené
na jednotlivych statistikach, je tfeba odvodit aproximaci statistik fadu op(n’l/ 2,
nebot aproximace fddu o0,(1) jsou u vSech vyse zminénych statistik shodné.

Cilem tohoto dodatku je souhrnné uvést odvozeni asymptotickych aproximaci sil
uvazovanych testu. Této problematice jsou vénovany clanky [14, 15, 36]. V ¢lanku
[36] je uvedena aproximace sil testt hypotéz bez rusivych parametru (r = 0), pficemz
pozornost je piedevsim vénovéna statistice AD. Clének [15] jiz studuje sily testu
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hypotéz s rusivymi parametry zalozenych na AD a W a je v ném naznacCen postup
odvozeni s uvedenymi mezivysledky. Nakonec, v ¢lanku [14] lze nalézt aproximaci
sily testu hypotéz s rusivymi parametry zalozeného na skérové statistice bez de-
tailntho odvozeni. Proto v tomto dodatku postupné odvodime asymptotické aproxi-
mace statistik AD, W a S pro test hypotézy Hy proti A,, a stanovime asymptotickd
rozdéleni téchto aproximaci, z nichz pak vyjadiime asymptotické aproximace sil
uvazovanych testu.

Poznamka C.1 Kromé oznaceni z poznamky 4.1 budeme v této kapitole uzivat
nasledujici znaceni

0 Opfr ’ _Ipfr ’ aﬁk i,j,k=1,....p
a lK_(") = n1/21K___, lL_(f?) = n1/2lL___, IK(”) = nl/QIKW, K® = n1/21K_,_,_. Povsimnéme

. cyeye

si, ze z definice pole IL__ plyne IL;;;, = Lj, 4,75,k =1,...,p.
Déle znacime

V = nl/? E1‘B1A> V = 1/2(?1_6114).
' <62—62A T BB

Pfipomenme, ze B, resp. 3, znaéf odhad parametru 8 pii alternativé A, resp. pii
hypotéze Hy, a proto z tvaru hypotézy Hy a alternativy A,, plyne

V = nl/? By — Bia _
—€,
Navic pro piehlednost zkratme symbolické zapisy

// ﬁ A7, = /...dJ,

k=1

/.../_,_Zﬁldui = /...dzu.

Na zévér uvedme znaceni

= ﬁ(") o ﬁsn o ﬁsn o ﬁé’n
= ﬁ(”) o ﬁsn o ﬁsn ) ﬁsn
= ﬁ(”) oAo ﬁsn

= ﬁ(”) 0o Ao ﬁsn

K" o€, o Me, o Me,
= Aéjl) o, o Me, o Me,
= ﬁ(”) oJ o ﬁen

= ﬁ(”) oJ o ﬁen

= ﬁ(”) oAo ﬁsn

s
|

<« T Q mEm T aw
|
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C.1 Aproximace testovych statistik

Lemma C.2 Pro trojdimenzionalni pole tietich derivaci vérohodnostni funkce pfti
alternativé plati

n’?’/zﬂAC___ =n K+ op(n’l/Q) .

Dikaz. Protoze jsou vSechny momenty n_lllACm fddu O,(n™') az na prvni, plyne
tvrzeni z CebySevovy véty v [40] str. 27, véta C.

Lemma C.3 Je-li 8, skuteéna hodnota parametru @ a plati-li 8 = 8 ,,+0,(n"/2),
B=0B4+ Op(n_l/Q)a pak
= A—l/—\
V = 227 U+
7T ' KWo7 ' Tog ‘U ~1/2
+§] K"oJ UWoJ U+oy(n 7). (C.2)
V = n'2AU +n'?Me,, +

5 AR o (AT + Me,) o (AT + Me,) +o,(n™?).  (C3)

Dikaz. Odvozeni aproximaci zalozime na lemmatu A.8. Podobné jako v dukazu véty
5.5 je proto v prvni fadé tfeba aproximovat piislusné funkce vektorového parametru
3, ve kterych jsou nahodné vektory, matice a pole nahrazeny svymi pevnymi re-
alizacemi. Pro zjednoduseni zépisu budeme aproximace nahodnych vektoru a vek-
torovych funkei rozlisovat pouze v symbolech o, a 0. Proto v aproximaci se symbolem
o chapeme vSechny nahodné vektory, matice a pole jako jejich pevné realizace. Toto
znaceni budeme uzivat i nadéle bez dalsiho upozorneéni.
Aproximujme n~! U Taylorovym rozvojem druhého stupné v bodé 3,

—_— — . ]_ —_ —~ —~ —
WO =0T 0TV 4 oK o VoV 4 o(|B - Bl

Protoze je E maximalné vérohodnym odhadem parametru 3, pfti alternative, musi
platit U = 0. Navic ze vztahu (A.6) a z predpokladu veéty plyne

A — 1 —

0=n"1?U-n'JV + §n_3/QIIC._. oV oV +o,(n ).
Odtud rekurzivnim vyjadrenim a uzitim lemmatu C.2 dostdvame dokazovany vztah
(C.2).

Podobné pro dukaz druhé casti tvrzeni vychazime z aproximace n T, Tay-
lorovym rozvojem druhého stupné v bodé 3, tvaru

— _ — S )
n'U, =n U —n g Vi —n 3T Ve + 5”_2”C1,, oVoV+o(l|B—Bul)-
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Protoze Vi, = —n~2¢,, T, = 0 a dle predpokladii [|B — B,]| = O,(n""/2) lze psét
—_— —_ _— —_ 1 —_— — —_—
0=n""?U, - n_ljnVl + n_1/2]12€n + §n_3/2”C1__ oVoV + op(n_l/Z) .
Rekurzivnim vyjadienim dostavame aproximaci nahodného vektoru V1 ve tvaru

— —_—1 —_—1—
Vi = 227, U+n'2F, T pen +
1 /-\*IA A~~~ — _—— —
+§n1/2fu K, o (AU + Me,) o (AU + Me,) + o0,(n"1/?).

Odtud jiz s uzitim lemmatu C.2 plyne dokazovany vztah (C.3).

Lemma C.4 Je-li 3, skutecna hodnota parametru 3 a plati-li B = B,+0,(n"1?),
B=0B4+ Op(n_l/Q)a pak

— —_—1
V = 027 U +o,(1),

V = AU +n'>Me, + op(1).
Dikaz. Tvrzeni 1ze dokézat obdobné jako v lemmatu C.3.

Véta C.5 Je-li 3, skutecna hodnota parametru 8 a B = B, + O,(n71/?), B =
B4+0,(n"1/%), pak pro statistiku AD z (3.28) pro test hypotézy Hy proti alternative
A pii platnosti A platif AD = AD* + 0,(n~Y/?), kde

AD* = (A-T YO+ Me) T(A-T U + Me,) -
—n PR® o (A= F U+ Me,) o (AU + Me,) o U —
LR o (3= 5D + e o

—_ - P

o((A—J YU+ Me,)o(A—J U + Me,),

Diukaz. Pro aproximaci deviance fadu op(nfl/ %) je v prvnim kroku t¥eba aproximo-

vat n~'(3) Taylorovym polynomem stupné 3 v bodé 3

113 RPN s o L im o aro s 5
n(B) = nN(B)+nUB-B) - 3" (B-B)'TB-B)+
1 = ~ = = ~ =3
+en K o (B=B)o(B=B)o(B-B)+o(lB-AI). (C4)
Protoze je E maximdlné vérohodnym odhadem parametru B pri alternative, musi
platit U = 0. Uzitim Taylorova rozvoje prvnfho stupné matice n=1fJ v bodé B3,
dostavame

T =0T —n KoV +o(|B - Ball).
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coz pii |8 — B4l = O,(n~12) a vatahu (A.6) je
n’r]\ = n’lf — n’3/2”ACM oV + op(n’l/z) )

Obdobné dostavame N -
nUIK =n"UK +o(1),

proto -
n’3/2ﬂC___ = n’3/2”Cm + op(n’1/2) .

Z predpokladu veéty a trojuhelnikové nerovnosti vyplyva, ze pro nahodny vektor
Vn(B — B), ktery lze zapsat ve tvaru

Vi(B-B)=V -V,

plati |3 — 8] = 0,(n"2), tj. 1B -8l = O0,(n~*2). Celkem z (C.4) s wzitim

lemmatu C.2 a vztahu (A.6) dostavame
AD = n"Y(V-V)"J(V-V)+
—n KMo (V-V)o(V-V)oV+
1 - S
—gn*K@ o(V-V)o(V-V)o(V-V)+o,(n . (C5)

—~—1_ —

Oznacme pro prehlednost ¢ =(A-—J U + Me,. Podle lemmatu C.3 lze
rozdil V' — V aproximovat jako

n'2(A—-J U +n'?Me, + éAK(f?) o (AU + Me,) o (AU + Me,)—
—5J K"ofJ UoJ U +o,(n?,
z ¢ehoz postupnymi tpravami dostdvame
1/27 1AA(n) I > 7l
V-V = w24 AR oC+T D)oC+T U)-
=1~ —l— =1

5 KWog TUed Utofn?) =

~ 1~ — ~ A~ —_~ ~ —~—1—

= 02+ JAKY oo+ AK Mooy U

—_ ——1

+5(A-T R e T Tod Uton?). (C6)
Proto lze prvnf séftanec n='(V — V)TF(V — V) ze vztahu (C.5) psét ve tvaru

T+ n PR 08080 ATE 4 2 PRY 0G0 T o ATE 1
RO 0 F B oF ToA-F NTE+opn ).
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Protoze ale AJC = 0, lze predchozi vyjadieni clene n=(V — V)TJ(V — V)
zjednodusit na

ETjZ’ + n_l/Qﬁ.(f‘) o j_l/ﬂj o j_lﬁ o 2 + Op(n_l/Q) . (C.7)

Druby séitanec —nLIK™ o (V —=V)o(V = V) oV ve vzorci (C.5) lze pii uziti

vztahu (C.6) a lemmatu C.4 aproximovat jako
127 I e ~1/2
—n "KM oCoCod U +op(n). (C8)
Nakonec, treti scitanec —%n_lﬁ_@ o(V=V)o(V=V)o(V —V) v aproximaci
(C.5) je mozné zapsat jako

—%n—lﬂﬁ@ 0CoCol+oyn2). (C.9)

Souctem aproximaci vsech ti{ s¢itancu (C.7), (C.8), (C.9) dostaneme tvrzeni.

Lemma C.6 Necht B € B a pro ndhodnou veli¢cinu 3,, plati 3, — 5 = 0,(n"1/2),
tak, ze o O
n1/2<5n —B)=V +0,(1),
pak o o o o o
WL T1(8,) = 0Ny + 0 2MT (L 0 VM + 0,(n~?)

kde symbol * znac¢i hodnotu ptislusné matice, resp. vektoru v bodé B

Diikaz. Aproximujme Fisherovu informacni matici J v bodé 3, Taylorovym poly-
nomem stupné 1 v bodé 3

n\I(B,) = n T +n LY on'?(8, — B) +o,(n ).

Podle predpokladu 1ze tedy psat
n ' I(B,) =0 T+ 0L o V 4oy (n ).
Pro pichlednéjsi zapis ozna¢me matici IF = L' o V. Odtud odvodime aproximaci
matice n= T 1(8,) = n ' Ta2(B,) — n T2 (8,) T (B,)T12(8,,) jako
N oz + 02y —
— (n_ljfm +n 2Ty, + op(n_m)) (n_liTu +n72Fy, + op(n_l/Q))f1 X
x (071 g +n "2 + 0,(n" %)) 4+ 0,(n71?). (C.10)

<2 . . . . .. 15 - _ -1
Uzitim vzorce pro inverzi souc¢tu matic lze matici (n L0 4+ n2F1 + oy(n 1/2))
vyjadrit ve tvaru

njfl_ll — njfl_ll (n_QJi?‘H + op(n_l/Q))(Ir + niTl_l1 (n_Zli?n + op(n_l/Z)))_1nj71_11 ,
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coz odpovida
Tt = nd 3 (02 Fy + 0,(n"Y2) (I, + 0,(1) 'nd !

Odtud

(n’ljfu 1+ n20Fy 011,(7171/2))71 = njffll — jfﬂllﬁ‘ujfﬂl + op(n’1/2) )
Dosazenim vypoctené inverze do vztahu (C.10) pro aproximaci matice n~'Js91(3,,)
dostédvame aproximaci n~'Js1(3,,) ve tvaru

N g + 2y —

- (n—olﬂm +n 2Ry + Op(n_l/Q)) (nfﬂﬂl — I T5 + op(n_l/g)) X
x (07 g +n 2 Fis + 0,(n” %)) + 0,(n71?),

Coz po upraveé odpovidd matici

n~ Dy 4+ n 2Ry, — n—1j21j1—11j12 - n_2j21j1_11ﬁ7‘12 — n—2ﬁ7‘21j1—11j12 -

_n*2j21j;11ﬁ7‘11j;11j12 + Op(nfl/z) )
Odtud plyne tvrzeni.

Lemma C.7 Waldova statistika pro test hypotézy Hy : By = B, proti jednoduché
alternative A,: B, = By + €, je tvaru

W= (8, - 62H)Tj22-1<ﬁ2 — Ban) -
Dikaz. Tvar Waldovy statistiky ziskdme dosazenim piislusného vektoru & = By
a matice C = [0,_,x,:I, ,] do vyjddeni (3.30) s vyuzitim vztahu @22]71 — Ty 1.
Véta C.8 Necht 3 = B8, + O,(n~Y/2). Pro statistiku W z lemmatu C.7 pro test
hypotézy Hy proti alternativé A pii platnosti A plati W = W* + 0,(n"1/2), kde
—~2 — —~2
W* = (J U-+eg)' Tni(J U+e,)+
— el el —~D —_2
+n VPKMWog WofJ UolJ Ty (J U+e,) +
_— D = D e
+n VP o M(J U+e,)oMJ U+e,)od U.

Dikaz. Vektor v kvadratické formé Waldovy statistiky lze psat ve tvaru
n1/2</52 — Bon) = Vy+n'le,.

Déle z predpokladu B =084 +Op(n_1/ %) a z lemmatu C.4 plyne splnénf predpokladii
lemmatu C.6, proto pti uziti vztahu (C.2) dostavame aproximaci Waldovy statistiky
ve tvaru

T
—~2 = —~2 — e e
W= <n1/2f U+n'e,+ 50 RWof Tof 1U+0p(n1/2)> x

—_ — —_ —_—~]— =
% (7 T + 0 MYED 0 n'2F DM +0,(n2)) x
—9-

—_—2 = —_ —_—1 e
x <n1/2f U+n'le,+ 50 RWof Tof U+ op(n1/2)> ,

coz po upravé odpovida tvrzeni véty.
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Lemma C.9 Skoérova statistika pro test hypotézy H:y B, = By proti jednoduché
alternative A,: B, = By + €, je tvaru

S = U/ I%U,. (C.11)

Dukaz. Protoze je odhad B1 maximalné vérohodnym odhadem, plati U, = 0.
Dosazenim U; = 0 do vyjadieni (2.3) piimo dostdvame tvrzeni.

Véta C.10 Nechf 8 = B + 0,(n~12), pak pro skérovou statistiku S z (2.3) pro
test hypotézy Hy proti alternativé A pii platnosti A plati S = S* + op(nfl/ %), kde
S* = M U—Tgp,6:) T?*M U —J,,,60) +

+n ' 2K™ o (AU + Me,) o (AU + Me,) o
—_— —T = —
oMI?*(M U —J,,,6,) —
—n V2L o jTQ(./\A/leI - fm_len) o
—_ P —_— _—— —
oI ?*(M U — J,y,60) 0 (AU + Me,,) .
Dukaz. Aproximujme vektor n U Taylorovym polynomem stupné 2 v bodé 3,
— — —_ 1 = = —
WU =0T —n2JV + 50K _oVoV +of|B- ARy

1/2

Znésobenim n'/?, dosazenim aproximace (C.3) a uzitim lemmatu C.2, C.4 a vztahu

(A.6) dostavame
n\PU = n'?U - n‘lﬂjﬁff — n_l/ij/ten +

+%n_1(1p — jz)ﬁ(") o (AU + Me,) o (AU + Me,,) + op(n=1%).
Protoze plati maticové vztahy

7 [ L 0] T [ 0 ]
g — —_—1 s _— —_— s
21j11 0 _j22.1

je subvektor n~Y/ 2, roven

— T —_
—nVPM U+ 0"V, en —

—%nlﬂTﬁ_@ o (AU + Me,) o (AU + Me,) + o,(n"/?). (C.12)

Nyni odvodime aproximaci matice nJ?? = nJy,. Protoze 8 = B, + O,(n"'/2)
a plati lemma C.4 dostavame z lemmatu C.6

n Ty = n " Taey +n 2MTFIM + op(n~1?%),
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kde IF = L™ o (n!/ 22@ + Me,,). Proto uzitim vzorce pro inverzi souctu matic

dostavame aproximaci nJy,, ve tvaru
sty — T MYF(I, + 0 M(ndo)y +0,(n” %) MTF) M3}y + 0, (n” 1)
Odtud po upravach obdrzime
ndyl, = nJ 2 —TI2M F(I,+ 0,(1)) " IMI? + o,(n""/?) =
% FERETERAT? + oy (n?) .
Navic, protoze J?2IM™* = —J? | lze psat
nd? = nJ?2 —p'?T> (L™ o (AU + Me,))J? + o,(n"Y%) . (C.13)

Dosazenim aproximaci (C.12) a (C.13) do vyjddreni skérové statistiky (C.11) dosta-
vame tvrzeni.

C.2 Asymptotické rozdéleni testovych statistik

Poznamka C.11 V nasledujicich tvrzenich bude uzita vlastnost Diracovy ¢ funkce

d(ax) = rzé(x), proa #0,

ktera plyne z toho, ze

o 1 U

[ dan)f@)de = [~ o(u)=f(=)du,

—00 — 00 m

pricemz je prava strana rovna |%L‘f(O), coz lze zapsat jako [0 5(x)|7.1b‘f(x)dx

Lemma C.12 Necht U X N(0,J). Pro sdruzenou hustotu f; skérového vektoru
n~ 2T a empirické Fisherovy informaéni matice n='J lze psét

1 — — - ~
fi = |1+ 6n*1/21[<<"> oJ 'moJ 'mo T -

.....

.....

kde
fO = f(](nil/zlu, nilj) ==
2 = 1 = d =
— (Qﬁ)fp/znp +p/2|ﬂ|—1/2 exp{—iluT‘ZT*llu} H 5<Jij — ), (C.14)

1,7=1

=1,...,
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Dukaz. K aproximaci sdruzené hustoty fi uzijeme stejné jako [36] mnohorozmérné
Edgeworthovy rady typu A. Tuto fadu lze psat ve tvaru

fi(y (2 T(k”)fo(y),

kde Diy_) Je r-ty mnohorozmérny diferencial s koeficienty, které odpovidaji rozdilu
prislusnych kumulantu r-tého stupné, k zna¢i kumulant aproximovaného nahodného
vektoru Y, v je kumulant stupné r prislusny bazické hustoté f,. Bazicka hustota fj
je hustotou normalniho rozdéleni se stfedni hodnotou a varianéni matici shodnymi se
stfedni hodnotou a varian¢ni matici vektoru Y. Podle predpokladu lze za bazickou
hustotu ndhodného vektoru n=/2T volit

_ 1 _
fon™Y2u) = (2r) P2~ 1T |12 eXp{—éuTlT’lu} :

Navic jsou viechny kumulanty matice n=!'J aZ na stfedni hodnotu, ktera je dle véty
1.4 rovna E(n™'J) = n=1J, ¥ddu O(n™1), proto za bazickou hustotu matice n=1J
volime funkci

p
fo(n ') = H o(n _1~7 —n_lﬂm =" H o(J
ij=1

i,j=1
Celkem tedy za bazickou hustotu (n=/2W, n~'J) volime funkci f ze vztahu (C.14).
Kumulanty prvniho stupné ptislusné bazické hustoté f, proto odpovidaji kumu-

lantum aproximovanych nahodnych veli¢in a koeficient u prvnitho mnohorozmeérného
diferencialu je nulovy.

Protoze
E(n'UU,) = n YT}y
E(nUAT ) = n 2K},
E(n U LU, = n 2K,

a ostatni kumulanty jsou fadu O(n~1), muzeme psat

p p P n 1 - n
fio= ot PSS (G KD D — S0 YK, DD, fo
a=1b=1c=1 :
+0(n™?), (C.15)
kde

0 0

Da - ) Da
on~—1/2 b on1J

114



Postupnym derivovanim dostavame

D.fo = —n'?{T 'ul.fo
5/<‘7bc - jbc)
5(jbc - '-”bc)
DyD.fo = —n{T Yafo+n{T  u} T ulsfo
D.DyD,fy = n3/2{.ﬂ’1u}aﬂl;1fo + n3/2{.ﬂ’1u}bﬂgc1fo +
+n3/2{lT_1 u}cﬂa_blfo — n?’/Q{J_lu}a{J_lu}b{JT—l u}.fo

DyDofo = —n**{T7'u},

Dosazenim do (C.15) dostavame tvrzeni.

Poznamka C.13 Z vlastnost! mnohorozmérného normélntho rozdéleni N, (0, I,)
lze odvodit nésledujici rovnosti

1 p
/(27?)’p/2exp{—§sz}Hdzi =1
i=1
1 P
/zi(Zﬂ)’p/zeXp{—isz}Hdzi =0
i—1
1 p
/zizj(Zw)_p/Qexp{—isz}Hdzi = i
i=1

1 p
/ZiZjZk(Zﬂ')_p/Q exp{—asz} [[dz = 0
i=1
kde 4, =1 proi=j a d;; = 0 pro i # j.

Lemma C.14 Pro trojdimenzionalni pole IK  a IL_ plati

K. oy oyoy; = 3K oy, oy,oy;—IK oy, oy,oys,
K oAoy, = 2IK _ocAoy,+IK oy, 0cA—-—IK oAoy,,
Ly, = K — K.

kde y4,vy,, Y5 € RP je libovolny konecny vektor a A je libovolnd realna p-rozmérnd
matice. Prvky IK;;; pole IK _jsou navic shodné pii libovolné permutaci jejich indexu,
napf. lKijk = Jsz]
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Diikaz. Pro stfedni hodnotu trojdimenzionalniho pole tretich derivaci lze psat

83lnf(§Y,ﬁ)
Kije = E< 95,05,00 >
) E< o LY. B, )—fw,ﬂ)f;w,ﬂ))
o (Y. )P
. < (Y. B) (Y. B) — [1(Y.B)f(Y, B)
/(Y. 8))7
1O B) P, B) (Y, B) + Fo(Y, B)fU(Y, B)(F(Y, B))?
(¥, 9))
+2f;<3Y,ﬂ)f;(sy,ﬁm;(SY,ﬁ)f(SY,ﬁ))
(Y, B) |

Postupnym derivovanim navic dostavame

fGY.B) _’nf(Y,8)  f(Y.B8)(Y.0)

- + ) C.16
[(Y.8) 0505 Y. 8P 10
a z podminky (C.1) plyne E (f'/@;ﬁ('@;,?;)ﬁ» = 0. Proto

Kijr, = 0+E({J};U) — E(UU; Uy) + EQJ }a U;) — E(UU; Uy) +
+E{J ;,tU:) — E(UU; Uy) + 2E(U; U; Uy)

z ¢ehoz po upravé dostavame
Kijx = E({J}iUs) + EQJ i Us) + EQT }in Us) — E(UU; Uy) . (C.17)

Odtud vyplyva prvni ¢ast tvrzeni.
Tvrzeni o matici IL dokdzeme obdobné. Postupnymi tpravami dostavame

gy~ 2 1 Y6 LY. B) _
L, = aﬁkEwZU])—M/ﬂY’m g (Y A)du()
UYL B)A(Y,B) — FI(Y, )Y, B) fAY, B)
-/ (Y. 8))7 1w, (Y P+

H(Y,B) (Y, B)
+ Y, B)du(y) .
T T A
Uzitim vztahu (C.16) a (C.17) dostavame, ze prvek IL;;;, je roven
—E({J}aU;) + E(U;U; Ux) — E(U;U; Uy) — EQJ 35 Us) + E(UU; Uy
z cehoz plyne IL;j, = E({J }i; Uy) — Ky
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Véta C.15 Necht jsou splnény piedpoklady véty C.5, pak momentova vytvoiujici
funkce statistiky AD pro test hypotézy Hy proti alternativé A je tvaru

Map(t) = (1-— Qt)_%(p_r) exp{ €nj22.1€n}

o
1-2t
1+nY2(A/3-B/2+C/2— D+ E/2—F/2)+

1
—|—n’1/21_2t( A/2+B—C/2+D—E/2+ F/2)+

- n—l/Q;(A/b‘ — B/2)| +

(1 — 2t)2 o).

Dikaz. Momentovou vytvorujici funkci nahodné veliciny AD vypocteme uzitim
vety C.5 jako

Map(t) = E(exp{tAD*})+ o(n _1/2)
= / /flexp{tAD }Hdn ‘u, H dn~ 1JkJro( -1/

7,k=1

= //n_p P2 f exp{tAD*YdudJ + o(n"'/?).
Oznac¢me pro prehlednost

AD; = €T 60— 2IM T +UNT )

AD; = —nVPRWo(A-g >1U + Me,) o (AU
1 . ~

—n PR o (A=F )T+ Me,) o

U
AU .7\716”) ofAﬁ -

—1 _ o~

o((A-—J YU+ Me,)o((A-—J U + Me,)
Protoze
MT?TA = f22.1
M "TA-
A-T )'T(A

plati AD* = AD; + ADj.
Integrujme funkci n PP/ f1exp{tAD*} nejdiive vzhledem ke slozkdm matice
J . Protoze z rozvoje funkce exp{tAD}} plyne

J)
7 A-7

exp{tAD*} = exp{tAD;}(1 + tAD}) + 0,(n~"/?)

Y
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muzeme rozlozit integral [n 2"~?/2f; exp{tAD*}dJ na soucet ti{ clenti

/exp{tAD Y(2m) 2| T|7V2 exp{— zu TTu) H 5T, — Tyy) %

i,7=1

X {1 + %n_l/rﬁﬁﬁ? oJ 'moT 'mo I 'm—

—_ 1 —_ P
- / exp{tAD}}(2m) T exp{—Su" Tu} [] (7
ij=1

x[n _1/2ﬁ(") oJ 'To ﬁ]d] +

+ / exp{tAD;}(2m) 72| |2 exp{— —zuTszu} [[ 6, - 3,) x

i,7=1

X[tAD:AT + o(n~1?).

Uzitim vlastnosti Diracovy 4 funkce a pozndmky C.11 zintegrujeme jednotlivé sci-
tance integralu. Oznacme AD?(J ), Tesp. AD3(J) nahodnou velicinu AD?, resp.
AD3, ve ktere je nahodna matice f nahrazena matici J. Po téchto upravach lze

integral n—"" P2 [ fexp{tAD*}dJ zapsat jako

- 1 - —
X {1 + %n_l/Qﬁﬁﬁ? oJ 'hod 'Tiod 't— %n—l/QIK(N) oJ YoT
-1 =
+exp {tAD*(JT) — éuTszu (2m) /2| T2 x
x |n V2K ™ o T @0t aAi)l]
oF 17_3

+exp {tADi‘(jf ) — —uTJTu} (2m) 22| T2 AD (D)) + o(n~V?) .

Ptitom postupnym derivovanim dostavame

( )

OA D7 =17 T 15 T,
i l ] } = I, Tene, Indy' + I me) Jn Iy

J
+ I Tore, o Iyt + Tt oal Iy — T

( )

OAD; 517 T ant T
e

oF lg =3 o

;%
)
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(r . )

0AD; =~ = ~ =~ T
i — . } = —€n€Tﬂ12Jﬂ1 - €nllA11T=”1_11 — ﬂﬂlﬁleT —J*uu’J!

L aj‘ _f =7 o1
(r . )

AD; —~ ~

i 0 —L } = e.e) —J¥un'J?

L af‘ _j =7 99

coz lze souhrnné zapsat jako
[ AI]A = (Au+ Me,)(Au+ Me,)" — T 'uau"J .
o lg-3

Odtud je integral fn*pQ*pﬁfl exp{tAD*}dJ roven
— 1 — —
exp {tAD{(J) _ 5uTqu} (27) 2| T2 %

.....

—n VK™ o (A — T Yo+ Me,) o (AT + Me,) o J 11 —

+o(n"1?). (C.18)
) -

(ﬁ —ATAT) = T +2T YT ' -2tA)"A=
= T '42(I,-2AT) A =
—_ 2 —~

= J'+— A (C.19)
ATM = 0 (C.20)
AJA = A (C.21)
(A-JHYJIM = —-M (C.22)
(A-THWJA-T ") = —(A-T" (C.23)
MTIM = T, (C.24)




kde

1 = 2t ~ =~

D= J - JAT C.26
1—-2t 1-2t ( )
Transformujme nyni vektor m na vektor z predpisem
=Dz - 2D(J ' — A)TMe,,
coz odpovida
@ - Dz- 2L I (C.27)
1—2¢ " '
Jednoduchymi dpravami s uzitim vztahu (C.20) dostavame
D| = (1—2t)7"|J||I, —2tAJ| =
= (1—2t)"" ]| (C.28)
_ P 2%
J'a = J'DY’z - ——Me, (C.29)

. — 1
(A-J YHYu+Me, = (A-T HDYV’z+ 5 Men (C.30)

e —

At + Me, = ADY’z+ Me,, (C.31)

a proto lze momentovou vytvorujici funkci Map(t) ndhodné veliciny AD vyjadrit

jako

2

X {1 + %nlﬂ /R(n) @) a1 e} 6,1 e} 6,1 - lnil/Qﬁ(n) o jil o a11 -

..........

t - 1 1
Man(t) = [exp{1—pelTaren} (1 - 20307 2m) 72 exp {575}

— t —
~tn” KM 0@y 08508 — on K 0@y 08,0, +

—tnil/%ﬁf’f) ocajoa;oa;+ tnil/zﬁ_(ﬁ) oa, o oazoazdu

+o(n~'/?),
kde
_ 2" —
a, = (ﬂ‘llDl/Qi—ilMsn)
1— 2t
—_ —_ — 1 —
a4, = ((A _ 79DV + ﬁﬂwen>

a; — (ﬁ51/22+ﬂsn)
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Postupnym integrovanim dle pozndmky C.13 dostaneme Map(t) ve tvaru

t —
exp {1 — 2t53‘1722.1€n} (1—- Qt)%(pir) X

1/ 2t \? I v v I v
X [1— 6 (17%> n—l/QJK(? o Me,, o Me,, o IMe,, +

1 2t = = —
*3 (1 - 2t> n” K™ o I o Me, +
2t Ty T v S s
Hg g K o Me, 0 Me, o Me, -

to1 Iy T T
“s gy K e Me, o Me, o Me, +

+t (ﬂ) n K™ o Me, o Me, o Me, —
: 2t2tn1/2ﬁ_(ff) o Me, o Me, o Me, —

_61—721577[71/211{(’”’) o JillD._-”il o MEn +

2t _ —_ —_ ——— —
+t172tn_1/21{{_(_@ o(A—-J YDA o Me, —
—tn_l/QTIz(f‘) o (A — j_l)ﬁj_l o Me, —

—t

—t

n2IK™ o ADT o ﬂé’n —
1—-2t
3t 1

— L~ T PKWo(A—-T )D(A - T ") o Me, +

31-2t "
2t

1—2¢
2t —_ — —_
t——n K" o Me, 0 I/ DI +
—|—2tn71/2ﬁ_(ﬁ) oJ 'DAo ﬂen —
2t
1—-2¢

+2t

n_l/Qﬁ.(:‘.) oJ DI o ﬂé’n +

-1

nil/zﬁ_(ﬁ) o Me, o ADA| + o(n~/?).

Protoze plati lemma C.14 a maticové vztahy

JDI = o (T - 2A)
ADJ ' = A
— s 1 P
(A-J ")DJ ' = E(A—Jf—l)

(C.32)

(C.33)
(C.34)
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A-TVDA-TY = —— (AT (C.35)

ADA = A (C.36)
(A-J YDA = o0, (C.37)

lze po upravé psat

t —
Map(t) = exp {ﬂezﬂzmsn} (1—2¢)2®=")

X

,1/2 n) o e — 1 2t 2
1—n K" o Me, o Me, o Meg,,— —

""" 6 \1—2¢
—~K™ o Me, o Me, o Me,———— —
61— 2t

— — — 1 2t

_ 71/21K(n) Ao Me ———
n o o €n2 1_ 9t +

— — — 2t

+ n_l/QlK.(:‘.) o Aeg, o Msnﬁ + o(n~Y?). (C.38)

Déle, aproximujme kumulanty ﬁ_(ﬁ) a R(") v bodé B, jejich hodnotou v bodé

[/61[‘A7 /B’QTH]T

n~32K® = n_?’/Qﬁ.@ +o(1) (C.39)
nPKM = PR 4o(1). (C.40)
Protoze [B14, B34]" = [B14, Bau]" = [07,€1]" = O(n"/?) a ziroven ya[o", e1]"

Ize trividlné chapat jako /n[0T, €T]T 4+ 0(1), jsou splnény piedpoklady lemmatu C.6
podle ného? 1ze pro matici n= 10y, psét

n_ljﬂl = n_ljgg_l + n_g/QﬁT(IAL(g) o €n)ﬁ + 0(71_1/2) .

Odtud uzitim lemmatu C.14 plyne

= = _1/9==(n — —
Efna.ygg.l&'n = €n'ﬂ22.1€n +n / Ké,) cg, o Mé’n 0] Mé’n —

—n‘lﬂﬁéﬁ) oe, o Me, o Mg, + op(n_l/Q) ) (C.A41)
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Dosazenim aproximaci do vztahu (C.38) obdrzime

ETjQQ.lsn} (1 — Qt)%(pir)

!
Map(t) = eXp{l—Qt n

R T v I v I v 2t \?2
X {1—671 IKWOMEHOMEHOMEH< > —

1—2t

L 020 o R e o e o Rfe 2
——n~/*IK" o Mg, o Mg, o Mg, —

6 1—2¢

1 71/2A - _ 2t
_Z K™oAoMe,——

2" e T
—Hfl/z‘l?(") oAo ﬁen 2t +

12t

(Jp—— — o
+§n_1/21K2,__) og,oMe,o M€n71 o7

1, .

S 2 M M —1/2

5" og,olMe,o €"1—2t +o(n="°).

Upravou na parcialni zlomky a uzitim lemmatu C.14 pak dostavame tvrzeni.
Véta C.16 Necht jsou splnény predpoklady véty C.8, pak momentova vytvoiujici
funkce statistiky W pro test Hy proti A je tvaru

Mw(t) = (1- 2t)_%(p_r) exp{ €nj22.1€n}

_t
1—2t
1+nY2(A/3-B/2+C/2— D+ E/2—F/2)+

1
+ rfl/?E (=A/24+ B+D—E/2+F/2—G/2)+

+ 2 —B/2-C/2+G/2) -

(1—2t)? (

_ 1 _
AL o),

Dikaz. Momentovou vytvorujici funkeci ndhodné veliciny W vypocéteme uzitim véty

C.8 jako
My (t) = E(exp{tW*})+ o(n"1/?)
= / /n_pQ_p/Zfl exp{tW*}dudJ| + o(n~/?) .

Oznacme nejprve pro prehlednost

—~2 —~ _ e~
Wy = (J U-+e)" Tni(J U+e,)
Wy = n 2K o jilf] ° jil@ o jajzm(jz‘ U +en)+
+n VPL™ o ﬂ(jsz +en)o0 ﬁ(jQ/fI + &) 0 7 U.
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Ziejme W* = Wi + Wi
Integrujme vyraz n~?" P2 f; exp{tW*} nejdiive, stejné jako v dikazu vety C.15,
vzhledem ke slozkdm matice J . Protoze z rozvoje funkce exp{tW3} plyne

exp{tW*} = exp{tW (1 + tW3) + 0,(n /%),

muzeme rozlozit integral [n 7" "P/2f; exp{tW*}dJ na soucet ti{ clent

- 1 - P -
/exp{ﬂ/Vl*}(27r)ﬂv/2“11\*1/2 exp{—éuTlTu} II o7, — Ty) x

i,7=1
.....

.....

—_— —_— p —_—
— [ esp {17} 2m) T expl g Tul [ 6, — T)

i,j=1

x[n~2K™ o T~ '@o D|dJ +

_ 1 — D —
+ [ exp{tWi)@m) AT expl—Ju Tu} [T 67, - Ty W51dd +

ij=1
+o(n"V?).

Uzitim vlastnosti Diracovy  funkce a poznamky C.11 zintegrujeme jednotlivé sci-
tance integralu. Ozna¢me W (J), resp. W5 (J) ndhodnou velicinu Wy, resp. Wy,
ve které je ndhodnd matice J nahrazena matici J. Pii integraci je tfeba vyjadfit

derivaci Wy dle prvku matice J v bods J

—_

= —J %0 Jan'J ' — I 'au T 20y % —

lawl* ]
0T

J=17

—2..”_1/11?18TJ22_1J2. .

Protoze plati maticové vztahy

T?Tpy = —M (C.42
T 2T, J* = —(A-T) (C.43)
muzeme psat
[”Kl ]A — (@ -FVa+ Be) @ T+ 75 (A - T Va+ be,)"
oF 1y — 7



Odtud s uzitim vztahu (C.42) a (C.43) dostavame

/n_pQ_p/Qfl exp{tW*}dJ =

—_ 1 —_ —
exp {th(lT) _ §UJTJJILI} (27) 2| T2 x

—

+tn—1/21AL_(_7_l) o ((A _ j—l)'ﬁ + M&'n) o ((A o j_l)ﬁ + ﬂé’n) o j—lﬁ +
o RO 0 T 0 T o (A — T+ Ble,)] + o).

Exponent (th*(j) — %uTju) je diky vztahum (C.24) a

—

MJI?M"™ = —(A—-T) (C.44)

shodny s exponentem (tAD}‘(jT) - %uTju) v (C.18) prislusnym statistice AD
z diukazu vety C.15, ktery lze psat ve tvaru
2t ~—

1 T
~5 <a+ 71711\/15”) D (a+ 1

%
2 I n)
o ViEn ) T

t _
— 2ta‘3l’22.1€n,

kde matice ID je uréena vztahem (C.26). Proto volime i stejnou transformaci vektoru
u na vektor z predpisem (C.27).

Upravou s uzitim vztahu (C.28), (C.29), (C.30) dostdvame vyjadieni momentové
vytvorujici funkce My, (t) ve tvaru

t — 1
/exp { EEJQQ.len} (1 — Qt)%(pir) (271')71)/2 exXp {——2T2}
1-2t 2
1 = 1 = =
y {1 +on Ko oaoa —on K o T oa -
—tn*1/2ﬁ.(.’?) oa;oa;oas+ tnil/zlAL.(?) ocayoayoa+

+2tn P IK™ 0 @y 0 @ 0 @) du+ o(n~?),

kde
—_ 2 ——
a, (J‘llDl/% LMsQ
G, — ((ﬁ—j—l)ﬁ“%+ Qtﬂen)
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Postupnym integrovanim s uzitim poznamky C.13 a lemmatu C.14 obdrzime

My (t) = exp{

X

t —
1 2t53‘1’22.1€n} (1 — 2t>%(p*7') X
! 2t ’ -1/2 7(n) A T™NF — —_
1_6<1 2t> " K" o Me, o Me,oMe, +

b (1o ) R 0 T o ey +

(2t)4 —1/27(n) ~ ™NT — —
_tmn JK @) MEn 0] METL 1) MEn .

2t . - - - -
Hg g PR K)o Mey 0 Me, o Me, +

o N3
* <1 2t> n_l/ZK.(:L,) oIMe, o Mg, o Mg, —
3 2t

— n?K™ o J'DI ' o Me, —
1 -2t
2t

1-2t

205 PR o (A~ T)DI o Me, -

21 S
+t7n_1/21[<(n) o (A o L”_l).lD(A _ ,_”_1) R Mgn B

1—-2¢
2t

—tr—5n R o Me, o (A~ T )D(A-T) -

1 -2t

21— 2R o Me, o (A— T )DI ' +

12t :
n VPR o (A~ T DI o Me, +

+2t

1-2t

+%n_1/2ﬁ?(f) o J'DI " o Me, +

—2t

g PRI DA~ T )0 Me, -
P

1 -2t

—2t

n PR o Me, o I D(A ~ T + o(n ™).
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Protoze plati lemma C.14 a maticové vztahy (C.32), (C.33), (C.34), dostdvame

t —_
Mw(t) = exp {17%53.1722.15”} (1 — 26)3¢=")

. g g g _ t3 t2
1+ n2K™ o Me, o Me, o Msnﬁ—
-1/277(n) - T 'V 'V 2t
—n K’ OM€nOM€nOM€nm+

— — — t
—1/277(n) —1
PR 0 T o Mey s +
26(t — 1
aue-1)
(1—2t)

X

+n K™ o A o Me,

+o(n"V?).

+n 12 ﬁ(”) o A o Me,

1-2¢

Stejné jako v dukaze véty C.15 nyni aproximujeme kumulanty, tj. uzijeme vztahy
(C.39), (C.40) a (C.41), a timto odvodime

t

My (t) = {—
wit) = exp iy,

e;jfgmsn} (1 — 2t)%(p7r)

= — — — 83 +6t2
1+n?IK™ o Me, o Me, o Me, 0

>< ——
" 3(1—2t)3
—1/27Z(n) o T N N 2t?
—n~ /?IK\" o Mg, o Mg, o Me,,— +
= = = t
2K o T o Me,,—————
R ed e ME T
+n_1/2ﬁ(") oA o ﬁ€n72t<t mil)
1—2t
+n VPIK™ o Ao ﬁenizt +
1—2t
—(n — — t
+n VPK™ o e, 0 Me, o Me,—— —
1—2t
= — — t
— TL_l/QlKén) cE€&po MEn 9] M€n172t + O(’I’L_l/Q) .

Upravou na parcialni zlomky pak dostavame tvrzeni.
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Véta C.17 Necht plati predpoklady véty C.10, pak momentova vytvoiujici funkce
statistiky S pro test Hy proti A je tvaru

t
1-2t

1+n Y% (A/3-B/2+C/2—D+ E/2—F/2)+

Ms(t) = (1 - Qt)_%(p_r) exp{ Enj22.1€n}

+ nlﬁﬁ (~A/2+B—-C/2+D—FE/2+F/2+1/2~J/2)+

+ /2 —1/2+4J/2) +

(1—2t)? (

+ mlﬂﬁ (A/6— B/2)| +o(n72).

Dikaz. Z véty C.10 plyne, ze momentovou vytvorujici funkci ndhodné veliciny S
Ize vyjadrit jako

Ms(t) = E(exp{tS"})+o(n™"/?)
- / / n P PR f exp{tS* dudd + o(n'?).

Pti oznaceni

STo= (-7\71Tﬁj - jm.@n)ij(ﬂTﬁ - jm.@n)
S; = n PK™ o (AU + Me,) o (AU + Me,,) o
Oﬂjm(ﬂTﬁ - j22.1€n) -
—n 2L o j2<~7\7lej - j22.1€n) ©
oTH M U — J oy 60) 0 (AU + Me,)

ziejmé plati S* = ST + 55.
Integrujme funkei n=?"~?/2f, exp{tS*} v prvnim kroku, stejné jako v dukazech
vét C.15 a C.16, vzhledem ke slozkdm matice J . Protoze z rozvoje funkce exp{tS;}

plyne
exp{tS"} = exp{tS}(1 + t5) + 0, (n""?),
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muizeme aproximovat integral [n 2"?/2f; exp{tS*}dJ souctem ti{ clent

_— _— p _—
[ esplesiyem) T expl g ut T} ] 67, ~ T x

ij=1

- 1 - P -
— [exp{tsi}en) 2T expf—5u" Tu} I] 67, - Ty) x
b,j=1

X [n_l/Qﬁ.(f) oJ 'To ﬁ]dﬁ +

—_ 1 —_ P —_
+ [exp{tsihen) PRI el —suTu} [T 6T, - T[54

1,7=1

+o(n~Y?).

Uzitim vlastnosti Diracovy ¢ funkce a poznamky C.11 zintegrujeme jednotlivé s¢itan-
ce integralu. Oznacme S;(J), resp. S3(J) ndhodnou velicinu S;, resp. S, ve které
je ndhodné matice f nahrazena matic{ J. P¥i integraci je tfeba vyjadrit derivaci S}
dle prvku matice j v bodé J

( « )
i [aAEI]A } = ((jll — jﬂl) ﬁl -+ jlzﬁg — jﬁljlgéfn) X
o g =3,
X (jﬂlﬁl + jﬂljm&'n)T +
+ (jﬂlﬁl + jﬂlju&n) X
X ((:ﬁ-ll — jl_ll) ﬁl + jmﬁg — jﬂljlgéfn)T
( * )
i laAASl]A } = (Titmy + T3 Tee,) (T8 + 720 +e,) —
oF J=1T 12

— ((jll — jil) ﬁl + juﬁg — jﬂ1j12€n) Efz

( ]
AS; - - -~ -~

i la AsllA f = (T%@ + T20 + &) (T @ + T Toen) | —
o g =3,

e (TN = T1Y) @y + T3, — T Tee,)

( )
A S —_ _ = I
[a ASlL = (T Ty tey) el — e (P + T te,)
o lg—-73
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coz lze v celku zapsat jako
[0AS{
o

—_

] = —((A-TYa+ Me,) (An+ Me,)" -

—_

J=1T

— — - = — AT
—(Au+ Me,) ((A- T )a+ Me,) .
Celkem s uzitim vztahu (C.44) a

J*M" = A-T!
_j.2j22.1 = M

dostdvéme aproximaci integralu [ n 2""?/2f; exp{tS*}dJ ve tvaru

—_ 1 —_ —_
exp {ts;(ﬂ) - 5uTJJu} (27) /2| T2 %

.....

—%nl/ﬂr{_@? oJ loTd 'm—
—tn"2K™ o (Am+ Me,) o (At + Me,) o ((A— T ")a+ Me,)
—tn" V2™ o ((AAA —J YHa+ ﬂsn) o ((ﬁ —J Ha+ ﬂsn) o

o (Z‘lﬁ + ﬂsn) +
+ 2t 2K ™ o T 'm0 (Am + Me,,) o (A — J7Y)a + Me,)| +o(n"2).

Exponent je diky vztahu (C.44) shodny s exponentem v (C.18) piislusnym statis-
tice AD z dukazu véty C.15, ktery lze psat ve tvaru

1/ = \'=_,/_ 2t t
-5 <u+172tJTM€n> D <u+7ﬂﬂ\/I€n>+7€ J1€n,

kde

Proto volime i stejnou transformaci vektoru @ na vektor z predpisem
2t

JTMe,, .
[

u = DYz -
Upravou s uzitim vztaht (C.28), (C.29), (C.30) a (C.31) pfi oznaceni

_ 2" —
a, = (ﬂ‘llDl/Qi—ilMsn)
1— 2t

—_— = 1 —
6;2 = ((A — Jil)lDl/Zi\ —+ ﬁM€n>

a; — (ﬁ51/22+ﬂsn)
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dostavame

- 1.
Ms(t) = /exp { 1= ZtsZﬂmen} (1-— 2t)%(p_7")(27r)_p/2 exp {_QZTZ}
X {1 + —p /2 R(”) oca,oa;oa; — —nil/%ﬁf’? oJ o a, —

—tnil/QlK(.’?) 0a30Qa30ay — tn71/2lL.(.’?) oasoayoas+

+2tn_1/2ﬁ(7") e} a,l @) ag @) 6,2:| + 0(71_1/2) .

Postupnym integrovanim dle poznamky C.13 a lemmatu C.14 odvodime

€Tj22_1€n} (1 — 2t)%(p—r) X

t
M) = P

1/ 2t \* Sy wR . wm oe
X [1— 6 <1 2t> n_l/QlK(ff? oMe, o Mg, o Me,, +

—i—l < 2t ) n2K™ o T 1o ﬂsn —
2\1-2t)

1 —_— — —_ ey
_tmnfl/QJK.(.@ oIMe, o Mg, o Mg, +
;n_m(ﬁ(n) ~K™)o Me, o Me, o Me, —
(1 _ 2t>2 cee A AR

+
6N e~
a <172t> nY lK.(,TL.)OMEnOMEnOMgn_
32 pRw o §IDT o Be, -
61— 2t s

L PR o ADA o e,

1—2t
—2tn ?2IK™ o AD(A — J7') o Me,, +

2 (R~ R)) o Me, o AD(A ~ ) +
+n (K™ — K™)o (A~ T DA~ T") o Me, +

+

2t _— —_ —— ——
+1—2tn—1/21r<_<ﬁ> o J'DA o Me, +
+2tn_1/2ﬁz(f) o j_lﬁ(ﬁ —~J Yo Me, —
2t —_ —_ _—_—~— o~ —_
— Qth—l/QK_{f%) oMe,o AD(A — T Y| +o(n1?).

Protoze plati lemma C.14 a maticové vztahy (C.32) — (C.37) lze momentovou vy-
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tvorujici funkci statistiky S aproximovat jako

Ms(t) = exp{ 53@2_15”}(1—%)5@”

1—-2¢

X |1 +nY2IK™ o Me, o Mg, o Meng(fzt)ﬁ
+n 2IK™ o Me, o Me, o Msn¥
(1—2t)3
“12™ o A o Me. ——°
o oo MenTTo
PR o A o Me,—2— +
1—2t
—1/277(n T-1 s B
+n / ‘K(,,) od 0] Méfnm +
— = t
+ 77,*1/21K(7n7) oA o Menm} + 0(77,*1/2) .

Na zavér, stejné jako v dukaze véty C.15 aproximujeme kumulanty, tj. uzijeme vz-
tahy (C.39), (C.40) a (C.41), a timto dostdvame

Ms(t) = exp {

€Tj22.1€n} (1 - Qt)%(p_r)

1—-2t™"
=y = = = —8t3 46t
x |14+ n"?2K™ o Me,, o Me, o Msn7++
3(1—2t)
+n Y?IK™ 6 Me, o Me,, o Me,——————
(1—2t)3

12K 0 A o Me. —— -
o oo MenTTo
PR ™ o A o Me,—— +

' 1—2¢
= =1 = —t

—1/277(n) ~1

+n” FIK™ o o M€n<1 ~ o1y +
— t
12K™ 6 Ao Me
+n o/Ao "(1 — 2t)2 +
— — — ¢

+n V2K o e, 0 Me, o Msnm +

1275 (n) v I v S ~1/2
+n PIKy osnoMsnoMsnﬂ +o(n=77).

Upravou na parcidlni zlomky pak dostavame tvrzeni.

Poznamka C.18 Momentova vytvorujici funkce necentralniho X?«, ) rozdéleni je dle
[43], str. 278, tvaru

W) = (1— 262 exp {ﬁ)} .
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Disledek C.19 Necht 8, je skutetna hodnota parametru 8, 8 = 8, + O,(n~/2),
B = B, + 0,(n~'/2). Pak statistiky AD, W, a S maji viechny asymptoticky Xorx
rozdéleni s A\ = Efgjgg_lé'n. Navic, je-li skutecnd hodnota parametru rovna 3, pak
maji vSechny statistiky Xﬁ_r rozdéleni (tj. A = 0).

Dukaz. Tvrzeni plyne z vét C.4, C.11, C.12, nebot jejich disledkem je, Ze pro

momentovou vytvorujici funkci libovolné ze statistik AD, W, S plati

t

M(t) = (1 —2t)" 2@ {7
() = ( )2 e T

SanQ_lETn} -+ O(l) .

Odtud uzitim poznamky C.18 plyne tvrzeni.
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Seznam matlabovskych programu
z prilozeného CD

priklad_geny Programy uzité pro vypocty v ptrikladu 3.29

confreg.m — vypocet oblasti spolehlivosti kontrasti parametri MGLM podle
vety 3.24

fact.m — pfevod matice doprovodnych kategoridlnich proménnych do prislusné
matice planu modelu

iwlsm_Mn.m —iteracni metoda vazenych nejmensich ¢tvercu pro odhad parametru
MGLM s multinomickym rozdélenim

statistics_Mn.m — vypocet testovych statistik pro test vhodnosti submodelu
s multinomickym rozdélenim

prikladl_Mn Programy uzité pii vypoctu piikladu 4.8

asym_power_Mn.m — vypocet asymptotickych aproximaci sil testu v MGLM s mul-
tinomickym rozdélenim dle pozndmky 4.6

iwlsm_Mn.m —iteracni metoda vazenych nejmensich ¢tvercu pro odhad parametru
MGLM s multinomickym rozdélenim

multrnd.m — program generujici vektor s multinomickym rozdélenim z [45]

power_Mn_examplel.m — zadani parametru simulaci pro piiklad 4.8

sim_power_Mn.m — simulace sil testu zalozenych na statistice AD, S, W v MGLM
s multinomickym rozdélenim

statistics_Mn.m — vypocet testovych statistik pro test vhodnosti submodelu
s multinomickym rozdélenim

priklad2_Diri Programy uzité pii vypoctu piikladu 4.9

asym_power_Diri.m — vypocet asymptotickych aproximaci sil testi v MGLM
s transformovanym Dirichletovym rozdélenim dle pozndmky 4.6

dif_Diri.m — pomocna funkce programu inv_mu_Diri.m
diripdf.m — grafické znédzornéni hustoty dvourozmérného transformovaného Di-
richletova rozdéleni
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inv_mu_Diri.m — numericky vypocet pfirozeného parametru o transformovaného
Dirichletova rozdéleni piislusného sttedni hodnoté

iwlsm_Diri.m — iteracni metoda vazenych nejmensich ¢tvercu pro odhad para-
metru MGLM s transformovanym Dirichletovym rozdélenim

power_Diri_examplel.m — zadani parametru simulaci pro piiklad 4.9

sim_power_Diri.m — simulace sil testu zalozenych na statistice AD, S, W pro
MGLM s transformovanym Dirichletovym rozdélenim

statistics_Diri.m — vypocet testovych statistik pro test vhodnosti submodelu
s transformovanym Dirichletovym rozdélenim

priklad3_Ws Programy uzité pii vypoctu piikladu 4.10

asym_power_Ws.m — vypocet asymptotickych aproximaci sil testi v MGLM s Wis-
hartovym rozdélenim dle poznamky 4.6

det_mu_Ws.m — vypocet determinantu |3(0)| maticového parametru Wishartova
rozdéleni

inv_mu_Ws.m — vypocet prirozeného parametru @ Wishartova rozdéleni se stfedni
hodnotou p

itriu.m — indexy prvku horniho trojuhelniku ¢tvercové matice

iwlsm_Ws.m —iteracni metoda vazenych nejmensich ¢tvercu pro odhad parametru
MGLM s Wishartovym rozdélenim

power_Ws_examplel.m — zadani parametru simulaci pro ptiklad 4.10

sim_power_Ws.m — simulace sil testu zalozenych na statistice AD, S, W pro
MGLM s Wishartovym rozdélenim

statistics_Ws.m — vypocet testovych statistik pro test vhodnosti submodelu
s Wishartovym rozdélenim

srovnani_1dim Programy uzité pii srovnani aproximovanych a simulovanych sil
v MGLM1 s vybranym jednorozmérnym rozdélenim

asym_power_1dim.m — vypocet asymptotickych aproximaci sil testi v MGLM1
s vybranym jednorozmérnym rozdélenim dle poznamky 4.6 a jejich gra-
fické srovnéani se simulacemi a aproximacemi dle kapitoly 5

sim_asym_power_Bi.m.m — simulace sil a vypocet asymptotické aproximace sily
z kapitoly 5 v MGLM1 s binomickym rozdélenim

sim_asym_power_G.m — simulace sil a vypocet asymptotické aproximace sily z ka-
pitoly 5 v MGLM1 s gama rozdélenim

sim_asym_power_ NB.m — simulace sil a vypocet asymptotické aproximace sily
z kapitoly 5 v MGLM1 s negativné binomickym rozdélenim

sim_asym_power_Po.m — simulace sil a vypocet asymptotické aproximace sily
z kapitoly 5 v MGLM1 s Poissonovym rozdélenim
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srovnani_diri Programy uzité pii srovnani aproximovanych a simulovanych sil
testu v MGLM1 s transformovanym Dirichletovym rozdélenim v kapitole 6

asym_power_Diri.m — vypocet asymptotickych aproximaci sil testi v MGLM
s transformovanym Dirichletovym rozdélenim dle poznamky 4.6

b_Diri.m — vypocet hodnoty funkce b(g(p)) sttedni hodnoty transformovaného
Dirichletova rozdéleni

dif_Diri.m — pomocna funkce programu inv_mu_Diri.m

inv_mu_Diri.m —numericky vypocet piirozeného parametru o transformovaného
Dirichletova rozdéleni prislusného sttedni hodnoté p

iwlsm_Diri.m — itera¢ni metoda vazenych nejmensich ¢tvercu pro odhad para-
metrt MGLM s transformovanym Dirichletovym rozdélenim

power_Diri_example2.m — zadani parametru simulaci pro obrazek 6.2

sim_asym_power_Diri.m — simulace sil testu zalozenych na statistice AD, S, W
v MGLM1 s transformovanym Dirichletovym rozdélenim a vypocet jejich
asymptotickych aproximaci dle kapitoly 5

statistics_Diri.m — vypocet testovych statistik pro test vhodnosti submodelu
s transformovanym Dirichletovym rozdélenim

var_Diri.m — vypocet funkce b”(g(p)) stFedni hodnoty transformovaného Dirich-
letova rozdéleni

srovnani_Mn Programy uzité pii srovnani aproximovanych a simulovanych sil testu
v MGLM1 s multinomickym rozdélenim v kapitole 6

asym_power_Mn.m — vypocet asymptotickych aproximaci sil testu v MGLM s mul-
tinomickym rozdélenim dle poznamky 4.6

iwlsm_Mn.m —iteracni metoda vazenych nejmensich ¢tvercu pro odhad parametru
MGLM s multinomickym rozdélenim

multrnd.m — program generujici vektor s multinomickym rozdélenim z [45]

power_Mn_example2.m — zadani parametru simulaci pro obrazek 6.1

sim_asym_power_Mn.m — simulace sil testu zalozenych na statistice AD, S, W
v MGLM1 s multinomickym rozdélenim a vypocet jejich asymptotickych
aproximaci dle kapitoly 5

statistics_Mn.m — vypocet testovych statistik pro test vhodnosti submodelu
s multinomickym rozdélenim

srovnani_Ws Programy uzité pii srovnani aproximovanych a simulovanych sil testu
v MGLM1 s Wishartovym rozdélenim v kapitole 6

asym_power_Ws.m — vypocet asymptotickych aproximaci sil testii v MGLM s Wis-
hartovym rozdélenim dle poznamky 4.6

det_mu Ws.m — vypocet determinantu |3(0)| maticového parametru Wishartova
rozdéleni
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inv_mu_Ws.m — vypocet prirozeného parametru @ Wishartova rozdéleni se stfedni
hodnotou p

itriu.m — indexy prvku horniho trojuhelniku ¢tvercové matice

iwlsm_Ws.m —iteracni metoda vazenych nejmensich ¢tvercu pro odhad parametru
MGLM s Wishartovym rozdélenim

power_Ws_example2.m — zadani parametru simulaci pro obrazek 6.3

sim_asym _power Ws.m — simulace sil testu zalozenych na statistice AD, S, W
pro MGLM1 s Wishartovym rozdélenim a vypocet jejich asymptotickych
aproximaci dle kapitoly 5

statistics_Ws.m — vypocet testovych statistik pro test vhodnosti submodelu
s Wishartovym rozdélenim

var_Ws.m — vypocet varianéni matice vektoru s Wishartovym rozdélenim
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