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Rok obhajoby: 2006
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2005.



Abstrakt

Předložená dizertačńı práce je věnována vlastnostem mnohorozměrných zobecně-
ných lineárńıch model̊u, větš́ı pozornost je věnována silám test̊u lineárńıch hypotéz
o parametrech těchto model̊u.

Práce obsahuje šest kapitol a tři dodatky. Kapitola 1 je věnována vybraným
pojmům z teorie maximálńı věrohodnosti. V kapitole 2 jsou uvedena tvrzeńı o hus-
totách exponenciálńıho typu. Mimo jiné jsou odvozeny předpoklady zajǐst’uj́ıćı regu-
laritu hustot exponenciálńıho typu. Vedle vlastnost́ı nejčastěji studovaného mno-
horozměrného rozděleńı exponenciálńıho typu, kterým je rozděleńı multinomické,
jsou odvozeny i vlastnosti v literatuře opomı́jeného Wishartova a transformovaného
Dirichletova rozděleńı.

V kapitole 3 je poté v souladu s monografíı (Fahrmeir, 1994) definován mno-
horozměrný zobecněný lineárńı model (MGLM). Dále jsou uvedena vybraná tvrzeńı
o asymptotických vlastnostech modelu z článku (Fahrmeir, 1985), jejichž d̊ukazy
jsou oproti článku detailněji rozepsány. V kapitole 3 jsou též odvozeny asymptotické
oblasti spolehlivosti pro vektor kontrast̊u parametr̊u modelu a jsou popsány testové
statistiky běžně už́ıvané v MGLM k testováńı lineárńıch hypotéz o parametrech
modelu. Kapitola je uzavřena ukázkou užit́ı modelu při genetické predikci rizika
sepse u dětských pacient̊u.

Následuj́ıćı kapitoly jsou věnovány aproximaćım sil test̊u lineárńıch hypotéz
o parametrech MGLM. V kapitole 4 je pozornost věnována aproximaćım sil test̊u
hypotézy proti posloupnosti Pitmanových alternativ. Postup takové aproximace
je detailněji odvozen v dodatku C. Kapitola 5, ve které jsou zobecněny publiko-
vané výsledky autora dizertace, se naopak zabývá aproximaćı sil v MGLM typu
vyváženého jednoduchého tř́ıděńı. Zde jsou na rozd́ıl od předchoźı kapitoly odvozeny
aproximace sil test̊u hypotézy proti pevné alternativě. V kapitole 6 jsou pak oba
možné př́ıstupy aproximace v MGLM typu vyváženého jednoduchého tř́ıděńı po-
rovnány a to předevš́ım pomoćı simulačńıch studíı v modelech s multinomickým,
Wishartovým, transformovaným Dirichletovým, binomickým, Poissonovým, gama
a negativně binomickým rozděleńım.

Výpočty uvedené v dizertačńı práci byly provedeny pomoćı k tomu účelu sepsa-
ných programů v MATLABU, které lze nalézt na přiloženém CD.
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Abstract

Submitted dissertation focuses on properties of multivariate generalized linear mo-
dels, special attention is paid to powers of tests of linear hypothesis on parameters
of these models.

The dissertation consists of six chapters and three appendixes. Chapter 1 is
dedicated to selected terms in the theory of maximum likelihood. Prepositions on
properties of distribution from exponential family are considered in chapter 2. As-
sumptions assuring regularity of corresponding density function are derived among
other things. Beside the properties of the most frequently studied multivariate distri-
bution from exponential family, the multinomial distribution, properties of Wishart
and transformed Dirichlet distribution are introduced.

Afterwards, the multivariate generalized linear model (MGLM) is defined accord-
ing to the monograph (Fahrmeir, 1994). Selected theorems on asymptotic properties
of the model from paper (Fahrmeir, 1985) are included in chapter 3. Their proofs are
performed in more details in contrast to the paper. Asymptotic confidence sets for
vector of contrasts of parameters of MGLM are also derived. Finally, test statistics
usually used for test of the linear hypothesis on parameters of MGLM are introduced
in this chapter. Chapter 3 is concluded by application of model in genetic prediction
of sepsis in children patients.

Following chapters are dedicated to approximations of powers of the tests of linear
hypothesis on parameters of MGLM. In chapter 4, attention is paid to approxima-
tions of powers of the tests of hypothesis against sequence of Pitman alternatives.
Technique of these approximations is derived in appendix C in more details. Con-
versely, chapter 5, in which published results of the author of dissertation are gen-
eralized, deals with approximations of powers of tests in balanced one-way ANOVA
type MGLM. Here, the powers of test of hypothesis against fixed alternative are
considered in contrast to the previous chapter. Both approaches to approximations
of the powers in balanced one-way ANOVA type MGLM are compared in chapter 6,
especially by simulation studies in MGLM with multinomial, Wishart, transformed
Dirichlet, binomial, Poisson, gamma and negative binomial distribution.

Calculations presented in the dissertation were carried out using MATLAB pro-
grams, which are to be found on enclosed CD.
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3.2 Skórový vektor a Fisherova informačńı matice . . . . . . . . . . . . . 36
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Seznam symbol̊u

Matice a pole

Rn reálný n-rozměrný euklidovský prostor
x = [x1, . . . , xn]T n-rozměrný sloupcový vektor
R+ = {x ∈ Rn : xi > 0, i = 1, . . . , n}
N množina přirozených č́ısel
J = [Jij ] i=1,...,n

j=1,...,r
matice typu n× r s prvky Jij , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , r. Pro
přehlednost zápisu jsou někdy prvky matice J značeny {J}ij .

M(J) lineárńı obal sloupc̊u matice J

In n-rozměrná jednotková matice
Eij n-rozměrná čtvercová matice s prvky {Eij}kl = 1 pro k = i,

j = l, i, j, k, l = 1, . . . , n, {Eij}kl = 0 jinak
JT transponovaná matice J

J−1 = [J ij ] i=1,...,n

j=1,...,n
inverzńı matice k regulárńı n-rozměrné čtvercové matici J

s prvky J ij , i, j = 1, . . . , n.
J− pseudoinverzńı matice k matici J

J1/2 čtvercová matice př́ıslušná symetrické pozitivně semidefinit-
ńı matici J , pro kterou J1/2 = CΛ1/2CT, kde C je matice
normovaných vlastńıch vektor̊u matice J a Λ1/2 je matice
s odmocninami vlastńıch č́ısel matice J na diagonále

J11,J12,J21,J22 submatice čtvercové matice J , matice J11,J22 jsou čtvercové
J11,J12,J21,J22 submatice inverzńı matice J−1 k regulárńı čtvercové matici

J , matice J11,J22 jsou regulárńı čtvercové
J2· =[J21,J22]
J ·2 =[(J12)T, (J22)T]T

J22.1 = J22 − J21J
−1
11 J12, tj. J22.1 = J22

diag(x) diagonálńı matice se složkami vektoru x na hlavńı diagonále
diag(J) diagonálńı matice s diagonálou čtvercové matice J na hlavńı

diagonále, tj. diag(J11, . . . , Jnn)
diag(J1, . . . ,Jn) blokově diagonálńı matice se čtvercovými maticemi J1, . . .,

Jn na hlavńı diagonále

J = [J11, J12, . . . , J1n, J22, . . . , J2n, J33, . . . , Jnn]
T, vektor prvk̊u

horńıho trojúhelńıku symetrické n-rozměrné matice J

y� pro y ∈ Rk, kde k = n(n−1)/2, n ∈ N , y� znač́ı n-rozměrnou

symetrickou matici, takovou, že (y�) = y. Např́ıklad pro

y = [1, 2, 3]T je y� =

�
1 2
2 3

�
9



r(J) hodnost matice J

Tr (J) stopa matice J

|J | determinant čtvercové matice J

‖x‖ euklidovská norma vektoru x

‖J‖ norma matice J kompatibilńı s euklidovskou vektorovou nor-
mou, tj. norma, pro kterou plat́ı ‖Jx‖ ≤ ‖J‖‖x‖

‖J‖2

ÈPq
i,j=1 J

2
ij, tj. euklidovská norma q-rozměrné matice J

J > 0, resp J ≥ 0 matice J je pozitivně definitńı, resp. pozitivně semidefinitńı
λmin(J) nejmenš́ı vlastńı č́ıslo symetrické matice J

λmax(J) největš́ı vlastńı č́ıslo symetrické matice J

⊗ symbol Knockerova součinu

Pro trojdimenzionálńı poleK... s prvky [Kijk], i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q, k = 1, . . . , r
typu p × q × r, matici A typu p × q, matici B typu q × r a vektory a ∈ Rp, b ∈
Rq, c ∈ Rr definujeme

skalár K... ◦ a ◦ b ◦ c :=
pX

i=1

qX
j=1

rX
k=1

Kijkaibjck

vektor K... ◦ b ◦ c :=

24 qX
j=1

rX
k=1

Kijkajbk

35
i=1,...,p

matice K... ◦ c :=

"
rX

k=1

Kijkck

#
i=1,...,p

j=1,...,q

skalár K... ◦ A ◦ c :=
pX

i=1

qX
j=1

rX
k=1

KijkAijck

skalár K... ◦ a ◦ B :=
pX

i=1

qX
j=1

rX
k=1

KijkaiBjk

V textu jsou užita následuj́ıćı pravidla maticového počtu, které lze nalézt např.
v [31], str. 457 - 460,

(A + BCD)−1 = A−1 − A−1B(C−1 + DA−1B)−1DA−1

|A + BD| = |A||Ip + A−1BD|,
(A ⊗ C)−1 = A−1 ⊗ C−1

kde A je regulárńı matice typu p× p, B je matice typu p× q, C je regulárńı matice
typu q × q a D je matice typu q × p a

(A ⊗ B)(C ⊗ D) = (AC) ⊗ (B ⊗ D)

kde A je matice typu p1 × p2, B je matice typu q1 × q2, C je matice typu p2 × r
a D je matice typu q2 × s.

10



Náhodné vektory

θ = [θ1, . . . , θm]T m-rozměrný vektorový parametr
Y = [Y1, . . . , Yq]

T náhodný vektor definovaný na pravděpodobnostńım
prostoru (Ω,A,Pθ)θ∈Θ

y = [y1, . . . , yq]
T pozorováńı náhodného vektoru Y

f(y; θ), resp. f(y; θ) hustota náhodného vektoru Y vzhledem k σ-konečné
mı́̌re µ. Mı́ra µ je Lebesguovou mı́rou, je-li Y ab-
solutně spojitý, a č́ıtaćı mı́rou, je-li Y diskrétńı na
(Ω,A,Pθ)θ∈Θ, resp. (Ω,A,Pθ)θ∈Θ

Y
as∼ Np(µ,Σ) náhodný vektor Y má asymptoticky p-rozměrné nor-

málńı rozděleńı s parametry µ a Σ. Symbol
as∼ je už́ıván

i pro jiná rozděleńı.

Y ∼
qP

i=1
liχ

2(ri, δi) náhodná veličina Y má rozděleńı lineárńı kombinace
q nezávislých necentrálńıch χ2 rozděleńı se stupni vol-
nosti ri a parametry necentrality δi, přičemž koeficienty
lineárńı kombinace jsou li, i = 1, . . . , q

χ2
1−α(r) (1 − α)% kvantil χ2 rozděleńı s r stupni volnosti

y = 1
n

Pn
i=1 yi pr̊uměr vektor̊u y1, . . . ,yn. Značeńı je už́ıváno i pro

náhodné vektory.R
g(y)dµ(y) Lebesgue̊uv integrál měřitelné funkce g(y) vzhledem

k σ-konečné mı́̌re µR
g(y)dµ(y) matice, resp. vektor, Lebesgueových integrál̊u jed-

notlivých složek maticové, resp. vektorové měřitelné
funkce g

Funkce a jejich derivace

µ(Θ) {µ(θ) : θ ∈ Θ} ⊂ Rq, tj. obraz parametrického pros-
toru Θ při funkci µ : Θ → Rq

Γ(x) gama funkce, tj.
R∞
0 e−ttx−1dt

ψ(x) digama funkce, tj. d ln Γ(x)/dx
ψ2(x) trigama funkce, tj. d2 ln Γ(x)/dx2

ψ3(x) tetragama funkce, tj. d3 ln Γ(x)/dx3

δ(x− a) Diracova δ funkce v bodě a ∈ R, tj. distribuce,
pro kterou

R∞
−∞ δ(x − a)f(x)dx = f(a) pro každou

nekonečněkrát diferencovatelnou komplexńı funkci v R
s omezeným nosičem, viz. [41] str.77

δ′(x) derivace Diracovy δ funkce, tj. distribuce, pro kterouR∞
−∞ δ′(x−a)f(x)dx = −[df(x)/dx]x=a, viz. [41] str. 81

h(x) [h(x1), . . . , h(xn)]T, kde h : R → R a x = [x1, . . . , xn]T.
Zápis už́ıváme pro funkce exp, ln, ψ2, 1/·, apod.
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M ′
θ =

h
∂Mij

∂θ

i
i=1,...,n

j=1,...,r

derivace maticové funkce M(θ) typu n × r podle ska-
láru θ

f ′
i = f ′

θi
parciálńı derivace funkce f podle i-té složky vektoru θ

f ′
θ = ∂f

∂θ
= (f ′

1, . . . , f
′
m)T derivace skalárńı funkce f = f(θ) podle vektoru θ

∂fT

∂θ
=
h

∂fj

∂θi

i
i=1,...,m

j=1,...,n

derivace vektorové funkce f = f(θ) = [f1, . . . , fn]T

podle vektoru θ = [θ1, . . . , θm]T

f ′′
ij = f ′′

θiθj
= ∂2f

∂θi∂θj
druhá parciálńı derivace funkce f postupně podle i-té
a j-té složky vektorového parametru θ

f ′′
θθ = ∂2f

∂θ∂θ
= ∂

∂θ

�
∂f
∂θ

�T
matice druhých derivaćı funkce f podle vektoru θ

∂3f
∂θ∂θ∂θi

= ∂
∂θi

h
∂2f

∂θ∂θ

i
matice třet́ıch parciálńıch derivaćı funkce f podle vek-
toru θ a jeho složky θi

∂3f
∂θ∂θ∂θ

trojdimenzionálńı pole třet́ıch parciálńıch derivaćı
funkce f podle vektoru θ

V textu jsou v souladu s [31, 11] použita následuj́ıćı pravidla pro derivace ska-
lárńıch a vektorových funkćı podle vektoru θ = [θ1, . . . , θm]T

∂(f + g)

∂θ
=
∂f

∂θ
+
∂g

∂θ
,

∂cf

∂θ
= c

∂f

∂θ
,

kde c je konstanta nezávislá na θ,

∂(Nθ)T

∂θ
= NT ,

∂(θTMθ)T

∂θ
= (M + MT)θ ,

kde M (resp. N) je konstantńı matice typu m×m (resp. n×m) nezávislá na θ,

∂AMB

∂Mij
=

8<:A(Eij + Eji)B pro M = MT,

AEijB jinak,

kde i, j = 1, . . . , m, A (resp. B) je konstantńı matice typu p × m (resp. m × q)
nezávislá na M ,

∂ ln |M |
∂M

=

8<:2(M−1)T − diag(M−1) pro M = MT,

(M−1)T jinak

∂M−1

∂Mij
=

8<:−M−1(Eij + Eji)M
−1 + M−1EijδijM

−1 pro M = MT,

−M−1EijM
−1 jinak.

kde i, j = 1, . . . , m, δij = 1 pro i = j a δij = 0 jinak, M je regulárńı matice
typu m×m,

∂(f ◦ g)T

∂θ
=
∂gT

∂θ

∂fT

∂g
,

12



kde g = [g1, . . . , gq]
T, resp. f = [f1, . . . , fp]

T, je vektorová funkce θ, resp g(θ).

Poznámky
V textu je už́ıváno značeńı op a Op dle dodatku A. Vyskytuje-li se v zápise

aproximace náhodné veličiny, vektoru, matice, resp. pole symbol o(bn), jak je tomu
např. na str. 107, jsou všechny náhodné veličiny, vektory, matice, pole chápány jako
jejich pevné realizace.

Dále v textu nebudeme zavedené označeńı znovu připomı́nat, i když bude d̊usled-
ně využ́ıváno.
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Úvod

Dizertačńı práce je věnována mnohorozměrným zobecněným lineárńım model̊um
(MGLM), tř́ıdě statistických model̊u, která vznikla přirozeným rozš́ı̌reńım tř́ıdy
klasických lineárńıch model̊u, a nacháźı proto mnohá uplatněńı např. v biologii,
ekonomii, medićıně apod. Poznamenejme, že do této tř́ıdy model̊u mimo jiné patř́ı
log-lineárńı model, model probitové, resp. logitové analýzy, modely s kategoriálńımi
proměnnými ale též klasický lineárńı model. Nicméně techniky zobecněného lineárńı-
ho modelu jsou v současnosti už́ıvány i v jiných oblastech, např́ıklad pro odhad
takzvaných ROC křivek [37].

Ve srovnáńı s klasickým lineárńım modelem je v MGLM předpokládána širš́ı tř́ıda
rozděleńı vysvětlovaných vektor̊u, tzv. tř́ıda rozděleńı exponenciálńıho typu. Nav́ıc je
v MGLM požadováno, aby rozděleńı vysvětlovaných vektor̊u bylo regulárńı. Z mno-
horozměrných regulárńıch rozděleńı, která patř́ı do tř́ıdy rozděleńı exponenciálńıho
typu, je v literatuře vedle mnohorozměrného normálńıho rozděleńı zmiňováno nej-
častěji pouze rozděleńı multinomické, viz. např́ıklad [10]. Prvńım záměrem dizertačńı
práce proto bylo nalézt daľśı př́ıklady mnohorozměrných regulárńıch rozděleńı ex-
ponenciálńıho typu. K tomu bylo třeba odvodit předpoklady zajǐst’uj́ıćı regularitu
rozděleńı exponenciálńıho typu. Hustotám exponenciálńıho typu je věnována kapi-
tola 2.

Statistická analýza mnohorozměrných zobecněných lineárńıch model̊u je založena
na maximálně věrohodných odhadech, a proto jsou v kapitole 1 uvedeny základńı
pojmy z teorie maximálńı věrohodnosti. Vlastnostem odhad̊u parametr̊u MGLM źıs-
kaných metodou maximálńı věrohodnosti je věnován velmi rozsáhlý článek [9]. V ka-
pitole 3, kde je MGLM definován, je proto pozornost mimo jiné věnována vybraným
tvrzeńım z tohoto článku. Pro snažš́ı čitelnost byly d̊ukazy těchto tvrzeńı detailněji
rozpracovány. Dále jsou v kapitole 3 odvozeny asymptotické oblasti spolehlivosti
pro vektor konstrast̊u parametr̊u modelu a jsou uvedeny testové statistiky Deviance
∆D, skórová S a Waldova statistika W , na kterých lze založit test lineárńı hypotézy
o parametrech MGLM.

V předkládané dizertačńı práci je ovšem hlavńı pozornost věnována silám test̊u
lineárńıch hypotéz o parametrech MGLM založených na ∆D, S a W . Protože nejsou
k dispozici explicitńı vyjádřeńı sil výše zmı́něných test̊u, jak je tomu např́ıklad u kla-
sického jednoduchého tř́ıděńı, viz. [42], je třeba obrátit pozornost na jejich asymp-
totickou aproximaci. Poznamenejme, že znalost aproximace śıly test̊u lze s výhodou
už́ıt při návrhu designu experimentu.
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Kapitola 4 je věnována aproximaćım sil test̊u v MGLM, které jsou zobecněńım
výsledk̊u z článku [5]. Aproximace užité v kapitole 4 a článku [5] vycháźı z aproximaćı
sil test̊u v obecné teorii maximálńı věrohodnosti v článćıch [15, 36, 14]. V některých
článćıch jsou ovšem uvedeny pouze náznaky výpočtu aproximaćı, a proto je do-
datek C věnován jejich detailńımu odvozeńı. Vedle toho je možné v MGLM typu
vyváženého jednoduchého tř́ıděńı odvodit i jinou aproximaci sil test̊u založených na
∆D a S, která je zobecněńım publikovaných výsledk̊u autora dizertace [17, 18, 19]
a je uvedena v kapitole 5. Pro stanoveńı aproximaćı v kapitole 5 bylo třeba znát
rozděleńı kvadratických forem náhodných vektor̊u s normálńım rozděleńım, kterému
je věnován dodatek B. Na závěr jsou v kapitole 6 oba možné př́ıstupy k aproximaci
sil test̊u v MGLM typu vyváženého jednoduchého tř́ıděńı porovnány a to předevš́ım
pomoćı simulačńıch studíı založených na programech sepsaných v Matlabu, které
lze nalézt na přiloženém CD.
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Kapitola 1

Metoda maximálńı věrohodnosti

Tato kapitola je věnována základńım pojmům a vybraným tvrzeńım z teorie maxi-
málńı věrohodnosti, nebot’ odhady parametr̊u a testy o parametrech mnohorozměr-
ného zobecněného lineárńıho modelu vycháźı právě z tohoto př́ıstupu.

Ve srovnáńı s daľśım možným př́ıstupem, metodou moment̊u, je metoda ma-
ximálńı věrohodnosti často numericky náročněǰśı. Většinou je totiž založena na
řešeńı nelineárńıho systému rovnic. Nicméně za určitých předpoklad̊u poskytuje
metoda maximálńı věrohodnosti odhady s výhodněǰśımi asymptotickými vlastnost-
mi [1, 26, 28, 38]. Asymptotickým vlastnostem maximálně věrohodných odhad̊u
v mnohorozměrném zobecněném lineárńım modelu je věnována pozornost v kapi-
tole 3.

Při hledáńı maximálně věrohodných odhad̊u je d̊uležitá otázka jejich existence
a jednoznačnosti. V této kapitole uvád́ıme pouze tvrzeńı použité v teorii mnohoroz-
měrných zobecněných lineárńıch model̊u, nicméně daľśı zaj́ımavé výsledky lze nalézt
např. v [29, 12, 44].

1.1 Systém regulárńıch hustot

Definice 1.1 Necht’ parametrický prostor Θ ⊂ Rm je otevřená borelovská množina.
Řekneme, že systém hustot F = {f(y; θ) : θ ∈ Θ,y ∈ Rq} vzhledem k σ-konečné
mı́̌re µ je regulárńı, jestliže plat́ı:

1. Množina M = {y : y ∈ Rq, f(y; θ) > 0} nezáviśı na θ.

2. Existuje vektor konečných parciálńıch derivaćı ∂f(y;θ)
∂θ

, θ ∈ Θ, y ∈M .

3.
R
M

∂ ln f(y;θ)
∂θ

f(y; θ) dµ(y) = 0 .

4. Prvky matice J(θ) =
R
M

∂ ln f(y;θ)
∂θ

�
∂ ln f(y;θ)

∂θ

�T
f(y; θ) dµ(y) jsou konečné a ma-

tice J je pozitivně definitńı.
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Matici J nazýváme Fisherovou informačńı matićı a hustotu f(y; θ) z regulárńıho
systému hustot F nazýváme regulárńı hustota.

Definice 1.2 Necht’ Y = [Y1, . . . , Yq]
T je náhodný vektor s regulárńı hustotou f .

Pak m-rozměrný náhodný vektor U = U(θ) = ∂ ln f(Y ,θ)
∂θ

nazýváme skórový vektor
př́ıslušný hustotě f .

Definice 1.3 Necht’ f je regulárńı hustota a existuje matice druhých parciálńıch

derivaćı hustoty ∂2f(y;θ)
∂θ∂θ

, θ ∈ Θ, y ∈ M . Pak empirickou Fisherovou informačńı

matićı př́ıslušnou hustotě f rozumı́me náhodnou matici J = J (θ) = −∂2 ln f(Y ,θ)
∂θ∂θ

typu m×m.

Věta 1.4 Necht’ f je regulárńı hustota a existuje matice druhých parciálńıch deriva-

ćı hustoty ∂2f(y;θ)
∂θ∂θ

, θ ∈ Θ, y ∈M . Pak plat́ıZ
M

∂2f(y; θ)

∂θ∂θ
dµ(y) = 0 (1.1)

právě tehdy, když J = E(J ).

Důkaz. Podmı́nku (1.1) lze zapsat ve tvaru E
�

f ′′

θθ
(Y ,θ)

f(Y ,θ)

�
= 0. Z úprav

E

�
∂2 ln f(Y , θ)

∂θi∂θj

�
= E

�
∂

∂θi

�
f ′

j(Y , θ)

f(Y , θ)

��
=

= E

�
f ′′

ij(Y , θ)f(Y , θ) − f ′
i(Y , θ)f ′

j(Y , θ)

(f(Y , θ))2

�
=

= E

�
f ′′

ij(Y , θ)

f(Y , θ)

�
− Jij , i, j = 1, . . . , m ,

tedy plyne tvrzeńı věty.

Věta 1.5 Necht’ f je regulárńı hustota. Pak skórový vektor U př́ıslušný hustotě f
má středńı hodnotu E(U) = 0 a variančńı matici var(U) = J .

Důkaz. Tvrzeńı o středńı hodnotě skórového vektoru plyne z třet́ı podmı́nky v defi-
nici 1.1 regulárńıho systému hustot F . Fisherova informačńı matice J je proto z defi-
nice rovna variančńı matici skórového vektoru U .

Lemma 1.6 Necht’ Y 1, . . . ,Y n jsou nezávislé náhodné vektory s regulárńımi hus-
totami f1(y1, θ), . . . , fn(yn, θ). Pak pro skórový vektor př́ıslušný sdružené hustotě
vektor̊u Y 1, . . . ,Y n plat́ı U(θ) =

nX
i=1

U i(θ) ,

kde U 1(θ), . . . ,Un(θ) jsou nezávislé skórové vektory př́ıslušné pořadě hustotám
f1(y1, θ), . . . , fn(yn, θ).

Důkaz. Dokazované tvrzeńı plyne z definice skórového vektoru a z nezávislosti vek-
tor̊u Y 1, . . . ,Y n.
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1.2 Maximálně věrohodný odhad

Definice 1.7 Necht’ y0 je pozorováńı náhodného vektoru Y s hustotou f(y; θ),
θ ∈ Θ. Existuje-li vektor θ = θ(y0), který je bodem globálńıho maxima funkce
f(y0, θ) na Θ, pak bθ = θ(Y ) nazýváme maximálně věrohodným odhadem (MLE)
parametru θ.

Definice 1.8 Necht’ Y 1, . . . ,Y n jsou nezávislé náhodné vektory s regulárńımi hus-
totami f1(y1, θ), . . . , fn(yn, θ). Pak funkci

l(θ,y) = ln
nY

i=1

fi(yi, θ),

kde y = [yT
1 , . . . ,y

T
n ]T, nazýváme logaritmickou věrohodnostńı funkćı a systémem

věrohodnostńıch rovnic rozumı́me systém

∂l(θ,y)

∂θ
= 0 .

Poznámka 1.9 V daľśım budeme systém věrohodnostńıch rovnic zapisovat i ve
tvaru ∂l(θ,Y )/∂θ = 0.

Poznámka 1.10 Z definice 1.2 plyne, že systém věrohodnostńıch rovnic lze psát ve
tvaru U(θ) = 0, kde U je skórový vektor př́ıslušný sdružené hustotě náhodných
vektor̊u Y 1, . . . ,Y n.

Lemma 1.11 Necht’ náhodný vektor Y i má regulárńı hustotu fi(y, θ) s pozitivně
definitńı empirickou Fisherovou informačńı matićı J i(θ) a konvexńım paramet-
rickým prostorem Θ, i = 1, . . . , n. Dále necht’ jsou náhodné vektory Y 1, . . . ,Y n

nezávislé. Existuje-li řešeńı systému věrohodnostńıch rovnicU(θ) = 0, pak je jediné
a je maximálně věrohodným odhadem bθ parametru θ.

Důkaz. Za předpoklad̊u tvrzeńı je logaritmická věrohodnostńı funkce striktně kon-
kávńı na konvexńı množině, a proto, má-li lokálńı maximum, tj. existuje-li řešeńı
systému věrohodnostńıch rovnic, je toto řešeńı i jediným globálńım maximem (viz
str. 223 v [30]).

Definice 1.12 Necht’ Y 1, . . . ,Y n jsou nezávislé náhodné vektory s regulárńımi
hustotami f1(y, θ), . . . , fn(y, θ) s Fisherovými informačńımi maticemi J1, . . . ,Jn.

Označme eθ(0)

n počátečńı odhad parametru θ. Pak posloupnost odhad̊ueθ(k+1)

n = eθ(k)

n +

"
nX

i=1

J i(eθ(k)

n )

#−1U(eθ(k)

n ) , k = 0, 1, . . . ,

parametru θ nazýváme posloupnost odhad̊u źıskaných modifikovanou Newton-Rhap-
sonovou iteračńı metodou (MNR posloupnost).
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Kapitola 2

Hustoty jednoduchého
exponenciálńıho typu

Teorie mnohorozměrných zobecněných lineárńıch model̊u vycháźı z toho, že mnoho
výhodných vlastnost́ı normálńıho rozděleńı sd́ıĺı i širš́ı tř́ıda rozděleńı nazývaná tř́ıda
rozděleńı jednoduchého exponenciálńıho typu. Vlastnostem této tř́ıdy zahrnuj́ıćı jak
diskrétńı, tak spojitá rozděleńı je v literatuře věnována značná pozornost. Zmiňme
např. monografie [38, 26, 25, 46, 21, 23].

Vybraná tvrzeńı o rozděleńı jednoduchého exponenciálńıho typu uvedená v této
kapitole jsou na jej́ım závěru doplněna konkrétńımi př́ıklady rozděleńı tohoto typu.
Pozornost je předevš́ım věnována regularitě hustot jednoduchého exponenciálńıho
typu a maximálně věrohodným odhad̊um parametr̊u hustot z této tř́ıdy. Pozname-
nejme, že odhady metodou maximálńı věrohodnosti v tř́ıdě regulárńıch hustot ex-
ponenciálńıho typu odpov́ıdaj́ı odhad̊um źıskaným metodou moment̊u, viz. [46].
V př́ıkladech jsou zahrnuta standardně uváděná rozděleńı jako je multinomické,
Poissonovo, binomické, gama či negativně binomické rozděleńı. Vedle toho jsou též
studovány vlastnosti Wishartova rozděleńı, které je uvedeno jako člen tř́ıdy rozdě-
leńı exponenciálńıho typu v monografii [23], a transformace Dirichletova rozděleńı,
o němž lze nalézt poznámky v monografíıch [23, 11].

2.1 Definice a vlastnosti

Definice 2.1 Řekneme, že náhodný vektor Y = [Y1, . . . , Yq]
T má hustotu jednodu-

chého exponenciálńıho typu, pokud existuj́ı borelovské funkce b(θ) : Θ → R
a c(y, φ, ω) : Rq × R+ × R+ → R takové, že hustotu náhodného vektoru Y lze
pro každé θ ∈ Θ ⊂ Rq, φ ∈ R+, ω ∈ R+ zapsat ve tvaru

f(y; θ, φ, ω) = exp

¨
yTθ − b(θ)

φ
ω + c(y, φ, ω)

«
.

Parametr θ pak nazýváme přirozeným parametrem, φ rušivým parametrem nebo
parametrem disperze a ω váhou.
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Věta 2.2 Necht’ náhodný vektor Y = [Y1, . . . , Yq]
T má hustotu f(y; θ) jednoduché-

ho exponenciálńıho typu s konečnými parametry φ a ω, Θ ⊂ Rq je otevřená
borelovská množina, existuj́ı konečné prvńı a druhé parciálńı derivace funkce b(θ)
podle složek parametru θ a matice b′′θθ(θ) je pozitivně definitńı na Θ. Pak hustota
f(y; θ) je regulárńı a pro př́ıslušnou empirickou Fisherovu informačńı matici plat́ı
J (θ) = J(θ) = ω

φ
b′′θθ(θ).

Důkaz. Předpoklady věty zaručuj́ı platnost podmı́nek 1. a 2. z definice 1.1. Protože
lze podle věty 9., str. 59, v [25] zaměnit pořad́ı integrace a derivace, lze psátZ

M

∂ ln f(y; θ)

∂θ
f(y; θ) dµ(y) =

Z
M

f ′
i(y, θ)

f(y; θ)
f(y; θ) dµ(y) =

=
Z
M

f ′
i(y, θ) dµ(y) =

∂

∂θ

Z
M

f(y; θ) dµ(y) =
∂

∂θ
1 = 0 ,

tj. plat́ı podmı́nka 3. v definici 1.1. Ze zaměnitelnosti pořad́ı druhých derivaćı s inte-
graćı nav́ıc podle věty 1.4 plyne J(θ) = E(J (θ)). Empirická Fisherova informačńı
matice př́ıslušná hustotě f(y; θ) přitom neńı náhodná

J (θ) = b′′θθ(θ)
ω

φ
,

tedy J(θ) = J (θ) a podle předpoklad̊u je splněna i podmı́nka 4. definice 1.1.

Definice 2.3 Hustotu f(y; θ) splňuj́ıćı předpoklady věty 2.2 budeme nazývat re-
gulárńı hustota exponenciálńıho typu.

Věta 2.4 Necht’ Y je q-rozměrný náhodný vektor s regulárńı hustotou exponen-
ciálńıho typu f(y; θ), pak plat́ı

E(Y ) = µ(θ) = b′θ(θ) , (2.1)

var(Y ) = Σ(θ) = φ b′′θθ(θ)/ω . (2.2)

Nav́ıc je q-rozměrná funkce µ na Θ s oborem hodnot µ(Θ) = {µ(θ) ∈ Rq : θ ∈ Θ}
prostá.

Důkaz. Skórový vektor př́ıslušný hustotě náhodného vektoru f(y; θ) je tvaru

U (θ) =
Y − b′θ(θ)

φ
ω . (2.3)

Podle věty 1.5 je středńı hodnota skórového vektoru, v tomto př́ıpadě

E(U) =
E(Y ) − b′θ(θ)

φ
ω ,
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rovna 0. Odtud plyne tvrzeńı o středńı hodnotě E(Y ).
Podle věty 1.5 je variančńı matice skórového vektoru rovna Fisherově informačńı

matici J , která je dle věty 2.2 rovna b′′θθ(θ)ω
φ
. Variančńı matici skórového vektoru

lze ale také vypoč́ıst př́ımo ze vztahu (2.3) ve tvaru

var(U) =
ω2

φ2
var(Y ) .

Porovnáńım obou vyjádřeńı variančńı matice skórového vektoru

ω2

φ2
var(Y ) =

b′′θθ(θ)

φ
ω

a jednoduchou úpravou źıskáme vztah (2.2).
Tvrzeńı, že funkce b′θ(θ) je prostá na Θ dokážeme sporem. Předpokládejme, že

existuj́ı θ1, θ2 ∈ Θ takové, že θ1 6= θ2 a přitom b′θ(θ1) = b′θ(θ2). Vyjádřeme hodnotu
skórového vektoru v bodě θ1 pomoćı Taylorova polynomu v bodě θ2

U(θ1) = U(θ2) + U ′
θ(θ

∗)(θ1 − θ2) , (2.4)

kde θ∗ = λθ1+(1−λ)θ2, λ ∈ (0, 1). Protože z předpoklad̊u věty plyne, že je skórový
vektor př́ıslušný hustotě f(y; θ) tvaru (2.3), plat́ı U(θ1) = U(θ2). Z Taylorova
polynomu (2.4) tedy podle věty 2.2 dostáváme

J(θ∗)(θ1 − θ2) = 0 .

Což je při θ1 6= θ2 v rozporu s regularitou Fisherovy informačńı matice J(θ∗).

Věta 2.5 Necht’ Y 1, . . . ,Y n je náhodný výběr z rozděleńı s regulárńı hustotou ex-
ponenciálńıho typu f(y; θ). Pak je skórový vektor U př́ıslušný sdružené hustotě
náhodného výběru Y 1, . . . , Y n tvaruU(θ) =

ω

φ

nX
i=1

(Y i − b′θ(θ)) .

Dále pokud existuje řešeńı bθ věrohodnostńıch rovnic U(θ) = 0, je tvaru µ−1(Y ).
Takové řešeńı je též maximálně věrohodným odhadem parametru θ.

Důkaz. Ze vztahu (2.3) v d̊ukazu věty 2.4 a z lemmatu 1.6 odvod́ıme uvedený tvar
skórového vektoru. Z věty 1.5 vyplývá, že variančńı matice skórového vektoru U je
rovna n-násobku matice J(θ), jej́ıž tvar pro regulárńı hustotu exponenciálńıho typu
byl určen ve větě 2.2. Systém věrohodnostńıch rovnic je pak podle poznámky 1.10
tvaru

y − b′θ(θ) = 0 .

Pokud y ∈ µ(Θ), je řešeńı systému věrohodnostńıch rovnic tvaru µ−1(y), protože
funkce b′θ(θ) = µ(θ) je podle věty 2.4 prostá.

Nav́ıc je parametrický prostor Θ podle lemmatu 7, str. 57 v [25] konvexńı, a proto
je řešeńı bθ dle lemmatu 1.11 maximálně věrohodným odhadem parametru θ.

23



2.2 Př́ıklady rozděleńı exponenciálńıho typu

V následuj́ıćım odstavci je pozornost věnována konkrétńım rozděleńım exponenciál-
ńıho typu. Vedle v literatuře často zmiňovaných rozděleńı – normálńı, multinomické,
Poissonovo, binomické, negativně binomické a gama – jsou studována i rozděle-
ńı méně častá – Wishartovo a transformované Dirichletovo rozděleńı. Poznámky
o Wishartovu rozděleńı, které je zobecněńım χ2 rozděleńı, lze nalézt v [23, 2, 31, 22].
Dirichletovu rozděleńı, které je mnohorozměrnou alternativou beta rozděleńı, jsou
věnovány kapitoly v monografíıch [23, 11]. Maximálně věrohodnými odhady para-
metr̊u Dirichletova rozděleńı se zabývaj́ı články [35, 34].

V jednotlivých př́ıkladech jsou ověřeny předpoklady věty 2.2 zajǐst’uj́ıćı regula-
ritu hustot a jsou odvozeny maximálně věrohodné odhady přirozeného parametru θ

podle věty 2.5.

Př́ıklad 2.6 (Normálńı rozděleńı) Předpokládejme, že náhodný vektor Y ∼
Nq(µ,Σ) a Σ > 0 je známá q-rozměrná matice. Hustotu náhodného vektoru Y

lze psát ve tvaru

f(y; µ,Σ) = exp
�
yTΣ−1µ − 1

2
µTΣ−1µ − 1

2

�
yTΣ−1y + ln |2πΣ|

��
.

Po reparametrizaci θ = Σ−1µ dostáváme tvar hustoty

f(y; θ,Σ) = exp
�
yTθ − 1

2
θTΣθ − 1

2

�
yTΣ−1y + ln |2πΣ|

��
,

ze kterého je zřejmé, že f(y; θ,Σ) je hustota exponenciálńıho typu s ω = φ = 1,
b(θ) = 1

2
θTΣθ. Protože b′(θ) = Σθ = µ, b′′(θ) = Σ, b′′′ijk(θ) = 0 , i, j, k = 1, . . . , q

a Θ = Rq, plat́ı tvrzeńı věty 2.2, tj. hustota f(y; µ,Σ) je regulárńı a J = J = Σ.
Dále z věty 2.4 plyne E(Y ) = µ a var(Y ) = Σ.

Mějme náhodný výběr Y 1, . . . ,Y n z rozděleńı vektoru Y . Dle věty 2.5 je skórový
vektor U(θ) př́ıslušný hustotě náhodného výběru roven

Pn
i=1(Y i − Σθ). Protože

je matice Σ regulárńı, řešeńı věrohodnostńıch rovnic U(θ) = 0 vždy existuje.
Maximálně věrohodný odhad přirozeného parametru je proto roven bθn = Σ−1Y .

Poznamenejme, že při Σ = σ2Iq je f(y; µ, σ2Iq) regulárńı hustota exponenciálńı-
ho typu bez reparametrizace, tj. s přirozeným parametrem µ a rušivým parametrem
σ2, při σ2 neznámém, protože ji lze psát ve tvaru

f(y; µ, σ2Iq) = exp

(
yTµ − 1

2
µTµ

σ2
−
�

1

2σ2
yTy +

q

2
ln(2πσ2)

�)
.

Př́ıklad 2.7 (Multinomické rozděleńı) Necht’ [Y1, . . . , Yq+1]
T ∼ Mnq+1(N,π),

π = [π1, . . . , πq+1]
T ,
Pq+1

i=1 πi = 1, πi > 0, i = 1, . . . , q + 1 a N je známé přirozené
č́ıslo. Pak q-rozměrný náhodný vektor Y = [Y1, . . . , Yq]

T má hustotu f(y;N,π)
exponenciálńıho typu, nebot’ ji lze psát ve tvaru

exp

(
qX

i=1

yi ln
πi

πq+1
+N ln(πq+1) −

qX
i=1

ln yi! − ln

 
N −

qX
i=1

yi

!
! + lnN !

)
,

24



pro
Pq

i=1 yi ≤ N , yi ≥ 0 , yi ∈ N, i = 1, . . . , q, f(y;N,π) = 0 jinak. Po reparamet-
rizaci θi = ln(πi/πq+1) , i = 1, . . . , q je totiž hustota náhodného vektoru Y

f(y;N, θ) = exp

(
yTθ − b(θ) −

qX
i=1

ln yi! − ln

 
N −

qX
i=1

yi

!
! + lnN !

)
s b(θ) = N ln(1 +

Pq
i=1 eθi), ω = φ = 1.

Abychom stanovili, zda je hustota f(y;N, θ) regulárńı, ověř́ıme předpoklady
věty 2.2. Označme π(k) = [π1, . . . ,πk]

T, 1 ≤ k ≤ q. Pro vektor π(q) plat́ı

π(q) = π(q)(θ) =
exp(θ)

1 + exp(θ)T1q
, (2.5)

Parametrický prostor Θ = Rq je otevřená borelovská množina, derivace funkce b
jsou tvaru

b′i(θ) = N
exp(θi)

1 +
Pq

l=1 exp θl
= Nπi

b′′ij(θ) = −N exp(θi)

1 +
Pq

l=1 exp θl

exp(θj)

1 +
Pq

l=1 exp θl
= −Nπiπj , pro i 6= j

b′′ii(θ) = N
exp(θi)

1 +
Pq

l=1 exp θl

�
1 − exp(θi)

1 +
Pq

l=1 exp θl

�
= Nπi(1 − πi),

b′′′ijk(θ) = 2N
exp(θi)

1 +
Pq

l=1 exp θl

exp(θj)

1 +
Pq

l=1 exp θl

exp(θk)

1 +
Pq

l=1 exp θl

=

= 2Nπiπjπk , i 6= j, i 6= k, j 6= k

b′′′iij(θ) = b′′′iji(θ) = b′′′jii(θ) =

= N
exp(θi)

1 +
Pq

l=1 exp θl

exp(θj)

1 +
Pq

l=1 exp θl

�
2

exp(θi)

1 +
Pq

l=1 exp θl

− 1

�
=

= Nπiπj(2πi − 1) , i 6= j

b′′′iii(θ) = N
exp(θi)

1 +
Pq

l=1 exp θl

 
1 − 3

exp(θi)

1 +
Pq

l=1 exp θl

+ 2

�
exp(θi)

1 +
Pq

l=1 exp θl

�2!
=

= Nπi(1 − 3πi + 2π2
i )

i, j, k = 1, . . . , q. Matice b′′θθ(θ) = N(diag(π(q)(θ)) − π(q)(θ)π(q)(θ)T) je pozitivně
definitńı, nebot’ pro jej́ı k−tý hlavńı minor dostáváme

|N(diag(π(k)) − π(k)π
T
(k))| = Nk|diag(π(k))|

�
1 − πT

(k)[diag(π(k))]
−1π(k)

�
=

= Nk
kY

i=1

πi

 
1 −

kX
i=1

πi

!
> 0 .

Celkem je hustota f(y;N,π) regulárńı a plat́ı

J(θ) = J (θ) = N(diag(π(q)(θ)) − π(q)(θ)πT
(q)(θ)) .
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Z věty 2.4 nav́ıc plyne E(Y ) = µ = Nπ(q) a var(Y ) = N(diag(π(q)) − π(q)π
T
(q)).

Mějme náhodný výběr Y 1, . . . ,Y n z rozděleńı vektoru Y . Dle věty 2.5 pro
skórový vektor U(θ) př́ıslušný hustotě náhodného výběru při užit́ı značeńı (2.5)
lze psát U(θ) =

nX
i=1

 
Y i −

N exp(θ)

1 + 1T
q exp(θ)

!
.

Dále pokud existuje řešeńı věrohodnostńıch rovnic U(θ) = 0 je i maximálně vě-
rohodným odhadem přirozeného parametru, který pak můžeme vyjádřit ve tvarubθ = ln Y − ln(N − Y

T
1q)1q.

Př́ıklad 2.8 (Transformované Dirichletovo rozděleńı) Předpokládejme, že ná-
hodný vektor [X1, . . . , Xq+1]

T má Dirichletovo rozděleńı Dq+1(α1, . . . , αq+1), αi > 0,
i = 1, . . . , q+1. Označme α = [α1, . . . , αq]

T, αT =
Pq+1

i=1 αi a předpokládejme, že αT

je známý pevný parametr. Hustota náhodného vektoru [X1, . . . , Xq]
T je rovna

Γ(αT )Qq+1
i=1 Γ(αi)

qY
i=1

xαi−1
i

 
1 −

qX
i=1

xi

!αq+1−1

pro xi > 0, i = 1, . . . , q,
qX

i=1

xi < 1.

Ze zápisu hustoty náhodného vektoru [X1, . . . , Xq]
T ve tvaru

exp

(
qX

i=1

αi ln

 
xi

1 −Pq
j=1 xj

!
− ln

 
Γ(αT −

qX
i=1

αi)
qY

i=1

Γ(αi)

!
+

+ ln
Γ(αT )(1 −Pq

i=1 xi)
αT −1Qq

i=1 xi

«
je zřejmé, že q-rozměrný náhodný vektor Y = [Y1, . . . , Yq]

T se složkami Yj =
lnXj − ln(1 −Pq

i=1Xi), j = 1, . . . , q má hustotu jednoduchého exponenciálńıho
typu s přirozeným parametrem α, φ = ω = 1 a b(α) =

Pq
i=1 ln Γ(αi) + ln Γ(αT −Pq

i=1 αi). Rozděleńı náhodného vektoru Y budeme nazývat transformované Dirich-
letovo a budeme jej značit TD(α, αT ). Jakobián uvedené transformace je

Qq
i=1 xi(1−Pq

i=1 xi). Náhodný vektor Y má proto hustotu f(y; α, αT ) tvaru

exp

(
qX

i=1

αiyi − b(α) + ln Γ(αT )(1 +
qX

i=1

eyi)−αT

)
.

Abychom určili, zda je hustota f(y; α, αT ) regulárńı, ověř́ıme předpoklady věty
2.2. Parametrický prostor Θ = {α ∈ Rq : αi > 0, i = 1, . . . , q,

Pq
i=1 αi < αT} je

otevřená borelovská množina, derivace funkce b jsou tvaru

b′i(α) = ψ(αi) − ψ(αT −Pq
l=1αl)

b′′ij(α) = ψ2(αT −Pq
l=1αl), pro i 6= j

b′′ii(α) = ψ2(αi) + ψ2(αT −Pq
l=1αl),

b′′′ijk(α) = b′′′iij(α) = b′′′iji(α) = b′′′jii(α) = −ψ3(αT −Pq
l=1αl) , i 6= j, i 6= k, j 6= k

b′′′iii(α) = ψ3(αi) − ψ3(αT −Pq
l=1αl)
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i, j, k = 1, . . . , q. Dále, matice

b′′αα(α) = diag(ψ2(α)) + ψ2(αT − αT1q)1q1
T
q

je pozitivně definitńı, nebot’ při označeńı α(k) = [α1, . . . , αk]
T, 1 ≤ k ≤ q je hlavńı

k−tý minor matice b′′αα(α) kladný

|diag(ψ2(α(k))) + ψ2(αT − αT1q)1k1
T
k | =

= |diag(ψ2(α(k)))|
�
1 + ψ2(αT − αT1q)1

T
k [diag(ψ2(α(k)))]

−11k

�
=

=
kY

i=1

ψ2(αi)

 
1 + ψ2(αT − αT1q)

kX
i=1

1

ψ2(αi)

!
> 0 .

Pro x > 0 totiž plat́ı ψ2(x) > 0. Hustota f(y; α, αT ) je tedy podle věty 2.2 regulárńı
a J = J = diag(ψ2(α)) + ψ2(αT − αT1q)1q1

T
q .

Z věty 2.4 nav́ıc plyne

E(Y ) = ψ(α) − ψ(αT − αT1q)1q ,

var(Y ) = diag(ψ2(α)) + ψ2(αT − αT1q)1q1
T
q .

Mějme náhodný výběr Y 1, . . . ,Y n z rozděleńı vektoru Y . Pak dle věty 2.5 pro
skórový vektor př́ıslušný sdružené hustotě náhodného výběru lze psátU(α) =

nX
i=1

�
Y i − ψ(α) + ψ(αT − αT1q)1q

�
,

Pokud existuje řešeńı věrohodnostńıch rovnicU(α) = 0 je i maximálně věrohodným
odhadem parametru α. Stanoveńı maximálně věrohodného odhadu Òα však v tomto
př́ıpadě vyžaduje numerické řešeńı věrohodnostńıch rovnic. Popǐsme nyńı volbu
počátečńı aproximace v iteračńım procesu vybrané numerické metody pro hledáńı
řešeńı systému věrohodnostńıch rovnic, které jsou dle poznámky 1.10 tvaru

Y = ψ(α) − ψ(αT − αT1q) .

Pokud [X1, . . . , Xq+1]
T ∼ Dq+1(α1, . . . , αq+1), αi > 0, i = 1, . . . , q + 1, pak dle

kapitoly 49. v [23] existuj́ı nezávislé náhodné veličiny Z1, . . . , Zq+1, Zi ∼ χ2(2αi),
popř́ıpadě, neplat́ı-li 2αi ∈ N je hustotou Zi hustota odpov́ıdaj́ıćıho gama rozděleńı,
i = 1, . . . , q + 1, a přitom

Xi =
ZiPq+1

j=1 Zj

, i = 1, . . . , q + 1 .

To znamená, že pro náhodné veličiny Yj = ln
Xj

1−
Pq

i=1
Xi

lze psát Yj = lnZj − lnZq+1

j = 1, . . . , q. Odtud lze středńı hodnotu vektoru Y dle odstavce 3.2.2 v [40] aproxi-
movat jako

EY
.
= ln

2α

2(αT − αT1)
,
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nebot’ EZi = 2αi. Za počátečńı aproximaci řešeńı systému věrohodnostńıch rovnic
proto voĺıme řešeńı soustavy rovnic

Y
.
= ln

α

(αT − αT1)
,

které je tvaru α = αT[exp(Y )1T
q + Iq]

− exp(Y ) .

Př́ıklad 2.9 (Wishartovo rozděleńı) Necht’ náhodná matice Xr×r má Wishar-
tovo rozděleńı Wr(N,Σ), Σ > 0, N je známé přirozené č́ıslo, pak q-rozměrný
(q = r(r + 1)/2) náhodný vektor

Y = X = (X11, X12, . . . , X1r, X22, . . . , X2r, X33, . . . , Xrr)
T

má hustotu f(y;N,Σ) tvaru

exp{−1

2
Tr (Σ−1y�) − N

2
ln |Σ| + N − 1 − r

2
ln |y�| − lnCr(N)} ,

kde Cr(N) = 2Nr/2πr(r−1)/4Qr
i=1 Γ(1

2
(N + 1 − i)), pro y� > 0, N ≥ r. Protože plat́ı

−1

2
Tr (Σ−1y�) = −1

2

rX
i,j=1

ΣijXij = −
X
i≤j

ΣijXij +
1

2

rX
i=1

ΣiiXii ,

je po reparametrizaci θ = (−Σ−1 + 1
2
diagΣ−1) , tj. θij = −Σij , i 6= j, θii = −1

2
Σii

i = 1, . . . , r, j = i, . . . , r hustota náhodného vektoru Y exponenciálńıho typu ve
tvaru

f(y;N, θ) = exp{yTθ − N

2
ln |Σ(θ)| + N − 1 − r

2
ln |y�| − lnCr(N)} , (2.6)

s b(θ) = N
2

ln |Σ(θ)|, přičemž Σ(θ) = [−θ� − diagθ�]−1. Řekneme-li, že náhodný
vektor Y má Wishartovo rozděleńı, rozumı́me t́ım, že náhodný vektor Y má hustotu
(2.6), tj. Y � ∼ Wr(N,Σ). Rozděleńı Y budeme značit Wr(N,Σ), tedy shodně
s označeńım rozděleńı náhodné matice Y �. Zd̊urazněme, že pro přehlednost budeme
i nadále složky vektorového parametru θ z hustoty (2.6) indexovat multiindexem ij,
i = 1, . . . , r, j = i, . . . , r.

Abychom zjistili, zda je hustota f(y;N, θ) regulárńı, ověř́ıme předpoklady věty
2.2. Ukažme nejprve, že parametrický prostor Θ = {θ ∈ Rq : −θ�−diagθ� > 0} je
otevřená borelovská množina (vzhledem k euklidovské normě). Je třeba dokázat, že
pro každé θ∗ ∈ Θ existuje ε > 0 takové, že pro všechna θ, taková, že ‖θ∗ − θ‖ < ε,
plat́ı θ ∈ Θ. Libovolnému pevnému vektoru θ∗ ∈ Θ odpov́ıdá symetrická pozitivně
definitńı matice M ∗ = −θ∗� − diagθ∗�, tj. nutně λmin(M

∗) > 0. Položme ε =
λmin(M

∗)/2.
Pro libovolný q-rozměrný vektor θ z ε-okoĺı bodu θ∗ existuje r-rozměrná sy-

metrická matice M tak, že θ = (−M + 1
2
diagM) . Dále existuje r-rozměrná
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symetrická matice N taková, že M = M ∗ + N . Proto lze vektor θ psát ve tvaru

(−M ∗ − N + 1
2
diagM ∗ + 1

2
diagN) .

Pro normu rozd́ılu vektor̊u θ∗ a θ tedy plat́ı

ε > ‖θ∗ − θ‖ = ‖(N − 1

2
diagN) ‖ =

ÌX
i<j

N2
ij +

1

4

rX
i=1

N2
ii =

=

Ì
1

2

rX
i,j=1

N2
ij −

1

4

rX
i=1

N2
ii ≥

≥ 1

2

Ì
rX

i,j=1

N2
ij =

1

2
‖N‖2 . (2.7)

Označme λi, i = 1, . . . , r vlastńı č́ısla matice N . Zřejmě ‖N‖2
2 = Tr (NNT). Ze

spektrálńıho rozkladu symetrické matice N proto dostáváme ‖N‖2
2 =

Pr
i=1 λ

2
i . Dále,

protože ε = λmin(M
∗)/2, plyne z (2.7)

1

2
λmin(M

∗) >
1

2

Ì
rX

i=1

λ2
i .

Protože
ÈPr

i=1 λ
2
i ≥ |λi|, i = 1, . . . , r, a t́ım také

ÈPr
i=1 λ

2
i ≥ −λmin(N), plat́ı pro

všechna θ z ε-okoĺı θ∗

λmin(M
∗) > −λmin(N) . (2.8)

Nav́ıc dle vztahu (1f.2.1), str. 87 v [38]

λmin(M) = min
γ∈Rr

γTMγ

(γTγ)
,

přičemž minima je dosaženo, je-li γ vlastńım vektorem matice M př́ıslušným vlast-
ńımu č́ıslu λmin(M). Protože zřejmě

λmin(M) = min
γ∈Rr

�
γTM ∗γ

γTγ
+

γTNγ

γTγ

�
≥

≥ min
γ∈Rr

γTM ∗γ

γTγ
+ min

γ∈Rr

γTNγ

γTγ
= λmin(M

∗) + λmin(N) ,

plyne z (2.8) nerovnost λmin(M) > 0, tj. matice M př́ıslušná vektoru θ z ε-okoĺı
bodu θ∗ je pozitivně definitńı. T́ım je dokázána otevřenost parametrického pros-
toru Θ.

Dále, derivace funkce b jsou při užit́ı indexováńı složek vektorového parametru
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θ multiindexem ij, i = 1, . . . , r, j = i, . . . , r tvaru

b′ij(θ) =
∂[(−θ� − diagθ�) ]T

∂θij

∂ − N
2

ln |(−θ� − diagθ�)|
∂(−θ� − diagθ�)

=

=
N

2

��
2(−θ� − diagθ�)−1 − diag(−θ� − diagθ�)−1

� �
ij

=

= NΣij , i 6= j

= N
��

2(−θ� − diagθ�)−1 − diag(−θ� − diagθ�)−1
� �

ii
=

= NΣii, i = j

b′′ijkl(θ) =

(
∂N(−θ� − diagθ�)−1

∂θkl

)
ij

=

=
�
N(−θ� − diagθ�)−1(Ekl + Elk)(−θ� − diagθ�)−1

©
ij

=

= {NΣ(Ekl + Elk)Σ}ij = N(ΣikΣlj + ΣilΣkj)

b′′′ijklmo(θ) =

(
∂N(−θ� − diagθ�)−1(Ekl + Elk)(−θ� − diagθ�)−1

∂θmo

)
ij

=

=
�
N(−θ� − diagθ�)−1(Emo + Eom)(−θ� − diagθ�)−1×

×(Ekl + Elk)(−θ� − diagθ�)−1 +

+N(−θ� − diagθ�)−1(Ekl + Elk)(−θ� − diagθ�)−1 ×
×(Emo + Eom)(−θ� − diagθ�)−1

©
ij

=

= {NΣ(Emo + Eom)Σ(Ekl + Elk)Σ+

NΣ(Ekl + Elk)Σ(Emo + Eom)Σ}ij =

= N(ΣimΣokΣlj + ΣioΣmlΣkj + ΣikΣlmΣoj + ΣilΣkoΣmj)

Matice druhých parciálńıch derivaćı funkce b je podle [2], str. 224, variančńı matićı
Wishartova rozděleńı, proto je pozitivně definitńı. Celkem je dle věty 2.2 hustota
f(y;N, θ) regulárńı a J = J = b′′(θ). Z věty 2.4 nav́ıc plyne

E(Y ) = NΣ ,

cov(Xij, Xkl) = N(ΣikΣlj + ΣilΣkj) .

Mějme náhodný výběr Y 1, . . . ,Y n z rozděleńı vektoru Y . Dle věty 2.5 je skórový
vektor př́ıslušný sdružené hustotě náhodného výběru tvaruU(θ) =

nX
i=1

�
Y i −N

�
[−θ� − diagθ�]−1

� �
.

Dále, pokud existuje řešeńı věrohodnostńıch rovnic U(θ) = 0, je toto řešeńı dle
věty 2.5 i maximálně věrohodným odhadem parametru θ, který pak lze vyjádřit ve
tvaru bθ =

�
−(Y

�
)−1 +

1

2
diag(Y

�
)−1

�
.
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Poznámka 2.10 V tabulce 2.1 lze nalézt d̊uležité charakteristiky vybraných roz-
děleńı exponenciálńıho typu. Jsou jimi postupně normálńı rozděleńı se známou
variančńı matićı Nq(µ,Σ), normálńı rozděleńı Nq(µ, σ

2Iq), multinomické rozděleńı
Mnq+1(N,π) se známým N , transformované Dirichletovo rozděleńı TD(α, αT ) dle
př́ıkladu 2.8, Wishartovo rozděleńı Wr(N,Σ) dle př́ıkladu 2.9, Poissonovo Po(λ),
gama rozděleńı G(α, β), binomické rozděleńı (absolutńı četnosti) Bi(N, π) se zná-
mým N , binomické rozděleńı (relativńı četnosti) Bi(N, π)/N , negativně binomické
rozděleńı NB(k, π) se známým k.

Zmı́něná jednorozměrná rozděleńı jsou exponenciálńıho typu, nebot’ lze jejich
hustoty psát ve tvaru

f(y, λ) = exp{y ln(λ) − λ− ln y!}, y = 0, 1, . . .

pro Poissonovo rozděleńı Po(λ), λ > 0,

f(y, α, β) = exp

(
−y β

α
+ ln β

α

1/α
+

ln y
1/α

1/α
− ln(yΓ(α))

)
, y > 0

pro gama rozděleńı G(α, β), α, β > 0,

f(y,N, π) = exp

(
y ln

π

1 − π
+N ln(1 − π) + ln

 
N

y

!)
, y = 0, 1, . . . , N

pro binomické rozděleńı (absolutńı četnosti) Bi(N, π), π ∈ (0, 1), N ∈ N je známé,

f(y,N, π) = exp

(
y ln π

1−π
+ ln(1 − π)

1/N
+ ln

 
N

Ny

!)
, y ∈ 〈0, 1〉

pro binomické rozděleńı (relativńı četnosti) Bi(N, π)/N , π ∈ (0, 1), N ∈ N,

f(y,N, π) = exp

(
y ln(1 − π) + k ln π + ln

 
y + k − 1

y

!)
y = 0, 1, . . .

pro negativně binomické rozděleńı NB(k, π), π ∈ (0, 1), k ∈ N je známé. Pozname-
nejme, že z tabulky 2.1 a věty 2.2 zřejmě plyne, že všechna uvedená jednorozměrná
rozděleńı exponenciálńıho typu jsou regulárńı.
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Rozděleńı θ Θ φ b(θ) b′(θ) b′′(θ)

Nq(µ,Σ) Σ−1µ Rq 1 1
2
θTΣθ Σθ Σ

Nq(µ, σ
2Iq) µ Rq σ2 1

2
θTθ θ Iq

Mnq+1(N,π) ln π
πq+1

Rq 1 N ln(1 + 1T exp(θ)) N exp θ

1+1T exp(θ)
N(diag(π(q)) − π(q)π

T
(q))

TD(α, αT ) α ΘTD 1

Pq+1
i=1 ln Γ(αi) ψ(α) − ψ(αq+1) diag(ψ2(α)) + ψ2(αq+1)11T

Wr(N,Σ) (−Σ−1 + 1
2
diagΣ−1) ΘW 1 N

2
ln |Σ(θ)| NΣ {N(ΣikΣlj + ΣilΣkj)}

i≤j,k≤l
i,j,k,l=1,...,r

Po(λ) ln(λ) (0,∞) 1 exp(θ) exp(θ) exp(θ)

G(α, β) −β/α (−∞, 0) 1/α − ln(−θ) −θ−1 θ−2

Bi(N, π) ln π
1−π

R 1 N ln(1 + exp(θ)) N exp(θ)
1+exp(θ)

N exp(θ)
1+exp(θ)2

Bi(N, π)/N ln π
1−π

R 1/N ln(1 + exp(θ)) exp(θ)
1+exp(θ)

exp(θ)
1+exp(θ)2

NB(k, π) ln(1 − π) (0,∞) 1 −k ln(1 − exp(θ)) k exp(θ)
1−exp(θ)

k exp(θ)
1−exp(θ)2

Tabulka 2.1: Některé charakteristiky vybraných rozděleńı jednoduchého exponenciálńıho typu. Užitá označeńı pro rozděleńı
vycháźı z poznámky 2.10. V tabulce je užito značeńı ΘTD = {α : αi > 0,αT1 < αT}, ΘW = {θ : −θ� − diagθ� > 0},
αq+1 = αT − 1Tα
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Kapitola 3

Mnohorozměrný zobecněný
lineárńı model

Mnohorozměrný zobecněný lineárńı model (MGLM), jak je z názvu patrné, vycháźı
z konceptu klasického lineárńıho modelu. Nav́ıc je MGLM zřejmým rozš́ı̌reńım zobec-
něného lineárńıho modelu ve smyslu dimenze vysvětlovaných proměnných. Porovne-
jme bĺıže lineárńı model s MGLM. Jak již bylo naznačeno v úvodu kapitoly 2,
ve srovnáńı s lineárńım modelem je v MGLM předpokládána širš́ı tř́ıda rozděleńı
vysvětlovaných proměnných. Stejně jako v lineárńım modelu je rozděleńı vysvětlo-
vaných proměnných v MGLM ovlivněno vektorem doprovodných proměnných skrze
tzv. lineárńı prediktor, nicméně v MGLM neńı vazba mezi lineárńım prediktorem
a středńı hodnotou vysvětlovaných proměnných nutně identická. Poznamenejme,
že volbou rozděleńı v MGLM předepisujeme i funkčńı vztah prvńıch a druhých
moment̊u vysvětlovaných proměnných. Důsledkem toho nejsou tyto charakteris-
tiky v modelu odhadovány odděleně, jak tomu je v klasickém lineárńım modelu,
nebot’ mohou být obě funkćı parametr̊u modelu. Nicméně klasický lineárńı model lze
chápat jako speciálńı př́ıpad MGLM. Daľśımi často už́ıvanými statistickými modely,
které patř́ı mezi MGLM, jsou log-lineárńı modely, modely probitové, resp. logitové
analýzy, popř́ıpadě modely analýzy přežit́ı.

Vlastnostem zobecněných lineárńıch model̊u je věnováno mnoho publikaćı, zmiň-
me na tomto mı́stě alespoň [6, 32, 33]. Monografie [10] je zaměřena na mnoho-
rozměrné zobecněné lineárńı modely, nicméně poznámky o zobecněných lineárńıch
modelech s nejčastěji studovaným mnohorozměrným rozděleńım, totiž s rozděleńım
multinomickým, lze nalézt i v monografii [32]. Konkrétńı př́ıklady mnohorozměrných
zobecněných lineárńıch model̊u s multinomickým rozděleńım, jako je multinomický
logitový model nebo tř́ı-dimenzionálńı probitový model, lze nalézt např. v článku [8].

Ćılem následuj́ıćı kapitoly je souhrnně uvést základńı poznatky o mnohorozměr-
ném zobecněném lineárńım modelu v souladu s monografíı [10]. V části věnované
asymptotickým vlastnostem modelu vycháźıme předevš́ım z článku [9]. Snahou je
uvést předpoklady zajǐst’uj́ıćı asymptotickou existenci, konzistenci a normalitu ma-
ximálně věrohodných odhad̊u parametr̊u modelu. V závěru části věnované asymp-
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totickým vlastnostem modelu jsou odvozeny oblasti spolehlivosti pro vektory kon-
trast̊u (lineárńıch kombinaćı) parametr̊u modelu. Kapitolu pak uzav́ıraj́ı poznámky
o testových statistikách vhodných k testováńı lineárńıch hypotéz o parametrech
modelu.

Poznamenejme, že vedle v této kapitole uvedených tvrzeńı lze v článku [9] nalézt
i tvrzeńı o silné konzistenci odhad̊u (ve smyslu konvergence skoro jistě). Nav́ıc jsou
tvrzeńı v tomto článku doprovázena zaj́ımavými závěry v konkrétńıch modelech,
např́ıklad v jednorozměrných zobecněných lineárńıch modelech s Poissonovým nebo
gama rozděleńım. Dále je na tomto mı́stě vhodné připomenout článek [47], který je
věnován asymptotické existenci a jednoznačnosti odhad̊u ve vybraných zobecněných
lineárńıch modelech.

3.1 Definice modelu

Definice 3.1 Necht’ ve dvojici (Y i,xi) znač́ı Y i = [Yi1, . . . , Yiq]
T i-tý vysvětlovaný

náhodný vektor a xi ∈ Rk jemu odpov́ıdaj́ıćı vektor reálných vysvětluj́ıćıch pro-
měnných i = 1, . . . , n. Dále necht’ plat́ı:

1. Náhodné vektory Y 1, . . . ,Y n jsou vzájemně nezávislé a každý má regulárńı
hustotu jednoduchého exponenciálńıho typu

f(yi, θi, φ, ωi) , θi ∈ Θ ⊂ Rq, φ ∈ R+ , i = 1, . . . , n ,

se známými váhami ωi ∈ R+.

2. Rozděleńı náhodného vektoru Y i záviśı na q-rozměrném lineárńım prediktoru

ηi = Ziβ , i = 1, . . . , n ,

kde β ∈ B ⊂ Rp, p ≤ nq, je vektorový parametr a Zi = Z(xi) je hodnota
q × p maticové funkce Z v bodě xi.

3. Existuje regulárńı a prostá funkce g : µ(Θ) → Rq, pro kterou plat́ı

g(µi) = ηi , i = 1, . . . , n ,

kde µi = E(Y i), i = 1, . . . , n.

Pak ř́ıkáme, že se náhodný vektor Y = [Y T
1 , . . . ,Y

T
n ]T ř́ıd́ı mnohorozměrným

zobecněným lineárńım modelem (MGLM) s linkovaćı funkćı, popř. linkem, g a matićı
plánu Z = [ZT

1 , . . . ,Z
T
n ]T. Ṕı̌seme Y ∼MGLM(f, g,Z).

Je-li matice Z plné sloupcové hodnosti, tj. má-li matice ZTZ =
Pn

i=1 ZT
i Zi

plnou hodnost, nazýváme model mnohorozměrným zobecněným lineárńım modelem
plné hodnosti.
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Rozděleńı Kanonická linkovaćı funkce

Nq(µ,Σ) identita

Nq(µ, σ
2Iq) identita

Mnq+1(N,π) ln µ

N−µT1

TD(α, αT ) inverzńı funkce k (ψ(α) − ψ(αT − 1Tα))

(explicitńı výraz neńı znám)

Wr(N,Σ) {−N(µ�)−1 + N
2
diag(µ�)−1}

Po(λ) ln(λ)

G(α, β) −1/µ

Bi(N, π) ln µ
N−µ

Bi(N, π)/N ln µ
1−µ

NB(k, π) ln µ
k+µ

Tabulka 3.1: Tabulka kanonických linkovaćıch funkćı vybraných rozděleńı jednodu-
chého exponenciálńıho typu. Užitá označeńı pro rozděleńı vycháźı z poznámky 2.10.

Poznámka 3.2 Protože µi = µ(θi), určuje linkovaćı funkce vztah přirozeného pa-
rametru θi a lineárńıho prediktoru ηi a t́ım i vektorového parametru β

g(µ(θi)) = ηi = Ziβ , i = 1, . . . , n. (3.1)

Inverzńı funkci (g◦µ)−1 na Θ, která dle věty 2.4 existuje, budeme značit u. Můžeme
tedy psát θi = u(ηi), i = 1, . . . , n.

Poznámka 3.3 Řekneme, že linkovaćı funkce g mnohorozměrného zobecněného
lineárńıho modelu je kanonickou linkovaćı funkćı, pokud θi = ηi, i = 1, . . . , n.
V takovém modelu proto plat́ı g = µ−1, funkce u je identita. Zd̊urazněme, že z věty
2.4 plyne existence inverzńı funkce µ−1 na Θ.

Př́ıklad 3.4 V tabulce 3.1 jsou uvedeny př́ıklady kanonických linkovaćıch funkćı
vybraných rozděleńı jednoduchého exponenciálńıho typu z poznámky 2.10.

Poznámka 3.5 Uvažujme MGLM, ve kterém je v́ıce náhodných vektor̊u vysvět-
lovaných shodným vektorem vysvětluj́ıćıch proměnných. Označme Y i1 , . . . ,Y ini

náhodné vektory vysvětlované vektorem xi, i = 1, . . . , n. Jim př́ıslušné váhy označ-
me postupně ωi1, . . . , ωini

, i = 1, . . . , n. V takovém modelu nahrazujeme vysvětlo-

vané vektory Y i1 , . . . ,Y ini
jedńım náhodným vektorem Y i = 1

ni

Pni

j=1 Y ij , přičemž

jemu př́ıslušná váha ωi je rovna ni
2
�Pni

j=1 ω
−1
ij

�−1
, i = 1, . . . , n. Speciálně, při ωij =1,
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j = 1, . . . , ni je parametr ωi roven ni. Takto źıskaný model má n vysvětlovaných
náhodných vektor̊u.

3.2 Skórový vektor a Fisherova informačńı matice

Poznámka 3.6 Dále budeme už́ıvat následuj́ıćı značeńı

µ(β) = [µT
1 (β), . . . ,µT

n (β)]T ,

D(β) = diag(∂µT
1 (β)/∂g, . . . , ∂µT

n (β)/∂g) ,

Σ(β) = diag(Σ1(β), . . . ,Σn(β)) ,

W (β) = D(β)Σ−1(β)D(β)T .

Poznamenejme, že zápis µi(β), resp. Σi(β), je zjednodušeńım přesněǰśıho zápisu
µ(θi) = µ(u(Ziβ)), resp. Σ(θi) = Σ(u(Ziβ))), plynoućı z poznámky 3.2.

Věta 3.7 Necht’ Y ∼ MGLM(f, g,Z), r(Z) = p. Pak skórový vektor př́ıslušný
hustotě náhodného vektoru Y je tvaruU(β) = ZTD(β)Σ−1(β) (Y − µ(β)) (3.2)

a Fisherova informačńı matice J = ZTW (β)Z (3.3)

je pozitivně definitńı.

Důkaz. Skórový vektor př́ıslušný sdružené hustotě náhodných vektor̊u Y 1, . . . ,Y n

lze dle lemmatu 1.6 vyjádřit jakoU =
nX

i=1

U i =
nX

i=1

∂li
∂β

, (3.4)

kde li = ln f(Y i, θi, φ, ωi), i = 1, . . . , n. S využit́ım vlastnost́ı parciálńıch derivaćı
můžeme psát

U i(β) =
∂ηT

i

∂β

∂µT
i

∂ηi

∂θT
i

∂µi

∂li
∂θi

, i = 1, . . . , n . (3.5)

Zd̊urazněme pro přehlednost, že členy výrazu (3.5) maj́ı postupně rozměry p×q, q×
q, q × q a q × 1. Existence derivace ∂li/∂θi plyne z regularity hustot. Diferencova-
telnost θi podle µi plyne z regularity Fisherovy informačńı matice. Existence ma-
tice parciálńıch derivaćı ∂µT

i /∂ηi = ∂µT
i /∂g plyne z regularity linkovaćı funkce g.
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Posledńı nezmı́něný člen v (3.5) je derivaćı lineárńı funkce a je roven ZT
i . S použit́ım

věty 2.4 postupně vypočteme parciálńı derivace z (3.5)

∂li
∂θi

=
Yi − b′θi

(θi)

φ
ωi =

ωi

φ
(Yi − µi) ,

∂µi

∂θi
= b′′θiθi

(θi) .

Po dosazeńı do (3.5) dostaneme

U i(β) = ZT
i

∂µT
i

∂g

�
b′′θiθi

(θi)
�−1 ωi

φ
(Yi − µi) . (3.6)

Využit́ım vztahu (2.2) a označeńım Di(β) = ∂µT
i /∂g obdrž́ıme vyjádřeńı skórového

vektoru ve tvaru U(β) =
nX

i=1

ZT
i Di(β)Σ−1

i (β) (Yi − µi(β)) . (3.7)

Vztah (3.2) je zřejmě maticovým přepisem (3.7).
Fisherovu informačńı matici J př́ıslušnou hustotě náhodného vektoru Y odvo-

d́ıme užit́ım věty 1.5, podle které var(U) = J. Proto ze vztahu (3.2) plyneJ = ZTD(β)Σ−1(β)D(β)TZ = ZTW (β)Z .

Poznamenejme pro přehlednost, že matice W (β) je typu nq × nq a matice Z je
typu nq × p. Z regularity D(β) a regularity hustot plyne pozitivńı definitnost ma-
tice W (β), tedy r(W (β)) = nq > p. Protože za předpoklad̊u věty má matice Z
plnou sloupcovou hodnost je Fisherova informačńı matice regulárńı a tedy pozitivně
definitńı.

Věta 3.8 Necht’ Y ∼ MGLM(f, g,Z), r(Z) = p, a existuj́ı druhé parciálńı deri-
vace funkce u podle η. Pak empirická Fisherova informačńı matice př́ıslušná hustotě
náhodného vektoru Y je tvaru� = ZTW (β)Z −

nX
i=1

qX
l=1

ZT
i P ilZi(Yil − µil), (3.8)

kde P il =
ωi

φ

∂2ul

∂ηi∂ηi

, i = 1, . . . , n, l = 1, . . . , q.

Důkaz. Pro odvozeńı tvaru empirické Fisherovy informačńı matice uvažme vy-
jádřeńı (3.6) skórového vektoru př́ıslušného hustotě i-tého náhodného vektoru Y i

v d̊ukazu věty 3.7. Protože dle poznámky 3.2 plat́ı u(ηi) = θi, můžeme psát

∂uT
i

∂ηi

=
∂µT

i

∂ηi

∂θT
i

∂µi

=
∂µT

i

∂gi

[b′′θθ(θi)]
−1

.
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Poznamenejme, že při označeńı Di(β) = ∂µT
i /∂g a užit́ı vztahu (2.2) dostáváme

∂uT
i

∂ηi

=
φ

ωi
Di(β)Σ−1

i (β) .

Odtud je vyjádřeńı skórového vektoru př́ıslušného hustotě f(yi,u(Ziβ), φ, ωi) ná-
hodného vektoru Y i ve tvaru

U i(β) =
ωi

φ

qX
l=1

�
YilZ

T
i

∂ul

∂η
− ∂b(θi)

∂θl
ZT

i

∂ul

∂η

�
.

Z předchoźıho vztahu odvod́ıme empirickou Fisherovu informačńı matici př́ıslušnou
hustotě f(yi,u(Ziβ), φ, ωi) jako

J i = −∂U
T
i (β)

∂β
=

=
ωi

φ

qX
l=1

 
−YilZ

T
i

∂2ul

∂η∂η
Zi + ZT

i

∂uT

∂η

∂b(θi)

∂θl∂θ

�
∂ul

∂η

�T

Zi+

+
∂b(θi)

∂θl
ZT

i

∂2ul

∂η∂η
Zi

�
=

= −
qX

l=1

ZT
i

ωi

φ

∂2ul

∂η∂η
Zi(Yil − µil) + ZT

i Di(β)Σ−1
i (β)DT

i (β)Zi .

Z lemmatu 1.6 plyne� =
Pn

i=1 J i. Odtud dostáváme vyjádřeńı empirické Fisherovy
informačńı matice (3.8).

Důsledek 3.9 Necht’ Y ∼ MGLM(f, g,Z), r(Z) = p. Pak hustota náhodného
vektoruY je regulárńı a pro př́ıslušný skórový vektorU plat́ı E(U) = 0, var(U) =J.

Důkaz. Tvrzeńı plyne z vět 1.5 a 3.7.

Důsledek 3.10 Necht’ Y ∼ MGLM(f, g,Z), r(Z) = p a existuj́ı druhé parciálńı
derivace funkce u podle η. Pak hustota náhodného vektoru Y splňuje vztah (1.1)
z věty 1.4.

Důkaz. Tvrzeńı plyne z věty 1.4, jej́ıž předpoklady jsou splněny z d̊usledku 3.9, vět
3.8 a 2.4.

Důsledek 3.11 Necht’ Y ∼ MGLM(f, g,Z), r(Z) = p a g je kanonická linkovaćı
funkce. Pak je skórový vektor př́ıslušný hustotě náhodného vektoru Y tvaruU(β) = ZT∆ (Y − µ(β)) ,

kde ∆ = 1
φ
diag(ω1Iq, . . . , ωnIq). Přitom empirická Fisherova informačńı matice �

je rovna Fisherově informačńı maticiJ = ZT∆Σ(β)∆Z . (3.9)

Nav́ıc plat́ı tvrzeńı d̊usledku 3.10.
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Důkaz. V modelu s kanonickou linkovaćı funkćı dle poznámky 3.3 a věty 2.4 plat́ı

Di(β) =
∂µT

i

∂g
=
∂µT

i

∂ηi

=
∂µT

i

∂θi
= b′′θiθi

(θi) =
ωi

φ
Σi(β) ,

tj. matice D(β) je rovna ∆Σ(β). Odtud dosazeńım do vztahu (3.2) dostáváme doka-
zovaný tvar skórového vektoru. Empirickou Fisherovu informačńı matici odvod́ıme
derivaćı skórového vektoru � = −U ′

β(β) =
∂µT

∂β
∆Z .

Protože
∂µT

i

∂β
=
∂ηT

i

∂β

∂µT
i

∂θi

= ZT
i

ωi

φ
Σi(β) ,

tj. matice ∂µT/∂β je rovna ZT∆Σ(β), plat́ı � = ZT∆Σ(β)∆Z. Matice � ovšem
neńı náhodná a proto je užit́ım d̊usledku 3.10 a věty 1.4 rovna své středńı hod-
notě J. Poznamenejme, že předpoklady d̊usledku 3.10 jsou skutečně splněny, nebot’

z poznámky 3.3 plyne, že matice druhých parciálńıch derivaćı ul podle η je nulová,
l = 1, . . . , n.

3.3 Numerické řešeńı věrohodnostńıch rovnic

Věta 3.12 Necht’ Y ∼MGLM(f, g,Z), r(Z) = p, B je otevřená množina. Necht’

{Üβ(m)}∞m=0 je MNR posloupnost odhad̊u vektorového parametru β. Pak posloupnost

{Üβ(m)}∞m=0 je posloupnost źıskaná iteračńı metodou vážených nejmenš́ıch čtverc̊uZTW (m)ZÜβ(m+1) = ZTW (m)Υ(m) , (3.10)

kde
Υ(m) = ZÜβ(m) +

�
(D(m))T

�−1
(Y − µ(m)) ,

W (m) = W (Üβ(m)), D(m) = D(Üβ(m)), µ(m) = µ(Üβ(m)).

Důkaz. Podle d̊usledku 3.9 je hustota náhodného vektoru Y regulárńı vzhledem
k parametrickému prostoru B. (m+ 1)-vý člen MNR posloupnosti lze vyjádřit jakoÜβ(m+1) = Üβ(m) +

hJ(Üβ(m))
i−1U(Üβ(m)) . (3.11)

Po vynásobeńı systému rovnic (3.11) matićı J(Üβ(m)) a dosazeńı za J, resp. U ,
vyjádřeńı (3.3), resp. (3.2), obdrž́ımeZTW (m)ZÜβ(m+1) = ZTW (m)ZÜβ(m) +ZTD(m)

�
Σ(m)

�−1
(Y − µ(m)) , (3.12)

kde Σ(m) = Σ(Üβ(m)). Protože lze psát

D(m)
�
Σ(m)

�−1
= W (m)

�
(D(m))T

�−1
,

plat́ı dokazované tvrzeńı.
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Důsledek 3.13 Necht’ Y ∼ MGLM(f, g,Z), r(Z) = p, g je kanonická linkovaćı

funkce a B je otevřená množina. Necht’ {Üβ(m)}∞m=0 je MNR posloupnost odhad̊u vek-

torového parametru β. Pak posloupnost {Üβ(m)}∞m=0 je posloupnost źıskaná iteračńı
metodou vážených nejmenš́ıch čtverc̊uZT∆Σ(m)∆ZÜβ(m+1) = ZT∆Σ(m)∆ZÜβ(m) +ZT∆(Y − µ(m)) , (3.13)

kde Σ(m), µ(m) jsou hodnotami př́ıslušných matic, resp. vektoru, v β = Üβ(m).

Důkaz. Tvrzeńı plyne z věty 3.12 a d̊usledku 3.11.

3.4 Asymptotické vlastnosti modelu

Poznámka 3.14 V následuj́ıćıch tvrzeńıch znač́ı β0 skutečnou hodnotu parame-
tru β ∈ B. Dále pro Fisherovu informačńı matici J, vektorový parametr β ∈ B
a libovolné δ > 0 označ́ıme

O(δ) =
�
β : ‖J1/2(β0)(β − β0)‖ < δ

©
,

O(δ) =
�
β : ‖J1/2(β0)(β − β0)‖ ≤ δ

©
,

∂O(δ) =
�
β : ‖J1/2(β0)(β − β0)‖ = δ

©
,

tedy O(δ) je otevřené okoĺı, O(δ) je uzavřené okoĺı a ∂O(δ) je hranice okoĺı bodu β0.
V tvrzeńıch též už́ıváme značeńı V (β) = J−1/2(β0)J(β)J−1/2(β0).

Věta 3.15 Necht’Y ∼MGLM(f, g,Z), r(Z) = p, g je kanonická linkovaćı funkce
a existuj́ı třet́ı parciálńı derivace funkce b podle θ. Necht’ je množina B otevřená
a konvexńı a nav́ıc Ziβ ∈ g(µ(Θ)), i = 1, . . . , n pro všechny β ∈ B. Dále necht’

(P1) limn→∞ λmin(J(β0)) = ∞

(P2) pro každé δ > 0 existuje n1 = n1(δ) a c > 0, tak že pro všechna n ≥ n1

a β ∈ O(δ) je matice J(β) − cJ(β0) ≥ 0.

Pak existuje posloupnost {Òβn} taková, že

(V1) asymptoticky je řešeńım věrohodnostńıch rovnic a maximálně věrohodným
odhadem parametru β, tj.

lim
n→∞

P{U(Òβn) = 0} = 1

(V2) je konzistentńım odhadem β0, tj. pro každé ε > 0

lim
n→∞

P{‖Òβn − β0‖ < ε} = 1
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Důkaz. Dle d̊usledku 3.11 je empirická Fisherova informačńı matice nenáhodná
a pozitivně definitńı. Proto dle lemmatu 1.11 existuje na konvexńı množině B

nejvýše jeden kořen věrohodnostńıch rovnic U(β) = 0 a je globálńım maximem,
tedy maximálně věrohodným odhadem. Pokud pro všechna n a δ > 0, ve všech
bodech hranice ∂O(δ) =

�
β : ‖J1/2(β0)(β − β0)‖ = δ

©
plat́ı

l(β,y) − l(β0,y) < 0 ,

lež́ı bod Òβn lokálńıho maxima věrohodnostńı funkce v otevřeném okoĺı O(δ) a je

řešeńım věrohodnostńıch rovnic U(Òβn) = 0.
V následuj́ıćım odstavci ukážeme, že pro každé η > 0 existuje δ > 0 a n1 = n1(δ)

takové, že pro všechna n ≥ n1 plat́ı

P{l(β,y) − l(β0,y) < 0,β ∈ ∂O(δ)} ≥ 1 − η , (3.14)

z čehož podle předchoźıch úvah plyne, že pro každé η > 0 a pro všechna n ≥ n1

P
n
‖J1/2(β0)(

Òβn − β0)‖ < δ
o
≥ 1 − η . (3.15)

Užit́ım tvrzeńı o minimalizaci kvadratické formy v [38], str. 87, ovšem dostáváme

δ2 > ‖J1/2(β0)(
Òβn − β0)‖

2
= (Òβn−β0)

TJ(β0)(
Òβn−β0) ≥ ‖Òβn − β0‖

2
λmin(J(β0)) .

z čehož plyne

‖Òβn − β0‖ < δ/
È
λmin(J(β0)) .

Odtud při platnosti předpokladu (P1) odvod́ıme vlastnost (V2). Ze vztahu (3.14)
ovšem též plyne, že pro každé η > 0 a n ≥ n1

P
nU(Òβn) = 0

o
≥ 1 − η ,

což odpov́ıdá dokazované vlastnosti (V1).
Zbývá dokázat, že pro každé η > 0 existuje δ > 0 a n1 = n1(δ) takové, že pro

všechna n ≥ n1 plat́ı vztah (3.14). Taylor̊uv polynom logaritmické věrohodnostńı
funkce v bodě β0 je tvaru

l(β) = l(β0) + (β − β0)
TU(β0) +

1

2
(β − β0)

TU ′
β(β∗)(β − β0) ,

kde β∗ = αβ0 + (1 − α)β, α ∈ (0, 1). Poznamenejme, že při β ∈ O(δ) plat́ı β∗ ∈
O(δ). Dle d̊usledku 3.11 je empirická Fisherova informačńı matice rovna své středńı
hodnotě −U ′

β(β∗) = J(β∗). Označ́ıme-li γ = J1/2(β0)(β − β0)/δ lze psát

l(β) − l(β0) = δγTJ−1/2(β0)U(β0) −
δ2

2
γTV (β∗)γ , (3.16)
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přičemž pro β ∈ ∂O(δ) je vektor γ je normovaný (γTγ = 1). Aby platilo l(β) −
l(β0) < 0 pro β ∈ ∂O(δ), stač́ı, aby

max
‖γ‖=1

δγTJ−1/2(β0)U(β0) < min
‖γ‖=1

δ2

2
γTV (β∗)γ . (3.17)

Ze Schwarzovy nerovnosti dostáváme

max
‖γ‖=1

γTJ−1/2(β0)U(β0) = ‖J−1/2(β0)U(β0)‖ .

Minimum kvadratické formy na pravé straně nerovnosti (3.17) je podle [38], str. 87,
rovno δ2/2 násobku nejmenš́ıho vlastńıho č́ısla matice V (β∗), protože

min
‖γ‖=1

γTV (β∗)γ = λmin(V (β∗)) .

Celkem dostatečná podmı́nka proto, aby l(β) − l(β0) < 0 pro β ∈ ∂O(δ) je

‖J−1/2(β0)U(β0)‖
2
<
δ2

4
λ2

minV (β∗) .

Podle předpokladu (P2) pro každé δ > 0 existuje n1 a c1 > 0 tak, že pro všechna
n ≥ n1,γ ∈ Rp, β ∈ O(δ) plat́ı

γTJ(β)γ ≥ c1γ
TJ(β0)γ ,

z čehož plyne
λmin(J(β)) > c ,

kde 0 < c < c1γ
T
minJ(β0)γmin, γmin je normovaný vlastńı vektor matice J(β)

př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λmin(J(β)). Nav́ıc z Markovovy nerovnosti pro každé t > 0
plat́ı

P
n
‖J−1/2(β0)U(β0)‖

2
< t

o
≥ 1 − η ,

kde η = E(‖J−1/2(β0)U(β0)‖
2
)/t. Z věty 4.18, str 69, v [1] s užit́ım d̊usledku 3.9

je ale

E
�
‖J−1/2(β0)U(β0)‖

2�
= Tr

�J−1/2(β0)J−1/2(β0)J(β0)
�

= Tr (Ip) = p .

Zvolme libovolné pevné η > 0 a položme t = η/p. Pak při δ > 0 takovém, že δ2 = 4t
c2

,
a n ≥ n1 plat́ı t = δ2c2/4 < δ2λ2

min(V (β∗))/4 a tedy

P

¨
‖J−1/2(β0)U(β0)‖

2
<
δ2

4
λ2

minV (β∗)

«
≥ 1 − η .

Odtud plat́ı (3.14) a t́ım je dokázána existence posloupnosti {Òβn} s vlastnostmi (V1)
a (V2).
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Věta 3.16 Necht’Y ∼MGLM(f, g,Z), r(Z) = p, g je kanonická linkovaćı funkce
a existuj́ı třet́ı parciálńı derivace funkce b podle θ. Necht’ je množina B otevřená
a konvexńı a nav́ıc Ziβ ∈ g(µ(Θ)), i = 1, . . . , n pro všechny β ∈ B. Dále necht’

(P1) limn→∞ λmin(J(β0)) = ∞ ,

(P3) pro matici V (β) = J−1/2(β0)J(β)J−1/2(β0), pro každé δ > 0 plat́ı

lim
n→∞

max
β∈O(δ)

‖V (β) − Ip‖ = 0 .

Pak

(V3) existuje posloupnost {Òβn} maximálně věrohodných odhad̊u parametru β0,
která je asymptoticky normálńı, tj.J1/2(β0)(

Òβn − β0)
as∼ Np(0, Ip)

(V4) skórový vektor U(β0) je asymptoticky normálńıJ−1/2(β0)U(β0)
as∼ Np(0, Ip)

Důkaz. Nejprve odvod́ıme asymptotickou normalitu skórového vektoru U(β0) př́ı-
slušného hustotě náhodného vektoru Y . Tedy dokážemeJ−1/2(β0)U(β0)

as∼ Np(0, Ip) . (3.18)

Pro libovolné γ ∈ Rp takové, že ‖γ‖ = 1, uvažujme momentovou vytvořuj́ıćı funkci
náhodné veličiny γTJ−1/2U . Označme M(δ) = E exp{δγTJ−1/2U}. Stač́ı ukázat,
že M(δ) konverguje k momentové vytvořuj́ıćı funkci standardńıho normálńıho roz-
děleńı N(0, 1) pro n→ ∞. Pak, vzhledem k tomu, že γ je libovolný vektor, pro který
‖γ‖ = 1, plat́ı (3.18).

Zvolme libovolné pevné δ > 0 a libovolné γ ∈ Rp takové, že ‖γ‖ = 1. Body
posloupnosti βn = β0 + δJ−1/2γ, i = 1, . . . lež́ı na hranici ∂O(δ). Hodnotu logarit-
mické věrohodnostńı funkce v bodě βn aproximujeme pomoćı Taylorova polynomu
(3.16). Po úpravě lze (3.16) zapsat ve tvaru

δ2

2
γTV (β∗

n)γ + l(βn) = δγTJ−1/2(β0)U(β0) + l(β0) ,

kde β∗
n = αβ0+(1−α)βn, α ∈ (0, 1). Odkud pomoćı exponenciálńı funkce dostáváme

exp{δ2γTV (β∗
n)γ/2}f(y ,βn) = exp{δγTJ−1/2(β0)U(β0)}f(y ,β0) . (3.19)

Levá strana rovnice (3.19) je Lebesgueovsky integrabilńı, nebot’ exp{δ2γTV (β)γ/2}
je spojitá funkce v bodě β, a je proto ohraničená na kompaktńı množině
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{β : β ∈ B,β = (1−α)βn +αβ0, α ∈ 〈0, 1〉}. Integraćı obou stran (3.19) vzhledem
k dominuj́ıćı mı́̌re µ dostáváme

Eβn
exp{δ2γTV (β∗

n)γ/2} = E exp{δγTJ−1/2(β0)U(β0)} . (3.20)

Protože plat́ı předpoklad (P3) a β∗
n ∈ O(δ), plat́ı, že pro každé δ > 0 a každé ε > 0

existuje n2, tak že pro všechna n ≥ n2

‖V (β∗
n) − Ip‖ ≤ ε .

Nav́ıc exponenciálńı funkce je spojitá, tedy existuje č́ıslo n3 takové, že pro všechna
n ≥ n3 plat́ı

| exp{δ2γTV (β∗
n)γ/2} − exp{δ2/2}| ≤ ε .

Integrujeme-li tuto nerovnost, přičemž využijeme vlastnosti Lebesgueova integrálu
| R ·| ≤ R | · |, zjist́ıme, že levá strana rovnice (3.20) konverguje k momentové vytvořu-
j́ıćı funkci exp{δ2/2} standardńıho normálńıho rozděleńı. T́ım je dokázána asymp-
totická normalita skórového vektoru (3.18).

Ukážeme, že z předpokladu (P3) plyne předpoklad (P2). Předpoklad (P3) je
totiž shodný s podmı́nkou, že pro každé δ > 0 a ε > 0 existuje n1 takové, že pro
všechna n ≥ n1, γ ∈ Rp, β ∈ O(δ)

|γTJ(β)γ − γTJ(β0)γ| ≤ εγTJ(β0)γ .

Z toho ovšem plyne

(1 − ε)γTJ(β0)γ ≤ γTJ(β)γ .

Voĺıme-li ε ∈ (0, 1), pak při označeńı c = 1 − ε dostáváme předpoklad (P2).

Podle věty 3.15 tedy existuje posloupnost maximálně věrohodných odhad̊u {Òβn},
která je konzistentńı a pro kterou při n→ ∞ s pravděpodobnost́ı 1 plat́ıU(Òβn) = 0.

Dokažme nyńı vlastnost (V3) takové posloupnosti {Òβn}. Budeme vycházet z Tay-

lorova polynomu skórového vektoru U(β0) v bodě ÒβnU(β0) =U(Òβn) − J(β∗∗
n )(β0 − Òβn) , (3.21)

kde β∗∗
n = αÒβn + (1 − α)β0 , α ∈ (0, 1). Vynásob́ıme-li systém rovnic (3.21) zleva

matićı J−1/2(β0), pak, protože V (β) = J−1/2(β0)J(β)J−1/2(β0), dostanemeJ−1/2(β0)U(β0) =V (β∗)J1/2(β0)(
Òβn − β0) . (3.22)

Nyńı stač́ı ukázat, že norma rozd́ılu matic V (β∗∗
n ) − Ip konverguje v pravdě-

podobnosti k 0. Pak totiž z lemmatu 5.2, str. 465, v [26] konverguje náhodný vek-

tor J1/2(β0)(
Òβn −β0) v pravděpodobnosti k náhodnému vektoru J−1/2(β0)U(β0),

který je, jak bylo ukázáno, asymptoticky normálńı. Asymptotická normalita Òβn po-
tom plyne z lemmat A.2 a A.4.
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Podle (3.15) z d̊ukazu věty 3.15 pro každé η > 0 existuje δ > 0 a n1 tak, že pro
všechna n ≥ n1

P{Òβn ∈ O(δ)} ≥ 1 − η ,

tedy i
P{β∗∗

n ∈ O(δ)} ≥ 1 − η ,

Z předpokladu (P3) plyne, že pro každé ε > 0 existuje n4 tak, že pro všechna n ≥ n4

max
β∈O(δ)

‖V (β) − Ip‖ ≤ ε .

Odtud pro všechna n ≥ max{n1, n4}

P{‖V (β∗∗
n ) − Ip‖ ≤ ε} ≥ 1 − η .

T́ım je dokázána i asymptotická normalita posloupnosti {Òβn}.

Důsledek 3.17 Necht’ Y ∼ MGLM(f, g,Z), r(Z) = p, g je kanonická linkovaćı
funkce a existuj́ı druhé parciálńı derivace funkce b vzhledem k θ. Necht’ je množina
B otevřená a konvexńı a nav́ıc Ziβ ∈ g(µ(Θ)), i = 1, . . . , n pro všechny β ∈ B.
Dále necht’

(P1) limn→∞ λmin(J(β0)) = ∞

(P4) pro každé δ > 0 plat́ı

lim
n→∞

sup
β∈O(δ)

‖J−1/2(β0)J1/2(β) − Ip‖ = 0 .

Pak

(V3’) existuje posloupnost {Òβn} maximálně věrohodných odhad̊u parametru β0,
která je asymptoticky normálńı, tj.J1/2(Òβn)(Òβn − β0)

as∼ Np(0, Ip)

(V4’) skórový vektor U(β0) je asymptoticky normálńıJ−1/2(Òβn)U(β0)
as∼ Np(0, Ip)

Důkaz. Tvrzeńı plyne z věty 3.16, splněńı předpokladu (P3) plyne z předpokladu
(P4).

Poznámka 3.18 Při výpočtu matic J1/2,J−1/2 ve větách 3.16 a 3.15 je užito
spektrálńıho rozkladu matice J. V článku [9] je navrhován výpočet matic J1/2,J−1/2

pomoćı LU rozkladu (Choleského rozkladu). Výhodou volby Choleského rozkladu je
z praktického pohledu nižš́ı výpočetńı náročnost, z teoretického pohledu pak ekvi-
valence podmı́nek (P3) a (P4), viz. [9].
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Důsledek 3.19 Necht’ Y ∼ MGLM(f, g,Z), r(Z) = p, g je kanonická linkovaćı
funkce a funkce b má spojité třet́ı parciálńı derivace vzhledem k θ. Necht’ je množina
B otevřená a konvexńı a nav́ıc

(P5) posloupnost {Zi}∞i=1 lež́ı v kompaktńı množině Z všech reálných matic typu
q × p tak, že pro každé Z ∈ Z a β ∈ B plat́ı Zβ ∈ Θ.

(P6) limn→∞ λmin(ZT∆2Z) = ∞, kde ∆ = 1
φ
diag(ω1Iq, . . . , ωnIq).

Pak plat́ı tvrzeńı vět 3.15 a 3.16.

Důkaz. Protože jsou funkce Zβ, u, b′′θθ a vlastńı č́ıslo matice spojitými funkcemi,
jejich složeńı zobrazuje kompaktńı množinu Z na kompaktńı množinu, tedy existuj́ı
konstanty c1 a c2 takové, že

0 < c1 ≤ λmin(Σn(β0)) ≤ λmax(Σn(β0)) ≤ c2 <∞ , n = 1, 2, . . . (3.23)

Proto pro libovolný vektor γ ∈ Rp užit́ım d̊usledku 3.11 plat́ı

γTJ(β0)γ = γTZT∆Σ(β0)∆Zγ ≥ c1γ
TZT∆∆Zγ . (3.24)

Užit́ım tvrzeńı o minimalizaci kvadratické formy na str. 87 v [38] dostaneme z ne-
rovnosti (3.24) nerovnost

γTJ(β0)γ ≥ c1‖γ‖2λmin(ZT∆∆Z) .

Zvoĺıme-li za γ normovaný vlastńı vektor př́ıslušný nejmenš́ımu vlastńımu č́ıslu
λmin(J(β0)) matice J(β0) źıskáme

λmin(J(β0)) ≥ c1λmin(ZT∆∆Z) .

Odtud je užit́ım věty 6, str. 328 v [39] zřejmé, že z předpokladu (P6) plyne předpo-
klad (P1).

Nyńı je třeba ukázat platnost předpokladu (P3). Poznamenejme, že (P3) je ek-
vivalentńı s předpokladem, že pro každé δ > 0 a každé ε > 0 existuje n1 takové, že
pro všechna n ≥ n1, γ ∈ Rp a β ∈ O(δ) plat́ı

|γTJ(β)γ − γTJ(β0)γ| ≤ εγTJ(β0)γ . (3.25)

Z předpokladu (P5), ze stejných argument̊u jako v úvodńım odstavci d̊ukazu plyne,
že též derivace λTΣn(β)λ, n = 1, 2, . . . podle β jsou ohraničené stejnoměrně vzhle-
dem k n ∈ N a λ ∈ Rq, když λTλ = 1. Odtud vzhledem k (3.23) odvod́ıme, že pro
každé δ > 0 a ε > 0 existuje N takové, že

|λTΣn(β)λ − λTΣn(β0)λ| ≤ ελTΣn(β0)λ
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pro všechna n ≥ N,λ ∈ Rq,β ∈ On(δ), kde On(δ) = {β : ‖J1/2
n (β0)(β − β0)‖ ≤

δ}, přičemž Jn(β0) je Fisherova informačńı matice př́ıslušná sdružené hustotě n
vysvětlovaných náhodných vektor̊u a dle d̊usledku 3.11 plat́ıJn(β0) =

nX
i=1

ω2
i

φ2
ZT

i Σi(β0)Zi ,

a ZT
i Σi(β0)Ziω

2
i /φ

2 > 0. Odtud, je-li β ∈ On+1(δ), pak plat́ı β ∈ On(δ), tj.
On(δ) ⊇ On+1(δ) ⊇ . . . Proto zřejmě

|λTΣi(β)λ − λTΣi(β0)λ| ≤ ελTΣi(β0)λ , i = N, . . . , n,

pro všechna λ ∈ Rq a β ∈ On(δ). Dále zvolme i < N . Protože jsou prvky matice
Σi(β) spojité, existuje δ′ tak, že pro každé β takové, že ‖β − β0‖ < δ′, a každé
λ ∈ Rq plat́ı

|λTΣi(β)λ − λTΣi(β0)λ| ≤ ελTΣi(β0)λ ,

Z podmı́nky (P1) nav́ıc odvod́ıme, že existuje ni takové, že pro všechna β takové, že
‖β − β0‖ < δ′, plat́ı β ∈ Oni

(δ). Zvoĺıme-li n0 = max{n1, . . . , nN−1, N} dostáváme,
že pro všechna n ≥ n0, λ ∈ Rq,β ∈ On(δ)

|λTΣi(β)λ − λTΣi(β0)λ| ≤ ελTΣi(β0)λ , i = 1, . . . , n,

z čehož při dosazeńı λ = ωi

φ
Ziγ a součtu přes všechna i = 1, . . . , n dostaneme užit́ım

trojúhelńıkové nerovnosti předpoklad (P3) ve tvaru (3.25).

Poznámka 3.20 Dle článku [9] lze platnost tvrzeńı vět 3.15 a 3.16 zajistit i nás-
leduj́ıćımi předpoklady. Necht’ Y ∼ MGLM(f, g,Z), r(Z) = p, g je kanonická
linkovaćı funkce a existuj́ı druhé parciálńı derivace funkce b vzhledem k θ. Necht’ je
množina B otevřená a konvexńı a plat́ı Ziβ ∈ g(µ(Θ)), i = 1, . . . , n. Dále necht’

plat́ı

(P1) limn→∞ λmin(J(β0)) = ∞

(P7) množina M = {y : y ∈ Rq, f(y ,β) > 0} je omezená,

(P8) limn→∞ Tr (ZJ−1(β0)ZT) = 0 .

Poznámka 3.21 V př́ıpadě modelu s jiným než kanonickým linkem neńı možné až
na speciálńı př́ıpady, viz. [47], zajistit jednoznačnost řešeńı systému věrohodnostńıch
rovnic pro odhad parametru β jako v př́ıpadě MGLM s kanonickým linkem, protože
logaritmická věrohodnostńı funkce neńı v tomto př́ıpadě obecně konkávńı na B.
Proto nemuśı být lokálńı maximum maximem globálńım a lze tedy pouze určovat
asymptotickou existenci, konzistenci a asymptotickou normalitu posloupnosti {Òβn}
řešeńı věrohodnostńıch rovnic.

Předpoklady (P2) a (P3) ve větách 3.15 a 3.16 je třeba pro zachováńı platnosti
tvrzeńı v modelu s nekanonickým linkem dle [9] modifikovat na
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(P2∗) pro každé δ > 0 existuje c > 0 tak, že

lim
n→∞

P{�(β) − cJ(β0) ≥ 0,β ∈ O(δ)} = 1

(P3∗) pro každé δ > 0 plat́ı

lim
n→∞

max
β∈O(δ)

‖V (β) − Ip‖ = 0,

kde V (β) = J−1/2(β0)�(β)J−1/2(β0),

Poznámka 3.22 Podle článku [9] je možné upravit i tvrzeńı d̊usledku 3.19 a poz-
námky 3.20 pro př́ıpad MGLM s jiným než kanonickým linkem. Předpokládejme,
že Y ∼ MGLM(f, g,Z), r(Z) = p, linkovaćı funkce g má spojité druhé derivace
a existuj́ı druhé parciálńı derivace funkce b vzhledem k θ, množina B je otevřená
a konvexńı a nav́ıc Ziβ ∈ g(µ(Θ)), i = 1, . . . , n pro všechny β ∈ B.

Označme předpoklady

(P5∗) posloupnost {Zi}∞i=1 lež́ı v kompaktńı množině Z všech př́ıpustných reálných
matic typu q × g tak, že pro každé Z ∈ Z a β ∈ B plat́ı u(Z)β ∈ Θ.

(P9)
Pn

i=1 Tr (ZiJ−1(β0)Z
T
i ) ≤ c <∞

(P10) derivace ∂u/∂η jsou ohraničené a ∂2u/∂η2 jsou ohraničené a stejnoměrně
spojité

Pak dle [9] z předpoklad̊u (P5∗) a (P6), str. 46, nebo (P1), str. 40, (P7), str. 47,
a (P8), str. 47, plyne vlastnost (V4), str. 43. Dále, jsou-li splněny předpoklady (P5∗)
a (P6), str. 46, nebo (P1), str. 40, (P7), str. 47, (P8), str. 47, (P9), str. 48, a (P10),

str. 48, pak existuje posloupnost {Òβn} s vlastnostmi (V1), str. 40, (V2), str. 40,
a (V3), str. 43.

Př́ıklad 3.23 V MGLM plné hodnosti s vysvětlovanými vektory sdruženými po-
dle poznámky 3.5 je dle [9] platnost předpoklad̊u (P5∗) a (P6) zajǐstěna splněńım
limn→∞ ni/n = λi > 0.

Věta 3.24 Necht’ jsou splněny předpoklady d̊usledku 3.17. Označme ÒJ = J(Òβ).
Uvažujme vektor Aβ lineárńıch kombinaćı vektorového parametru β, přičemž A je
matice typu k × p, hodnosti r(A) = k a plat́ı {AÒJ−1AT}ij = 0 pro i 6= j, pak lze
při n→ ∞ psát

(B) P

¨
kT

i=1

h
{Aβ}i ∈

�
{AÒβ}i − u1− α

2k
sii, {AÒβ}i + u1− α

2k
sii

�i«
≥ 1 − α

(M) P

¨
kT

i=1

h
{Aβ}i ∈

�
{AÒβ}i − upsii, {AÒβ}i + upsii

�i«
= 1 − α

48



(S) P
§
|aTÒβ − aTβ| ≤

q
χ2

1−α(k)aTÒJ−1a pro všechny a ∈ M(AT)
ª

= 1 − α

kde sii =
q�

AÒJ−1AT
©

ii
a p = ( k

√
1 − α + 1)/2.

Důkaz. Odvozeńı interval̊u spolehlivosti lze dle [24], str. 181 založit na Bonferroniho
nerovnosti, metodě maximálńıho modulu nebo Scheffeho metodě. Dle Bonferroniho
nerovnosti (viz. [50], str. 23) pro náhodné jevy A1, . . . , Ak plat́ı

P

 
k\

i=1

Ai

!
≥ 1 −

kX
i=1

(1 − P(Ai)) .

Nav́ıc z d̊usledku 3.17 dostáváme {AÒβ}i
as∼ N({Aβ}i, s

2
ii), a proto při n→ ∞ je

P
n
|{AÒβ}i − {Aβ}i| < u1− α

2k
sii

o
= 1 − α/k .

Odtud plyne tvrzeńı (B).
Z podmı́nky {AÒJ−1AT}ij = 0 pro i 6= j, plyne asymptotická nezávislost složek

vektoru Aβ. Necht’ Zi ∼ N(0, 1), i = 1, . . . , k jsou nezávislé, pak zřejmě

P
�

max
i=1,...,k

|Zi| ≤ z
�

= P {|Zi| ≤ z, i = 1, . . . , k} , (3.26)

a přitom

P
�

max
i=1,...,k

|Zi| ≤ z
�

=
kY

i=1

P {|Zi| ≤ z} = (2F (z) − 1)k , (3.27)

kde F je distribučńı funkce standardńıho normálńıho rozděleńı. Aby platilo

P
n
|{AÒβ}i − {Aβ}i|/sii < η i = 1, . . . , k

o
= 1 − α

při n→ ∞ muśı proto dle (3.26) a (3.27) být

(2F (η) − 1)k = 1 − α ,

z čehož úpravou dostáváme η = up, kde p = ( k
√

1 − α + 1)/2, podobně jako v [7].
Na závěr, z d̊usledku 3.17 užit́ım lemmatu A.9 dostáváme při n→ ∞

P
n
(AÒβ − Aβ)T(AÒJ−1AT)−1(AÒβ − Aβ) ≤ χ2

1−α(k)
o

= 1 − α ,

z čehož dle lemmatu 10.1, str. 10 v [1] plyne

P
n
[hT(AÒβ − Aβ)]2 ≤ χ2

1−α(k)hTAÒJ−1ATh pro všechna h ∈ Rk
o

= 1 − α .

Odtud plyne tvrzeńı (S), nebot’ a = ATh ∈ M(AT) pro všechna h ∈ Rk.
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3.5 Testy hypotéz o parametrech modelu

Definice 3.25 Maximálńım mnohorozměrným zobecněným lineárńım modelem bu-
deme nazývat model s regulárńı matićı plánu. V tomto modelu je p = qn.

Zkoumaný model (MGLM1) s hustotou f(y; θ, φ, ω), linkovaćı funkćı g, vek-
torovým parametrem β ∈ Rp a matićı plánu Z nazýváme základńı model.

Rěkneme, že MGLM0 je submodelem modelu MGLM1, jestliže má stejnou hus-
totu f(y; θ, φ, ω) a linkovaćı funkci g a má vektorový parametr γ ∈ Rr, r < p
a matici plánu Q takovou, že existuje p× r matice T taková, že Q = ZT.

Poznámka 3.26 Test lineárńı hypotézy H0 : Cβ = ξ proti A: Cβ 6= ξ, kde C je
matice typu s× p, plné řádkové hodnosti r(C) = s, ξ ∈ Rs, lze v mnohorozměrném
zobecněném lineárńım modelu založit na testových statistikách už́ıvaných v teorii
maximálńı věrohodnosti. Označme Òβ, resp. Üβ, MLE na B, resp. na {β : β ∈ B;
Cβ = ξ}. Pak možné statistiky pro testováńı H0 jsou
Deviance

∆D = −2
nX

i=1

h
li(Üβ) − li(Òβ)

i
= (3.28)

=
2

φ

nX
i=1

ωi

h
yT

i u(Zi
Òβ) − b(u(Zi

Òβ)) − yT
i u(Zi

Üβ) + b(u(Zi
Üβ))

i
(3.29)

Waldova statistika

W = (CÒβ − ξ)T[CJ−1(Òβ)CT]−1(CÒβ − ξ) , (3.30)

Skórová statistika

S =UT(Üβ)J−1(Üβ)U(Üβ) . (3.31)

Reparametrizaćı navrženou v článku [8] lze převést test H0 proti A na test o sub-
vektoru vhodného vektorového parametru α, H0 : α2 = α2H proti A: α2 6= α2H .
Přesněji, matice C může být zapsána jako

C = [0, (CCT)1/2]Q ,

kde Q = [QT
1 ,Q

T
2 ]T, řádky matice Q2 = (CCT)−1/2C tvoř́ı ortonormálńı bázi pros-

toru M(CT) a řádky matice Q1 tvoř́ı ortonormálńı bázi ortogonálńıho doplňku
k M(CT). Po reparametrizaci α = Qβ je proto systém rovnic Cβ = ξ ekvi-
valentńı s [0, (CCT)1/2]α = ξ, což lze při označeńı α2H = (CCT)−1/2ξ psát ve
tvaru α2 = α2H . Proto, jsou-li splněny předpoklady věty 4.4, viz. dále, a plat́ı-li
hypotéza H0 : Cβ = ξ, z d̊usledku C.19 plyne, že statistiky ∆D,W, S maj́ı asymp-
toticky χ2(p − s) rozděleńı. V kapitolách 4 a 5 disertace je věnována pozornost
asymptotickým rozděleńım testových statistik ∆D, W , S pro testováńı hypotéz
o subvektoru vektorového parametru β za platnosti alternativy.

Poznamenejme, že statistiky pro testováńı lineárńıch hypotéz lze při vhodné
volbě matice C a vektoru ξ už́ıt k testováńı submodel̊u.

50



Poznámka 3.27 Stejně jako v zobecněném lineárńım modelu (viz. [6]) lze v souladu
s monografíı [10] založit test vhodnosti základńıho modelu MGLM1 na statistice
Pearsonově

χ2 =
nX

i=1

(yi − Òµi)
TΣi(Òβ)−1(yi − Òµi) ,

Devianci

D = −2
nX

i=1

h
li(Òβ) − li(Òβmax)

i
,

kde Òµi, resp. Òβ, je maximálně věrohodný odhad parametru µi, β, v základńım
modelu a Òβmax je MLE parametru βmax maximálńıho modelu (viz. lemma 5.1).

Poznamenejme, že při vhodném doplněńı matice plánu Z, je-li r(Z) = p, na
regulárńı matici maximálńıho modelu a doplněńı vektorového parametru β na pa-
rametr βmax = [βT,βT

2 ]T, lze testováńı vhodnosti základńıho modelu vyjádřit jako
testováńı hypotézy H0 : β2 = 0 proti alternativě A: β2 6= 0. Proto, jsou-li splněny
předpoklady věty 4.4 a ř́ıd́ı-li se náhodné vektory Y 1, . . . ,Y n testovaným MGLM1,
z d̊usledku C.19 plyne D

as∼ χ2(nq − p). V [10], str. 99, jsou zmı́něny podmı́nky, při
kterých má testovaćı statistika χ2 asymptotické rozděleńı χ2(nq − p).

Př́ıklad 3.28 Testové statistiky D a χ2, resp. ∆D, pro testováńı vhodnosti MGLM
s multinomickým rozděleńım, resp. pro testováńı lineárńı hypotézy o jeho parametru,
lze psát ve tvaru

D = 2
nX

i=1

q+1X
j=1

NiYij ln
Yij

π̂ij
,

χ2 =
nX

i=1

q+1X
j=1

Ni
(Yij − π̂ij)

2

π̂ij
,

∆D = 2
nX

i=1

q+1X
j=1

NiYij ln
π̂ij

π̃ij

,

kde π̂ij , resp. π̃ij , je maximálně věrohodný odhad parametru πij za platnosti alter-
nativy A, resp. hypotézy H0.

Př́ıklad 3.29 Ve Fakultńı nemocnici Brno byla v rámci grantu Grantové Agentury
České Republiky (grant Č. 301/03/D196) Genetická predikce rizika sepse u dětských
pacient̊u studována imunitńı odezva dětských pacient̊u v závislosti na variantách
polymorfismů gen̊u. Snahou bylo nalézt kombinace variant polymorfismů, které
zp̊usobuj́ı náchylnost dětských pacient̊u k vyšš́ım stupň̊um sepse. Tento př́ıstup by
měl vést k predikci pacient̊u s vyšš́ım rizikem sepse, č́ımž by mohla být potřebná
léčba započata dř́ıve.

Z předchoźıch analýz vyplývá, že riziko sepse významně ovlivňuj́ı varianty poly-
morfismů BPI Tag, TLR 399. Tabulka 3.2 ukazuje pozorované četnosti pacient̊u
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Polymorfismus Sepse Celkem
BPI-Taq (i) TLR 399 (j) 0 1 2 3 Nij

2 2 343 43 127 55 568
2 3 32 6 15 4 57
3 2 190 9 46 10 255
3 3 25 4 3 1 33

Tabulka 3.2: Pozorované četnosti pacient̊u s r̊uzným stupněm sepse a variantami
polymorfismů BPI-Taq a TLR 399.

s α γ3 δ3

1 -2.1095 -0.7900 0.6311
2 -0.9713 -0.5078 0.0026
3 -1.8283 -1.1175 -0.2713

Tabulka 3.3: Odhady parametr̊u modelu MGLM1.

s r̊uznými kombinacemi variant polymorfismů a stupň̊u sepse mezi N = 913 pa-
cienty.

Pro popis rozděleńı četnost́ı Yijs r̊uzných stupň̊u sepse s = 0, . . . , 3 v závislosti
na kombinaci variant polymorfismů BPI-Taq i = 2, 3 a TLR 399 j = 2, 3, byl zvo-
len MGLM s kanonickým linkem typu dvojné tř́ıděńı s multinomickým rozděleńım
Y ij = [Yij1, Yij2, Yij3, Yij0]

T ∼ Mn4(Nij,πij), i = 2, 3, j = 2, 3. Za referenčńı tř́ıdu
byla zvolena tř́ıda zdravých pacient̊u (stupeň sepse 0). V modelu dvojného tř́ıděńı
lze tedy psát

MGLM1 : ln
πijs

πij0

= αs + γis + δjs , i = 2, 3, j = 2, 3, s = 1, 2, 3 . (3.32)

Hodnoty ln πijs/πij0 jsou často v literatuře označovány jako logaritmické šance tř́ıdy
s vzhledem k tř́ıdě 0, viz. např. [32]. V tabulce 3.3 jsou uvedeny maximálně věro-
hodné odhady parametr̊u MGLM1 źıskané iteračńı metodou vážených nejmenš́ıch
čtverc̊u. Poznamenejme, že pro źıskáńı modelu plné hodnosti byla volena vedleǰśı
podmı́nka γ2 = δ2 = 0. V tabulce 3.4, resp. 3.5, lze pak nalézt odhady pravděpo-
dobnost́ı z modelu MGLM1, resp. odhady logaritmických šanćı tř́ıd vzhledem k tř́ıdě
zdravých pacient̊u.

Z př́ıkladu 3.23 plyne, že pokud limn→∞Nij/N = λij > 0, jsou odhady parametr̊u
MGLM1 asymptoticky normálńı. Užit́ım věty 3.24 dostáváme 95% oblasti spolehli-
vosti pro logaritmické šance sepśı stupně 1,2,3, např. ve tř́ıdě i = 2, j = 3

(B) 〈−2.3302,−0.6267〉 × 〈−1.6355,−0.3019〉 × 〈−3.2355,−0.9637〉
(M) 〈−2.3280,−0.6290〉 × 〈−1.6338,−0.3037〉 × 〈−3.2325,−0.9667〉
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Polymorfismus Sepse
BPI-Taq (i) TLR 399 (j) 0 1 2 3

2 2 0.6022 0.0730 0.2280 0.0968
2 3 0.5780 0.1318 0.2194 0.0708
3 2 0.7488 0.0412 0.1706 0.0394
3 3 0.7289 0.0754 0.1665 0.0292

Tabulka 3.4: Odhady pravděpodobnost́ı r̊uzných stupň̊u sepse v závislosti na vari-
antách polymorfismů BPI-Taq a TLR 399.

Polymorfismus Sepse
BPI-Taq (i) TLR 399 (j) 1 2 3

2 2 -2.1095 -0.9713 -1.8283
2 3 -1.4785 -0.9687 -2.0996
3 2 -2.8995 -1.4791 -2.9458
3 3 -2.2685 -1.4765 -3.2171

Tabulka 3.5: Odhady logaritmických šanćı r̊uzných stupň̊u sepse vzhledem ke
zdravým pacient̊um v závislosti na variantách polymorfismů BPI-Taq a TLR 399.

(S) 〈−2.4731,−0.4839〉 × 〈−1.7474,−0.1901〉 × 〈−3.4260,−0.7732〉

Při testu vlivu jednotlivých polymorfismů, tj. testu submodel̊u jednoduchého
tř́ıděńı

MGLM2 : ln
πijs

πij0

= αs + γis, s = 1, . . . , 5

a
MGLM3 : ln

πijs

πij0

= αs + δjs, s = 1, . . . , 5

źıskáme tabulku analýzy deviance 3.6, podle které zamı́táme vhodnost submod-
elu MGLM3 na rozd́ıl od submodelu MGLM2. Uved’me pro úplnost, že Pearsonova

Model Deviance ∆D df χ2
0.95(∆df)

MGLM1 3.4712 3 7.8147
MGLM2 6.619 3.1479 3 7.8147
MGLM3 25.8185 22.3473 3 7.8147

Tabulka 3.6: Analýza deviance.

statistika χ2 pro test vhodnosti MGLM1, resp. MGLM2, resp. MGLM3, nabývala
postupně hodnot 3.3890, 7.7002, 23.9440. Dále pro test možnosti redukce MGLM1

na MGLM2 bylo vypočteno W = 3.4610, S = 3.5705. Podobně pro test možnosti
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redukce MGLM1 na MGLM3 bylo stanoveno W = 20.2534 a S = 21.0522. Rozhod-
nut́ı o zamı́tnut́ı testovaných hypotéz by tedy byla stejná pokud bychom test založili
na libovolné z možných statistik, tj. na D nebo χ2 pro test vhodnosti modelu a na
∆D, W nebo S pro test možnosti redukce základńıho modelu.

Výsledky uvedené v tomto př́ıkladu byly źıskány pomoćı programů confreg.m,
fact.m, iwlsm Mn.m, statistics Mn.m sepsaných pro Matlab, které lze nalézt v ad-
resáři priklad geny na přiloženém CD.
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Kapitola 4

Śıla test̊u v MGLM

Předpokládejme, že Y = [Y T
1 , . . . ,Y

T
n ]T ∼ MGLM(f, g,Z), r(Z) = p, existuj́ı

třet́ı derivace věrohodnostńı funkce náhodného vektoru Y a ńıže definované poleK... má konečné prvky. Dále uvažujme rozděleńı parametru modelu β na dva sub-
vektory β = [βT

1 ,β
T
2 ]T, β1 ∈ Rr,β2 ∈ Rp−r. Vektor β1 budeme nazývat rušivým

parametrem.

Tato kapitola je věnována silám test̊u hypotéz o parametru β2. Jak bylo uvedeno
v poznámce 3.26, lze libovolný test lineárńı hypotézy H0 : Cβ = ξ převést na test
o subvektoru vhodného vektorového parametru. Dále je dle poznámky 3.26 možné
takový test založit na Devianci, Waldově nebo skórové statistice. Pro srovnáńı jejich
sil je v této kapitole zvolen Pitman̊uv př́ıstup (viz [40], kapitola 10.2), při kterém
je hypotéza H0 : β2 = β2H testována proti posloupnosti jednoduchých alternativ
An : β2 = β2H + εn = β2A, přičemž εn = O(n−1/2).

Asymptotickým rozděleńım deviance, skórové a Waldovy statistiky spolu s asym-
ptotickou aproximaćı śıly test̊u založených na těchto statistikách v jednorozměr-
ném zobecněném lineárńım modelu se zabývá článek [5], který vycháźı z článk̊u
[15, 36, 14] věnovaných vlastnostem testových statistik už́ıvaných v teorii maximálńı
věrohodnosti. Ćılem této kapitoly je obdobným postupem stanovit asymptotické
śıly test̊u v MGLM s využit́ım dodatku C. K tomu je předevš́ım potřeba vyjádřit
př́ıslušné tvary poĺı kumulant̊u K...,K.,..,K.,.,., jejichž značeńı je zavedeno v poz-
námce 4.1. Odvozené aproximace sil jsou poté užity při výpočtu sil test̊u dvojného
tř́ıděńı a jsou srovnány se simulovanými silami.

V článku [8] jsou uvedena asymptotická rozděleńı výše zmı́něných testových
statistik při jinak specifikované posloupnosti alternativ. Odvozené aproximace rozdě-
leńı testových statistik vycháźı z aproximaćı statistik řádu o(1) a odpov́ıdaj́ı d̊usled-
ku C.19. Jsou tedy pro všechny testové statistiky asymptoticky ekvivalentńı. Nicmé-
ně, protože asymptotická rozděleńı statistik navržená v této kapitole vycháźı z apro-
ximaćı statistik řádu o(n−1/2), umožňuj́ı na rozd́ıl od d̊usledku článku [8] rozlǐsovat
mezi jednotlivými aproximacemi sil test̊u založených na výše zmı́něných statistikách.
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4.1 Odvozeńı sil test̊u

Poznámka 4.1 Pro přehlednost zde uvedeme značeńı použitá v této kapitole. Roz-
děleńı Fisherovy informačńı matice J na submatice J12,J11,J21,J22 odpov́ıdá roz-
děleńı vektoru β = [βT

1 ,β
T
2 ]T. Stejně je tomu i u jiných matic a poĺı. Dále znač́ımeA =

� J−1
11 0
0 0p−r

�
, M =

� J−1
11 J12

−Ip−r

�
,�... =

�
∂3 ln f(Y ,β)

∂βi∂βj∂βk

�
i,j,k=1,...,p

, K... =

�
E

�
∂3 ln f(Y ,β)

∂βi∂βj∂βk

��
i,j,k=1,...,p

,

a K.,.. = [E(Ui{�}jk)]i,j,k=1,...,p, K.,.,. = [E(UiUjUk)]i,j,k=1,...,p. Povšimněme si, že
z definice pole K.,.. plyne Ki,jk =Ki,kj, i, j, k = 1, . . . , p.

Odhad parametru β při alternativě A budeme značit stř́ı̌skou Òβ = [Òβ T
1,Òβ T

2]
T.

Dále znač́ıme Üβ = [Üβ T
1,β

T
2H ]T, kde Üβ T

1 je odhad parametru β1 při hypotéze H0.
Nav́ıc budeme značit βA = [βT

1A,β
T
2A]T, kde β1A je skutečná hodnota parametru β1.

Hodnoty funkćı v bodě [βT
1A,β

T
2H ]T, resp. βA jsou pro přehlednost označeny

přidáńım trojúhelńıku (např. çJ), resp. oblouku (např. �J). Podobně hodnoty funkćı

v bodech odhad̊u Òβ, resp. Üβ jsou pro přehlednost označeny přidáńım stř́ı̌sky (např.ÒJ), resp. vlnky (např. ÜJ).

Značeńı uvedené v této poznámce bude dále použ́ıváno bez daľśıho upozorněńı.

Věta 4.2 Prvky trojdimenzionálńıch poĺı kumulant̊u K..., K.,.. a K.,.,. odpov́ıda-
j́ıćıch skórovému vektoru U a empirické Fisherově informačńı matici � lze zapsat
jakoKrst = −

nX
i=1

ωi

φ

 qX
l=1

∂2θil

∂η∂η

∂µil

∂η

!
◦ Zi(r) ◦ Zi(s) ◦ Zi(t) −

−
nX

i=1

�
qX

j=1

qX
k=1

∂µij

∂η
Σjk

i

∂2µik

∂η∂η

�
◦ Zi(r) ◦ Zi(s) ◦ Zi(t) −

−
nX

i=1

�
qX

j=1

qX
k=1

∂2µij

∂η∂η
Σjk

i

∂µik

∂η

�
◦ Zi(r) ◦ Zi(t) ◦ Zi(s) +

+
nX

i=1

φ

ωi

�
qX

j=1

qX
k=1

qX
l=1

qX
m=1

∂µij

∂η
Σjk

i

∂2µik

∂θim∂η
Σml

i

∂µil

∂η

�
◦ Zi(r) ◦ Zi(t) ◦ Zi(s)Kr,st = −

nX
i=1

ωi

φ

∂2θi

∂η∂η
◦ (DT

i Zi(r)) ◦ Zi(s) ◦ Zi(t)Kr,s,t = Kr,st +Ks,rt +Kt,rs −Krst , r, s, t = 1, . . . , p,

přičemž Zi(r) je r-tý sloupec matice Zi a Σjk
i = {Σ−1

i }jk, j, k = 1, . . . , q.
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Důkaz. Podle věty 3.8 je možné zapsat empirickou Fisherovu informačńı matici
př́ıslušnou náhodnému vektoru Y i ve tvaru

J i = −ωi

φ

qX
l=1

ZT
i

∂2ul

∂η∂η
Zi(Yil − µil) + ZT

i DiΣ
−1
i DT

i Zi .

Vyjádřeme jej́ı rs-tý prvek

{J i}rs = −ωi

φ

qX
l=1

ZT
i(r)

∂2ul

∂η∂η
Zi(s)(Yil − µil) + ZT

i(r)DiΣ
−1
i DT

i Zi(s) . (4.1)

Protože má trojdimenzionálńı pole třet́ıch derivaćı �... prvky�rst =
nX

i=1

qX
o=1

{Zi}ot
∂{J i}rs

∂ηo

, (4.2)

vyjádř́ıme

∂{J i}rs

∂ηo
= −ωi

φ

qX
l=1

ZT
i(r)

∂3ul

∂η∂η∂ηo
Zi(s)(Yil − µil) +

+
ωi

φ

qX
l=1

ZT
i(r)

∂2ul

∂η∂η
Zi(s)

∂µil

∂ηo
+

+ ZT
i(r)

∂Di

∂ηo
Σ−1

i DT
i Zi(s) + ZT

i(r)DiΣ
−1
i

∂DT
i

∂ηo
Zi(s) −

− φ

ωi

qX
m=1

qX
n=1

ZT
i(r)DiΣ

−1
i EmnΣ

−1
i DT

i Zi(s)
∂2µim

∂θn∂ηo
.

Ze vztahu (4.2) plyneKrst =
Pn

i=1

Pq
o=1{Zi}otE (∂{J i}rs/∂ηo). Pro odvozeńı prvńı

části tvrzeńı tedy již pouze stač́ı vypoč́ıst středńı hodnotu ∂{J i}rs/∂ηo

E (∂{J i}rs/∂ηo) =
ωi

φ

qX
l=1

ZT
i(r)

∂2ul

∂η∂η
Zi(s)

∂µil

∂ηo

+ZT
i(r)

∂Di

∂ηo

Σ−1
i DT

i Zi(s) + ZT
i(r)DiΣ

−1
i

∂DT
i

∂ηo

Zi(s)

− φ

ωi

qX
m=1

qX
n=1

ZT
i(r)DiΣ

−1
i EmnΣ

−1
i DT

i Zi(s)
∂2µim

∂θn∂ηo
.

Dále z vyjádřeńı (4.1) a (3.7) dostávámeKr,st = E(Uir{J i}st) =

= E

" �
ZT

i(r)DiΣ
−1
i (Yi − µi)

�
×

×
 
−ωi

φ

qX
l=1

ZT
i(s)

∂2ul

∂η∂η
Zi(t)(Yil − µil) + ZT

i(s)DiΣ
−1
i DT

i Zi(t)

!#
,

z čehož při zápisu θi = u(ηi) plyne druhá část tvrzeńı. Třet́ı část tvrzeńı plyne
z d̊ukazu lemmatu C.14.
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Důsledek 4.3 Necht’ g je kanonická linkovaćı funkce, pak prvky trojdimenzionál-
ńıch poĺı kumulant̊u K..., K.,.. a K.,.,. odpov́ıdaj́ıćıch př́ıslušnému náhodnému vek-
toru U a empirické Fisherově informačńı matici � jsou tvaruKrst = −

nX
i=1

ωi

φ

∂3b(θi)

∂θ∂θ∂θ
◦ Zi(r) ◦ Zi(s) ◦ Zi(t) ,Kr,st = 0 ,Kr,s,t = −Krst , r, s, t = 1, . . . , p.

Důkaz. V modelu s kanonickou linkovaćı funkćı dle poznámky 3.3 plat́ı θi = ηi, i =
1, . . . , q, z čehož př́ımo plyne

∂2θil

∂η∂η
=

∂2θil

∂θ∂θ
= 0 , i, l = 1, . . . , q. (4.3)

Dále, vektor ∂µij/∂η lze psát jako ∂µij/∂θ, který dle vztahu (2.1) odpov́ıdá
∂2b(θi)

∂θj∂θ
.

Protože ze vztahu (2.2) nav́ıc plyne Σi =
φ

ωi

∂2b(θi)

∂θ∂θ
, dostáváme

qX
j=1

∂µij

∂η
Σjk

i =
ωi

φ
I(k) , i, k = 1, . . . , q, (4.4)

kde I(k) je k-tý sloupec jednotkové matice Iq. Nav́ıc lze také psát

∂2µij

∂η∂η
=

∂3b(θi)

∂θj∂θ∂θ
. (4.5)

Užit́ım vztah̊u (4.3), (4.4) a (4.5) ve větě 4.2 dostáváme tvrzeńı.

Věta 4.4 Necht’ βA je skutečná hodnota parametru β, Y ∼ MGLM(f, g,Z).
Necht’ jsou splněny předpoklady věty 3.16, nebo d̊usledku 3.19, nebo poznámky
3.20, je-li g kanonická linkovaćı funkce a v ostatńıch př́ıpadech (v modelu s jiným
než kanonickým linkem), necht’ jsou splněny předpoklady uvedené v poznámce 3.21,
nebo předpoklady v poznámce 3.22 pro splněńı vlastnost́ı (V1) a (V3) a př́ıslušná
empirická Fisherova informačńı matice je pozitivně definitńı. Pak lze distribučńı
funkci F∆D statistiky ∆D, resp. FW statistikyW , resp. FS statistiky S, asymptoticky
aproximovat

F∆D(t) = Gp−r,λ(t) +
2X

j=0

b∆D
j Gp−r+2j,λ(t) + o(n−1/2) , (4.6)

FW (t) = Gp−r,λ(t) +
3X

j=0

bWj Gp−r+2j,λ(t) + o(n−1/2) , (4.7)

FS(t) = Gp−r,λ(t) +
3X

j=0

bSj Gp−r+2j,λ(t) + o(n−1/2) , (4.8)
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kde Gp−r,λ(t) je distribučńı funkce rozděleńı χ2(p− r, λ), λ = εT
n
çJ22.1εn a

b∆D
0 = −(b∆D

1 + b∆D
2 )

b∆D
1 = −A/2 +B − C/2 +D − E/2 + F/2

b∆D
2 = A/6 − B/2

bW0 = −(bW1 + bW2 + bW3 )

bW1 = −A/2 +B +D − E/2 + F/2 −G/2

bW2 = −B/2 − C/2 +G/2

bW3 = A/6

bS0 = −(bS1 + bS2 + bS3 )

bS1 = −A/2 +B − C/2 +D − E/2 + F/2 + I/2 − J/2

bS2 = −I/2 + J/2

bS3 = A/6 − B/2

přičemž

A = éK... ◦êMεn ◦êMεn ◦êMεn

B = éK.,.. ◦êMεn ◦êMεn ◦êMεn

C = éK... ◦ èA ◦êMεn

D = éK.,.. ◦ èA ◦êMεn

E = éK2.. ◦ εn ◦êMεn ◦êMεn

F = éK2,.. ◦ εn ◦êMεn ◦êMεn

G = éK... ◦ çJ−1 ◦êMεn

H = éK.,.. ◦ çJ−1 ◦êMεn

I = éK.,.,. ◦ çJ−1 ◦êMεn

J = éK.,.,. ◦ èA ◦êMεn

s trojdimenzionálńımi poli kumulant̊u dle věty 4.2. Přidáńım trojúhelńıku (např. çJ)
jsou v souladu s poznámkou 4.1 značeny hodnoty funkćı v bodě [βT

1A,β
T
2H ]T.

Důkaz. Tvrzeńı plyne z vět C.15, C.16, C.17 a poznámky C.18, nebot’ jsou splněny
předpoklady uvedené v úvodu dodatku C. Sdružená hustota nezávislých náhodných
vektor̊u Y 1, . . . ,Y n je totiž dle d̊usledku 3.9 regulárńı, existuj́ı jej́ı třet́ı parciálńı
derivace vzhledem k parametru β, podle d̊usledku 3.10 plat́ı podmı́nka (1.1) na
str. 18 a z věty 5.8 na str. 27 v [26] plyne platnost podmı́nky (C.1) na str. 105.
Z předpoklad̊u věty v př́ıpadě modelu s kanonickým linkem plyne jednoznačnost
maximálně věrohodných odhad̊u. V modelu s jiným než kanonickým linkem je dle
lemmatu 1.11 jednoznačnost odhadu zajǐstěna vlastnost́ı (V1) na str. 40 a pozitivńı
definitnost́ı empirické Fisherovy informačńı matice. Nav́ıc z vlastnosti (V3) na str.

43, tj. z asymptotické normality odhad̊u Òβ a Üβ, dle lemmatu A.5 odvod́ıme Òβ =
βA +Op(n

−1/2), Üβ = βA +Op(n
−1/2).
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Důsledek 4.5 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 4.4 a linkovaćı funkce g je
kanonická. Pak lze distribučńı funkci F∆D statistiky ∆D, resp. FW statistiky W ,
resp. FS statistiky S, aproximovat jako (4.6), resp. (4.7), resp. (4.8) s koeficienty

b∆D
0 = −(b∆D

1 + b∆D
2 )

b∆D
1 = −A/2 − C/2 −E/2

b∆D
2 = A/6

bW0 = bS0 = −(bW1 + bW2 + bW3 )

bW1 = bS1 = −A/2 −E/2 −G/2

bW2 = bS2 = −C/2 +G/2

bW3 = bS3 = A/6

Označeńı A,C,E,G jsou shodná s označeńımi ve větě 4.4 při poĺıch kumulant̊u
z věty 4.3.

Důkaz. Tvrzeńı plyne z věty 4.4 a d̊usledku 4.3.

Poznámka 4.6 Jsou-li splněny předpoklady věty 4.4, pak při n → ∞ lze podle
d̊usledku C.19 aproximovat śılu testu β∆D (resp. βW , resp. βS) hypotézy H0 : β2 =
β2H proti alternativě A: β2 = β2A založeného na statistice ∆D (resp. statistice W ,
resp. statistice S) v bodě βA při hladině významnosti α jako

β∆D(α) = 1 − F∆D(χ2
1−α(p− r)) , (4.9)

βW (α) = 1 − FW (χ2
1−α(p− r)) , (4.10)

βS(α) = 1 − FS(χ2
1−α(p− r)) , (4.11)

kde za distribučńı funkce F∆D, resp. FW , resp. FS dosazujeme př́ıslušné aproximace
řádu o(n−1/2) z d̊usledku 4.5 nebo věty 4.4 podle toho, zda uvažujeme model s kano-
nickým linkem nebo nikoliv. Nav́ıc z d̊usledku C.19 plyne, že po dosazeńı distribučńı
funkce χ2

p−r,λ rozděleńı s λ = εT
n
çJ22.1εn za distribučńı funkci F∆D, resp. FW , resp.

FS, obdrž́ıme aproximaci výše zmı́něných sil řádu o(1).

Poznámka 4.7 Uvažujme dvě pevné alternativy A1 a A2 takové, že

A1 : β2 = β20 + ε a A2 : β2 = β20 + cε .

Označ́ıme-li A,B,C,D,E, F,G,H, I, J, λ koeficienty aproximaćı distribučńıch funk-
ćı z věty 4.4 nebo d̊usledku 4.5 př́ıslušných alternativě A1, lze koeficienty aproximaćı
distribučńıch funkćı př́ıslušné alternativě A2 psát jako c3A, c3B, cC, cD, c3E, c3F, cG,
cH, cI, cJ, c2λ. Této vlastnosti lze s výhodou už́ıt při vykreslováńı aproximace śıly
test̊u založených na statistikách ∆D, W nebo S.
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4.2 Př́ıklady

Př́ıklad 4.8 Uvažujme MGLM typu vyváženého dvojného tř́ıděńı s kanonickou
linkovaćı funkćı s multinomickým rozděleńım popsaný v př́ıkladu 3.29 s parame-
try odvozenými z odhad̊u parametr̊u modelu v tomto př́ıkladu, které jsou uvedeny
v tabulce 4.1.

s α γ3 δ3

1 -2.1 -0.8 0.6
2 -1.0 -0.5 0.003
3 -1.8 -1.1 -0.3

Tabulka 4.1: Parametry v MGLM s multinomickým rozděleńım (3.32)

Porovnejme simulované a asymptotické śıly test̊u hypotézy H0 : β2 = δ3 = 0, kde
β1 = [αT,γT

3 ]T a ε = δ3 proti alternativě A : β2 = cε, které jsou založeny postupně
na statistice ∆D,W a S. Výpočet asymptotických aproximaćıch vycháźı z poznámek
4.6 a 4.7. Pro stanoveńı simulovaných sil bylo pro každou zvolenou alternativu v Mat-
labu pomoćı programu multrnd [45] provedeno 1000 simulaćı multinomického roz-
děleńı s př́ıslušnými parametry. Poté byla spočtena relativńı četnost zamı́tnut́ı H0

pomoćı testu založeného na statistice ∆D, W a S. Simulace, při kterých iteračńı
proces odhadu parametr̊u modelu divergoval, byly z výpočtu relativńıch četnost́ı
zamı́tnut́ı vyloučeny. Obrázek 4.1 znázorňuje simulované a asymptotické aproxi-
mace sil test̊u řádu o(n−1/2) a o(1) při hladině významnosti 0.05 a pozorovaných
četnostech pacient̊u v jednotlivých tř́ıdách N = [568, 57, 255, 33]T. Pro posouzeńı
vhodnosti asymptotické aproximace při nižš́ım počtu pozorováńı je v obrázku 4.2
uvedeno srovnáńı simulované a asymptotické aproximace sil test̊u řádu o(n−1/2)
a o(1) při četnostech N = [50, 50, 50, 50]T a hladině významnosti 0.05.

V obou obrázćıch 4.1 i 4.2 překročila aproximace śıly test̊u řádu o(n−1/2) hod-
notu 1, což plyne z tvaru aproximaćı ve větě 4.4. Asymptoticky je ale zřejmě tato
nepř́ıjemná vlastnost aproximaćı vyloučena. Aproximace řádu o(1) naopak nabývá
hodnot v intervalu 〈0, 1〉. Jak je ale vidět z obrázk̊u, je aproximace řádu o(1) méně
vhodná zejména v alternativách odpov́ıdaj́ıćıch větš́ı hodnotě c. Poznamenejme dále,
že pro menš́ı počty pozorováńı při simulaćıch často śıla testu založeného na Waldově
statistice W nabývá nižš́ıch hodnot než-li śıly test̊u založených na statistikách ∆D
a S.

Výsledky uvedené v tomto př́ıkladu byly źıskány pomoćı programů iwlsm Mn.m,
asym power Mn.m, power Mn example1.m, sim power Mn.m, statistics Mn.m,
multrnd.m v Matlabu, které lze nalézt v adresáři priklad1 Mn na přiloženém CD.

Př́ıklad 4.9 Věnujme pozornost MGLM typu jednoduchého tř́ıděńı s kanonickou
linkovaćı funkćı s dvourozměrným transformovaným Dirichletovým rozděleńım. Přes-
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Obrázek 4.1: Simulovaná śıla (S), asymptotická aproximace śıly řádu o(n−1/2) (A1)
a asymptotická aproximace śıly řádu o(1) (A2) test̊u v MGLM typu dvojného tř́ıděńı
s multinomickým rozděleńım, při N = [568, 57, 255, 33], hodnotách parametr̊u z tab-
ulky 4.1 a hladině významnosti α = 0.05. V grafu jsou značeny β1, resp. β2, resp.
β3 śıly testu založeného na statistice ∆D, resp. W , resp. S.
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Obrázek 4.2: Simulovaná śıla (S), asymptotická aproximace śıly řádu o(n−1/2) (A1)
a asymptotická aproximace śıly řádu o(1) (A2) test̊u v MGLM typu dvojného tř́ıděńı
s multinomickým rozděleńım, při N = [50, 50, 50, 50], hodnotách parametr̊u z tab-
ulky 4.1 a při hladině významnosti α = 0.05. V grafu jsou značeny β1, resp. β2, resp.
β3 śıly testu založeného na statistice ∆D, resp. W , resp. S.
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něji předpokládejme, že Y i = [Yi1, Yi2]
T ∼ TD(αi, 15), i = 1, 2 při parametrech

α1 = γ − δ, α2 = γ + δ

kde γ = [4, 5]T, δ = [0.5, 1]T. Počet pozorováńı v jednotlivých tř́ıdách je zvolen
asymetricky N = [20, 10]T. V obrázćıch 4.3 a 4.4 jsou pro představu vykresleny
hustoty pr̊uměr̊u v jednotlivých tř́ıdách v souladu s poznámkou 3.5.

Grafické srovnáńı simulovaných sil a asymptotických aproximaćı řádu o(n−1/2)
a o(1) sil test̊u hypotézy H0 : β2 = δ = 0, při β1 = αT a ε = δ proti alternativě
A : β2 = cε založených postupně na statistice ∆D, W a S je uvedeno v obrázku 4.5.
Výpočet asymptotických aproximaćıch vycháźı z poznámek 4.6 a 4.7. Simulované
śıly byly stanoveny stejným postupem jako v př́ıkladu 4.8.

Z grafického srovnáńı na obrázku 4.5 vyplývá, že aproximace sil řádu o(n−1/2)
a o(1) jsou shodné a simulované śıly test̊u založené na testových statistikách ∆D, W
a S jsou téměř identické. Př́ıčinou je zřejmě tvar hustot transformovaného Dirichle-
tova rozděleńı. Dále si lze povšimnout, že simulovaná hladina významnosti testu je
vyšš́ı než předepsaná hladina α = 0.05.

Výsledky uvedené v tomto př́ıkladu byly źıskány pomoćı programů diripdf.m,
asym power Diri.m, inv mu Diri.m, sim power Diri.m, statistics Diri.m,
iwlsm Diri.m, dif Diri.m, power Diri example1.m, v Matlabu, které lze nalézt
v adresáři priklad2 Diri na přiloženém CD.

Př́ıklad 4.10 Uvažujme MGLM s kanonickým linkem typu vyváženého dvojného
tř́ıděńı s Wishartovým rozděleńım, přesněji

MGLM1 : g(µ) = α + γi + δj , i = 1, 2, j = 1, 2, 3

kde g je př́ıslušná kanonická linkovaćı funkce z tabulky 3.1. Tento př́ıklad je věnován
śıle test̊u vhodnosti modelu MGLM1 proti submodelu

MGLM2 : g(µ) = α + γi, i = 1, 2,

tj. śıle test̊u hypotézy H0 : β2 = [δT
2 , δ

T
3 ]T = 0, při β1 = [αT,γT

2 ]T a ε = [δT
2 , δ

T
3 ]T

proti alternativě A : β2 = cε, založených postupně na statistice ∆D, W a S. Pro
grafické porovnáńı simulovaných sil test̊u s jejich asymptotickými aproximacemi byly
zvoleny hodnoty parametr̊u z tabulky 4.2, stupeň volnosti Wishartova rozděleńı 3
a počet pozorováńı v jednotlivých tř́ıdách N = 20. Pro źıskáńı modelu plné hodnosti
byly na parametry kladeny vedleǰśı podmı́nky γ1 + γ2 = 0, δ1 + δ2 + δ3 = 0.

V obrázku 4.6 jsou znázorněny simulované śıly test̊u založených na ∆D, W a S
spolu s jejich asymptotickými aproximacemi řádu o(n−1/2) a o(1) źıskané stejným
postupem jako v př́ıkladu 4.8. Simulovaná śıla testu založeného na Waldově statis-
tice byla ve většině alternativ určených hodnotou c nejmenš́ı, naopak pro některá
c dosahoval nejvyšš́ıch hodnot simulované śıly test založený na skórové statistice
S. Aproximace sil řádu o(n−1/2) a o(1) odpov́ıdaj́ı simulaćım sṕı̌se při nižš́ıch hod-
notách c.
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s α γ2 δ2 δ3

1 -2 -0.5 0.2 0.4
2 -2 -0.5 0.2 0.4
3 -2 -0.5 0.2 0.4

Tabulka 4.2: Hodnoty parametr̊u modelu MGLM1.

Výsledky uvedené v tomto př́ıkladu byly źıskány pomoćı programů det mu Ws.m,
asym power Ws.m, iwlsm Ws.m, itriu.m, power Ws example1.m, sim power Ws.m,
inv mu Ws.m, statistics Ws.m v Matlabu, které lze nalézt v adresáři priklad3 Ws

na přiloženém CD.
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Obrázek 4.3: Hustota pr̊uměru v prvńı tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı s transfor-
movaným Dirichletovým rozděleńım, α1 = [3.5, 4]T, αT = 15, N = 20.

Obrázek 4.4: Hustota pr̊uměru v prvńı tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı s transfor-
movaným Dirichletovým rozděleńım, α1 = [4.5, 6]T, αT = 15, N = 10.
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Obrázek 4.5: Simulovaná śıla (S), asymptotická aproximace śıly řádu o(n−1/2) (A1)
a asymptotická aproximace śıly řádu o(1) (A2) test̊u v MGLM typu jednoduchého
tř́ıděńı s transformovaným Dirichletovým rozděleńım při N = [20, 10]T, hodnotách
parametr̊u z úvodu př́ıkladu 4.9 a hladině významnosti α = 0.05. V grafu jsou
značeny β1, resp. β2, resp. β3 śıly testu založeného na statistice ∆D, resp. W , resp. S.
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Obrázek 4.6: Simulovaná śıla (S), asymptotická aproximace śıly řádu o(n−1/2) (A1)
a asymptotická aproximace śıly řádu o(1) (A2) test̊u v MGLM typu dvojného
tř́ıděńı s Wishartovým rozděleńım při N = 20, hodnotách parametr̊u z tabulky
4.2 a hladině významnosti α = 0.05. V grafu jsou značeny β1, resp. β2, resp. β3 śıly
testu založeného na statistice ∆D, resp. W , resp. S.
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Kapitola 5

Śıla test̊u v MGLM typu
jednoduché tř́ıděńı

V kapitole 4 jsou odvozeny aproximace sil test̊u lineárńıch hypotéz o parametrech
MGLM založených na statistikách ∆D a S pro Pitmanovy alternativy. V této kapi-
tole se budeme věnovat alternativńımu př́ıstupu k aproximaci śıly test̊u založených
na ∆D a S. Postup aproximace vycháźı z asymptotického srovnáńı Deviance, Pear-
sonovy a Freeman-Tukeyho statistiky v kapitole 14.9, str. 513 v [4], kde jsou tyto
statistiky použity k testováńı shody dat s modelem.

Aproximace, kterou se budeme zabývat v této kapitole, neńı na rozd́ıl od apro-
ximaćı uvedených v kapitole 4 založena na Pitmanově př́ıstupu. Nav́ıc přestože jde
o aproximace řádu o(1), mohou být asymptotická rozděleńı testových statistik od-
lǐsná. Aproximace odvozené v této kapitole jsou zobecněńım článk̊u autora dizertace
[17, 18, 19].

5.1 Popis modelu a odhady jeho parametr̊u

Lemma 5.1 Necht’ se náhodný vektorY ř́ıd́ı maximálńım mnohorozměrným zobec-
něným lineárńım modelem plné hodnosti s linkovaćı funkćı g a matićı plánu Z. Pak
je maximálně věrohodný odhad parametru modelu Òβ = Z−1g(Y ), kde g(Y ) =
[gT(Y 1), . . . , g

T(Y n)]T a př́ıslušný odhad vektoru středńıch hodnot je Òµ =Y , tedy
nezáviśı na volbě linkovaćı funkce.

Důkaz. Odhad β je dle poznámky 1.10 a věty 3.7 řešeńım věrohodnostńıch rovnic
tvaru ZTD(β)Σ−1(β) (y − µ(β)) = 0 .

Protože matice Z je v maximálńı modelu regulárńı, regularita matice D(β) plyne
z regularity funkce g a matice Σ−1(β) je regulárńı d́ıky regularitě hustot vektor̊u
Y 1, . . . ,Y n pro libovolné β ∈ B, plat́ı pro maximálně věrohodný odhad v tomto
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př́ıpadě Y − µ(β) = 0 .

Proto lze také psát g(Y ) = g(µ(β)) = Zβ ,

nebot’ g je regulárńı a prostá funkce a plat́ı vztah (3.1) v poznámce 3.2. Odtud plyne
tvrzeńı.

Poznámka 5.2 Mnohorozměrný zobecněný lineárńı model s linkovaćı funkćı g s vy-
světlovanými proměnnými sdruženými dle poznámky 3.5, ve kterém je vektor vy-
světluj́ıćıch proměnných xi, i = 1, . . . , n jednorozměrný a odpov́ıdá jedné z n úrovńı
vysvětluj́ıćıho faktoru, nazýváme mnohorozměrným zobecněným lineárńım mod-
elem jednoduchého tř́ıděńı. Pro takový model lze psát

g(µi) = α + βi , i = 1, . . . , n. (5.1)

Polož́ıme-li vedleǰśı podmı́nku β1 = 0, dostáváme model plné hodnosti s vektorovým
parametrem β ∈ Rqn, β = [αT,βT

2 , . . . ,β
T
n ]T, tedy model maximálńı. Jsou-li počty

ni náhodných vektor̊u vysvětlovaných shodným vektorem xi z poznámky 3.5 stejné
(označme ωi = N), mluv́ıme o tzv. MGLM vyváženého jednoduchého tř́ıděńı.

Dále budeme uvažovat submodel MGLM jednoduchého tř́ıděńı, ve kterém

g(µi) = α , i = 1, . . . , n.

Po sdružeńı dat dle poznámky 3.5 dostáváme maximálńı model pro Y s vektorovým
parametrem α ∈ Rq a matićı plánu Iq.

V obou modelech lze proto parametry modelu i středńı hodnoty vysvětlovaných
proměnných odhadnout s užit́ım lemmatu 5.1.

Lemma 5.3 Necht’ se náhodný vektor Y ř́ıd́ı MGLM vyváženého jednoduchého
tř́ıděńı plné hodnosti s linkovaćı funkćı g dle poznámky 5.2, pak

Y i
as∼ Nq

�
µi,

1

N
Σ(µi)

�
, i = 1, . . . , n

kde Σ(µi) = φb′′(g(µi)).

Důkaz. Tvrzeńı plyne z mnohorozměrné centrálńı limitńı věty a z věty 2.4.

5.2 Aproximace rozděleńı deviance

Lemma 5.4 Necht’ se náhodný vektor Y ř́ıd́ı MGLM vyváženého jednoduchého
tř́ıděńı plné hodnosti s kanonickým linkem g dle poznámky 5.2, pak deviance pro
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testováńı hypotézy H0 : [βT
2 , . . . ,β

T
n ] = 0 (vektor Y se ř́ıd́ı submodelem) proti

alternativě A: [βT
2 , . . . ,β

T
n ] 6= 0 (vektor Y se ř́ıd́ı základńım modelem) je tvaru

∆D =
2N

φ

nX
i=1

h
Y T

i g(Y i) − b(g(Y i)) − Y
T
g(Y ) + b(g(Y ))

i
,

kde Y = 1
n

Pn
i=1 Y i.

Důkaz. Tvrzeńı plyne z poznámek 3.26, 3.3 a z lemmatu 5.1.

Věta 5.5 Necht’ se náhodný vektor Y ř́ıd́ı MGLM vyváženého jednoduchého tř́ı-
děńı plné hodnosti s kanonickým linkem g dle poznámky 5.2, pak pro Devianci ∆D
z lemmatu 5.4 pro test H0 : [βT

2 , . . . ,β
T
n ] = 0 proti A: [βT

2 , . . . ,β
T
n ] 6= 0 lze psát

∆D = ∆D∗ + op(1), kde

∆D∗ = ∆D(µ) + 2NaT(Y − µ) +N(Y − µ)TA(Y − µ) ,

přičemž

a =
1

φ
[g(µ) − g(1n ⊗ µ)] ,

A = diag
�
Σ−1(µ1), . . . ,Σ

−1(µn)
�
− 1

n
1n1

T
n ⊗Σ−1(µ) ,

µ =
1

n

nX
i=1

µi .

Důkaz. Tvrzeńı vycháźı z Taylorova rozvoje funkce f(y) = ∆D(y)/N v bodě µ,
skutečné středńı hodnotě vektoru Y . Vyjádřeme postupně prvńı a druhé parciálńı
derivace funkce

f(y) = f(y1, . . . ,yn) =
2

φ

nX
i=1

�
yT

i g(yi) − b(g(yi)) − yTg(y) + b(g(y))
�
,

kde y = 1
n

Pn
i=1 yi. Z pravidel maticového derivováńı dostáváme

∂f(y)

∂yi

=
2

φ

�
g(yi) + [b′′(g(yi))]

−1yi − [b′′(g(yi))]
−1b′(g(yi))−

−n
n

g(y) − n

n
[b′′(g(y))]−1y +

n

n
[b′′(g(y))]−1b′(g(y))

�
=

=
2

φ
(g(yi) − g(y)) .

Dále také, pro druhé derivace plat́ı

∂2f(y)

∂yi∂yj

=

8<: 2
φ
[b′′(g(yi))]

−1 − 2
nφ

[b′′(g(y))]−1 i = j,

− 2
nφ

[b′′(g(y))]−1 i 6= j,
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to jest při značeńı z lemmatu 5.3

∂2f(y)

∂yi∂yj

=

8<:2Σ−1(yi) − 2
n
Σ−1(y) i = j,

− 2
n
Σ−1(y) i 6= j.

Celkem dostáváme Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce f(y) v bodě µ ve
tvaru

f(y) = f(µ) +

+
2

φ
[g(µ) − g(1n ⊗ µ)]T (y − µ) +

+ (y − µ)T
�
diag

�
Σ−1(µ1), . . . ,Σ

−1(µn)
�
− 1

n
1n1

T
n ⊗ Σ−1(µ)

�
(y − µ) +

+ o(‖y − µ‖2) .

Z asymptotické normality vektoru
√
N(Y−µ) ve větě 5.3 dle lemmatu A.5 plyne

‖Y − µ‖ = Op(N
−1/2) . Z lemmatu A.8 a vztahu (A.6) po znásobeńı N obdrž́ıme

∆D = ∆D∗ + op(1).

T́ım je tvrzeńı věty dokázáno.

Důsledek 5.6 Necht’ jsou splněny předpoklady věty 5.5 a a ∈ M(A), kde

a =
1

φ
[g(µ) − g(1n ⊗ µ)] ,

A = diag
�
Σ−1(µ1), . . . ,Σ

−1(µn)
�
− 1

n
1n1

T
n ⊗ Σ−1(µ) .

pak

∆D − ∆D(µ) +NaTA−a
as∼

qnX
i=1

Λiiχ
2(1, δi) ,

přičemž δi = N(cT
i A−a)2, kde ci je i-tý vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı i-tému vlastńımu

č́ıslu Λii matice AΣ, přičemž plat́ı cT
i Σcj = 0 pro i 6= j a cT

i Σci = 1, i, j = 1, . . . , qn.

Důkaz. Podle věty 5.5 konverguje statistika ∆D v pravděpodobnosti k ∆D∗, jej́ıž
rozděleńı lze určit z lemmat B.1 a 5.3. Proto má podle lemmatu A.4 statistika ∆D
v tvrzeńı uvedené rozděleńı.

Poznámka 5.7 Tvrzeńı věty 5.5, resp. d̊usledku 5.6 lze s užit́ım poznámky 3.2
upravit i pro modely s jiným než s kanonickým linkem. Stač́ı pouze funkce g a g
v tvrzeńıch nahradit složenými funkcemi u ◦ g a u ◦ g , kde u([ηT

1 , . . . ,η
T
n ]T) =

[u(ηT
1 ), . . . ,u(ηT

n )]T.
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5.3 Aproximace rozděleńı skórové statistiky

Lemma 5.8 Necht’ se náhodný vektor Y ř́ıd́ı MGLM vyváženého jednoduchého
tř́ıděńı plné hodnosti s kanonickým linkem g dle poznámky 5.2, pak je skórová
statistika pro testováńı H0 : [βT

2 , . . . ,β
T
n ] = 0 proti A: [βT

2 , . . . ,β
T
n ] 6= 0 tvaru

S = NYT
�
(In − 1

n
1n1

T
n ) ⊗ Σ−1(Y )

�Y ,

Důkaz. Tvrzeńı źıskáme dosazeńım př́ıslušných hodnot odhad̊u parametru do tvaru
skórové statistiky v (3.31). Protože pro źıskáńı modelu plné hodnosti klademe β1 = 0

je matice plánu tvaru [1n
...In][2] ⊗ Iq, kde index [2] u matice [1n

...In] znač́ı vynecháńı
druhého sloupce této matice. Z d̊usledku 3.11 dostáváme vyjádřeńı skórového vek-
toru U =

N

φ

266664 nY −Pn
i=1 µ(θi)

Y 2 − µ(θ2)
...

Y n − µ(θn)

377775 }9>=>; U1U2

a Fisherovy informačńı maticeJ =
N

φ2

266666664 Pn
i=1 Σ(µi) Σ(µ2) Σ(µ3) · · · Σ(µn)
Σ(µ2) Σ(µ2) 0 · · · 0
Σ(µ3) 0 Σ(µ3) · · · 0

...
...

...
. . .

...
Σ(µn) 0 0 · · · Σ(µn)

377777775
Protože je odhad parametr̊u při platnosti H0 roven Üα = g(Y ), fβi = 0, i = 2, . . . , n,

a tedy µ̂(θi) = Y , je subvektor U1 skórového vektoru U př́ıslušný parametru α

nulový. Odtud

S =UT
2 (Üβ)J−1

22.1(
Üβ)U2(Üβ) , (5.2)

přičemžJ22.1(Üβ) =
N

φ2
(In−1 ⊗ Σ(Y )) − N

nφ2
(1n−1 ⊗Σ(Y ))Σ−1(Y )(1T

n−1 ⊗Σ(Y ))

=
N

φ2
(In−1 −

1

n
1n−11

T
n−1) ⊗ Σ(Y ) .

Odtud užit́ım vztahu pro inverzi součtu matic dostávámeJ−1
22.1(

Üβ) =
φ2

N
(In−1 + 1n−11

T
n−1) ⊗Σ−1(Y ) .
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Po dosazeńı do vztahu (5.2) celkem obdrž́ıme

S = N
nX

i=1

(Y i − Y )TΣ−1(Y )(Y i − Y ) ,

z čehož lze úpravou odvodit vyjádřeńı S ve tvaru

NYT
�
In ⊗ IN − 1

n
1n1

T
n ⊗ IN

� �
In ⊗ Σ−1(Y )

� �
In ⊗ IN − 1

n
1n1

T
n ⊗ IN

�Y .

Odtud s využit́ım vlastnost́ı Kroneckerova součinu plyne tvrzeńı.

Věta 5.9 Necht’ se náhodný vektor Y ř́ıd́ı MGLM vyváženého jednoduchého tř́ı-
děńı plné hodnosti s kanonickým linkem g dle poznámky 5.2, pak pro skórovou
statistiku z lemmatu 5.8 pro test hypotézy H0 : [βT

2 , . . . ,β
T
n ] = 0 proti alternativě

A: [βT
2 , . . . ,β

T
n ] 6= 0 lze psát S = S∗ + op(1), kde

S∗ = NYT
�
(In − 1

n
1n1

T
n ) ⊗ Σ−1(µ)

�Y .

Důkaz. Důkaz spoč́ıvá v aproximaci variančńı matice Σ−1(Y ). Z lemmatu 5.3 plyne√
N(Y −µ)

as∼ Nq

�
0, 1

n

Pn
i=1 Σ(µi)

�
, z čehož podle lemmatu A.5 vyplývá Y −µ =

Op(N
−1/2) a dle lemmatu A.7 pak Y = µ + op(1). Nyńı tedy dle lemmatu A.9 lze

psát
Σ−1(Y ) = Σ−1(µ) + op(1) .

Tedy
Σ−1(Y )Σ(µ) = Ip + op(1) .

Po dosazeńı do skórové statistiky dostáváme

S = NYT
�
(In − 1

n
1n1

T
n ) ⊗ (Ip + op(1))Σ−1(µ)

�Y
= NYT

�
(In − 1

n
1n1

T
n ) ⊗Σ−1(µ)

�Y +

+NYT
�
(In − 1

n
1n1

T
n ) ⊗Σ−1(µ)

�Yop(1) .

Protože dle d̊ukazu d̊usledku 5.10 má kvadratická forma

NYT
�
(In − 1

n
1n1

T
n ) ⊗Σ−1(µ)

�Y
asymptotické rozděleńı lineárńı kombinace nezávislých necentrálńıch χ2 rozděleńı,
lze dle lemmatu A.5 psát

S = NYT
�
(In − 1

n
1n1

T
n ) ⊗Σ−1(µ)

�Y +Op(1)op(1) .

Odtud užit́ım vztahu (A.3) plyne tvrzeńı.

72



Důsledek 5.10 Jsou-li splněny předpoklady věty 5.9, pak

S
as∼

qnX
i=1

Λiiχ
2(1, δi) ,

přičemž δi = N(cT
i µ)2, kde ci je i-tý vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı i-tému vlastńımu

č́ıslu Λii matice
�
(In − 1

n
1n1

T
n ) ⊗Σ−1(µ)

�
Σ, přičemž plat́ı cT

i Σcj = 0 pro i 6= j
a cT

i Σci = 1, i, j = 1, . . . , qn.

Důkaz. Podle věty 5.9 konverguje statistika S v pravděpodobnosti k S∗, jej́ıž rozdě-
leńı urč́ıme dle lemmatu B.1. Označme A =

�
(In − 1

n
1n1

T
n ) ⊗ Σ−1(µ)

�
. Náhodnou

veličinu S∗ lze psát ve tvaru

S∗ = N(Y − µ)TA(Y − µ) + 2NµTA(Y − µ) −NµTAµ .

Protože µTA ∈ M(A) z lemmatu B.1 a 5.3 obdrž́ıme

S∗ +NµTAA−Aµ +NµTAµ
as∼

nqX
i=1

Λiiχ
2(1, δi) ,

kde δi = N(cT
i A−Aµ)2, kde ci je i-tý vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı i-tému vlastńımu

č́ıslu Λii matice AΣ, přičemž plat́ı cT
i Σcj = 0 pro i 6= j a cT

i Σci = 1, i, j = 1, . . . , qn.
Nejprve, z definice pseudoinverzńı matice v́ıme, že AA−A = A. Dále, protože je ci

vlastńı vektor matice AΣ muśı platit

Λiici = AΣci . (5.3)

Po znásobeńı obou stran rovnice matićı AA− dostáváme

ΛiiAA−ci = AA−AΣci = AΣci ,

což d́ıky (5.3) znamená
Λiici = ΛiiAA−ci .

Tedy je-li Λii 6= 0 lze př́ıslušný parametr necentrality poč́ıtat př́ımo jako δi =
N(cT

i µ)2. V opačném př́ıpadě, kdy Λii = 0, parametr δi rozděleńı statistiky S∗

neovlivńı, můžeme tedy položit δi = N(cT
i µ)2. Celkem má podle lemmatu A.4 statis-

tika S v tvrzeńı uvedené rozděleńı.

5.4 Aproximace sil test̊u založených na ∆D a S

Věta 5.11 Necht’ se náhodný vektor Y ř́ıd́ı MGLM vyváženého jednoduchého
tř́ıděńı plné hodnosti s kanonickým linkem g dle poznámky 5.2, pak pro testovaćı
statistiky ∆D, S pro test H0 : [βT

2 , . . . ,β
T
n ] = 0 proti A: [βT

2 , . . . ,β
T
n ] 6= 0 lze při

platnosti hypotézy H0 psát S = S∗ + op(1), ∆D = S∗ + op(1), přičemž

S∗ = NYT
�
(In − 1

n
1n1

T
n ) ⊗ Σ−1(µ)

�Y ,

kde µ je q-rozměrný vektor rovný g−1(α). Nav́ıc asymptotická rozděleńı testovaćıch
statistik jsou shodná ∆D

as∼ χ2((n− 1)N), S
as∼ χ2((n− 1)N).
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Důkaz. Tvrzeńı S = S∗ + op(1) plyne př́ımo z věty 5.9. Pro aproximaci deviance
při platnosti hypotézy využijme větu 5.5

∆D∗ = ∆D(1n ⊗ µ) + 2NaT(Y − 1n ⊗ µ) +N(Y − 1n ⊗ µ)TA(Y − 1n ⊗ µ) .

Přitom plat́ı ∆D(1n ⊗ µ) = 0, a = 0 a

A =
�
In − 1

n
1n1

T
n

�
⊗Σ−1(µ) .

Protože z vlastnost́ı Kroneckerova součinu plyne��
In − 1

n
1n1

T
n

�
⊗Σ−1(µ)

�
[1n ⊗ µ] = 0 ,

odvod́ıme

N(Y − 1n ⊗ µ)TA(Y − 1n ⊗ µ) = NYTAY . (5.4)

Odtud plyne ∆D = S∗ + op(1).
Nav́ıc, protože dle lemmatu 5.3 plat́ı Y as∼ Nnq(1n ⊗ µ, In ⊗ 1

N
Σ(µ)) a matice

NA

�
In ⊗ 1

N
Σ(µ)

�
=
�
In − 1

n
1n1

T
n

�
⊗ Iq

je symetrická a idempotentńı, užit́ım věty 4.16 v [1] odvod́ıme

S
as∼ χ2(Tr (

�
In − 1

n
1n1

T
n

�
⊗ IN )) .

Přitom zřejmě

Tr
��

In − 1

n
1n1

T
n

�
⊗ IN

�
= Tr

�
In − 1

n
1n1

T
n

�
Tr (IN) =

= r
�
In − 1

n
1n1

T
n

�
N = (n− 1)N .

Důsledek 5.12 Necht’ se náhodný vektor Y ř́ıd́ı MGLM vyváženého jednoduché-
ho tř́ıděńı plné hodnosti s kanonickým linkem g dle poznámky 5.2. Pak při n→ ∞
lze aproximovat śılu testu β∆D (resp. βS) hypotézy H0 : [βT

2 , . . . ,β
T
n ] = 0 proti

alternativě A: [βT
2 , . . . ,β

T
n ] 6= 0, založeného na statistice ∆D (resp. S), v bodě

βA ∈ B ⊂ Rn−1 při hladině významnosti α jako

β∆D(α) = 1 − F∆D(χ2
1−α((n− 1)N)) , (5.5)

βS(α) = 1 − FS(χ2
1−α((n− 1)N)) , (5.6)

kde za distribučńı funkci F∆D, resp. FS, dosazujeme př́ıslušné distribučńı funkce
asymptotických aproximaćı rozděleńı statistik z d̊usledk̊u 5.6, resp. 5.10.

Důkaz. Tvrzeńı plyne z d̊usledku 5.10 a 5.6 a věty 5.11.
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Kapitola 6

Porovnáńı aproximaćı sil test̊u
v MGLM

Snahou této kapitoly je porovnat aproximace sil test̊u o parametrech mnohoroz-
měrného zobecněného lineárńıho modelu vyváženého typu jednoduchého tř́ıděńı
z poznámky 5.2 (dále jen MGLM1), které jsou odvozeny v kapitolách 5 a 4. Stejně
jako v kapitole 5 se zaměř́ıme na śıly test̊u hypotézy H0 : βi = 0, i = 2, . . . , n.
Protože je v kapitole 5 odvozena śıla test̊u založených na statistikách ∆D a S bude
pozornost věnována těmto dvěma statistikám.

Povšimněme si nejdř́ıve několika základńıch rozd́ıl̊u mezi aproximacemi řádu
o(n−1/2) z kapitoly 4 (v daľśım označeny A1), aproximacemi řádu o(1) z kapi-
toly 4 (v daľśım označeny A2) a aproximacemi řádu o(1) z kapitoly 5 (v daľśım
označeny A3). Na rozd́ıl od aproximace sil A3 jsou aproximace A1 a A2 založeny
na Pitmanově př́ıstupu, při kterém je uvažována posloupnost jednoduchých alter-
nativ AN : [βT

2 , . . . ,β
T
n ]T = εN , přičemž εN = O(N−1/2). Z tvar̊u aproximaćı tedy

vyplývá, že by aproximace A3 měly odpov́ıdat simulovaným silám v́ıce než aprox-
imace A1 a A2 zejména v alternativách odpov́ıdaj́ıćıch větš́ım hodnotám c, viz.
poznámka 4.7.

Nav́ıc je třeba zd̊uraznit, že z tvaru aproximaćı sil A1 je zřejmé, že jejich oborem
hodnot neńı nutně interval 〈0, 1〉. Nicméně, protože zmiňované aproximace vycháźı
z asymptotických aproximaćı distribučńıch funkćı, lze tento nevhodný rys aproxi-
mace očekávat zejména při nižš́ıch rozsaźıch výběr̊u.

Následuj́ı ukázky srovnáńı navržených aproximaćı se simulovanými silami v mo-
delu MGLM1 s rozděleńım multinomickým, transformovaným Dirichletovým, Wi-
shartovým, binomickým, Poissonovým, gama a negativně binomickým. V modelech
s jednorozměrným rozděleńım byly parametry modelu voleny tak, aby bylo možné
sledovat vliv rušivých parametr̊u (α) na śıly a vlastnosti aproximaćı. Ve všech mod-
elech byly voleny rozsahy výběru postupně 10, 50 a 150, výjimkou byl pouze MGLM1
s multinomickým rozděleńım, kde byly simulace provedeny pro rozsahy 20, 50 a 150.
Pro každou zvolenou alternativu byla z 500 simulaćı, popř. z 1000 simulaćı pro
MGLM1 s multinomickým, transformovaným Dirichletovým, Wishartovým rozděle-
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ńım, spočtena relativńı četnost zamı́tnut́ı hypotézy H0 užit́ım testu založeného na
statistice ∆D a S. Př́ıpady, ve kterých iteračńı proces odhadu parametr̊u divergoval,
byly z výpočtu relativńı četnosti zamı́tnut́ı hypotézy vyloučeny.

V grafech jsou srovnávány simulované śıly (označeno indexem S) s aproximacemi
řádu o(n−1/2) (označeno indexem A1) a řádu o(1) (označeno indexem A2) vycháze-
j́ıćımi z poznámky 4.6 a aproximacemi řádu o(1) dle kapitoly 5 (označeno indexem
A3). Zápis β1 označuje śılu testu založeného na Devianci ∆D, naopak zápis β3

představuje śılu testu založeného na skórové statistice S.
Obrázky uvedené v této kapitole byly źıskány pomoćı programů v Matlabu, které

lze nalézt v adresář́ıch srovnani 1dim, srovnani diri, srovnani Mn, srovnani Ws

na přiloženém CD.

6.1 Multinomické rozděleńı

V obrázćıch v 6.1 jsou uvedena srovnáńı sil test̊u založených na Devianci a skórové
statistice v MGLM1 s multinomickým rozděleńım

g(µi) = α + βi , i = 1, 2, 3, (6.1)

kde α = [1, 2, 1, 2]T/10, β1 = 0, β2 = [2, 1, 1, 1]T a β3 = [1, 1, 1, 2]T. Śıly jsou
vyneseny v závislosti na koeficientu c dle poznámky 4.7. Rozsah simulaćı byl v každé
zvolené alternativě 1000.

6.2 Transformované Dirichletovo rozděleńı

V obrázćıch v 6.2 jsou uvedena srovnáńı sil test̊u založených na Devianci a skórové
statistice v MGLM1 s transformovaným Dirichletovým rozděleńım z př́ıkladu 2.8

g(µi) = α + βi , i = 1, 2, (6.2)

kde α = [2, 4]T, β1 = 0, β2 = [1, 3]T, při αT = 20. Śıly jsou vyneseny v závislosti
na koeficientu c dle poznámky 4.7. Rozsah simulaćı byl v každé zvolené alternativě
1000.

6.3 Wishartovo rozděleńı

V obrázćıch v 6.3 jsou uvedena srovnáńı sil test̊u založených na Devianci a skórové
statistice v MGLM1 s Wishartovým rozděleńım se stupněm volnosti 3 z př́ıkladu 2.9

g(µi) = α + βi , i = 1, 2, (6.3)

kde α = [−1,−1,−1]T, β1 = 0, β2 = [−0.5,−0.5,−0.5]T. Śıly jsou vyneseny
v závislosti na koeficientu c dle poznámky 4.7. Rozsah simulaćı byl v každé zvolené
alternativě 1000.
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6.4 Binomické rozděleńı

V obrázćıch v 6.4, 6.5, 6.6 jsou uvedena srovnáńı sil test̊u založených na Devianci
a skórové statistice v MGLM1 s binomickým rozděleńım Bi(10µi, 10)/10, i = 1, 2, 3, 4

µi = µ1 + (i− 1)h , i = 1, 2, 3, 4, (6.4)

kde za hodnoty µ1 jsou postupně voleny 0.1, 0.4, a 0.6. Śıly jsou vyneseny v závislosti
na koeficientu h. Rozsah simulaćı byl v každé zvolené alternativě 500.

6.5 Gama rozděleńı

V obrázćıch v 6.7, 6.8, 6.9 jsou uvedena srovnáńı sil test̊u založených na Devianci
a skórové statistice v MGLM1 s gama rozděleńım G(3.5, µi/3.5), i = 1, 2, 3, 4

µi = µ1 + (i− 1)h , i = 1, 2, 3, 4, (6.5)

kde za hodnoty µ1 jsou postupně voleny 1, 5, a 10. Śıly jsou vyneseny v závislosti
na koeficientu h. Rozsah simulaćı byl stejně jako v modelech s jinými rozděleńımi
v každé zvolené alternativě 500.

6.6 Poissonovo rozděleńı

V obrázćıch v 6.10, 6.11, 6.12 jsou uvedena srovnáńı sil test̊u založených na Devianci
a skórové statistice v MGLM1 s Poissonovým rozděleńım Po(µi), i = 1, 2, 3, 4

µi = µ1 + (i− 1)h , i = 1, 2, 3, 4, (6.6)

kde za hodnoty µ1 jsou postupně voleny 1, 5, a 10. Śıly jsou vyneseny v závislosti
na koeficientu h. Rozsah simulaćı byl v každé zvolené alternativě 500.

6.7 Negativně binomické rozděleńı

V obrázćıch v 6.13, 6.14, 6.15 jsou uvedena srovnáńı sil test̊u založených na Devianci
a skórové statistice v MGLM1 s negativně binomickým rozděleńım NB(3, 3

µi+3
), i =

1, 2, 3, 4

µi = µ1 + (i− 1)h , i = 1, 2, 3, 4, (6.7)

kde za hodnoty µ1 jsou postupně voleny 1, 5, a 10. Śıly jsou vyneseny v závislosti
na koeficientu h. Rozsah simulaćı byl v každé zvolené alternativě 500.
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6.8 Závěry

V mnoha př́ıpadech v obrázćıh 6.1 – 6.15 je možné pozorovat značný rozd́ıl v ap-
roximaćıch A1, A2 a A3. Při nižš́ıch počtech pozorováńı se v některých př́ıpadech
projevila nepř́ıjemná vlastnost aproximace A1 totiž, že nabývá hodnot vyšš́ıch než
1, viz. např. obrázek 6.1(a), 6.4(a), 6.7(a), 6.10(a), 6.13(a). Často se také ukazovala
aproximace A2 jako nejv́ıce odpov́ıdaj́ıćı simulovaným silám a to zejména pro vyšš́ı
hodnoty c, viz. např obrázek 6.4(a), 6.8(a), 6.10(a), 6.13(a). V některých př́ıpadech
se aproximace A2 jevila jako nejméně vhodná, viz. např. obrázek 6.1(b), 6.2(c),
6.4(a), 6.8(a), 6.10(a), 6.13(a). V obrázćıch lze též pozorovat, že rušivý parametr α
má vliv na kvalitu aproximaćı. Poznamenejme také, že rozd́ıly mezi aproximacemi
se s rostoućım počtem pozorováńı N zmenšuj́ı.

Z této simulačńı studie tedy vyplývá, že v př́ıpadě test̊u hypotézy H0 v MGLM1
založených na ∆D nebo S je pro aproximaci jejich sil nejvhodněǰśı volit aproximaci
A3 z kapitoly 5. Daľśı navrhované aproximace A1 a A2 jsou vhodné sṕı̌se v

”
bližš́ıch”

alternativách odpov́ıdaj́ıćıch nižš́ım hodnotám c, popř. h. S rostoućım počtem po-
zorováńı N se ovšem i tyto aproximace přibližuj́ı simulovaným silám test̊u.
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(a) 20 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(b) 50 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(c) 150 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı

Obrázek 6.1: Srovnáńı simulovaných sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1), dle
d̊usledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s multinomickým rozděleńım
z 6.1. 79



βS
3

βS
1

βA3
3

βA3
1

βA2

βA1
3

βA1
1

Koeficient c

1.510.50

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

(a) 10 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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Obrázek 6.2: Srovnáńı simulovaných sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1), dle
d̊usledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s transformovaným Dirichle-
tovým rozděleńım z 6.2. 80
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Obrázek 6.3: Srovnáńı simulovaných sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1), dle
d̊usledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s Wishartovým rozděleńım
z 6.3. 81
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(a) µ1 = 0.1, 10 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(b) µ1 = 0.1, 50 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(c) µ1 = 0.1, 150 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı

Obrázek 6.4: Srovnáńı simulovaných sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1), dle
d̊usledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s binomickým rozděleńım z 6.4.

82



βS
3

βS
1

βA3
3

βA3
1

βA2

βA1
3

βA1
1

Koeficient h

0.10.080.060.040.020

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

(a) µ1 = 0.4, 10 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(b) µ1 = 0.4, 50 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(c) µ1 = 0.4, 150 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı

Obrázek 6.5: Srovnáńı simulovaných sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1), dle
d̊usledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s binomickým rozděleńım z 6.4
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(a) µ1 = 0.6, 10 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı

βS
3

βS
1

βA3
3

βA3
1

βA2

βA1
3

βA1
1

Koeficient h

0.050.040.030.020.010

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

(b) µ1 = 0.6, 50 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(c) µ1 = 0.6, 150 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı

Obrázek 6.6: Srovnáńı simulovaných sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1), dle
d̊usledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s binomickým rozděleńım z 6.4.
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(a) µ1 = 1, 10 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(b) µ1 = 1, 50 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(c) µ1 = 1, 150 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı

Obrázek 6.7: Srovnáńı simulovaných sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1), dle
d̊usledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s gama rozděleńım z 6.5.
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(a) µ1 = 5, 10 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(b) µ1 = 5, 50 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(c) µ1 = 5, 150 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı

Obrázek 6.8: Srovnáńı simulovaných sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1), dle
d̊usledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s gama rozděleńım z 6.5.
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(a) µ1 = 10, 10 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(b) µ1 = 10, 50 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(c) µ1 = 10, 150 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı

Obrázek 6.9: Srovnáńı simulovaných sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1), dle
d̊usledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s gama rozděleńım z 6.5.
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(a) µ1 = 1, 10 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(b) µ1 = 1, 50 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(c) µ1 = 1, 150 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı

Obrázek 6.10: Srovnáńı simulovaných sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1),
dle d̊usledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s Poissonovým rozděleńım
z 6.6. 88
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(a) µ1 = 5, 10 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(b) µ1 = 5, 50 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(c) µ1 = 5, 150 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı

Obrázek 6.11: Srovnáńı simulovaných sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1),
dle d̊usledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s Poissonovým rozděleńım
z 6.6. 89
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(a) µ1 = 10, 10 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(b) µ1 = 10, 50 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(c) µ1 = 10, 150 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı

Obrázek 6.12: Srovnáńı simulovaných sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1),
dle d̊usledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 s Poissonovým rozděleńım
z 6.6. 90
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(a) µ1 = 1, 10 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(b) µ1 = 1, 50 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(c) µ1 = 1, 150 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı

Obrázek 6.13: Srovnáńı simulovaných sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1),
dle d̊usledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 se negativně binomickým
rozděleńım z 6.7. 91
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(a) µ1 = 5, 10 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı

βS
3

βS
1

βA3
3

βA3
1

βA2

βA1
3

βA1
1

Koeficient h

1.51.2510.750.50.250

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

(b) µ1 = 5, 50 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(c) µ1 = 5, 150 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı

Obrázek 6.14: Srovnáńı simulovaných sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1),
dle d̊usledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 se negativně binomickým
rozděleńım z 6.7. 92
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(a) µ1 = 10, 10 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(b) µ1 = 10, 50 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı
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(c) µ1 = 10, 150 pozorováńı v každé tř́ıdě jednoduchého tř́ıděńı

Obrázek 6.15: Srovnáńı simulovaných sil (S) s aproximacemi dle kapitoly 4 (A1),
dle d̊usledku C.19 (A2) a dle kapitoly 5 (A3) v MGLM1 se negativně binomickým
rozděleńım z 6.7. 93
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Závěr

Dizertačńı práce je zaměřena na vlastnosti mnohorozměrných zobecněných lineár-
ńıch model̊u, předevš́ım pak na śıly test̊u o parametrech MGLM.

Protože je v literatuře z mnohorozměrných rozděleńı, které lze popsat pomoćı
MGLM, zmiňováno pouze mnohorozměrné normálńı a multinomické rozděleńı, bylo
snahou určit daľśı mnohorozměrná regulárńı rozděleńı exponenciálńıho typu. Ve
větě 2.2 jsou proto uvedeny předpoklady, při kterých je hustota exponenciálńıho
typu regulárńı. Byly nalezeny daľśı dva př́ıklady mnohorozměrných rozděleńı ex-
ponenciálńıho typu – Transformované Dirichletovo a Wishartovo – u kterých byla
ověřena regularita na základě věty 2.2. Dále byly odvozeny maximálně věrohodné
odhady přirozeného parametru hustoty exponenciálńıho typu založené na náhodném
výběru ze zvoleného rozděleńı.

V kapitole 3 byl popsán mnohorozměrný zobecněný lineárńı model. Větš́ı po-
zornost byla věnována tvrzeńı z článku [9] týkaj́ıćı se asymptotických vlastnost́ı
odhad̊u parametru modelu, jejichž d̊ukazy byly pro snažš́ı čitelnost detailněji rozpra-
covány. Dále byly odvozeny asymptotické oblasti spolehlivosti pro vektor kontrast̊u
parametr̊u modelu vycházej́ıćı z Bonferroniho nerovnosti, metody maximálńıho mod-
ulu a z Scheffeho metody. Na závěr jsou uvedeny testové statistiky – deviance ∆D,
Waldova statistika W a skórová statistika S – už́ıvané v MGLM pro test lineárńıch
hypotéz o parametrech modelu. Kapitolu 3 uzav́ırá ukázka užit́ı modelu při genetické
predikci rizik sepse u dětských pacient̊u.

Kapitola 4 je věnována aproximaćım sil test̊u hypotézy o subvektoru vektorového
parametru modelu, které jsou zobecněńım př́ıstupu v článku [5]. Aproximace v tomto
článku jsou založeny na tzv. Pitmanově př́ıstupu, při kterém uvažujeme test hy-
potézy H0 proti posloupnosti alternativ An konverguj́ıćıch k hypotéze H0. Ke stano-
veńı aproximaćı v MGLM bylo třeba předevš́ım odvodit tvary př́ıslušných poĺı ku-
mulant̊uK...,K.,.. aK.,.,.. Aproximace v [5] vycháźı z aproximaćı sil test̊u v obecné
teorii maximálńı věrohodnosti v článćıch [15, 36, 14], které jsou značně výpočetně
náročné. Protože jsou v některých článćıch postupy výpočtu pouze naznačené, je
detailńımu odvozeńı těchto aproximaćı věnován dodatek C. V kapitole 4 jsou uve-
deny jak aproximace sil řádu o(1) tak aproximace řádu o(n−1/2). Aproximace řádu
o(n−1/2) bylo třeba odvodit, aby bylo možné stanovit rozd́ıly mezi aproximacemi
sil pro jednotlivé statistiky. Aproximace řádu o(1) jsou totiž pro všechny statistiky
shodné. Teoretické výsledky kapitoly jsou doplněny simulacemi v MGLM s multi-
nomickým, Wishartovým a transformovaným Dirichletovým rozděleńım založenými
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na matlabovských programech, které lze nalézt na přiloženém CD.
Na rozd́ıl od předchoźı kapitoly je kapitola 5 zaměřena na śıly test̊u založených na

∆D a S o parametrech MGLM typu vyváženého jednoduchého tř́ıděńı. V takovém
modelu je totiž možné odvodit aproximaci sil, která nevycháźı z Pitmanova př́ıstupu.
Nav́ıc stač́ı stanovit pouze aproximace řádu o(1), protože ty již mohou rozlǐsovat
mezi silami test̊u založených na ∆D a S. V d̊ukazech tvrzeńı v kapitole 5 bylo třeba
stanovit rozděleńı kvadratické formy náhodného vektoru s normálńım rozděleńım,
proto je dodatek B věnován rozděleńı kvadratických forem a numerické aproximaci
jejich distribučńıch funkćı.

Na závěr byla provedena simulačńı studie pro srovnáńı možných aproximaćı sil
test̊u v MGLM typu vyváženého jednoduchého tř́ıděńı. Ukázalo se, aproximace
z kapitoly 5 jsou v takovém př́ıpadě nejbĺıže simulovaným silám, naopak aproxi-
mace řádu o(1) vycházej́ıćı z kapitoly 4 se často jevily jako nejméně vhodné. Nav́ıc
se v některých př́ıpadech projevila nepř́ıjemná vlastnost aproximaćı řádu o(n−1/2)
z kapitoly 4 totiž, že při ńızkých počtech pozorováńı může aproximace śıly nabývat
hodnot mimo interval 〈0, 1〉. Pro simulačńı studii byly sepsány programy v Matlabu,
které lze nalézt na přiloženém CD.

Simulované śıly test̊u založených na testových statistikách ∆D, W a S nabývaly
často velmi bĺızkých hodnot, nicméně obecně nelze stanovit statistiku, která by ve
všech modelech dosahovala nejvyšš́ı śıly.
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Dodatek A

Poznámky o symbolech op a Op

Tvrzeńı týkaj́ıćı se konvergence posloupnosti náhodných veličin a náhodných vektor̊u
lze nalézt např́ıklad v monografíıch [46, 40, 4]. V tomto odstavci jsou pro úplnost
uvedena v práci užitá tvrzeńı.

Definice A.1 Necht’ {Xn}∞n=1 je posloupnost náhodných vektor̊u a {bn}∞n=1 je pos-
loupnost kladných reálných č́ısel. Ṕı̌seme Xn = op(bn), jestliže pro každé ε > 0,
plat́ı

lim
n→∞

P(‖Xn‖/bn ≤ ε) = 1 .

V takovém př́ıpadě ř́ıkáme, že posloupnost {Xn/bn}∞n=1 konverguje v pravděpodob-
nosti k nule.

Dále také znač́ıme Xn = Op(bn), jestliže pro každé η > 0 existuje konstanta
K(η) a přirozené č́ıslo n(η) tak, že pro každé n ≥ n(η) plat́ı

P(‖Xn‖/bn ≤ K(η)) ≥ 1 − η .

V takovém př́ıpadě ř́ıkáme, že posloupnost {Xn/bn}∞n=1 je omezená v pravděpodob-
nosti.

Lemma A.2 Pro konvergenci v pravděpodobnosti a omezenost v pravděpodobnosti
při bn > 0 plat́ı

op(1) + op(1) = op(1) (A.1)

op(1) +Op(1) = Op(1) (A.2)

op(1)Op(1) = op(1) (A.3)

op(bn) = bnop(1) (A.4)

Op(bn) = bnOp(1) (A.5)

op(Op(1)) = op(1) (A.6)

Důkaz. Myšlenku d̊ukazu lze nalézt např. v [46].
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Lemma A.3 Necht’ {Xn}∞n=1 je posloupnost náhodných vektor̊u a existuje X tak,
že Xn = X + op(1), pak Xn konverguje v distribuci k X.

Důkaz. Důkaz tvrzeńı lze nalézt na str. 10 v [46].

Lemma A.4 Necht’ {Xn}∞n=1 a {Y n}∞n=1 jsou posloupnosti náhodných vektor̊u ta-
kových, že Xn konverguje v distrubuci k X a Y n = Xn +op(1), pak Y n konverguje
v distribuci k X.

Důkaz. Důkaz tvrzeńı lze nalézt na str. 10 v [46].

Lemma A.5 Necht’ {Xn}∞n=1 je posloupnost náhodných vektor̊u a existuje X tak,
že Xn konverguje v distribuci k X, pak Xn = Op(1).

Důkaz. Důkaz tvrzeńı lze nalézt na str. 8 v [46].

Lemma A.6 Necht’ {Xn}∞n=1 je posloupnost náhodných vektor̊u, pro kterou Xn =
X + op(1), pak Xn = X +Op(1).

Důkaz. Dle lemmatu A.3 Xn konverguje v distribuci k X. To tedy dle lemmatu 2.8
(i), str 11 v [46] znamená, že Xn − X konverguje v distribuci k 0 a odtud s užit́ım
lemmatu A.5 plyne tvrzeńı.

Lemma A.7 Necht’ {Xn}∞n=1 je posloupnost náhodných vektor̊u, pro kterou Xn =
Op(bn), přičemž limn→∞ bn = 0, pak Xn = op(1).

Důkaz. Důkaz provedeme př́ımo z definice. Je třeba ukázat, že pro každé ε a každé
η existuje n1 tak, že pro všechna n ≥ n1 plat́ı

P(‖Xn‖ ≤ ε) ≥ 1 − η .

Zvolme tedy libovolné pevné ε0. Z předpoklad̊u plyne, že pro každé η, existuje K
a n2 tak, že pro všechna n ≥ n2 plat́ı

P(‖Xn‖ ≤ bnK) ≥ 1 − η .

Dále, protože limn→∞ bn = 0, existuje n3 tak, že pro všechna n ≥ n3 plat́ı bnK < ε0.
Volbou n1 = max{n2, n3} tedy dostáváme tvrzeńı.

Lemma A.8 Necht’ y ∈ Rq a pro funkce g(x) : Rq → R a f(x) : Rq → R pro
každé r > 0 plat́ı f(x) = g(x)+o(‖x − y‖r), při ‖x − y‖ → 0. Dále necht’ {Xn}∞n=1

je posloupnost náhodných vektor̊u s výběrovým prostorem, který lež́ı v definičńım
oboru funkćı f a g, pro kterou Xn = y + op(bn), pak f(Xn) = g(Xn) + op(b

r
n).

Důkaz. Z lemmatu 2.12, str. 13 v [46] plyne f(Xn) = g(Xn) + op(‖X − y‖r).
Protože Xn = y + op(bn), z čehož je dle lemmat A.6 a A.2 plyne Xn = y +Op(bn),
a nav́ıc plat́ı op(Op(1)) = op(1), lze psát f(Xn) = g(Xn) + op(b

r
n).
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Lemma A.9 Necht’ g : Rk → Rm je spojitá funkce v každém bodě množiny C
takové, že P(X ∈ C) = 1.

1. Konverguje-li náhodný vektor Xn v distribuci k X, pak konverguje g(Xn)
v distribuci k g(X).

2. Pokud Xn = X + op(1), pak konverguje g(Xn) = g(X) + op(1).

Důkaz. Důkaz tvrzeńı lze nalézt v [46] na str. 7.
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Dodatek B

Poznámky o rozděleńı
kvadratických forem

Lemma B.1 Necht’ náhodný vektor Y ∼ Nq(µ,Σ), matice Σ je regulárńı, matice
A typu q × q je symetrická, vektor a ∈ Rq, takový, že a ∈ M(A) a konstanta
a ∈ R. Pak pro náhodnou veličinu

Z = (Y − µ)TA(Y − µ) + 2aT(Y − µ) + a

plat́ı

Z + aTA−a − a ∼
qX

i=1

Λiiχ
2(1, δi)

s parametry necentrality δi = (cT
i A−a)2, kde ci je i-tý vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı i-

tému vlastńımu č́ıslu Λii matice AΣ, přičemž plat́ı cT
i Σcj = 0 pro i 6= j a cT

i Σci = 1,
i = 1, . . . , q.

Důkaz. Ztransformujme náhodný vektor Y na Z = Y − µ + A−a. Potom lze
náhodnou veličinu Z zapsat ve tvaru

Z = ZTAZ − aTA−a + a =

= (Y − µ)TA(Y − µ) + 2aTA−A(Y − µ) + aTA−AA−a − aTA−a + a ,

nebot’

AA−a = AA−Au = Au = a , (B.1)

kde existence u plyne z podmı́nky a ∈ M(A). Přitom z předpoklad̊u plyne, že
Z ∼ Nq(A

−a,Σ). Vektor V = Σ−1/2Z má tud́ıž jednotkovou variančńı matici.
Nyńı lze psát

Z + aTA−a − a = V TΣ1/2AΣ1/2V .

Ze spektrálńıho rozkladu symetrické matice Σ1/2AΣ1/2 (viz. [38], str. 62) na DΛDT

dostáváme
Z + aTA−a − a = V TDΛDTV .
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Poznamenejme, že při spektrálńım rozkladu voĺıme matici D tak, aby DTD = Iq.
Protože DTV ∼ Nq(D

TΣ−1/2A−a, Iq), je kvadratická forma V TDΛDTV lineárńı
kombinaćı nezávislých necentrálńıch χ2 rozdělených náhodných veličin s jedńım
stupněm volnosti a parametrem necentrality δi = (dT

i Σ−1/2A−a)2, kde di je i-tý
sloupec matice D, tedy i-tý vlastńı vektor matice Σ1/2AΣ1/2. Pro vlastńı vektory
matice Σ1/2AΣ1/2 ale plat́ı

Σ1/2AΣ1/2di = Λiidi ,

tedy kv̊uli regularitě variančńı matice Σ lze také psát

AΣ1/2di = ΛiiΣ
−1/2di ,

AΣΣ−1/2di = ΛiiΣ
−1/2di .

Pro určeńı parametr̊u necentrality proto stač́ı nalézt vlastńı vektory ci = Σ−1/2di

a vlastńı č́ısla Λii matice AΣ. Je ale třeba volit takové vlastńı vektory, aby DTD =
Iq, tj. CTΣC = Iq. Odtud plyne tvrzeńı.

Na závěr tohoto d̊ukazu ukažme, že parametry rozděleńı jsou určeny jednoznačně.
Nejprve, rozděleńı náhodné veličiny Z nezáviśı na volbě pseudoinverzńı matice A−.
Předně hodnota aTA−a nezáviśı podle věty A.25, str. 326 v [1], na A−, protože
plat́ı vztah (B.1). Pseudoinverze A− vystupuje také v parametrech necentrality χ2

rozděleńı. Předpokládejme, že vlastńı č́ıslo Λii je nenulové. V opačném př́ıpadě i-tý
sč́ıtanec nepřisṕıvá do rozděleńı a proto neńı třeba sledovat závislost jeho parametru
necentrality na volbě pseudoinverze A−. Protože pro i-tý vlastńı vektor matice AΣ
plat́ı

AΣci = Λiici ,

tedy
1

Λii

cT
i ΣA = cT

i ,

lze vyjádřit odmocninu z parametru necentrality s užit́ım vztahu (B.1) jakoÈ
δi = cT

i A−a =
1

Λii
cT

i ΣAA−a =
1

Λii
cT

i Σa .

To znamená, že parametr necentrality δi, a tedy celé rozděleńı náhodné veličiny Z,
nezáviśı na volbě pseudoinverzńı matice A−.

Rozděleńı náhodné veličiny Z také nezáviśı na volbě ortonormálńı báze vlastńıch
vektor̊u ve vlastńım podprostoru př́ıslušné v́ıcenásobnému vlastńımu č́ıslu, která
neńı jednoznačně určena. Označme J ⊂ {1, . . . , q} množinu všech index̊u vlastńıch
vektor̊u př́ıslušných vlastńımu č́ıslu Λjj, které tvoř́ı sloupce matice C(J). Necht’ T

je ortogonálńı matice (T TT = TT T = Iq) rotace báze na fC(J) = C(J)T . Pak člen
v součtu

Pq
i=1 Λiiχ

2(1, δi) odpov́ıdaj́ıćı v́ıcenásobnému vlastńımu č́ıslu Λkk lze zapsat
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jako Λkk
P

i∈J χ
2(1, δi), což d́ıky nezávislosti jednotlivých složek součtu z definice

necentrálńıho χ2 rozděleńı odpov́ıdá Λkkχ
2(
P

i∈J 1,
P

i∈J δi). Přitom aleX
i∈J

δi =
X
i∈J

aTA−cic
T
i A−a =

= aTA−C(J)C
T
(J)A

−a =

= aTA−C(J)TT TCT
(J)A

−a = aTA−fC(J)
fCT

(J)A
−a .

Proto rozděleńı nezáviśı na volbě báze vlastńıho prostoru př́ıslušného v́ıcenásobnému
vlastńımu č́ıslu.

Poznámka B.2 Charakteristická funkce rozděleńı
Pq

i=1 Λiiχ
2(1, δi) je dle [43], str.

278, tvaru

ψQ(t) = ψ1(l1t) · · ·ψp−1(lp−1t) =
p−1Y
i=1

(1 − 2itli)
−1/2 exp

¨
itliδ

2
i

1 − 2itli

«
,

kde ψi(t) je charakteristická funkce rozděleńı χ2′(1, δi), i = 1, . . . , p− 1. Distribučńı
funkce

Pq
i=1 Λiiχ

2(1, δi) pak může být odvozena pomoćı inverzńı Gil-Pelaezovy for-
mule, viz. [13],

F (x) =
1

2
− 1

π

Z ∞

0
Im

�
exp{−itx}ψQ(t)

t

�
dt .

Distribučńı funkci
Pq

i=1 Λiiχ
2(1, δi) však nelze vyjádřit analyticky. Jednou z možnost́ı

jej́ı aproximace je využit́ı numerické integrace lichoběžńıkovou metodou. Výpočet
aproximace distribučńı funkce

Pq
i=1 Λiiχ

2(1, δi) založený právě na této metodě, který
v Matlabu zprogramoval RNDr. Viktor Witkovský, CSc., viz. [48], byl užit při simu-
lačńıch studíıch v této dizertačńı práci. Článek [49] se zabývá aproximaćı distribučńı
funkce F (x) založenou na numerické integraci, mimo jiné je zde využita ke stanoveńı
sil test̊u v klasické ANOVĚ dvojného tř́ıděńı.

Dále je také možné distribučńı funkci
Pq

i=1 Λiiχ
2(1, δi) aproximovat distribučńı

funkćı lineárńı transformace náhodné veličiny s rozděleńım χ2(ν), stanovené tak, aby
jej́ı prvńı tři momenty byly shodné s prvńımi třemi momenty aproximované náhodné
veličiny. Srovnáńı této aproximace s výše popsanou aproximaćı lze nalézt v [20].
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Dodatek C

Śıla asymptotických test̊u
založených na věrohodnostńı
funkci

V následuj́ıćım dodatku předpokládáme, že náhodné vektory Y 1, . . . ,Y n jsou nezá-
vislé s regulárńımi hustotami fi(yi; β), i = 1, . . . , n,β ∈ Rp, pro které existuj́ı druhé
a třet́ı parciálńı derivace vzhledem k parametru β a přitom hustota náhodného
vektoru Y = [Y T

1 , . . . ,Y
T
n ]T splňuje podmı́nky (1.1) aZ
M

∂3f(y ; β)

∂β∂β∂β
dµ(y) = 0... . (C.1)

Dále předpokládáme, že existuje matice L z poznámky C.1 a pole K... z poznámky
4.1 má konečné prvky.

Uvažujme rozděleńı parametru β na dva subvektory β = [βT
1 ,β

T
2 ]T, rušivý pa-

rametr β1 ∈ Rr a ćılový parametr β2 ∈ Rp−r. V následuj́ıćım budeme věnovat
pozornost silám test̊u hypotézy H0 : β2 = β2H proti Pitmanově posloupnosti jed-
noduchých alternativ An: β2 = β2H + εn = β2A, kde εn = O(n−1/2), přičemž
předpokládáme, že maximálně věrohodné odhady parametru β při H0 i An existuj́ı
a jsou jednoznačně určeny pro n ≥ n0.

Testy hypotézy H0 proti posloupnosti alternativ An je možné založit na statis-
tikách už́ıvaných v teorii maximálńı věrohodnosti, tj. Devianci, Waldově statistice
a skórové statistice, které jsou uvedeny v poznámce 3.26. Protože ve většině př́ıpad̊u
nemohou být śıly studovaných test̊u vyjádřeny analyticky, je pozornost věnována je-
jich asymptotické aproximaci. Nav́ıc, abychom byli schopni rozlǐsit śıly test̊u založené
na jednotlivých statistikách, je třeba odvodit aproximaci statistik řádu op(n

−1/2),
nebot’ aproximace řádu op(1) jsou u všech výše zmı́něných statistik shodné.

Ćılem tohoto dodatku je souhrnně uvést odvozeńı asymptotických aproximaćı sil
uvažovaných test̊u. Této problematice jsou věnovány články [14, 15, 36]. V článku
[36] je uvedena aproximace sil test̊u hypotéz bez rušivých parametr̊u (r = 0), přičemž
pozornost je předevš́ım věnována statistice ∆D. Článek [15] již studuje śıly test̊u
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hypotéz s rušivými parametry založených na ∆D a W a je v něm naznačen postup
odvozeńı s uvedenými mezivýsledky. Nakonec, v článku [14] lze nalézt aproximaci
śıly testu hypotéz s rušivými parametry založeného na skórové statistice bez de-
tailńıho odvozeńı. Proto v tomto dodatku postupně odvod́ıme asymptotické aproxi-
mace statistik ∆D, W a S pro test hypotézy H0 proti An a stanov́ıme asymptotická
rozděleńı těchto aproximaćı, z nichž pak vyjádř́ıme asymptotické aproximace sil
uvažovaných test̊u.

Poznámka C.1 Kromě označeńı z poznámky 4.1 budeme v této kapitole už́ıvat
následuj́ıćı značeńı� =

� �−1
11 0
0 0p−r

�
, M =

� �−1
11�12

−Ip−r

�
, L... =

�
∂{J}ij

∂βk

�
i,j,k=1,...,p

a K(n)
... = n1/2K..., L(n)

... = n1/2L..., K(n)
.,.. = n1/2K.,.., K(n)

.,.,. = n1/2K.,.,.. Povšimněme
si, že z definice pole L... plyne Lijk = Ljik, i, j, k = 1, . . . , p.

Dále znač́ıme
V = n1/2

 Òβ1 − β1AÒβ2 − β2A

!
, fV = n1/2

 Üβ1 − β1AÜβ2 − β2A

!
.

Připomeňme, že Òβ, resp. Üβ, znač́ı odhad parametru β při alternativě An, resp. při
hypotéze H0, a proto z tvaru hypotézy H0 a alternativy An plynefV = n1/2

 Üβ1 − β1A

−εn

!
.

Nav́ıc pro přehlednost zkrat’me symbolické zápisyZ
· · ·

Z
. . .

pY
j,k=1

d�jk =
Z
. . .d� ,Z

· · ·
Z
. . .

pY
i=1

dui =
Z
. . .du .

Na závěr uved’me značeńı

A = éK(n)
... ◦êMεn ◦êMεn ◦êMεn

B = éK(n)
.,.. ◦êMεn ◦êMεn ◦êMεn

C = éK(n)
... ◦ èA ◦êMεn

D = éK(n)
.,.. ◦ èA ◦êMεn

E = éK(n)
2.. ◦ εn ◦êMεn ◦êMεn

F = éK(n)
2,.. ◦ εn ◦êMεn ◦êMεn

G = éK(n)
... ◦ çJ−1 ◦êMεn

I = éK(n)
.,.,. ◦ çJ−1 ◦êMεn

J = éK(n)
.,.,. ◦ èA ◦êMεn
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C.1 Aproximace testových statistik

Lemma C.2 Pro trojdimenzionálńı pole třet́ıch derivaćı věrohodnostńı funkce při
alternativě plat́ı

n−3/2õ�... = n−3/2öK... + op(n
−1/2) .

Důkaz. Protože jsou všechny momenty n−1õ�... řádu Op(n
−1) až na prvńı, plyne

tvrzeńı z Čebyševovy věty v [40] str. 27, věta C.

Lemma C.3 Je-li βA skutečná hodnota parametru β a plat́ı-li Òβ = βA+Op(n
−1/2),Üβ = βA +Op(n

−1/2), pak
V = n1/2õ�−1öU +

+
1

2
õ�−1öK(n)

... ◦õ�−1öU ◦õ�−1öU + op(n
−1/2) . (C.2)fV = n1/2��öU + n1/2÷Mεn +

+
1

2
��öK(n)

... ◦ (��öU + ÷Mεn) ◦ (��öU + ÷Mεn) + op(n
−1/2) . (C.3)

Důkaz. Odvozeńı aproximaćı založ́ıme na lemmatu A.8. Podobně jako v d̊ukazu věty
5.5 je proto v prvńı řadě třeba aproximovat př́ıslušné funkce vektorového parametru
β, ve kterých jsou náhodné vektory, matice a pole nahrazeny svými pevnými re-
alizacemi. Pro zjednodušeńı zápisu budeme aproximace náhodných vektor̊u a vek-
torových funkćı rozlǐsovat pouze v symbolech op a o. Proto v aproximaci se symbolem
o chápeme všechny náhodné vektory, matice a pole jako jejich pevné realizace. Toto
značeńı budeme už́ıvat i nadále bez daľśıho upozorněńı.

Aproximujme n−1ÓU Taylorovým rozvojem druhého stupně v bodě βA

n−1ÓU = n−1öU − n−3/2õ�
V +
1

2
n−2õ�... ◦ 
V ◦ 
V + o(‖Òβ − βA‖

2
) ,

Protože je Òβ maximálně věrohodným odhadem parametru βA při alternativě, muśı
platit ÓU = 0. Nav́ıc ze vztahu (A.6) a z předpoklad̊u věty plyne

0 = n−1/2öU − n−1õ�
V +
1

2
n−3/2õ�... ◦ 
V ◦ 
V + op(n

−1/2) .

Odtud rekurzivńım vyjádřeńım a užit́ım lemmatu C.2 dostáváme dokazovaný vztah
(C.2).

Podobně pro d̊ukaz druhé části tvrzeńı vycháźıme z aproximace n−1ÝU1 Tay-
lorovým rozvojem druhého stupně v bodě βA tvaru

n−1ÝU1 = n−1öU1 −n−3/2õ�11
fV 1 −n−3/2õ�12

fV 2 +
1

2
n−2õ�1.. ◦fV ◦fV + o(‖Üβ − βA‖

2
) .
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Protože gV 2 = −n−1/2εn, ÝU1 = 0 a dle předpoklad̊u ‖Üβ − βA‖ = Op(n
−1/2) lze psát

0 = n−1/2öU1 − n−1õ�11
fV 1 + n−1/2õ�12εn +

1

2
n−3/2õ�1.. ◦ fV ◦ fV + op(n

−1/2) .

Rekurzivńım vyjádřeńım dostáváme aproximaci náhodného vektoru fV 1 ve tvarufV 1 = n1/2õ�−1

11
öU + n1/2õ�−1

11
õ�12εn +

+
1

2
n1/2õ�−1

11
õ�1.. ◦ (��öU + ÷Mεn) ◦ (��öU + ÷Mεn) + op(n

−1/2) .

Odtud již s užit́ım lemmatu C.2 plyne dokazovaný vztah (C.3).

Lemma C.4 Je-li βA skutečná hodnota parametru β a plat́ı-li Òβ = βA+Op(n
−1/2),Üβ = βA +Op(n

−1/2), pak
V = n1/2õ�−1öU + op(1) ,fV = n1/2��öU + n1/2÷Mεn + op(1) .

Důkaz. Tvrzeńı lze dokázat obdobně jako v lemmatu C.3.

Věta C.5 Je-li βA skutečná hodnota parametru β a Òβ = βA + Op(n
−1/2), Üβ =

βA+Op(n
−1/2), pak pro statistiku ∆D z (3.28) pro test hypotézy H0 proti alternativě

A při platnosti A plat́ı ∆D = ∆D∗ + op(n
−1/2), kde

∆D∗ = ((��−õ�−1
)öU + ÷Mεn)Tõ�((��−õ�−1

)öU + ÷Mεn) −
−n−1/2öK(n)

... ◦ ((��−õ�−1
)öU + ÷Mεn) ◦ (��öU + ÷Mεn) ◦õ�−1öU −

−1

3
n−1/2öK(n)

... ◦ ((��−õ�−1
)öU + ÷Mεn) ◦

◦((��−õ�−1
)öU + ÷Mεn) ◦ ((��−õ�−1

)öU + ÷Mεn) ,

Důkaz. Pro aproximaci deviance řádu op(n
−1/2) je v prvńım kroku třeba aproximo-

vat n−1l(Üβ) Taylorovým polynomem stupně 3 v bodě Òβ
n−1l(Üβ) = n−1l(Òβ) + n−1ÓU(Üβ − Òβ) − 1

2
n−1(Üβ − Òβ)T
�(Üβ − Òβ) +

+
1

6
n−1
�... ◦ (Üβ − Òβ) ◦ (Üβ − Òβ) ◦ (Üβ − Òβ) + o(‖Üβ − Òβ‖3

) . (C.4)

Protože je Òβ maximálně věrohodným odhadem parametru β při alternativě, muśı

platit ÓU = 0. Užit́ım Taylorova rozvoje prvńıho stupně matice n−1
� v bodě βA

dostáváme

n−1
� = n−1õ�− n−3/2õ�... ◦ 
V + o(‖Òβ − βA‖) ,
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což při ‖Òβ − βA‖ = Op(n
−1/2) a vztahu (A.6) je

n−1
� = n−1õ�− n−3/2õ�... ◦ 
V + op(n
−1/2) .

Obdobně dostáváme
n−1
�... = n−1õ�... + o(1) ,

proto

n−3/2
�... = n−3/2õ�... + op(n
−1/2) .

Z předpoklad̊u věty a trojúhelńıkové nerovnosti vyplývá, že pro náhodný vektor√
n(Üβ − Òβ), který lze zapsat ve tvaru

√
n(Üβ − Òβ) = fV − 
V ,

plat́ı ‖Üβ − Òβ‖ = Op(n
−1/2), tj. ‖Üβ − Òβ‖3

= Op(n
−3/2). Celkem z (C.4) s užit́ım

lemmatu C.2 a vztahu (A.6) dostáváme

∆D = n−1(fV − 
V )Tõ�(fV − 
V ) +

−n−1öK(n)
... ◦ (fV − 
V ) ◦ (fV − 
V ) ◦ 
V +

−1

3
n−1öK(n)

... ◦ (fV − 
V ) ◦ (fV − 
V ) ◦ (fV − 
V ) + op(n
−1/2) . (C.5)

Označme pro přehlednost óζ = (�� − õ�−1
)öU + ÷Mεn. Podle lemmatu C.3 lze

rozd́ıl fV − 
V aproximovat jako

n1/2(��−õ�−1
)öU + n1/2÷Mεn +

1

2
��öK(n)

... ◦ (��öU + ÷Mεn) ◦ (��öU + ÷Mεn)−

−1

2
õ�−1öK(n)

... ◦õ�−1öU ◦õ�−1öU + op(n
−1/2) ,

z čehož postupnými úpravami dostávámefV − 
V = n1/2óζ +
1

2
��öK(n)

... ◦ (óζ +õ�−1öU) ◦ (óζ +õ�−1öU) −

−1

2
õ�−1öK(n)

... ◦õ�−1öU ◦õ�−1öU + op(n
−1/2) =

= n1/2óζ +
1

2
��öK(n)

... ◦ óζ ◦ óζ + ��öK(n)
... ◦ óζ ◦õ�−1öU

+
1

2
(��−õ�−1

)öK(n)
... ◦õ�−1öU ◦õ�−1öU + op(n

−1/2) . (C.6)

Proto lze prvńı sč́ıtanec n−1(fV − 
V )Tõ�(fV − 
V ) ze vztahu (C.5) psát ve tvaruóζTõ�óζ + n−1/2öK(n)
... ◦ óζ ◦ óζ ◦ ��õ�óζ + 2n−1/2öK(n)

... ◦ óζ ◦õ�−1öU ◦ ��õ�óζ +

+n−1/2öK(n)
... ◦õ�−1öU ◦õ�−1öU ◦ (��−õ�−1

)õ�óζ + op(n
−1/2) .
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Protože ale ��õ�óζ = 0, lze předchoźı vyjádřeńı člene n−1(fV − 
V )Tõ�(fV − 
V )
zjednodušit naóζTõ�óζ + n−1/2öK(n)

... ◦õ�−1öU ◦õ�−1öU ◦ óζ + op(n
−1/2) . (C.7)

Druhý sč́ıtanec −n−1öK(n)
... ◦ (fV −
V ) ◦ (fV −
V ) ◦
V ve vzorci (C.5) lze při užit́ı

vztahu (C.6) a lemmatu C.4 aproximovat jako

−n−1/2öK(n)
... ◦ óζ ◦ óζ ◦õ�−1öU + op(n

−1/2) . (C.8)

Nakonec, třet́ı sč́ıtanec −1
3
n−1öK(n)

... ◦ (fV − 
V ) ◦ (fV − 
V ) ◦ (fV − 
V ) v aproximaci
(C.5) je možné zapsat jako

−1

3
n−1/2öK(n)

... ◦ óζ ◦ óζ ◦ óζ + op(n
−1/2) . (C.9)

Součtem aproximaćı všech tř́ı sč́ıtanc̊u (C.7), (C.8), (C.9) dostaneme tvrzeńı.

Lemma C.6 Necht’ β̊ ∈ B a pro náhodnou veličinu βn plat́ı βn − β̊ = Op(n
−1/2),

tak, že
n1/2(βn − β̊) = V̊ + op(1) ,

pak
n−1J22.1(βn) = n−1J̊22.1 + n−2M̊T(L̊(n)

... ◦ V̊ )M̊ + op(n
−1/2) ,

kde symbol˚znač́ı hodnotu př́ıslušné matice, resp. vektoru v bodě β̊.

Důkaz. Aproximujme Fisherovu informačńı matici J v bodě βn Taylorovým poly-
nomem stupně 1 v bodě β̊

n−1J(βn) = n−1J̊ + n−2L̊(n)
... ◦ n1/2(βn − β̊) + op(n

−1/2) .

Podle předpoklad̊u lze tedy psát

n−1J(βn) = n−1J̊ + n−2L̊(n)
... ◦ V̊ + op(n

−1/2) .

Pro přehledněǰśı zápis označme matici F = L(n)
... ◦ V . Odtud odvod́ıme aproximaci

matice n−1J22.1(βn) = n−1J22(βn) − n−1J21(βn)J−1
11 (βn)J12(βn) jako

n−1J̊22 + n−2F̊22 −
−
�
n−1J̊21 + n−2F̊21 + op(n

−1/2)
� �
n−1J̊11 + n−2F̊11 + op(n

−1/2)
�−1 ×

×
�
n−1J̊12 + n−2F̊12 + op(n

−1/2)
�

+ op(n
−1/2) . (C.10)

Užit́ım vzorce pro inverzi součtu matic lze matici
�
n−1J̊11 + n−2F̊11 + op(n

−1/2)
�−1

vyjádřit ve tvaru

nJ̊−1
11 − nJ̊−1

11 (n−2F̊11 + op(n
−1/2))(Ir + nJ̊−1

11 (n−2F̊11 + op(n
−1/2)))−1nJ̊−1

11 ,
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což odpov́ıdáJ̊−1
11 − nJ̊−1

11 (n−2F̊11 + op(n
−1/2))(Ir + op(1))−1nJ̊−1

11 .

Odtud �
n−1J̊11 + n−2F̊11 + op(n

−1/2)
�−1

= nJ̊−1
11 − J̊−1

11 F̊11J̊−1
11 + op(n

−1/2) .

Dosazeńım vypočtené inverze do vztahu (C.10) pro aproximaci matice n−1J22.1(βn)
dostáváme aproximaci n−1J22.1(βn) ve tvaru

n−1J̊22 + n−2F̊22 −
−
�

˚n−1J21 + n−2F̊21 + op(n
−1/2)

� �
nJ̊−1

11 − J̊−1
11 F̊11J̊−1

11 + op(n
−1/2)

�
×

×
�
n−1J̊12 + n−2F̊12 + op(n

−1/2)
�

+ op(n
−1/2) ,

Což po úpravě odpov́ıdá matici

n−1J̊22 + n−2F̊22 − n−1J̊21J̊−1
11 J̊12 − n−2J̊21J̊−1

11 F̊12 − n−2F̊21J̊−1
11 J̊12 −

−n−2J̊21J̊−1
11 F̊11J̊−1

11 J̊12 + op(n
−1/2) .

Odtud plyne tvrzeńı.

Lemma C.7 Waldova statistika pro test hypotézy H0 : β2 = β2H proti jednoduché
alternativě An: β2 = β2H + εn je tvaru

W = (Òβ2 − β2H)TÒJ22.1(Òβ2 − β2H) .

Důkaz. Tvar Waldovy statistiky źıskáme dosazeńım př́ıslušného vektoru ξ = βH

a matice C = [0p−r×r
...Ip−r] do vyjádřeńı (3.30) s využit́ım vztahu [ÒJ22]−1 = ÒJ22.1.

Věta C.8 Necht’ Òβ = βA + Op(n
−1/2). Pro statistiku W z lemmatu C.7 pro test

hypotézy H0 proti alternativě A při platnosti A plat́ı W = W ∗ + op(n
−1/2), kde

W ∗ = (õ�2·öU + εn)T�J22.1(
õ�2·öU + εn) +

+n−1/2öK(n)
... ◦õ�−1öU ◦õ�−1öU ◦õ�·2�J22.1(

õ�2·U + εn) +

+n−1/2�L(n)
... ◦÷M(õ�2·öU + εn) ◦÷M(õ�2·öU + εn) ◦õ�−1öU .

Důkaz. Vektor v kvadratické formě Waldovy statistiky lze psát ve tvaru

n1/2(Òβ2 − β2H) = 
V 2 + n1/2εn .

Dále z předpokladu Òβ = βA +Op(n
−1/2) a z lemmatu C.4 plyne splněńı předpoklad̊u

lemmatu C.6, proto při užit́ı vztahu (C.2) dostáváme aproximaci Waldovy statistiky
ve tvaru

W =
�
n1/2õ�2·öU + n1/2εn +

1

2
õ�2·öK(n)

... ◦õ�−1öU ◦õ�−1öU + op(n
−1/2)

�T

×

×
�
n−1�J22.1 + n−2÷MT(�L(n)

... ◦ n1/2õ�−1öU)÷M + op(n
−1/2)

�
×

×
�
n1/2õ�2·öU + n1/2εn +

1

2
õ�2·öK(n)

... ◦õ�−1öU ◦õ�−1öU + op(n
−1/2)

�
,

což po úpravě odpov́ıdá tvrzeńı věty.
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Lemma C.9 Skórová statistika pro test hypotézy H:0 β2 = β2H proti jednoduché
alternativě An: β2 = β2H + εn je tvaru

S = ÝUT
2
ÜJ22ÝU2 . (C.11)

Důkaz. Protože je odhad Üβ1 maximálně věrohodným odhadem, plat́ı ÝU1 = 0.
Dosazeńım ÝU1 = 0 do vyjádřeńı (2.3) př́ımo dostáváme tvrzeńı.

Věta C.10 Necht’ Üβ = βA + Op(n
−1/2), pak pro skórovou statistiku S z (2.3) pro

test hypotézy H0 proti alternativě A při platnosti A plat́ı S = S∗ + op(n
−1/2), kde

S∗ = (÷MTöU −õ�22.1εn)T�J22(÷MTöU −õ�22.1εn) +

+n−1/2öK(n)
... ◦ (��öU + ÷Mεn) ◦ (��öU + ÷Mεn) ◦

◦÷M�J22(÷MTöU −õ�22.1εn) −
−n−1/2�L(n)

... ◦ �J·2(÷MTöU −õ�22.1εn) ◦
◦�J·2(÷MTöU −õ�22.1εn) ◦ (��öU + ÷Mεn) .

Důkaz. Aproximujme vektor n−1ÝU Taylorovým polynomem stupně 2 v bodě βA

n−1ÝU = n−1öU − n−3/2õ�fV +
1

2
n−2õ�... ◦ fV ◦ fV + o(‖Üβ − βA‖

2
) .

Znásobeńım n1/2, dosazeńım aproximace (C.3) a užit́ım lemmatu C.2, C.4 a vztahu
(A.6) dostáváme

n−1/2ÝU = n−1/2öU − n−1/2õ���öU − n−1/2õ�÷Mεn +

+
1

2
n−1(Ip −õ���)öK(n)

... ◦ (��öU + ÷Mεn) ◦ (��öU + ÷Mεn) + op(n
−1/2) .

Protože plat́ı maticové vztahyõ��� =

"
Ir 0õ�21
õ�−1

11 0

#
, õ�÷M =

"
0

−õ�22.1

#
,

je subvektor n−1/2ÝU2 roven

−n−1/2÷MTöU + n−1/2õ�22.1εn −

−1

2
n−1÷MTöK(n)

... ◦ (��öU + ÷Mεn) ◦ (��öU + ÷Mεn) + op(n
−1/2) . (C.12)

Nyńı odvod́ıme aproximaci matice nÜJ22 = nÜJ−1
22.1. Protože Üβ = βA + Op(n

−1/2)
a plat́ı lemma C.4 dostáváme z lemmatu C.6

n−1ÜJ22.1 = n−1�J22.1 + n−2÷MTõF÷M + op(n
−1/2) ,
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kde õF = �L(n)
... ◦ (n1/2��öU + ÷Mεn). Proto užit́ım vzorce pro inverzi součtu matic

dostáváme aproximaci nÜJ−1
22.1 ve tvaru

n�J−1
22.1 − �J−1

22.1
÷MTõF(Ip + n−2÷M(n�J−1

22.1 + op(n
−1/2))÷MTõF)−1÷M�J−1

22.1 + op(n
−1/2)

Odtud po úpravách obdrž́ıme

nÜJ−1
22.1 = n�J−22 − �J22÷MTõF(Ip + op(1))−1÷M�J22 + op(n

−1/2) =

= n�J22 − �J22÷MTõF÷M�J22 + op(n
−1/2) .

Nav́ıc, protože J22MT = −J2·, lze psát

nÜJ22 = n�J22 − n1/2�J2·(�L(n)
... ◦ (��öU + ÷Mεn))�J·2 + op(n

−1/2) . (C.13)

Dosazeńım aproximaćı (C.12) a (C.13) do vyjádřeńı skórové statistiky (C.11) dostá-
váme tvrzeńı.

C.2 Asymptotické rozděleńı testových statistik

Poznámka C.11 V následuj́ıćıch tvrzeńıch bude užita vlastnost Diracovy δ funkce

δ(ax) =
1

|a|δ(x), pro a 6= 0 ,

která plyne z toho, žeZ ∞

−∞
δ(ax)f(x)dx =

Z ∞

−∞
δ(u)

1

|a|f(
u

a
)du ,

přičemž je pravá strana rovna 1
|a|
f(0), což lze zapsat jako

R∞
−∞ δ(x) 1

|a|
f(x)dx.

Lemma C.12 Necht’ U as∼ N(0,J). Pro sdruženou hustotu f1 skórového vektoru
n−1/2U a empirické Fisherovy informačńı matice n−1� lze psát

f1 =
�
1 +

1

6
n−1/2öK(n)

.,.,. ◦ �J−1�u ◦ �J−1�u ◦ �J−1�u−
−1

2
n−1/2öK(n)

.,.,. ◦ �J−1 ◦ �J−1�u− n−1/2öK(n)
.,.. ◦ �J−1�u ◦ õD� f0 +O(n−1/2) ,

kde

f0 = f0(n
−1/2u, n−1�) =

= (2π)−p/2np2+p/2|�J|−1/2 exp{−1

2
uT�J−1u} pY

i,j=1

δ(�ij − �Jij) , (C.14)õD = [õDij]i,j=1,...,p, õDij = n
δ′(�ij − �Jij)

δ(�ij − �Jij)
,
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Důkaz. K aproximaci sdružené hustoty f1 užijeme stejně jako [36] mnohorozměrné
Edgeworthovy řady typu A. Tuto řadu lze psát ve tvaru

f1(y) =

 
1 +

∞X
r=1

(−1)rDr
(k−γ)

r!

!
f0(y) ,

kde Dr
(k−γ) je r-tý mnohorozměrný diferenciál s koeficienty, které odpov́ıdaj́ı rozd́ılu

př́ıslušných kumulant̊u r-tého stupně, k znač́ı kumulant aproximovaného náhodného
vektoru Y , γ je kumulant stupně r př́ıslušný bazické hustotě f0. Bazická hustota f0

je hustotou normálńıho rozděleńı se středńı hodnotou a variančńı matićı shodnými se
středńı hodnotou a variančńı matićı vektoru Y . Podle předpoklad̊u lze za bazickou
hustotu náhodného vektoru n−1/2U volit

f0(n
−1/2u) = (2π)−p/2|n−1�J|−1/2 exp{−1

2
uT�J−1u} .

Nav́ıc jsou všechny kumulanty matice n−1� až na středńı hodnotu, která je dle věty
1.4 rovna E(n−1�) = n−1J, řádu O(n−1), proto za bazickou hustotu matice n−1�
voĺıme funkci

f0(n
−1�) =

pY
i,j=1

δ(n−1�ij − n−1�Jij) = np2
pY

i,j=1

δ(�ij − �Jij) .

Celkem tedy za bazickou hustotu (n−1/2U , n−1�) voĺıme funkci f0 ze vztahu (C.14).
Kumulanty prvńıho stupně př́ıslušné bazické hustotě f0 proto odpov́ıdaj́ı kumu-
lant̊um aproximovaných náhodných veličin a koeficient u prvńıho mnohorozměrného
diferenciálu je nulový.

Protože

E(n−1UaUb) = n−1{J}ab

E(n−3/2Ua{�}bc) = n−2K(n)
a,bc

E(n−3/2UaUbUc) = n−2K(n)
a,b,c

a ostatńı kumulanty jsou řádu O(n−1), můžeme psát

f1 = f0 + n−1/2
pX

a=1

pX
b=1

pX
c=1

�
2

2!
n−3/2K(n)

a,bcDaDbc −
1

3!
n−3/2K(n)

a,b,cDaDbDc

�
f0

+O(n−1/2) , (C.15)

kde

Da =
∂

∂n−1/2ua
, Dab =

∂

∂n−1�ab

.
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Postupným derivováńım dostáváme

Daf0 = −n1/2{J−1u}af0

DbcDaf0 = −n3/2{J−1u}a
δ′(�bc − �Jbc)

δ(�bc − �Jbc)
f0

DbDaf0 = −n{J−1}abf0 + n{J−1u}a{J−1u}bf0

DcDbDaf0 = n3/2{J−1u}aJ−1
bc f0 + n3/2{J−1u}bJ−1

ac f0 +

+n3/2{J−1u}cJ−1
ab f0 − n3/2{J−1u}a{J−1u}b{J−1u}cf0

Dosazeńım do (C.15) dostáváme tvrzeńı.

Poznámka C.13 Z vlastnost́ı mnohorozměrného normálńıho rozděleńı Np(0, Ip)
lze odvodit následuj́ıćı rovnostiZ

(2π)−p/2 exp{−1

2
zTz}

pY
i=1

dzi = 1Z
zi(2π)−p/2 exp{−1

2
zTz}

pY
i=1

dzi = 0Z
zizj(2π)−p/2 exp{−1

2
zTz}

pY
i=1

dzi = δijZ
zizjzk(2π)−p/2 exp{−1

2
zTz}

pY
i=1

dzi = 0

kde δij = 1 pro i = j a δij = 0 pro i 6= j.

Lemma C.14 Pro trojdimenzionálńı pole K... a L... plat́ıK... ◦ y1 ◦ y2 ◦ y3 = 3K.,.. ◦ y1 ◦ y2 ◦ y3 −K.,.,. ◦ y1 ◦ y2 ◦ y3 ,K... ◦ A ◦ y1 = 2K.,.. ◦ A ◦ y1 +K.,.. ◦ y1 ◦ A −K.,.,. ◦ A ◦ y1 ,Lijk = Kk,ij −Kijk .

kde y1,y2,y3 ∈ Rp je libovolný konečný vektor a A je libovolná reálná p-rozměrná
matice. PrvkyKijk poleK... jsou nav́ıc shodné při libovolné permutaci jejich index̊u,
např. Kijk =Kikj.
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Důkaz. Pro středńı hodnotu trojdimenzionálńıho pole třet́ıch derivaćı lze psátKijk = E

�
∂3 ln f(Y ,β)

∂βi∂βj∂βk

�
=

= E

�
∂

∂βk

f ′′
ij(Y ,β)f(Y ,β) − f ′

i(Y ,β)f ′
j(Y ,β)

(f(Y ,β))2

�
=

= E

�
f ′′′

ijk(Y ,β)f(Y ,β) − f ′′
ij(Y ,β)f ′

k(Y ,β)

(f(Y ,β))2
−

−f
′′
ik(Y ,β)f ′

j(Y ,β)(f(Y ,β))2 + f ′′
jk(Y ,β)f ′

i(Y ,β)(f(Y ,β))2

(f(Y ,β))4

+
2f ′

i(Y ,β)f ′
j(Y ,β)f ′

k(Y ,β)f(Y ,β)

(f(Y ,β))4

�
.

Postupným derivováńım nav́ıc dostáváme

f ′′
ij(Y ,β)

f(Y ,β)
=
∂2 ln f(Y ,β)

∂βi∂βj
+
f ′

i(Y ,β)f ′
j(Y ,β)

(f(Y ,β))2
. (C.16)

a z podmı́nky (C.1) plyne E
�

f ′′′

βββ
(Y ,β)

f(Y ,β)

�
= 0. ProtoKijk = 0 + E({�}ijUk) − E(UiUjUk) + E({�}ikUj) − E(UiUjUk) +

+E({�jk}Ui) − E(UiUjUk) + 2E(UiUjUk) ,

z čehož po úpravě dostávámeKijk = E({�}ijUk) + E({�}ikUj) + E({�}jkUi) − E(UiUjUk) . (C.17)

Odtud vyplývá prvńı část tvrzeńı.
Tvrzeńı o matici L dokážeme obdobně. Postupnými úpravami dostávámeLijk =

∂

∂βk
E (UiUj) =

∂

∂βk

Z f ′
i(Y ,β)

f(Y ,β)

f ′
j(Y ,β)

f(Y ,β)
f(Y ,β)dµ(y) =

=
Z f ′′

ik(Y ,β)f(Y ,β) − f ′
i(Y ,β)f ′

k(Y ,β)

(f(Y ,β))2

f ′
j(Y ,β)

f(Y ,β)
f(Y ,β)dµ(y) +

+
Z f ′

i(Y ,β)

f(Y ,β)

f ′′
jk(Y ,β)

f(Y ,β)
f(Y ,β)dµ(y) .

Užit́ım vztah̊u (C.16) a (C.17) dostáváme, že prvek Lijk je roven

−E({�}ikUj) + E(UiUjUk) − E(UiUjUk) − E({�}jkUi) + E(UiUjUk) ,

z čehož plyne Lijk = E({�}ijUk) −Kijk.
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Věta C.15 Necht’ jsou splněny předpoklady věty C.5, pak momentová vytvořuj́ıćı
funkce statistiky ∆D pro test hypotézy H0 proti alternativě A je tvaru

M∆D(t) = (1 − 2t)−
1

2
(p−r) exp

�
t

1 − 2t
εn
çJ22.1εn

��
1 + n−1/2 (A/3 −B/2 + C/2 −D + E/2 − F/2)+

+ n−1/2 1

1 − 2t
(−A/2 +B − C/2 +D − E/2 + F/2) +

+ n−1/2 1

(1 − 2t)2
(A/6 −B/2)

�
+ o(n−1/2) .

Důkaz. Momentovou vytvořuj́ıćı funkci náhodné veličiny ∆D vypočteme užit́ım
věty C.5 jako

M∆D(t) = E(exp{t∆D∗}) + o(n−1/2)

=
Z
· · ·

Z
f1 exp{t∆D∗}

pY
i=1

dn−1/2ui

pY
j,k=1

dn−1�jk + o(n−1/2)

=
Z Z

n−p2−p/2f1 exp{t∆D∗}dud� + o(n−1/2) .

Označme pro přehlednost

∆D∗
1 = εT

n
õ�22.1εn − 2εT

n
÷MTöU + öUT(õ�−1

− ��)öU
∆D∗

2 = −n−1/2öK(n)
... ◦ ((��−õ�−1

)öU + ÷Mεn) ◦ (��öU + ÷Mεn) ◦õ�−1öU −

−1

3
n−1/2öK(n)

... ◦ ((��−õ�−1
)öU + ÷Mεn) ◦

◦((��−õ�−1
)öU + ÷Mεn) ◦ ((��−õ�−1

)öU + ÷Mεn)

Protože ÷MTõ�÷M = õ�22.1÷MTõ�(��−õ�−1
) = −÷MT

(��−õ�−1
)Tõ�(��−õ�−1

) = −(��−õ�−1
),

plat́ı ∆D∗ = ∆D∗
1 + ∆D∗

2.

Integrujme funkci n−p2−p/2f1 exp{t∆D∗} nejdř́ıve vzhledem ke složkám matice�. Protože z rozvoje funkce exp{t∆D∗
2} plyne

exp{t∆D∗} = exp{t∆D∗
1}(1 + t∆D∗

2) + op(n
−1/2) ,
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můžeme rozložit integrál
R
n−p2−p/2f1 exp{t∆D∗}d� na součet tř́ı člen̊uZ

exp{t∆D∗
1}(2π)−p/2|�J|−1/2 exp{−1

2
uT�Ju} pY

i,j=1

δ(�ij − �Jij) ×

×
�
1 +

1

6
n−1/2öK(n)

.,.,. ◦ �J−1�u ◦ �J−1�u ◦ �J−1�u−
−1

2
n−1/2öK(n)

.,.,. ◦ �J−1 ◦ �J−1�u� d�−

−
Z

exp{t∆D∗
1}(2π)−p/2|�J|−1/2 exp{−1

2
uT�Ju} pY

i,j=1

δ(�ij − �Jij) ×

×[n−1/2öK(n)
.,.. ◦ �J−1�u ◦ õD]d� +

+
Z

exp{t∆D∗
1}(2π)−p/2|�J|−1/2 exp{−1

2
uT�Ju} pY

i,j=1

δ(�ij − �Jij) ×

×[t∆D∗
2]d� + o(n−1/2) .

Užit́ım vlastnost́ı Diracovy δ funkce a poznámky C.11 zintegrujeme jednotlivé sč́ı-
tance integrálu. Označme ∆D∗

1(
�J), resp. ∆D∗

2(
�J) náhodnou veličinu ∆D∗

1, resp.

∆D∗
2, ve které je náhodná matice õ� nahrazena matićı �J. Po těchto úpravách lze

integrál n−p2−p/2 R f1 exp{t∆D∗}d� zapsat jako

exp
�
t∆D∗

1(
�J) − 1

2
uT�Ju� (2π)−p/2|�J|−1/2 ×

×
�
1 +

1

6
n−1/2öK(n)

.,.,. ◦ �J−1�u ◦ �J−1�u ◦ �J−1�u− 1

2
n−1/2öK(n)

.,.,. ◦ �J−1 ◦ �J−1�u�+

+ exp
�
t∆D∗

1(
�J) − 1

2
uT�Ju� (2π)−p/2|�J|−1/2 ×

×

264n−1/2öK(n)
.,.. ◦ �J−1�u ◦ t

"
∂∆D∗

1

∂õ� #õ�=óJ375+

+ exp
�
t∆D∗

1(
�J) − 1

2
uT�Ju� (2π)−p/2|�J|−1/2[t∆D∗

2(
�J)] + o(n−1/2) .

Přitom postupným derivováńım dostáváme8<:"∂∆D∗
1

∂õ� #õ� = �J9=;11

= �J−1
11
�J12εnε

T
n
�J21

�J−1
11 + �J−1

11
�u1ε

T
n
�J21

�J−1
11

+�J−1
11
�J21εn�uT

1
�J−1

11 + �J−1
11
�u1�uT

1
�J−1

11 − �J1·�u�uT�J·18<:"∂∆D∗
1

∂õ� #õ� = �J9=;12

= −�J−1
11
�J12εnεT

n − �J1·�u�uT�J·2
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8<:"∂∆D∗
1

∂õ� #õ� = �J9=;21

= −εnεT
n
�J12

�J−1
11 − εn�uT

1
�J−1

11 − �J−1
11
�u1ε

T
n − �J2·�u�uT�J·18<:"∂∆D∗

1

∂õ� #õ� = �J9=;22

= εnε
T
n − �J2·�u�uT�J·2

což lze souhrnně zapsat jako"
∂∆D∗

1

∂õ� #õ� = �J = (õA�u+ ÷Mεn)(õA�u + ÷Mεn)
T − �J−1�u�uT�J−1.

Odtud je integrál
R
n−p2−p/2f1 exp{t∆D∗}d� roven

exp
�
t∆D∗

1(
�J) − 1

2
uT�Ju� (2π)−p/2|�J|−1/2 ×

×
�
1 +

1

6
n−1/2öK(n)

.,.,. ◦ �J−1�u ◦ �J−1�u ◦ �J−1�u−
−1

2
n−1/2öK(n)

.,.,. ◦ �J−1 ◦ �J−1�u
−n−1/2töK(n)

... ◦ ((õA− �J−1)�u+ ÷Mεn) ◦ (õA�u + ÷Mεn) ◦ �J−1�u−

−1

3
n−1/2töK(n)

... ◦ ((õA− �J−1)�u + ÷Mεn) ◦

◦((õA− �J−1)�u + ÷Mεn) ◦ ((õA− �J−1)�u + ÷Mεn) +

−n−1/2töK(n)
.,.. ◦ �J−1�u ◦ �J−1�u ◦ �J−1�u

+n−1/2töK(n)
.,.. ◦ �J−1�u ◦ (õA�u + ÷Mεn) ◦ (õA�u + ÷Mεn)

i
+

+o(n−1/2) . (C.18)

Exponent t∆D∗
1(
�J) − 1

2
uT�Ju je možné d́ıky maticovým vztah̊um��J − 2t�JõA�J�−1

= �J−1 + 2t�J−1(�J−1 − 2tõA)−1õA =

= �J−1 + 2t(Ip − 2tõA�J)−1õA =

= �J−1 +
2t

1 − 2t
õA (C.19)õA�J÷M = 0 (C.20)õA�JõA = õA (C.21)

(õA− �J−1)�J÷M = −÷M (C.22)

(õA− �J−1)�J(õA− �J−1) = −(õA− �J−1) (C.23)÷MT�J÷M = �J22.1 (C.24)

psát ve tvaru

−1

2

��u +
2t

1 − 2t
�J÷Mεn

�TöD−1
��u +

2t

1 − 2t
�J÷Mεn

�
+

t

1 − 2t
εT

n
�J22.1εn, (C.25)
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kde öD =
1

1 − 2t
�J − 2t

1 − 2t
�JõA�J. (C.26)

Transformujme nyńı vektor �u na vektor �z předpisem�u = öD1/2�z − 2töD(�J−1 − õA)�J÷Mεn ,

což odpov́ıdá �u = öD1/2�z − 2t

1 − 2t
�J÷Mεn . (C.27)

Jednoduchými úpravami s užit́ım vztahu (C.20) dostáváme

|öD| = (1 − 2t)−p|�J||Ip − 2tõA�J| =

= (1 − 2t)−(p−r)|�J| (C.28)�J−1�u = �J−1öD1/2�z − 2t

1 − 2t
÷Mεn (C.29)

(õA− �J−1)�u + ÷Mεn = (õA− �J−1)öD1/2�z +
1

1 − 2t
÷Mεn (C.30)õA�u + ÷Mεn = õAöD1/2�z + ÷Mεn , (C.31)

a proto lze momentovou vytvořuj́ıćı funkci M∆D(t) náhodné veličiny ∆D vyjádřit
jako

M∆D(t) =
Z

exp
�

t

1 − 2t
εT

n
�J22.1εn

�
(1 − 2t)

1

2
(p−r)(2π)−p/2 exp

�
−1

2
�zT�z�

×
�
1 +

1

6
n−1/2 öK(n)

.,.,. ◦ óa1 ◦ óa1 ◦ óa1 −
1

2
n−1/2öK(n)

.,.,. ◦ �J−1 ◦ óa1 −

−tn−1/2öK(n)
... ◦ óa2 ◦ óa3 ◦ óa1 −

t

3
n−1/2öK(n)

... ◦ óa2 ◦ óa2 ◦ óa2 +

−tn−1/2öK(n)
.,.. ◦ óa1 ◦ óa1 ◦ óa1 + tn−1/2öK(n)

.,.. ◦ óa1 ◦ ◦óa3 ◦ óa3] du
+o(n−1/2) ,

kde óa1 =
��J−1öD1/2�z − 2t

1 − 2t
÷Mεn

�óa2 =
�
(õA− �J−1)öD1/2�z +

1

1 − 2t
÷Mεn

�óa3 =
�õAöD1/2�z + ÷Mεn

�
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Postupným integrováńım dle poznámky C.13 dostaneme M∆D(t) ve tvaru

exp
�

t

1 − 2t
εT

n
�J22.1εn

�
(1 − 2t)

1

2
(p−r) ×

× [1− 1

6

�
2t

1 − 2t

�3

n−1/2öK(n)
.,.,. ◦÷Mεn ◦÷Mεn ◦÷Mεn +

+
1

2

�
2t

1 − 2t

�
n−1/2öK(n)

.,.,. ◦ �J−1 ◦÷Mεn +

+t
2t

(1 − 2t)2
n−1/2öK(n)

... ◦÷Mεn ◦÷Mεn ◦÷Mεn −

− t

3

1

(1 − 2t)3
n−1/2öK(n)

... ◦÷Mεn ◦÷Mεn ◦÷Mεn +

+t
�

2t

1 − 2t

�3

n−1/2öK(n)
.,.. ◦÷Mεn ◦÷Mεn ◦÷Mεn −

−t 2t

1 − 2t
n−1/2öK(n)

.,.. ◦÷Mεn ◦÷Mεn ◦÷Mεn −

−3

6

2t

1 − 2t
n−1/2öK(n)

.,.,. ◦ �J−1öD�J−1 ◦÷Mεn +

+t
2t

1 − 2t
n−1/2öK(n)

... ◦ (õA− �J−1)öDõA ◦÷Mεn −

−tn−1/2öK(n)
... ◦ (õA− �J−1)öD�J−1 ◦÷Mεn −

−t 1

1 − 2t
n−1/2öK(n)

... ◦ õAöD�J−1 ◦÷Mεn −

−3t

3

1

1 − 2t
n−1/2öK(n)

... ◦ (õA− �J−1)öD(õA− �J−1) ◦÷Mεn +

+2t
2t

1 − 2t
n−1/2öK(n)

.,.. ◦ �J−1öD�J−1 ◦÷Mεn +

+t
2t

1 − 2t
n−1/2öK(n)

.,.. ◦÷Mεn ◦ �J−1öD�J−1 +

+2tn−1/2öK(n)
.,.. ◦ �J−1öDõA ◦÷Mεn −

− t
2t

1 − 2t
n−1/2öK(n)

.,.. ◦÷Mεn ◦ õAöDõA�+ o(n−1/2) .

Protože plat́ı lemma C.14 a maticové vztahy�J−1öD�J−1 =
1

1 − 2t

��J−1 − 2tõA� (C.32)õAöD�J−1 = õA (C.33)

(õA− �J−1)öD�J−1 =
1

1 − 2t

�õA− �J−1
�

(C.34)
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(õA− �J−1)öD(õA− �J−1) = − 1

1 − 2t

�õA− �J−1
�

(C.35)õAöDõA = õA (C.36)

(õA− �J−1)öDõA = 0 , (C.37)

lze po úpravě psát

M∆D(t) = exp
�

t

1 − 2t
εT

n
�J22.1εn

�
(1 − 2t)

1

2
(p−r)

×
�
1 − n−1/2öK(n)

.,.,. ◦÷Mεn ◦÷Mεn ◦÷Mεn
1

6

�
2t

1 − 2t

�2

−

−öK(n)
... ◦÷Mεn ◦÷Mεn ◦÷Mεn

1

6

2t

1 − 2t
−

−n−1/2öK(n)
... ◦ õA ◦÷Mεn

1

2

2t

1 − 2t
+

+ n−1/2öK(n)
.,.. ◦ õAεn ◦÷Mεn

2t

1 − 2t

�
+ o(n−1/2) . (C.38)

Dále, aproximujme kumulanty öK(n)
... a öK(n)

.,.,. v bodě βA jejich hodnotou v bodě

[βT
1A,β

T
2H ]T

n−3/2öK(n)
... = n−3/2éK(n)

... + o(1) (C.39)

n−3/2öK(n)
.,.,. = n−3/2éK(n)

.,.,. + o(1) . (C.40)

Protože [βT
1A,β

T
2A]T − [βT

1A,β
T
2H ]T = [0T, εT

n ]T = O(n−1/2) a zároveň
√
n[0T, εT

n ]T

lze triviálně chápat jako
√
n[0T, εT

n ]T + o(1), jsou splněny předpoklady lemmatu C.6
podle něhož lze pro matici n−1�J22.1 psát

n−1�J22.1 = n−1çJ22.1 + n−3/2êMT(çL(n)
..2 ◦ εn)êM + o(n−1/2) .

Odtud užit́ım lemmatu C.14 plyne

εT
n
�J22.1εn = εT

n
çJ22.1εn + n−1/2éK(n)

2,.. ◦ εn ◦êMεn ◦êMεn −
−n−1/2éK(n)

2.. ◦ εn ◦êMεn ◦êMεn + op(n
−1/2) . (C.41)
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Dosazeńım aproximaćı do vztahu (C.38) obdrž́ıme

M∆D(t) = exp
�

t

1 − 2t
εT

n
çJ22.1εn

�
(1 − 2t)

1

2
(p−r)

×
�
1 − 1

6
n−1/2 éK(n)

.,.,. ◦êMεn ◦êMεn ◦êMεn

�
2t

1 − 2t

�2

−

−1

6
n−1/2éK(n)

... ◦êMεn ◦êMεn ◦êMεn
2t

1 − 2t
−

−1

2
n−1/2éK(n)

... ◦ èA ◦êMεn
2t

1 − 2t
+

+n−1/2éK(n)
.,.. ◦ èA ◦êMεn

2t

1 − 2t
+

+
1

2
n−1/2éK(n)

2,.. ◦ εn ◦êMεn ◦êMεn
2t

1 − 2t
−

− 1

2
n−1/2éK(n)

2.. ◦ εn ◦êMεn ◦êMεn
2t

1 − 2t

�
+ o(n−1/2) .

Úpravou na parciálńı zlomky a užit́ım lemmatu C.14 pak dostáváme tvrzeńı.

Věta C.16 Necht’ jsou splněny předpoklady věty C.8, pak momentová vytvořuj́ıćı
funkce statistiky W pro test H0 proti A je tvaru

MW (t) = (1 − 2t)−
1

2
(p−r) exp

�
t

1 − 2t
εn
çJ22.1εn

��
1 + n−1/2 (A/3 − B/2 + C/2 −D + E/2 − F/2) +

+ n−1/2 1

1 − 2t
(−A/2 +B +D − E/2 + F/2 −G/2) +

+ n−1/2 1

(1 − 2t)2
(−B/2 − C/2 +G/2) −

+ n−1/2 1

(1 − 2t)3
A/6

�
+ o(n−1/2) .

Důkaz. Momentovou vytvořuj́ıćı funkci náhodné veličiny W vypočteme užit́ım věty
C.8 jako

MW (t) = E(exp{tW ∗}) + o(n−1/2)

=
Z Z

n−p2−p/2f1 exp{tW ∗}dud� + o(n−1/2) .

Označme nejprve pro přehlednost

W ∗
1 = (õ�2·öU + εn)T�J22.1(

õ�2·öU + εn)

W ∗
2 = n−1/2öK(n)

... ◦õ�−1öU ◦õ�−1öU ◦õ�·2�J22.1(
õ�2·U + εn) +

+n−1/2�L(n)
... ◦÷M(õ�2·öU + εn) ◦÷M(õ�2·öU + εn) ◦õ�−1öU .
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Zřejmě W ∗ = W ∗
1 +W ∗

2 .

Integrujme výraz n−p2−p/2f1 exp{tW ∗} nejdř́ıve, stejně jako v d̊ukazu věty C.15,
vzhledem ke složkám matice �. Protože z rozvoje funkce exp{tW ∗

2 } plyne

exp{tW ∗} = exp{tW ∗
1 }(1 + tW ∗

2 ) + op(n
−1/2) ,

můžeme rozložit integrál
R
n−p2−p/2f1 exp{tW ∗}d� na součet tř́ı člen̊uZ

exp{tW ∗
1 }(2π)−p/2|�J|−1/2 exp{−1

2
uT�Ju} pY

i,j=1

δ(�ij − �Jij) ×

×
�
1 +

1

6
n−1/2öK(n)

.,.,. ◦ �J−1�u ◦ �J−1�u ◦ �J−1�u−
−1

2
n−1/2öK(n)

.,.,. ◦ �J−1 ◦ �J−1�u�d�−

−
Z

exp{tW ∗
1 }(2π)−p/2|�J|−1/2 exp{−1

2
uT�Ju} pY

i,j=1

δ(�ij − �Jij) ×

×[n−1/2öK(n)
.,.. ◦ �J−1�u ◦ õD]d�+

+
Z

exp{tW ∗
1 }(2π)−p/2|�J|−1/2 exp{−1

2
uT�Ju} pY

i,j=1

δ(�ij − �Jij)[tW
∗
2 ]d� +

+o(n−1/2) .

Užit́ım vlastnost́ı Diracovy δ funkce a poznámky C.11 zintegrujeme jednotlivé sč́ı-
tance integrálu. Označme W ∗

1 (�J), resp. W ∗
2 (�J) náhodnou veličinu W ∗

1 , resp. W ∗
2 ,

ve které je náhodná matice õ� nahrazena matićı �J. Při integraci je třeba vyjádřit

derivaci W ∗
1 dle prvk̊u matice õ� v bodě �J"

∂W ∗
1

∂õ� #õ� = �J = −�J·2�J22.1
�J2·�u�uT�J−1 − �J−1�u�uT�J·2�J22.1

�J2· −

−2�J−1�uεT�J22.1
�J2· .

Protože plat́ı maticové vztahy�J·2�J22.1 = −÷M (C.42)�J·2�J22.1
�J2· = −(õA− �J−1) . (C.43)

můžeme psát"
∂W ∗

1

∂õ� #õ� = �J =
�
(õA− �J−1)�u + ÷Mεn

� �uT�J−1 + �J−1�u �(õA− �J−1)�u + ÷Mεn

�T
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Odtud s užit́ım vztah̊u (C.42) a (C.43) dostávámeZ
n−p2−p/2f1 exp{tW ∗}d� =

exp
�
tW ∗

1 (�J) − 1

2
uT�Ju� (2π)−p/2|�J|−1/2 ×

×
�
1 +

1

6
n−1/2öK(n)

.,.,. ◦ �J−1�u ◦ �J−1�u ◦ �J−1�u−
−1

2
n−1/2öK(n)

.,.,. ◦ �J−1 ◦ �J−1�u−

−tn−1/2öK(n)
... ◦ �J−1�u ◦ �J−1�u ◦

�
(õA− �J−1)�u+ ÷Mεn

�
+

+tn−1/2�L(n)
... ◦

�
(õA− �J−1)�u + ÷Mεn

�
◦
�
(õA− �J−1)�u + ÷Mεn

�
◦ �J−1�u +

+2tn−1/2 öK(n)
.,.. ◦ �J−1�u ◦ �J−1�u ◦

�
(õA− �J−1)�u + ÷Mεn

�i
+ o(n−1/2) .

Exponent
�
tW ∗

1 (�J) − 1
2
uT�Ju� je d́ıky vztah̊um (C.24) a÷M�J22÷MT = −(õA− �J−1) (C.44)

shodný s exponentem
�
t∆D∗

1(
�J) − 1

2
uT�Ju� v (C.18) př́ıslušným statistice ∆D

z d̊ukazu věty C.15, který lze psát ve tvaru

−1

2

��u +
2t

1 − 2t
�J÷Mεn

�TöD−1
��u+

2t

1 − 2t
�J÷Mεn

�
+

t

1 − 2t
εT

n
�J22.1εn ,

kde matice öD je určena vztahem (C.26). Proto voĺıme i stejnou transformaci vektoru�u na vektor �z předpisem (C.27).
Úpravou s užit́ım vztah̊u (C.28), (C.29), (C.30) dostáváme vyjádřeńı momentové

vytvořuj́ıćı funkce MW (t) ve tvaruZ
exp

�
t

1 − 2t
εT

n
�J22.1εn

�
(1 − 2t)

1

2
(p−r)(2π)−p/2 exp

�
−1

2
�zT�z�

×
�
1 +

1

6
n−1/2 öK(n)

.,.,. ◦ óa1 ◦ óa1 ◦ óa1 −
1

2
n−1/2öK(n)

.,.,. ◦ �J−1 ◦ óa1 −

−tn−1/2öK(n)
... ◦ óa1 ◦ óa1 ◦ óa2 + tn−1/2�L(n)

... ◦ óa2 ◦ óa2 ◦ óa1 +

+2tn−1/2öK(n)
.,.. ◦ óa1 ◦ óa1 ◦ óa2] du + o(n−1/2) ,

kde óa1 =
��J−1öD1/2�z − 2t

1 − 2t
÷Mεn

�óa2 =
�
(õA− �J−1)öD1/2�z +

1

1 − 2t
÷Mεn

�
.
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Postupným integrováńım s užit́ım poznámky C.13 a lemmatu C.14 obdrž́ıme

MW (t) = exp
�

t

1 − 2t
εT

n
�J22.1εn

�
(1 − 2t)

1

2
(p−r) ×

×
�
1 − 1

6

�
2t

1 − 2t

�3

n−1/2 öK(n)
.,.,. ◦÷Mεn ◦÷Mεn ◦÷Mεn +

+
1

2

�
2t

1 − 2t

�
n−1/2öK(n)

.,.,. ◦ �J−1 ◦÷Mεn +

−t (2t)4

(1 − 2t)3
n−1/2öK(n)

... ◦÷Mεn ◦÷Mεn ◦÷Mεn −

+t
2t

(1 − 2t)3
n−1/2(öK(n)

... −öK(n)
.,.. ) ◦÷Mεn ◦÷Mεn ◦÷Mεn +

+
�

2t

1 − 2t

�3

n−1/2öK(n)
.,.. ◦÷Mεn ◦÷Mεn ◦÷Mεn −

−3

6

2t

1 − 2t
n−1/2öK(n)

.,.,. ◦ �J−1öD�J−1 ◦÷Mεn +

−t 1

1 − 2t
n−1/2öK(n)

... ◦ �J−1öD�J−1 ◦÷Mεn −

+2t
2t

1 − 2t
n−1/2öK(n)

... ◦ (õA− �J−1)öD�J−1 ◦÷Mεn −

+t
2t

1 − 2t
n−1/2öK(n)

... ◦ (õA− �J−1)öD(õA− �J−1) ◦÷Mεn −

−t 2t

1 − 2t
n−1/2öK(n)

.,.. ◦÷Mεn ◦ (õA− �J−1)öD(õA− �J−1) −

−2t
1

1 − 2t
n−1/2öK(n)

... ◦÷Mεn ◦ (õA− �J−1)öD�J−1 +

+2t
1

1 − 2t
n−1/2öK(n)

.,.. ◦ (õA− �J−1)öD�J−1 ◦÷Mεn +

+
2t

1 − 2t
n−1/2öK(n)

.,.. ◦ �J−1öD�J−1 ◦÷Mεn +

−2t
2t

1 − 2t
n−1/2öK(n)

.,.. ◦ �J−1öD(õA− �J−1) ◦÷Mεn −

−2t
2t

1 − 2t
n−1/2öK(n)

.,.. ◦÷Mεn ◦ �J−1öD(õA− �J−1) + o(n−1/2) .

126



Protože plat́ı lemma C.14 a maticové vztahy (C.32), (C.33), (C.34), dostáváme

MW (t) = exp
�

t

1 − 2t
εT

n
�J22.1εn

�
(1 − 2t)

1

2
(p−r)

×
�
1 + n−1/2öK(n)

... ◦÷Mεn ◦÷Mεn ◦÷Mεn
−8t3 + 6t2

3(1 − 2t)3
−

−n−1/2öK(n)
.,.. ◦÷Mεn ◦÷Mεn ◦÷Mεn

2t2

(1 − 2t)2
+

+n−1/2öK(n)
... ◦ �J−1 ◦÷Mεn

t

(1 − 2t)2
+

+n−1/2öK(n)
... ◦ õA ◦÷Mεn

2t(t− 1)

(1 − 2t)2
+

+n−1/2 öK(n)
.,.. ◦ õA ◦÷Mεn

2t

1 − 2t

�
+ o(n−1/2) .

Stejně jako v d̊ukaze věty C.15 nyńı aproximujeme kumulanty, tj. užijeme vztahy
(C.39), (C.40) a (C.41), a t́ımto odvod́ıme

MW (t) = exp
�

t

1 − 2t
εT

n
�J22.1εn

�
(1 − 2t)

1

2
(p−r)

×
�
1 + n−1/2éK(n)

... ◦êMεn ◦êMεn ◦êMεn
−8t3 + 6t2

3(1 − 2t)3
−

−n−1/2éK(n)
.,.. ◦êMεn ◦êMεn ◦êMεn

2t2

(1 − 2t)2
+

+n−1/2éK(n)
... ◦ çJ−1 ◦êMεn

t

(1 − 2t)2
+

+n−1/2éK(n)
... ◦ èA ◦êMεn

2t(t− 1)

1 − 2t
+

+n−1/2éK(n)
.,.. ◦ èA ◦êMεn

2t

1 − 2t
+

+n−1/2éK(n)
2,.. ◦ εn ◦êMεn ◦êMεn

t

1 − 2t
−

− n−1/2éK(n)
2.. ◦ εn ◦êMεn ◦êMεn

t

1 − 2t

�
+ o(n−1/2) .

Úpravou na parciálńı zlomky pak dostáváme tvrzeńı.
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Věta C.17 Necht’ plat́ı předpoklady věty C.10, pak momentová vytvořuj́ıćı funkce
statistiky S pro test H0 proti A je tvaru

MS(t) = (1 − 2t)−
1

2
(p−r) exp

�
t

1 − 2t
εn
çJ22.1εn

��
1 + n−1/2 (A/3 − B/2 + C/2 −D + E/2 − F/2)+

+ n−1/2 1

1 − 2t
(−A/2 +B − C/2 +D − E/2 + F/2 + I/2 − J/2) +

+ n−1/2 1

(1 − 2t)2
(−I/2 + J/2) +

+ n−1/2 1

(1 − 2t)3
(A/6 −B/2)

�
+ o(n−1/2) .

Důkaz. Z věty C.10 plyne, že momentovou vytvořuj́ıćı funkci náhodné veličiny S
lze vyjádřit jako

MS(t) = E(exp{tS∗}) + o(n−1/2)

=
Z Z

n−p2−p/2f1 exp{tS∗}dud� + o(n−1/2) .

Při označeńı

S∗
1 = (÷MTöU −õ�22.1εn)T�J22(÷MTöU −õ�22.1εn)

S∗
2 = n−1/2öK(n)

... ◦ (��öU + ÷Mεn) ◦ (��öU + ÷Mεn) ◦
◦÷M�J22(÷MTöU −õ�22.1εn) −

−n−1/2�L(n)
... ◦ �J·2(÷MTöU −õ�22.1εn) ◦

◦�J·2(÷MTöU −õ�22.1εn) ◦ (��öU + ÷Mεn) ,

zřejmě plat́ı S∗ = S∗
1 + S∗

2 .

Integrujme funkci n−p2−p/2f1 exp{tS∗} v prvńım kroku, stejně jako v d̊ukazech
vět C.15 a C.16, vzhledem ke složkám matice �. Protože z rozvoje funkce exp{tS∗

2}
plyne

exp{tS∗} = exp{tS∗
1}(1 + tS∗

2) + op(n
−1/2) ,
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můžeme aproximovat integrál
R
n−p2−p/2f1 exp{tS∗}d� součtem tř́ı člen̊uZ

exp{tS∗
1}(2π)−p/2|�J|−1/2 exp{−1

2
uT�Ju} pY

i,j=1

δ(�ij − �Jij) ×

×
�
1 +

1

6
n−1/2öK(n)

.,.,. ◦ �J−1�u ◦ �J−1�u ◦ �J−1�u−
−1

2
n−1/2öK(n)

.,.,. ◦ �J−1 ◦ �J−1�u�d�−

−
Z

exp{tS∗
1}(2π)−p/2|�J|−1/2 exp{−1

2
uT�Ju} pY

i,j=1

δ(�ij − �Jij) ×

×[n−1/2öK(n)
.,.. ◦ �J−1�u ◦ õD]d�+

+
Z

exp{tS∗
1}(2π)−p/2|�J|−1/2 exp{−1

2
uT�Ju} pY

i,j=1

δ(�ij − �Jij)[tS
∗
2 ]d�

+o(n−1/2) .

Užit́ım vlastnost́ı Diracovy δ funkce a poznámky C.11 zintegrujeme jednotlivé sč́ıtan-
ce integrálu. Označme S∗

1(
�J), resp. S∗

2(
�J) náhodnou veličinu S∗

1 , resp. S∗
2 , ve které

je náhodná matice õ� nahrazena matićı �J. Při integraci je třeba vyjádřit derivaci S∗
1

dle prvk̊u matice õ� v bodě �J8<:"∂∆S∗
1

∂õ� #õ� = �J9=;11

=
���J11 − �J−1

11

� �u1 + �J12�u2 − �J−1
11
�J12εn

�
×

×
��J−1

11
�u1 + �J−1

11
�J12εn

�T
+

+
��J−1

11
�u1 + �J−1

11
�J12εn

�
×

×
���J11 − �J−1

11

� �u1 + �J12�u2 − �J−1
11
�J12εn

�T8<:"∂∆S∗
1

∂õ� #õ� = �J9=;12

=
��J−1

11
�u1 + �J−1

11
�J12εn

� ��J21�u1 + �J22�u2 + εn

�T −

−
���J11 − �J−1

11

� �u1 + �J12�u2 − �J−1
11
�J12εn

�
εT

n8<:"∂∆S∗
1

∂õ� #õ� = �J9=;21

=
��J21�u1 + �J22�u2 + εn

� ��J−1
11
�u1 + �J−1

11
�J12εn

�T −

−εn

���J11 − �J−1
11

� �u1 + �J12�u2 − �J−1
11
�J12εn

�T8<:"∂∆S∗
1

∂õ� #õ� = �J9=;22

= −
��J21�u1 + �J22�u2 + εn

�
εT

n − εn

��J21�u1 + �J22�u2 + εn

�T
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což lze v celku zapsat jako"
∂∆S∗

1

∂õ� #õ� = �J = −
�
(õA− �J−1)�u+ ÷Mεn

�
(õA�u + ÷Mεn)T −

−(õA�u + ÷Mεn)
�
(õA− �J−1)�u + ÷Mεn

�T
.

Celkem s užit́ım vztah̊u (C.44) a�J·2÷MT = õA− �J−1

−�J·2�J22.1 = ÷M
dostáváme aproximaci integrálu

R
n−p2−p/2f1 exp{tS∗}d� ve tvaru

exp
�
tS∗

1(
�J) − 1

2
uT�Ju� (2π)−p/2|�J|−1/2 ×

×
�
1 +

1

6
n−1/2öK(n)

.,.,. ◦ �J−1�u ◦ �J−1�u ◦ �J−1�u−
−1

2
n−1/2öK(n)

.,.,. ◦ �J−1 ◦ �J−1�u−

−tn−1/2öK(n)
... ◦

�õA�u + ÷Mεn

�
◦
�õA�u + ÷Mεn

�
◦
�
(õA− �J−1)�u + ÷Mεn

�
−

−tn−1/2�L(n)
... ◦

�
(õA− �J−1)�u + ÷Mεn

�
◦
�
(õA− �J−1)�u + ÷Mεn

�
◦

◦
�õA�u + ÷Mεn

�
+

+ 2tn−1/2öK(n)
.,.. ◦ �J−1�u ◦

�õA�u + ÷Mεn

�
◦
�
(õA− �J−1)�u + ÷Mεn

�i
+ o(n−1/2) .

Exponent je d́ıky vztahu (C.44) shodný s exponentem v (C.18) př́ıslušným statis-
tice ∆D z d̊ukazu věty C.15, který lze psát ve tvaru
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2

��u +
2t

1 − 2t
�J÷Mεn

�TöD−1
��u+

2t

1 − 2t
�J÷Mεn

�
+

t

1 − 2t
εT

n
�J22.1εn ,

kde öD =
1

1 − 2t
�J − 2t

1 − 2t
�JõA�J .

Proto voĺıme i stejnou transformaci vektoru �u na vektor �z předpisem�u = öD1/2�z − 2t

1 − 2t
�J÷Mεn .

Úpravou s užit́ım vztah̊u (C.28), (C.29), (C.30) a (C.31) při označeńıóa1 =
��J−1öD1/2�z − 2t

1 − 2t
÷Mεn

�óa2 =
�
(õA− �J−1)öD1/2�z +

1

1 − 2t
÷Mεn

�óa3 =
�õAöD1/2�z + ÷Mεn

�
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dostáváme

MS(t) =
Z

exp
�

t

1 − 2t
εT

n
�J22.1εn

�
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�
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Postupným integrováńım dle poznámky C.13 a lemmatu C.14 odvod́ıme

MS(t) = exp
�
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Protože plat́ı lemma C.14 a maticové vztahy (C.32) – (C.37) lze momentovou vy-
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tvořuj́ıćı funkci statistiky S aproximovat jako

MS(t) = exp
�

t
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Na závěr, stejně jako v d̊ukaze věty C.15 aproximujeme kumulanty, tj. užijeme vz-
tahy (C.39), (C.40) a (C.41), a t́ımto dostáváme
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Úpravou na parciálńı zlomky pak dostáváme tvrzeńı.

Poznámka C.18 Momentová vytvořuj́ıćı funkce necentrálńıho χ2
r,λ rozděleńı je dle

[43], str. 278, tvaru

ψ(t) = (1 − 2t)−r/2 exp
�

t

1 − 2t
λ
�
.
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Důsledek C.19 Necht’ βA je skutečná hodnota parametru β, Òβ = βA +Op(n
−1/2),Üβ = βA +Op(n

−1/2). Pak statistiky ∆D, W , a S maj́ı všechny asymptoticky χ2
p−r,λ

rozděleńı s λ = εT
n
çJ22.1εn. Nav́ıc, je-li skutečná hodnota parametru rovna βH , pak

maj́ı všechny statistiky χ2
p−r rozděleńı (tj. λ = 0).

Důkaz. Tvrzeńı plyne z vět C.4, C.11, C.12, nebot’ jejich d̊usledkem je, že pro
momentovou vytvořuj́ıćı funkci libovolné ze statistik ∆D, W , S plat́ı

M(t) = (1 − 2t)−
1

2
(p−r) exp

�
t

1 − 2t
εn
çJ22.1εn

�
+ o(1) .

Odtud užit́ım poznámky C.18 plyne tvrzeńı.
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Seznam matlabovských programů
z přiloženého CD

priklad geny Programy užité pro výpočty v př́ıkladu 3.29

confreg.m – výpočet oblast́ı spolehlivosti kontrast̊u parametr̊u MGLM podle
věty 3.24

fact.m – převod matice doprovodných kategoriálńıch proměnných do př́ıslušné
matice plánu modelu

iwlsm Mn.m – iteračńı metoda vážených nejmenš́ıch čtverc̊u pro odhad parametr̊u
MGLM s multinomickým rozděleńım

statistics Mn.m – výpočet testových statistik pro test vhodnosti submodelu
s multinomickým rozděleńım

priklad1 Mn Programy užité při výpočtu př́ıkladu 4.8

asym power Mn.m – výpočet asymptotických aproximaćı sil test̊u v MGLM s mul-
tinomickým rozděleńım dle poznámky 4.6

iwlsm Mn.m – iteračńı metoda vážených nejmenš́ıch čtverc̊u pro odhad parametr̊u
MGLM s multinomickým rozděleńım

multrnd.m – program generuj́ıćı vektor s multinomickým rozděleńım z [45]

power Mn example1.m – zadáńı parametr̊u simulaćı pro př́ıklad 4.8

sim power Mn.m – simulace sil test̊u založených na statistice ∆D, S,W v MGLM
s multinomickým rozděleńım

statistics Mn.m – výpočet testových statistik pro test vhodnosti submodelu
s multinomickým rozděleńım

priklad2 Diri Programy užité při výpočtu př́ıkladu 4.9

asym power Diri.m – výpočet asymptotických aproximaćı sil test̊u v MGLM
s transformovaným Dirichletovým rozděleńım dle poznámky 4.6

dif Diri.m – pomocná funkce programu inv mu Diri.m

diripdf.m – grafické znázorněńı hustoty dvourozměrného transformovaného Di-
richletova rozděleńı
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inv mu Diri.m – numerický výpočet přirozeného parametru α transformovaného
Dirichletova rozděleńı př́ıslušného středńı hodnotě µ

iwlsm Diri.m – iteračńı metoda vážených nejmenš́ıch čtverc̊u pro odhad para-
metr̊u MGLM s transformovaným Dirichletovým rozděleńım

power Diri example1.m – zadáńı parametr̊u simulaćı pro př́ıklad 4.9

sim power Diri.m – simulace sil test̊u založených na statistice ∆D, S, W pro
MGLM s transformovaným Dirichletovým rozděleńım

statistics Diri.m – výpočet testových statistik pro test vhodnosti submodelu
s transformovaným Dirichletovým rozděleńım

priklad3 Ws Programy užité při výpočtu př́ıkladu 4.10

asym power Ws.m – výpočet asymptotických aproximaćı sil test̊u v MGLM s Wis-
hartovým rozděleńım dle poznámky 4.6

det mu Ws.m – výpočet determinantu |Σ(θ)| maticového parametru Wishartova
rozděleńı

inv mu Ws.m – výpočet přirozeného parametru θ Wishartova rozděleńı se středńı
hodnotou µ

itriu.m – indexy prvk̊u horńıho trojúhelńıku čtvercové matice

iwlsm Ws.m – iteračńı metoda vážených nejmenš́ıch čtverc̊u pro odhad parametr̊u
MGLM s Wishartovým rozděleńım

power Ws example1.m – zadáńı parametr̊u simulaćı pro př́ıklad 4.10

sim power Ws.m – simulace sil test̊u založených na statistice ∆D, S, W pro
MGLM s Wishartovým rozděleńım

statistics Ws.m – výpočet testových statistik pro test vhodnosti submodelu
s Wishartovým rozděleńım

srovnani 1dim Programy užité při srovnáńı aproximovaných a simulovaných sil
v MGLM1 s vybraným jednorozměrným rozděleńım

asym power 1dim.m – výpočet asymptotických aproximaćı sil test̊u v MGLM1
s vybraným jednorozměrným rozděleńım dle poznámky 4.6 a jejich gra-
fické srovnáńı se simulacemi a aproximacemi dle kapitoly 5

sim asym power Bi.m.m – simulace sil a výpočet asymptotické aproximace śıly
z kapitoly 5 v MGLM1 s binomickým rozděleńım

sim asym power G.m – simulace sil a výpočet asymptotické aproximace śıly z ka-
pitoly 5 v MGLM1 s gama rozděleńım

sim asym power NB.m – simulace sil a výpočet asymptotické aproximace śıly
z kapitoly 5 v MGLM1 s negativně binomickým rozděleńım

sim asym power Po.m – simulace sil a výpočet asymptotické aproximace śıly
z kapitoly 5 v MGLM1 s Poissonovým rozděleńım
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srovnani diri Programy užité při srovnáńı aproximovaných a simulovaných sil
test̊u v MGLM1 s transformovaným Dirichletovým rozděleńım v kapitole 6

asym power Diri.m – výpočet asymptotických aproximaćı sil test̊u v MGLM
s transformovaným Dirichletovým rozděleńım dle poznámky 4.6

b Diri.m – výpočet hodnoty funkce b(g(µ)) středńı hodnoty transformovaného
Dirichletova rozděleńı

dif Diri.m – pomocná funkce programu inv mu Diri.m

inv mu Diri.m – numerický výpočet přirozeného parametru α transformovaného
Dirichletova rozděleńı př́ıslušného středńı hodnotě µ

iwlsm Diri.m – iteračńı metoda vážených nejmenš́ıch čtverc̊u pro odhad para-
metr̊u MGLM s transformovaným Dirichletovým rozděleńım

power Diri example2.m – zadáńı parametr̊u simulaćı pro obrázek 6.2

sim asym power Diri.m – simulace sil test̊u založených na statistice ∆D, S, W
v MGLM1 s transformovaným Dirichletovým rozděleńım a výpočet jejich
asymptotických aproximaćı dle kapitoly 5

statistics Diri.m – výpočet testových statistik pro test vhodnosti submodelu
s transformovaným Dirichletovým rozděleńım

var Diri.m – výpočet funkce b′′(g(µ)) středńı hodnoty transformovaného Dirich-
letova rozděleńı

srovnani Mn Programy užité při srovnáńı aproximovaných a simulovaných sil test̊u
v MGLM1 s multinomickým rozděleńım v kapitole 6

asym power Mn.m – výpočet asymptotických aproximaćı sil test̊u v MGLM s mul-
tinomickým rozděleńım dle poznámky 4.6

iwlsm Mn.m – iteračńı metoda vážených nejmenš́ıch čtverc̊u pro odhad parametr̊u
MGLM s multinomickým rozděleńım

multrnd.m – program generuj́ıćı vektor s multinomickým rozděleńım z [45]

power Mn example2.m – zadáńı parametr̊u simulaćı pro obrázek 6.1

sim asym power Mn.m – simulace sil test̊u založených na statistice ∆D, S, W
v MGLM1 s multinomickým rozděleńım a výpočet jejich asymptotických
aproximaćı dle kapitoly 5

statistics Mn.m – výpočet testových statistik pro test vhodnosti submodelu
s multinomickým rozděleńım

srovnani Ws Programy užité při srovnáńı aproximovaných a simulovaných sil test̊u
v MGLM1 s Wishartovým rozděleńım v kapitole 6

asym power Ws.m – výpočet asymptotických aproximaćı sil test̊u v MGLM s Wis-
hartovým rozděleńım dle poznámky 4.6

det mu Ws.m – výpočet determinantu |Σ(θ)| maticového parametru Wishartova
rozděleńı
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inv mu Ws.m – výpočet přirozeného parametru θ Wishartova rozděleńı se středńı
hodnotou µ

itriu.m – indexy prvk̊u horńıho trojúhelńıku čtvercové matice

iwlsm Ws.m – iteračńı metoda vážených nejmenš́ıch čtverc̊u pro odhad parametr̊u
MGLM s Wishartovým rozděleńım

power Ws example2.m – zadáńı parametr̊u simulaćı pro obrázek 6.3

sim asym power Ws.m – simulace sil test̊u založených na statistice ∆D, S, W
pro MGLM1 s Wishartovým rozděleńım a výpočet jejich asymptotických
aproximaćı dle kapitoly 5

statistics Ws.m – výpočet testových statistik pro test vhodnosti submodelu
s Wishartovým rozděleńım

var Ws.m – výpočet variančńı matice vektoru s Wishartovým rozděleńım
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Fizmatgiz, 1963. 500 s.

[3] Belitskii, Genrikh R., Lyubich, Yu. I. Matrix norms and their applications.
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vyd. překl. Praha: ACADEMIA, 1978. 668 s.

141
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